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KIRISH

Analiz asoslari matematik analiz fanining asosi bo‘lib hisoblanadi. Uni
chuqur o‘rganish matematikaning ko‘pgina sohalarini o‘zlashtirishni va amaliy
masalalarni yechishni osonlashtiradi.

Qo‘llanmaning birinchi bobida haqiqiy sonlar nazariyasi o‘nli kasrlar
yordamida Kiritilgan. Ikkinchi bob esa elementar funksiyalarni o‘rganishga
bag’ishlangan bo‘lib, unda elementar funksiyalarning xossalari to‘liq va sodda
bayon gilingan. Uchinchi bobda sonli ketma-ketlik tushunchasi va uning limiti
hamda xossalari keltirilgan. To‘rtinchi bobda funksiyaning limiti va uning
xossalari to‘lig bayon gilingan. Beshinchi bobda funksiyaning uzluksizligi
tushunchasi, uzluksiz funksiyalarning xossalari Keltirilgan. Oltinchi bob
funksiyaning hosilasi va uning tadbiqlariga bag’ishlangan. Yettinchi bobda
anigmas integral tushunchasi va integrallash usullari yoritilgan.

Analiz asoslariga oid ta’rif va tushunchalar, xossalar, teoremalar  bu
xossalar va teoremalarga doir misol va mashqglar yordamida batafsil tahlil
gilingan. Har bir bobning oxirida bobni takrorlash uchun test savollari berilgan.

Qo‘llanmada haqiqgiy sonlar, sonli ketma-ketliklar va ularning limiti,
funksiya tushunchasi va funksiyaning uzluksizligi, funksiyaning limiti, funksiya
hosilasi va differensiali, differensial hisobning tadbiglari, anigmas integrallarni
o‘rganishning asosiy usullari keltirilgan. Misol va nazariy mashqglarni yechish
yo‘llari ko‘rsatilgan holda ko‘pgina tushuncha va ta’riflar yoritilib o‘tilgan.
Mustaqil yechish uchun ham yetarli darajada misol va nazariy mashglar
keltirilgan. Ushbu o‘quv go‘llanma birinchi kurs talabalariga va yuqorida
aytilgan bo‘limlarni mustaqgil o‘zlashtiruvchilar uchun mo‘ljallangan bo‘lib,
talabalarga haqiqgiy sonlar, sonli ketma-ketliklar va ularning limiti, funksiya
tushunchasi va funksiyaning uzluksizligi, funksiya limiti, funksiya hosilasi va
differensiali, differensial hisobning tadbiglari, anigmas integrallarni
o‘rganishning asosiy usullarini, hamda bu mavzularni yaxshiroq o‘zlashtirib
olishga yordam beradi. Shuningdek, talabalarga haqiqiy sonlar, sonli ketma-
ketliklar va ularning limiti, funksiya tushunchasi va funksiyaning uzluksizligi,
funksiya limiti, funksiya hosilasi va differensiali, differensial hisobning
tadbiqlari, anigmas integrallarni go‘llanishiga doir amaliy ahamiyatga ega
bo‘lgan malaka va ko‘nikmalarni egallashda ham asosiy manbalardan biri
bo‘lishi mumkin.



| Bob. HAQIQIY SONLAR

1-§.To*plam tushunchasi. Qism to‘plamlar
Reja:
1. To*plam tushunchasi.
2. Qism to‘plam tushunchsi.
3. O¢z-o0¢zini tekshirish savollari.
4. Mustaqil yechish uchun misollar.

1.To‘plam tushunchasi. To‘plam tushunchasi matematikaning
boshlang'ich (ta'riflanmaydigan) tushunchalaridan biridir. U chekli yoki cheksiz
ko‘p obyektlar (narsalar, buyumlar, shaxslar va h.k.) ni birgalikda bir butun deb
garash natijasida vujudga keladi.

Masalan, Oc<zbekistondagi viloyatlar to‘plami; viloyatdagi maktablar
to‘plami; butun sonlar to‘plami; to‘g'ri chiziq kesmasidagi nugtalar to‘plami;
sinfdagi o‘quvchilar to‘plami va hokazo. To‘plamni tashkil etgan obyektlar
uning elementlari deyiladi.

To‘plamlar odatda lotin alifbosining bosh harflari bilan, uning elementlari
esa shu alifboning kichik harflari bilan belgilanadi. Masalan, A = {a, b, c,d}
yozuvi A to‘plam a,b,c,d elementlardan tashkil topganligini bildiradi. x element
X to‘plamga tegishli ekanligi x € X ko‘rinishda, tegishli emasligi esa x & X

ko‘rinishda belgilanadi. Masalan, barcha natural sonlar to‘plami N va 4, 5,%, T

. 3 . . .
sonlari uchun 4 € N,5 € N’Z & N,m ¢ N munosabatlar o‘rinli. Biz, asosan,

yugorida ko‘rsatilganidek buyumlar, narsalar to‘plamlari bilan emas, balki sonli
to‘plamlar bilan shug'ullanamiz. Sonli to‘plam deyilganda barcha elementlari
sonlardan iborat bo‘lgan har ganday to‘plam tushuniladi. Bunga N-natural sonlar
to‘plami, Z- butun sonlar to‘plami, Q - ratsional sonlar to‘plami, R - haqiqiy
sonlar to‘plami misol bo‘la oladi. To‘plam o‘z elementlarining to‘liq ro‘yxatini
ko‘rsatish yoki shu to‘plamga tegishli bo‘lgan elementlargina ganoatlantiradigan
shartlar sistemasini berish bilan to‘lig aniglanishi mumkin. To‘plamga tegishli
bo‘lgan elementlargina ganoatlantiradigan shartlar sistemasi shu to‘plamning
xarakteristik xossasi deb ataladi. Barcha x elementlari biror b xossaga ega

bo‘lgan to‘plam X = {x:b(x)} kabi yoziladi. Masalan, ratsional sonlar

to‘plamini Q = {r:r = s, pEZqE N} ko‘rinishda, ax?+bx+c=0
kvadrat tenglama ildizlari to‘plamini esa X = {x:ax? + bx + ¢ = 0} ko‘ri-
nishda yozish mumkin. Elementlari soniga bog'lig holda to‘plamlar chekli va
cheksiz to‘plamlarga ajratiladi. Elementlari soni chekli bo‘lgan to‘plam chekli

to ‘plam, elementlari soni cheksiz bo‘lgan to‘plam cheksiz to ‘plam deyiladi.
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1.1-misol. A = {x:x € N,x? > 7} to‘plam kvadrati 2 dan katta bo‘lgan
barcha natural sonlardan tuzilgan, ya'ni A = {3,4,5,6,7,8,9, ...}. Bu to‘plam -
cheksiz to‘plamdir.

Birorta ham elementga ega bo‘lmagan to‘plam bo ‘sh to ‘plam deyiladi.
Bo‘sh to‘plam @ belgi orgali belgilanadi. Bo‘sh to‘plam ham chekli to‘plam
hisoblanadi.

1.2-misol. x2 + 3x + 2 = 0 tenglamaning ildizlari X = {—2,—1} chekli
to‘plamni tashkil etadi. x?2 + 3x + 3 = 0 tenglama esa haqiqiy ildizlarga ega
emas, ya'ni uning haqiqgiy yechimlar to‘plami bo’sh to’plamdir ().

2. Qism to‘plam tushunchsi. Ayni bir xil elementlardan tuzilgan
to‘plamlar teng to ‘plamlar deyiladi. Agar A vaB to‘plamlar teng bo‘lsa A = B
kabi, aks holda A # B kabi yozamiz. Mana bu c belgi orqgali oz ichiga olishlik
munosabati ifodalanadi ya’ni A € B yozuv A ning har bir elementi B ning
elementi ham bo‘lishini bildiradi. Bu holda A to‘plam B ning gism to‘plami, B
esa A ning ust to ‘plami deyiladi. Agar A < B va A # B bo‘lsa A to‘plam B
ning xos gism to ‘plami deyiladi va A ¢ B kabi yoziladi. A=B bo‘lishi uchun
A c B va B ¢ A munosabatlarning bajarilishi zarur va yetarli.

3. O¢z-o¢zini tekshirish savollari.

1. To‘plam tushunchasini bering va ularga misollar keltiring.
2. Qism to‘plam ta’rifini ayting va unga misollar keltiring.

4. Mustaqil yechish uchun misollar.

Quyida berilgan to‘plamlarning elementlarini aniglang.
1.1.A={x:x € N,—8 < x < 5}.

1.2. A={xeZ:(2x-7)x*~16)=0,x<0}
1.3. B:{yeR:y3+5y2+6y:O}.

1.4. Bz{yeR:y—isz,y<0}.

1.5. A={xeN:x*-5x-6<0}.
16.C = {x € 2: —<5% <26},
25
1.7.A={xeR:cos’2x=1, 0<x<2r},
1.8. Ushbu {{12}.{2;3}} ={1,2;3} tenglik o‘rinlimi?
1.9. Ushbu A={xeR:x®-7x?+16x-12=0} va B={23} to‘plamlarning
tengligini ko‘rsating.
1.10. A = {a, b, ¢, d} to‘plamning gism to‘plamlarini yozing.

1.11. A = {1,2,3,4} to‘plamning gism to‘plamlarini yozing.
1.12. A = {—3,7,9,6,8} to‘plamning gism to‘plamlarini yozing.
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2-§. To*plamlar ustida amallar
Reja:

1. To*plamlar ustida amallar.
2. O°z-o0¢zini tekshirish savollari.
3. Mustagil yechish uchun misollar.

1.To‘plamlar ustida amallar. A va B to‘plamlarning ikkalasida ham
mavjud bo‘lgan x elementga shu to‘plamlarning umumiy elementi deyiladi.

2.1-ta’rif. A va B to‘plamlarning kesishmasi (yoki ko ‘paytmasi) deb,
ularning barcha umumiy elementlaridan tuzilgan to‘plamga aytiladi. A va B
to‘plamlarning kesishmasi ANB ko‘rinishda belgilanadi:
ANB ={x:x € Avax € B}. 2.1-chizmada Eyler —Venn diagrammasi nomi
bilan ataladigan chizmada A va B shakllarning kesishmasi ANB ni beradi
(chizmada shtrixlab ko‘rsatilgan).

2.2-ta’rif. A va B to‘plamlarning birlashmasi (yoki vyig'indisi) deb,
ularning kamida bittasida mavjud bo‘lgan barcha elementlardan tuzilgan
to‘plamga aytiladi. A va B to‘plamlarning birlashmasi AUB ko‘rinishida
belgilanadi: AUB = {x:x € A yoki x € B} (2.2-chizma).

A B A /.Q\ﬁ B
i N oy
rd Y
1 L1
i ]
LY 7
\\@/\’i"—//
ANB AUE
2.1-chizma 2.2_chizma
A B
. A
ANE
2.3-chizma 2.4-chizma

2.3-ta’rif. A va B to‘plamlarning ayirmasi deb, A ning B da mavjud
bo‘lmagan barcha elementlaridan tuzilgan to‘plamga aytiladi. A va B
to‘plamlarning ayirmasi A\ B ko‘rinishda belgilanadi: A\ B = {x:x €
Avax ¢ B} (2.3- chizma).
2.4-ta’rif. Agar Bc A bo‘lsa, A\B to‘plam B to‘plamning
to ‘Idiruvchlsi deyiladi va B’ yoki B, bilan belgilanadi (2.4- chizma).
2.1-misol. A ={a,b,c,d,e,f}vaB ={b,d,e,g,h} to‘plamlar berilgan.
Ularning kesishmasi, birlashmasini topamiz va Eyler — Venn diagrammasida
talgin etamiz. b, d, e elementlari A va B to‘plamlar uchun umumiy, shunga ko‘ra
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ANB = {b,d, e}. Bu to‘plamlarning birlashmasi esa AUB = {a,b,c,d, e, f, h}
dan iborat (2.5-chizma).
2.2-misol. A = {x ~2<x< Z} B = {x ~lcxs< Z}to‘plamlarning
: : P Sx <y, P2 Sx S
kesishmasi birlashmasi va ayirmasini topamiz. Buning uchun sonlar o‘gida

—3,— " ,2 nugtalarni belgilaymiz (2.6-chizma).

qe NN,
E 0 z 2 X
3

4 4
2.5-chizma 2.6-chizma

AﬂB—{ 1< <7} AUB—{ 2< <2}
—x.—4_x_4, —x.—3_x_ ,

4

2.3-misol. A={0;2;3}, C={0;1;2;3;4} to‘plamlar uchun A'=C\A ni
topamiz. A c C bo‘lgani uchun A'=C\A = {l; 4} bo‘ladi.

2.4-misol. Agar A c B bo‘lsa, A U B = B bo‘lishini isbot gilamiz.

Isbot. A € B bo‘lsin. a) AU B c B ni ko‘rsatamiz. x € AUB bo‘lsin. U
holda x € A yoki x € B bo‘ladi. Agar x € A bo‘lsa, A € B ekanidan x € B
ekanligi kelib chigadi, ikkala holda ham A U B ning bar ganday elementi B ning
ham elementidir. Demak, AU B C B.
b) BcAUB ni ko‘rsatamiz. x € B bo‘lsin. U holda, to‘plamlar
birlashmasining ta'rifiga ko‘ra x € A U B bo‘ladi. Demak, B ning har ganday
elementi A U B ning ham elementi bo‘ladi, ya'ni B € A U B. Shunday qilib,
AUBcB, Bc AUB.BuesaB = AU B ekanini tasdiglaydi.

A va B to ‘plamlarning simmetrik ayirmasi deb,
AAB=(A\B)U(B\A) to‘plamga aytiladi.

Ikki A va B to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Birinchi elementi A to‘plamga,
ikkinchi elementi B to‘plamga tegishli bo‘lgan tartiblangan (a,b) juftliklarni
garaylik: ae A,beB.

2.5-ta’rif. Barcha (a,b) ko‘rinishdagi juftliklardan tuzilgan to‘plam A va
B to‘plamlarning Dekart ko‘paytmasi deyiladi va Ax B kabi belgilanadi.
2.5-misol. A= {a,b,c},B = {1,2} bo‘lsin. U holda
AxB={(a)),(a,2),(b1),(b,2),(c1),(c,2)}
Bx A={(1,a),(2,a),(b),(2,b),(Lc),(2,0)}
Umuman aytganda AxB=BxA

2 1
A\B={x: _ES’CS_—}'



2.6-misol. Ayniyatni isbot qiling. AN(B A C) = (ANB) A (ANC).

Yechish. xe A((BAC) bo‘lsin. U holda x € A va x e BAC bo‘ladi.
Bundan, agar x € B bo‘lsa x ¢ C bo‘lishi, va demak, x € ANB bo‘lishi kelib
chigadi, ammo x € ANC. Agar x € C bo‘lsa x € B. Demak, x € ANC. Shunday
qilib, xe (ANB)A(ANC). Demak, A((BAC) = (ANB)A(ANC).

x € (ANB)A(ANC) bo‘lsin. Agar x € ANB va x ¢ ANC bo‘lsa, u holda
XxeA XeB, x¢C bo‘ladi. Demak, x € AN(BAC). Agar x € ANC va x ¢
ANB bo‘lsa, u holda x € A, x € C, x¢ B. Demak, x € AN(BAC) bo‘ladi.
Shunday qilib, (ANB)A(ANC) € AN(BAC).

To‘plamlar ustida bajariladigan amallarning xossalari sonlar ustida
bajariladigan amallarning xossalariga o‘xshash. Har ganday X, Y va Z
to‘plamlar uchun:
1°. XUY = YUX;
2°. XNY =YNX;

3. (XUY)UZ = X(YUZ) = (XUZ)UY;
4. (XNY)NZ = (XNZ)NY = XN(YNZ);
5. (XUY)NZ = (XNZ)U(YNZ);

6°. (XNY)UZ = (XUZ2)N(YUZ)
tengliklar bajariladi.

Agar qaralayotgan to‘plamlar ayni bir U to‘plamning gism-to‘plamlari
bo‘lsa, U to‘plam universal to‘plam deyiladi.

2.7-misol. Ayniyatni isbot giling. AN(BUC) = (ANB)U(ANC).

Yechish. x € AN(BUC) bo‘lsin. U holda x € A va x € BUC bo‘ladi.
Agar x € B, bo‘lsa, x € ANB bo‘ladi, va demak, x € (ANB)U(ANC). Agar
x e C bo‘lsa, x € ANC bo‘ladi, va demak, x € (ANB)U(ANC).  Shunday
qgilib, AN(BUC) c (ANB)U(ANC).

x € (ANB)U(ANC) bo‘lsin. Agar x € ANB bo‘lsa, x €A va x € B
bo‘ladi. Bundan x € A va x € B, ya’ni x € AN(BUC) kelib chigadi. Agar x €
ANC bo‘lsa, x € Ava x € C bo‘ladi. Bundan x € Ava x € BUC, ya’ni
x € AN(BUC) kelib chigadi. Shunday gilib, (ANB)U(ANC) € AN(BUC).

2. O¢z-o¢zini tekshirish savollari.

1. To‘plamlar ustida birlashma amalini ayting va unga misollar keltiring.
2. To‘plamlar ustida kesishma amalini ayting va unga misollar keltiring.
3. To‘plamlar ustida ayirma amalini ayting va unga misollar keltiring.

3. Mustagil yechish uchun misollar.
2.1.Ushbu 4 ={y € Z: y* + 5y%2 + 6y = 0} va B = {2; 5} to‘plamlar tengmi?
2.2. Agar A to‘plam x2-7x+12=0 tenglama ildizlari to‘plami va B = {3;4},

bo‘lsa, A=B bo‘lishini isbotlang.
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2.3. @#{} bo‘lishini isbotlang.

2.4.{{1,2}, {2,3}} # {1,2,3} ekanligini ishotlang.

2.5. AUB,ANB, A\B, B\A larni toping, agar
a)A=1{-1,034},B ={0,4,6}; b)A=1[02],B=][1,5];
c) A =10,2],B ={0,4,6}; d)A = (—x,7), B=(58);
e) A = [1,3]U[5,7], B = [2,6].

2.6.Quyidagi ayniyatlarni isbot qiling:
a) AUA =ANA =A4; b)ANB =BNA; c¢) AUB = BUA4;
d) AN(BNC) = (ANB)NC; ¢e)AUBUC) = (AUB)UC;
f) AU(BNC) = (AUB)N(AUC);
9) (ANBYU(CND) = (AUCIN(BUCIN(AUD)N(BUD);
h) (AUB)NA = (ANB)NA = A.

3-§.Natural sonlar va ular ustida arifmetik amallar. Ratsional sonlar va
ular ustida arifmetik amallar
Reja:
1. Natural sonlar va ularning xossalari.
2. Butun sonlar.
3. Ratsional sonlar va ularning xossalari.
4. Ratsional sonlar to‘plamining zichligi.
5. O¢z-o¢zini tekshirish savollari.
6. Mustaqil yechish uchun misollar.

1. Natural sonlar va ularning xossalari. Ma’lumki, natural son deb
sanog uchun ishlatiladigan sonlarga aytiladi va u quyidagiga belgilanadi:
N = {1,2,3, ..., n, ... }. Natural sonlar to‘plamida go‘shish va ko‘paytirish amallri
quyidagicha aniglangan: to‘plamdan olingan ixtiyoriy m va n sonlarning
yig’indisi deb m+n bilan belgilanadigan shunday p € N songa aytiladiki, u m va
n sonlar birgalikda nechta birlardan iborat bo‘lsa, shuncha birdan iborat bo‘ladi

mneN=p=m+n,p€N.

Bu sonlarning ko‘paytmasi deb mn bilan belgilanadigan shunday q € N
songa aytiladiki, u m marta olingan n ta birlar soniga teng bo‘ladi:

mneN = qg=mn,q €N.
Bu amallar kommutativlik, assotsiyativlik va distrubutivlik xossalarga ega:
1°. m+n=n+m, mn=nm.
20, (m+n)+k=m+(n+k), (mn)k=m(nk).
3%, (m+n)k=mk+nk.
4°. N to‘plamda 1 elementi mavjudki, 1-n =n-1=n bo‘ladi.
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2. Butun sonlar. Natural sonlar to‘plamiga 0 sonini va manfiy ishora
bilan olingan natural sonlarni birlashtirishdan hosil bo‘lgan to‘plam butun sonlar
to‘plami deb ataladi va u Z harfi bilan belgilanadi:
Z={..,-n,..,—2,-1,0,1,2,3,...,n,..}. Bu to‘plamdagi nol ixtiyoriy n € N
uchun n+0=n va n+(-n)=0 tenglikni ganoatlantiradi. Bu yerda —n va n sonlar
garama-qarshi sonlar deb ataladi. Shunday qilib, ta’rifga binoan N sonlar
to‘plami butun sonlar to‘plamining gism to‘plami ekan: N c Z. Ko‘pincha
natural sonlar musbat butun sonlar to‘plami deb ham yuritiladi. Butun sonlar
to‘plami ham natural sonlar to‘plami singari tartiblangan to‘plamdan iborat.

VvmnezZmtn€Z m-n € Z ya'ni butun sonlar to‘plamida qo‘shish,
ayirish va ko‘paytirish amallari quyidagi xossalarga ega:

1% m+n=n+m, mn=nm.

29 (m+n)+k=m+(n+k), (mn)k=m(nk).

30, (m+n)k=mk+nk.

4°. 7 to‘plamda 1 element mavjudki, 1-n=n-1=n bo‘ladi.

5°. Vme Z uchun Z to‘plamda shunday -m element mavjudki, M+ (-m) =0.

6°. vme Z element uchun m+0=0+m=m.
7°. vme Z element uchun m-0=0-m=0.

Butun sonlar to‘plamida m+x=n, m,ne Z tenglama Z da har doim
yechimga ega bo‘ladi, lekinm-x =n,m # 0 tenglama Z da har doim ham
yechimga ega bo‘lavermaydi.

Masalan: 2x = 6 tenglama Z da x = 3 yechimga ega, 2x = 5 tenglama
esa Z da yechimga ega emas. Bundan esa, butun sonlar to‘plamini kengaytirish
zarurligi kelib chigadi.

3.Ratsional sonlar va ularning xossalari. Ratsional son tushunchasi va

uning xossalari bizga maktab kursidan ma’lum. Ixtiyoriy p butun sonni p = ?

ko‘rinishda tasvirlash mumkin bo‘lganligidan, butun son ham ratsional son
1
I.

a= g va b = % ratsional sonlar berilgan bo‘lsin. Bu ratsional sonlarni
1

tagqoslash quyidagicha amalga oshiriladi:
1) agar pq; = qp, bo‘lsa, u holda a = b,
2) agar pq; > qp, bo‘lsa, uholda a > b,
3) agar pq; < qp4 bo‘lsa, uholda a < b.
Ratsional sonlar ustida go‘shish va ko‘paytirish amali
pq: +qp1 pp1

a+b=——,ab=
q91 qq,

tengliklar orgali aniglanadi. Bu amallar

hisoblanadi. Masalan, 0 = % 1=

12



1) kommutativlik: a + b = b + a,ab = ba,

2) assosiativlik: (a+ b) + c=a + (b + ¢), (ab)c = a(bc),

3) distributivlik: a(b + ¢) = ab + ac
xossalarini ganoatlantiradi.

Har ganday a ratsional son uchuna + 0 = a,a - 1 = a tengliklar o‘rinli.

Ratsional sonlar ustida ayirish va bo‘lish amallari mos ravishda go‘shish
va ko‘paytirish amallariga teskari amal sifatida aniglanadi.

Ixtiyoriy a va b ratsional sonlari uchun shunday yagona x ratsional soni
mavjudki, bu ratsional son uchun b + x = a tenglik o‘rinli. Bu x son a va b
ratsional sonlarning ayirmasi deyiladi va a — b kabi belgilanadi. Xususiy holda,
0 — b ayirma —b orqgali belgilanadi.

Agar b # 0 bo‘lsa, u holda yagona z soni mavjudki, bz = a tenglik
bajariladi. Bu son a va b ratsional sonlarning bo‘linmasi deyiladi va % kabi

belgilanadi.
Ratsional sonlarni taqgoslash quyidagi xossalarga ega:
1) a>bvab > cho‘lsa, uholdaa > c,
2) a > b bo‘lsa, ixtiyoriy c uchuna +c > b +c,
3) agara > bvac >dbo‘lsa,uholdaa+c>b+d,
4) agar a > b vac > 0 bo‘lsa, u holda ac > bc,
5) agar a > b va c < 0 bo‘lsa, u holda ac < bc.
Ratsional sonlar to‘plami Q orgali belgilanadi va quyidagicha yoziladi:

Q= {7‘:7‘ =§,(p,n) =1,p€EZn EN}.

Ratsional sonlar to‘plamida to‘rt arifmetik amallarni bajarish bilan birga
birinchi tartibli chizigli tenglamalarni ham yechish mumkin. Ammo sodda
ko‘rinishdagi x? = a,a € N kvadrat tenglama Q da har doim yechimga ega
emas. Shu va shu kabi masalalar Q ratsional sonlar to‘plamini kengaytirish
zaruriyatini tug’diradi. Bu kabi masalalar irratsional son deb ataluvchi son
tushunchasiga olib keladi. Biz keyingi paragrafda shu kabi masalalar bilan
shug’ullanamiz.

4. Ratsional sonlar to‘plamining zichligi. Faraz gilaylik r,teQ r<t

bo‘Isin. U holda, rT”eQ,r<rT”<t. Bu esa ¥r va vt ratsional sonlar orasida

rerS hamda s va t orasida STH ratsional sonlar borligini ko‘rsatadi, yani

“2“5 r;t < S;t <t. Bu jarayonni istalgancha davom ettirish natijasida, r va

t ratsional sonlar orasida cheksiz ko‘p ratsional sonlar borligi aniglanadi. Bu
xossa ratsional sonlar to‘plami Q ning zichlik xossasi deyiladi.
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5. O¢z-ozini tekshirish savollari.
1. Natural sonlar deb ganday sonlarga aytiladi va natural sonlar to‘plami ganday
belgilanadi?
2. Natural sonlar to‘plami ustida bajariladigan amallar va ularning xossalarini
ayting.
3. Butun sonlar deb ganday sonlarga aytiladi va butun sonlar to‘plami ganday
belgilanadi?
4. Butun sonlar to‘plami ustida bajariladigan amallar va ularning xossalarini
ayting.
5. Ratsional sonlar deb ganday sonlarga aytiladi?
6. Ratsional sonlar to‘plami ustida bajariladigan amallar va ularning xossalarini
ayting.
7. Ratsional sonlar to‘plamining zichlik xossasini ayting.

6. Mustagqil yechish uchun misollar.

Hisoblang.
3 3 1 1
31.2:—+—-:2+1-:6+6:—. 3.2.61.8_33.51+23.41_
5 5 2 2 4 372 5 12
12433 4441 (11+22+33j-33
33 _5 42 }11 8 34\ 2 3141 5
11°:4° 14-15-:2~
3 7 8 5
g5 0,7222...-0,4(6) 1125+1,75-0,41(6)
14 0,59
5
36 (7-6,35):6,5+9,9
(1,2:36+1,2:O,25—15j:169
16)" 24
3.7. (Z—ﬂj:1,25+1 :(0,358—0,108)-1,6—E-
9 72 40 25

4-§. Davriy o‘nli kasrlar. Irratsional sonlar. Haqiqiy sonlar. Hagigiy songa
kami bilan va ortig’i bilan o‘nli yaqginlashtirish. Haqigiy sonlarni
tagqoslash
Reja:

1. Davriy onli kasrlar. Irratsional sonlar. Hagiqiy sonlar.
2. Haqiqiy songa kami bilan va ortig’i bilan o°nli yaqinlashtirish.
3. Haqiqiy sonlarni tagqoslash.
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4. O°z-o¢zini tekshirish savollari.
5. Mustagil yechish uchun misollar.

1. Davriy o‘nli kasrlar. Irratsional sonlar. Haqigiy sonlar.

Cheksiz o“nli kasrlar.

a) Davriy o‘nli kasrlar. Bizga maktab kursidan ma’lumki ixtiyoriy
ratsional sonni chekli yoki cheksiz davriy o‘nli kasrlar orgali ifodalash mumkin.

Masalan: % =0,5, §= 0,333...=0,(3). Aksincha, cheksiz kamayuvchi geometrik

progressiya yig’indisini topish formulasidan foydalanib, bunday o‘nli kasrlarni
ratsional son orgali ifodalash mumkin .
Ixtiyoriy chekli o‘nli kasrni davri 0 ga teng bo‘lgan cheksiz davriy o‘nli

kasr deb hisoblash mumkin. Masalan: %z 0,5(0). Bundan tashgari chekli o‘nli

kasr ko‘rinishida tasvirlangan ratsional sonni davri 9 ga teng bo‘lgan cheksiz
o‘nli kasr ko‘rinishida ham tasvirlash mumkin. Masalan: 0,5=0,4(9).

b) Haqigiy sonlar te ‘plami.

Quyidagi ko‘rinishdagi cheksiz o*nli kasrni garaymiz:

tay, a;a, ...a, .. (4.1)

Bu kasr «+» va «-» ishora, ay,- manfiy bo‘lmagan butun son, hamda
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 sonlarni qabul qiluvchi a4, a,,...,a,,.. o‘nli belgilar
berilishi bilan aniglanadi.

(4.1) ko‘rinishdagi o‘nli kasrni hagigiy son deb ataymiz. Agar (4.1)
ko‘rinishdagi kasrning oldida + ishorasi tursa u tushirilib goldiriladi va
quyidagicha yoziladi.

ay,a,Q;...Ay... 4.2)
Bu ko‘rinishdagi o*nli kasrni manfiy bo‘lmagan haqiqgiy son deb ataymiz.
Agar ay, a,a, ...a, ... sonlardan agalli birortasi 0 dan fargli bo‘lsa (4.2)
ko‘rinishdagi o‘nli kasrni musbat haqiqiy son deb ataymiz, —a,, a,a, ...a,, ...
ko‘rinishdagi o‘nli kasrni musbat bo‘lmagan hagigiy son deb ataymiz. Agar
ag, A1ay ... Ay, ... SONlarning agalli birortasi noldan fargli bo‘lsa u
holda —ay, a,a, ... a, ... hagigiy sonni manfiy haqiqiy son deb ataymiz .

4.1-ta’rif. Agar a = ay,a4a,...a,... va b = —ay,a,0,...a,... bolsa, a
va b sonlar garama-garshi sonlar deyiladi.

4.2-ta’rif. Agar (4.1) o°nli kasr davriy bo‘lsa, u ratsional son deyiladi, agar
(4.1) kasr davriy bo‘Imasa, u irratsional son deyiladi. Barcha irratsional sonlar
to‘plamini | harfi bilan belgilaymiz.

(4.1) ko‘rinishdagi barcha onli kasrlar to‘plami haqiqiy sonlar to‘plami
deyiladi va R harfi balan belgilanadi. Masalan: 0,123456789101112131415...
davriy bo‘lmagan cheksiz o‘nli kasr, demak, bu irratsional son.

Ushbu b = 4,10 100 1000 10000 ... soni ham irratsional sondir.
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2.Haqiqiy songa kami bilan va ortig’i bilan o*nli yaqinlashtirish.
Manfiy bo‘lmagan haqiqiy a = ay,a,a, ...a,... Songa quyidagi ikkita

i ; — 1
chekli o‘nli kasrlar a,, = aq, a,a, ...a, + o

go‘yamiz. Bu sonlarni mos ravishda a sonining ortig’i va kami bilan n chi o‘nli
yaqinlashishlari deymiz.

Agar a manfiy son bo‘lsa, uning ortig’i va kami bilan n chi o‘nli
yaqinlashishlari quyidagicha aniglanadi:

va a, = ag aa;...a, NI MOS

a, = —0g,aA10; ...0,; dn = —0ag,A103 ...y — %
3. Hagqigiy sonlarni taggoslash.

a) Musbat hagiqiy sonlarni taqqoslash. Ikki a = ay,a,a; ...a,...va
b = by, byb, ... b,... manfiy bo‘Imagan hagiqiy sonlar berilgan bo‘lsin.

Agar Vk, (k =0,1,2,...)sonlari uchun a;, = b, bo‘lsa, u holda a = b
deyiladi, ya’ni

{a=b}o {a, = b, k=012,..},
{a=0te{a,=0k=012..}.

Agar ay < by yoki ag = by bo‘lib, shunday an € N, a; = by, ..., a1 =
b,,_1 bo‘lib, a, < b, bo‘lsa, uholda a son b sondan kichik deyiladi va a<b
kabi yoziladi, ya’ni

{a < b} © ay < by yoki{3n € N: a, = by, k =0,n—1; an < by}
Xuddi yugoridagiga o‘xshash a>b  munosabatning ta’rifi beriladi:

{a > b} © ay > b, yoki{3n € N: a, = by, k =0,n—1; an > by}
Yugoridagi munosabatlardan ko‘rinadiki, ixtiyoriy musbat haqigiy sonlar uchun
a=b, a > b va a < b munosabatlardan biri bajariladi.

b) Ixtiyroy hagiqiy sonlarni taggoslash.

Agar a musbat hagigiy son bo‘lsa, u holda bu sonning moduli deb shu
sonning o‘ziga aytiladi.

Agar a manfiy son, ya’ni a = —a,, a,a,...a, ... bo‘lsa, u holda bu sonning
moduli deb ay,a,a,...a, ... soniga aytiladi. a sonning modulini |a| =
Ay, A1Q,...a, ... orgali belgilaymiz. Demak |a| — hamma vaqt manfiy
bo‘lmagan haqiqgiy sondan iborat ekan. Agar a > 0 vab < 0 bo‘lsa, u holda
a > b deb hisoblanadi.

Agar avab sonlarning ikkalasi ham manfiy bo‘lsa, u holda ularni
tagqoslash quyidagicha amalga oshiriladi.

Agar a va b sonlari uchun a < 0 va b < 0 bo‘lsa, u holda:

1) |a| > |b| bo‘lsa, a < b deb hisoblanadi;
2) la| < |b| bo‘lsa, a > b deb hisoblanadi;

3) |a| = |b]| bo‘lsa, a = b deb hisoblanadi.
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Shunday qilib, ixtiyoriy haqgiqiy son uchun tagqoslash qoidasi aniglanadi.
Hagiqiy sonlarni taqgoslash quyidagi xossalarga ega.
Hagigiy sonlarni taqgoslash tranzitivlik xossasiga ega.
4.1-lemma. Agar a < f vaf <y bo‘lsauholda a <.
Isbot: a = ay a,a; ...Ay. .
B = by, bib,...b, ..
Y = Cp,€1Cp .. Cpy ..
bo‘lsin. p va m natural sonlari mos ravishda
a, =by, vab, =c, (k=0,12..)
tengliklar buziladigan eng kichik nomerlar bo‘lsin. Faraz gilaylik, p < m bo‘lIsin.
Uholda a, <c¢, vaay =c¢, k= 0,p— 1ekanligi kelib chigadi. Bu esa
a <y munosabatning bajarilishini bildiradi. m < p bo‘lmagan holda ham bu
X0ssa shunga o‘xshash isbotlanadi
4.2-lemma. Agar avaf haqgigiy sonlar uchun a < f munosabat
bajarilgan bo‘lsa, u holda shunday bir r ratsional son mavjudki, a <r <
munosabat bajariladi.

Isbot. Agar a va 8 sonlar ratsional sonlar bo‘lsa, u holda r = “:—ﬁ deb

olsak, u holda @ < r < 8 munosabat bajarilishi ko‘rinib turibdi.
Endi faraz qgilaylik Sel bo‘lsin. Aniglik uchun a > 0 deb faraz gilamiz.
a=ay a4y ...y ..., § =bg,biby...b, ... Dbo‘lSin. B>a va a=0
bo‘lganligidan g > 0 ekanligi va 3p € N:a, <b, va a, =b,, k=1,p—1
munosabatning bajarilishi kelib chiqadi. 7 = ag, a;a; ...a,_4,b,(0) ... deb
olamiz. Bundan va p €1 bo‘lganligi uchun shunday 3m € N: by, > 0
bo‘ladi. Bundan esa r < f ekanligi kelib chigadi. « <r munosabat esa r
ratsional sonining (kKo‘rinishidan bog’liq) tuzilishidan kelib chigadi. Demak
a <1 < B munosabat bajarilar ekan. a yoki @ va B sonlarining ikkalasi ham
irratsional bo‘lgan hol o‘xshash isbotlanadi. Lemma isbot bo‘Idi.

Izoh: Shu lemmada r o‘rniga irratsional son olsak ham o‘rinli.

Natija: Agar « €R, BER vaa < B bolsa, u holda 3Ir € Q, ar’' €
Q: a <r <r’'<f munosabat o‘rinli bo*ladi.

4. O°z-o‘zini tekshirish savollari.
1.Irratsional sonlar deb ganday sonlarga aytiladi?
2.Haqiqiy sonlar deb ganday sonlarga aytiladi?
3.Irratsional sonlar to‘plami ustida bajariladigan amallar va ularning xossalarini
ayting.

5. Mustagqil yechish uchun misollar.
4.1. a = 0,8687889909192 ... va B = 0,868788(8) sonlarini taggoslang.
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4.2. a =0,8687889(9)... va pB =0,86878889909192 ... sonlarini
tagqgoslang.
4.3.a = 2,212223333444455556666 ... va

B = 2,212123333444445555556666666 ... sonlarini taggoslang.
44.a =0,010203040506070809010011012013 ... sonning ortig’i bilan 10-
o‘rinli yaginlashishini kami bilan 11-o°rinli yaginlashishini toping.
45, a =1112131415161718192021222324 ... sonning ortig’i va kami bilan
200-o°rinli yaginlashishini toping.
4.6. Ixtiyoriy hagigiy sonning o‘nli yaginlashishlari quyidagi xossalarga ega

ekanligini isbotlang:

8) @ — & =—, kEN.

b) as <@ <az < <a,<--

C) @ =0y =g = = Ay e

d) a, <&, Vn,meN.
A7.x0 €ER, B ER vaa < [ bo‘lsin. U holda shunday y irratsional son topilib
a <y < f tengsizlik o‘rinli bo‘lishini isbotlang.

5-§. Chegaralangan va chegaralanmagan sonli to‘plamlar.
Chegaralangan to‘plamning aniq chegaralari va ular hagidagi teoremalar
Reja:

1. Chegaralangan va chegaralanmagan sonli to‘plamlar.
2. Chegaralangan to‘plamning anig chegaralari va ular hagidagi
teoremalar.
3. To‘plamning aniq yuqori va aniq quyi chegaralarining xossalari.
4. Mustagqil yechish uchun misollar.
5. O¢z-o¢zini tekshirish savollari.
1. Chegaralangan va chegaralanmagan sonli to‘plamlar.
Sonli te‘plamlar. va,b e R sonlar berilgan bo‘lib, a < b bo‘lsin.

E =[a,b]={x:xeR, a<x<b} to‘plamga segment deyiladi.
E, =(a,b)={x:xeR,a< x<b} to‘plamga interval deb ataladi, E, = [a, b) =
{x:x €R,a <x <b},E3 =(a,b] ={x:x € R,a < x < b} to‘plamlar yarim
segmentlar deb ataladi.

o5.1-ta’rif. Agar 3ICeR:Vxe X -5 x<C (5.1)

munosabat bajarilsa, u holda X to‘plam yuqoridan chegaralagan deyiladi. (5.1)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy C soni X to‘plamning yuqori chegarasi
deyiladi.
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5.1-misol. 1) E = {%:n =1,2,3, } to‘plam yugoridan chegaralangan,

chunki uning har bir elementi 1 dan katta emas.

2) N ={n:n=1,2,3,...} to‘plam yuqoridan chegaralanmagan.

5.2-ta’rif. Agar 3C'eR:Vxe X - x>C' (5.2)
bo‘lsa, Y to‘plam quyidan chegaralangan deyiladi.

(5.2) tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy C soni X to‘plamning quyi
chegarasi deyiladi. Ta’rifdan ko‘rinib turibdiki, agar biror C soni X to‘plamning
yugori (quyi) chegarasi bo‘lsa, u holda shu C dan katta bo‘lgan (kichik bo‘lgan)
har ganday son X to‘plamning yugori (quyi) chegarasi bo‘lar ekan.

52-misol. N ={n:n=1,23,..} to‘plam quyidan 1 soni bilan
chegaralangan, chunki ¥ne N uchun n > 1 tengsizlik bajariladi.

S.3-ta’rif. Agar sonli to‘plam quyidan ham, yugoridan ham chegaralangan
bo‘lsa, bu to‘plam chegaralangan to‘plam deyiladi, ya’ni

{X — chegaralangan to'plam} & {3C' € R,3C € R,Vx € X > (C' < x < C}.

Agar E to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, u holda uni yugoridan
chegaralovchi sonlar cheksiz ko‘p bo‘ladi. Agar E to‘plam quyidan
chegaralangan bo‘lsa, u holda uni quyidan chegaralovchi sonlar cheksiz ko‘p
bo‘ladi. Yuqgori chegaralarning eng kichigini, quyi chegaralarning eng kattasini
topish muhim rol o‘ynaydi.

2.Chegaralangan to‘plamning aniq chegaralari va ular haqidagi

teoremalar.
5.4-ta’rif. X hagiqiy sonlar to‘plami bo‘lib, agar biror M soni uchun
1)VxEX —>x <M, (5.3
2)VM' < M,3xp €X - xppr > M’ (5.4)

shartlar bajarilsa, u holda M soni X to‘plamning aniqg yuqori chegarasi deyiladi
va M=supX kabi belgilanadi.
5.5-ta’rif. X haqiqiy sonlar to‘plami bo‘lib, agar biror m soni uchun
1)VxeX > x=m,
2) Vm' >m, Ax, €X o xpr <m/
shartlar bajarilsa, m soniga X to‘plamning aniq quyi chegarasi deyiladi va
m=infX kabi belgilanadi..
Shunday qilib, quyidagi munosabalar o‘rinli:
M =supX} o {Vx€X > x S M}IAN{VM' < M,3xyy €X - xppy > M'},
m=infX}eo{vxeX - x=>m}A{vm' >m,3x,y €X - x,y <m'}.
Aniq yuqori va aniq quyi chegara ta’riflarini boshgacha ham berish
mumkin.
5.6-ta’rif. X sonli to‘plam berilgan bo‘lsin. Agar M soni uchun
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1) VxeX - x < M,

2)Ve>0,Ax, €EX 5 x, > M —¢
munosabatlar bajarilsa, u holda M soni X to‘plamning aniq yugori chegarasi
deyiladi. Agar m soni uchun

1) Vx € X ->x=>m,

2)Ve>0,Ax, €EX > x, <m+¢
munosabatlar bajarilsa, u holda m soni X to‘plamning aniq quyi chegarasi
deyiladi.

5.3-Misol. (@, b) = {x:a < x < b} to’plamning aniq yuqori va aniq quyi
chegaralarini toping.

Yechish. 5.6-ta’rifning 1-shartini tekshiramiz. Vx € (a, b) olsak, x<b
bo’ladi. Endi bu ta’rifning 2-shartini tekshiramiz. Ve > 0 son olsak ham,
masalan, x, = b — E € (a,b) topiladi va b — z >bh—¢, ya'ni x.>b—¢
bo’ladi. 5.6-ta’rifning ikkala sharti ham bajarildi. Demak, sup(a,b)=b ekan.
Xuddi shunday, 5.6-ta’rif yordamida inf(a,b)=a ekanligini ko’rsatish mumkin.

To‘plamlarning aniq yuqori va aniq quyi chegaralariga quyidagicha ham
ta’rif berish mumkin.

5.7-ta’rif: Har ganday chegaralangan to‘plam uchun uni yugoridan

chegaralovchi sonlarning eng kichigi (quyidan chegaralovchi sonlarning eng
kattasi) uning aniq yuqori chegarasi (aniq quyi chegarasi) deyiladi.

5.1-teorema. Agar haqiqiy sonlarning bo‘sh bo‘lmagan X to‘plami
yugoridan chegaralangan bo‘lsa, u holda supX mavjud. Agar X to‘plam quyidan
chegaralangan bo‘lsa, u holda infX mavjud.

Isbot: Isbotni anig yuqori chegaraning mavjudligini ko‘rsatish bilan
chegaralanamiz. Shart bo‘yicha X to‘plam bo‘sh emas, ya’ni hech bo‘lmaganda
1 ta elementga ega. Ikki hol bo‘lishi mumkin:

1) X to‘plamda hech bo‘lmaganda 1 ta nomanfiy son mavjud.

2) X to‘plamning hamma elementlari manfiy.

Shuning uchun, teoremani isbotlash uchun ikki holni garaymiz.

1- hol. X to‘plamning aqgalli bitta manfiy bo‘lmagan elementi bo‘lsin.

Dastlab X to‘plamni manfiy bo‘lmagan elementlardan tuzilgan deb faraz
gilaylik. Teorema shartiga ko‘ra 3C,Vxe X —x<C, Faraz qilaylik,

C = Cg,C1C2 ...Cpp ... bo‘ISin. Bu yerda C, manfiy bo‘lmagan butun son va
Co <Co +1 tengsizlik bajariladi. C, +1=n, belgilashni kiritsak,

VX e X — X< ¢ <ny(n, —natural son) (5.5)
munosabat bajariladi.
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Bundan ko‘rinadiki, X to‘plamning ixtiyoriy X=42,,8,,8,...8,... elementi
uchun 0 < ay < ng bajariladi. Demak, agar biz X to‘plamning elementlarining
butun gismlaridan tuzilgan to‘plamni E bilan belgilasak, bu to‘plamning chekli
to‘plam (bo‘sh ham emas) ekanligini olamiz. Shuning uchun E to‘plamning eng
katta elementi mavjud va uni Go kabi belgilaymiz. Quyidagi belgilashni
Kiritamiz:

Xo={xeXix=ap,a1a; ..a, ..} ={x EX:ay = EO}.

Ko‘rinib turibdiki, Xp to‘plam X to‘plamning qism to‘plami (XocX)
bo‘ladi.

E; orgali Xy to‘plamning elmentlarining o°nli kasrlarga yoyilishidagi
birinchi o‘nli ragamlaridan tuzilgan to‘plamni belgilaymiz. Bu to‘plamning
elementlari 0,1,2,...9 sonlarining biridan iborat bo‘ladi va bo‘sh to‘plam emas.

Bu E; to‘plam chekli to‘plam bo‘lgani uchun a; = gcrglgg a; mavjud.

X1 = {x €EX:x = ao,alaz Ay }
bo‘lsin, u holda X o X, 2 X; bo‘ladi. X; to‘plamning ikkinchi o‘nli

ragamlarining eng Kkattasinini a, = max a, deb belgilasak, u holda
XE€Xq

X2 == {x EX:x= ao,alaz Ay } = {x € Xl: a, = az}
Bu jarayonni davom ettirib, bo‘sh bo‘Imagan {Xi} to‘plamlar ketma-
ketligini va ax ragamlar ketma-ketligini quramizki,

XD2XyD2XyD>DXp_1 DX, D, qp = max a,
xEXk_l

Xk = {x EX:x = ao,alaz ...akak+1 } = {x € Xk—l: ap = ak}
munosabatlar o°rinli bo‘ladi. Quyidagi o‘nli kasrni garaymiz:

X = ay, ay ... = ag,{a,} va x = supX ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun
quyidagi 2 ta shart bajarilishini ko‘rsatamiz:

XEX->x <X, (5.6)

Vx' <x, X € X: ¥ > x'. (5.7)

Ixtiyoriy x € X element olamiz va X = ag,{as} bo‘lsin. (5.6) shartning
bajarilishini ko‘rsatish uchun quyidagi 3 ta holni ko‘rib chigamiz:

barcha k = 0,1,2, ... lar uchun x ¢ X;, (5.8)
barcha k = 0,1,2, ... lar uchun x € X,, (5.9)
adm: x € X1, X € X,py. (5.10)

(5.8) dan ay < ay kelib chigadi, shuning uchun x < x bo‘ladi. Agar (5.9)
shart bajarilsa, barcha k = 0,1,2,... lar uchun a; = a; bo‘ladi, bu yerdan
x sonning aniglanishiga ko‘ra x =x  bo‘ladi. Nihoyat (5.10) dan X,
to‘plamlarning va x sonning aniglanishiga ko‘ra

X =0y, 0107 . A1y - < A, A1A5 o Ay—1a(0) < X,
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va shuning uchun x < x bo‘ladi. Shunday gilib (5.6) isbotlandi.

Endi (5.7) shartni tekshiramiz. X to‘plamning hamma elementlari
nomanfiy bo‘lganligi uchun agar x’ < 0 bo‘lsa, (5.7) munosabat hamma ¥ € X
larda o‘rinli bo‘ladi.

0<x'<x wva x'=agy{a,} bo‘lsin. U holda aj <a, yoki k=
0,1,2,..,m—1larda a; < ay,a;, < a,, bo‘ladi. Birinchi holda ¥ sifatida X,
to‘plamning ixtiyoriy elementini olish mumkin, chunki a; < a, va % € X,
shartlardan quyidagilar kelib chigadi:

x' <X¥=aya,ay..a,..<x, ya’nix' <X¥=x vax € X, c X.

Ikkinchi holda (5.7) ni VX € X element ganoatlantiradi, chunki

X' =0y, 0105 o A1y - < A, A1z oo A Appgq - = X < X,

Shunday qilib, x’ < ¥ < x ga ega bo‘lamiz, bu yerda ¥ € X,,, c X. (5.7)
shart tekshirildi.

(5.6) va (5.7) shartlar tekshirildi, ya’ni x = supX ekan. Demak X to‘plam
manfiy bo‘lmagan elementlardan tuzilgan holda teorema isbot bo‘ldi.Agar X
to‘plamning aqgalli birortasi x, = 0 manfiy bo‘lmagan elementi bo‘lsa, u holda
{x =x € X:X = x,} to‘plam manfiy bo‘lmagan elementlardan tuzilgan bo‘ladi
va supX = supX bo‘ladi. Bu holda teoremani isbotlash oldingi holga kelar
ekan.

2-hol. X to‘plam fagat manfiy elementlardan tuzilgan bo‘lsin, u holda X
to‘plamning ixtiyoriy elementini

X = —0aya,0; ...a, (5.11)
ko‘rinishda tasvirlash mumkin. ag son hamma x € X lar uchun (5.11) dagi a,
sonlarning eng Kichigi, a; son a, = ag bo‘ladigan X to‘plamning birinchi
o‘nli ragamlarining eng kichigi bo‘lsin. a3 son a, = ay, a; = aj bo‘ladigan X
to‘plamning ikkinchi o‘nli ragamlarining eng kichigi bo‘lsin va hokazo. Shu
usul bilan x* = —ag,aja; ...a;, ... = —ag, {ay} son aniglanadi. Keyin birinchi
holdagidek x* = supX bo‘lishi ko‘rsatiladi. Teorema isbot bo‘Idi.
5.2-teorema. Bo‘sh bo‘lmagan X va Y haqiqiy sonlar to‘plamlari berilgan
bolsin. Agar Vx € X vaVy €Y uchun x <y munosabat bajarilsa, u holda
supX, infY lar mavjud va x < supX < infY < y tengsizlik o‘rinli.

Isbot. Bo‘sh bo‘Imagan X to‘plamning ixtiyoriy elementi Y to‘plamning
ixtiyoriy elementidan kichik bo‘lganligi uchun X to‘plam yuqoridan
chegaralangan bo‘ladi. Demak, 5.1-teoremaga asosan supX mavjud. Shunga
o‘xshash Y to‘plamning ixtiyoriy elementi X to‘plamning ixtiyoriy elementidan
katta bo‘lganligi uchun Y to‘plam quyidan chegaralangan bo‘ladi. Bu holda ham
5.1-teoremaga asosan infY mavjud. Aniq chegaralarning ta’rifiga ko‘ra VxeX —
x < supX,VyeY = infY < y munosabatlar o‘rinli. Bulardan teorema to‘liq isbot
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bo‘lishi uchun supX<inf Y bo‘lishini ko‘rsatish qgoldi. Ixtiyoriy x e Xvay €Y
uchun x<y tengsizlik bajarilganligi uchun, har bir y € Y soni X to‘plamning
yuqori chegarasi bo’lishligi kelib chigadi. X to plamning aniq yugori chegarasi,
ya'ni supX soni yuqori chegaralarning eng Kkichigi bo’lganligi uchun
ixtiyoriy y € Y uchun supX<y tengsizlikning bajarilishi kelib chigadi. Bu
tengsizlikdan esa supX soni Y to plamning quyi chegarasi va infY soni quyi
chegaralarning eng kattasi bo lganligi uchun supX<infY tengsizlikni olamiz.
Demak, x<supX<inf Y<y tengsizlik o rinli ekan. Teorema isbot bo‘Idi.
5.2-teorema to‘plamlarning ajralishi hagidagi teorema deyiladi.
5.1-eslatma. M =supE son E ga qarashli bo‘lishi ham, qarashli
bo‘Imasligi ham mumkin. Agar M =supE mavjud bo‘lsa, u yagona bo‘ladi.

3. To‘plamning aniq yuqori va aniq quyi chegaralarining xossalari.

1°. Agar E to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘lib, E,cE bo‘lsa, u
holda supE, <supE.

Isboti. E yuqoridan chegaralangan bo‘lgani uchun, u aniq yuqori
chegaraga ega, a=supE. E,cE bo‘lgani uchun E, ham yugoridan
chegaralangan. Shuning uchun ¢, =sup E; mavjud. Endi «a, <« ekanligini
isbotlaymiz. Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni ¢, >« bo‘lsin. U holda Ja € Q
uchun a; > a > a bajariladi. Ammo yuqori chegaraning ta’rifiga ko‘ra shunday
a; topiladiki af € E;, a1 > a = a] > «.

Ammo E cE va a=supE Dbo‘lganligi uchun aj < a. Shunday qilib
ziddiyatga keldik. Demak, a, <a, ya’ni supE; < supE.

2°. E to‘plam quyidan chegaralangan bo‘lsa, va E,cE bo‘lsa, u
holda infE < infE;.

3°, E to‘plam chegaralangan bo‘lib E cE bo‘lsa,
inf E <inf E, <supE, <sup E munosabatlar o‘rinli.

4% Agar vxeE uchun x<a bajarilsa, u holda supE <« o‘rinli bo‘ladi.

59. Agar vx<E uchun 8 < x bo‘lsa, u holda g <inf E.

Agar R ga -« va +oo simvollarni go‘shsak, R =R U {+ o} {~oo}
to‘plamni hosil gilamiz.

4.Mustaqil yechish uchun misollar.

5.1. Agar A={C-soni X cR toplamning yuqori chegarasi } bo‘lsa, bu
mulohazani kvantorlar yordamida yozing.

5.2. 5. 1-misoldagi A mulohazaning inkori ya’ni A mulohazani yozing.

5.3. Agar B={C'-soni, X <R to‘plamning quyi chegarasi} bo‘lsa, buni
kvantorlar orgali yozing.
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5.4. Agar D={X to‘plam yuqoridan chegaralangan } bo‘lsa, bu mulohazani
kvantorlar orgali yozing.
5.5. Quyidagi mulohazalarning inkorini kvantorlar orgali yozing.
a)A={X to‘plam quyidan chegaralangan}.
b)B ={C — X to‘plamning yuqori chegarasi}.
v)D ={X to‘plam chegaralangan}.
c)E ={X to‘plam yugoridan chegaralangan}.
5.6. a)0.75(9) =0.76(0) = 0.76 b)0.01(9) = 0.02(0) =0.02 tengliklar to‘g’rimi.
5.7. N-natural sonlar to‘plami quyidan chegaralanganmi?
5.8. Z-butun sonlar to‘plami chegaralanganmi?
5.9.[a,b]={x:a<x<b} segmentning aniq quyi va aniq yugori chegaralarini
toping.
Quyidagi to‘plamlarning aniq quyi va aniq yugori chegaralarini toping.
510. (a,b) ={x:a <x <b}. 511.[a,b) ={x:a <x <b}.

5.12.A={%,n€,\|}. 5.13. B={1+%,neN}- 5.14.D:{n+%,ne,\|}.

n

515, A={x: x > 1}. 5.16.B = {l n

St ine N} to‘plam berilgan. supB=1,
infB=0 bo‘lishini isbotlang.
5. O‘z-o¢zini tekshirish savollari.
1. Sonli to‘plamlar deb ganday to‘plamlarga aytiladi va unga misollar keltiring.
2.To‘plamning aniq yuqori va aniq quyi chegaralari ta’rifini va ularning
xossalarini ayting.
3.Chegaralangan to‘plamning aniq yuqori va aniq quyi chegaraga ega ekanligi

haqgidagi teoremani ayting va uni isbotlang.

6-§. Haqigiy sonlar ustida arifmetik amallar
Reja:

1. Haqiqiy sonlar ustida arifmetik amallar.
2. Mustaqil yechish uchun misollar.
3. O’z-0’zini tekshirish savollari.

1.Haqiqiy sonlar ustida arifmetik amallar.

Haqiqiy sonlarni ge‘shish va ayirish

a va S haqiqgiy sonlar berilgan bo’lsin.

r<a<sr <B<s' (6.1)
shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy r, s, r', s’ ratsional sonlar uchun
r+r' <§<s+s’ (6.2)
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munosabatni ganoatlantiradigan 6 hagiqiy soniga o va £ haqiqiy sonlarning
yig’indisi deyiladi va a + f kabi belgilanadi.

Shu ta’rif ma’noga ega ekanligini, ya’ni § sonining mavjudligi va
yagonaligini ko‘rsatamiz.

6.1-teorema: Ixtiyoriy a va f haqiqiy sonlar uchun ularning yig’indisi
mavjud va yagonadir.

Isbot: a) Mavjudligini ko‘rsatamiz. (6.1) tengsizliklardan r < s,r’' < s’
kelib chiqadi. Bu yerdan ratsional sonlarning tengsizlikka bog’liq xossalaridan

r+r' <s+s’ (6.3)
tengsizlikni olamiz. r + r’ ko‘rinishdagi ratsional sonlar to‘plamini E orgali
belgilaymiz. (6.3) munosabatdan E to‘plamning yuqoridan chegaralanganligi
ko‘rinib turibdi. Bundan esa o‘tgan mavzudagi to‘plamlarning ajralishi hagidagi
teoremaga ko‘ra supE ning mavjudligi kelib chigadi.

§d = supE belgilashni  kiritib, bu & sonning (6.2) munosabatni
ganoatlantirishini ko‘rsatamiz. r +r' < § ekanligi bevosita E to‘plamning
tuzilishidan va aniq yuqori chegaraning ta’rifidan kelib chigadi. § < s + s’
tengsizlik esa (6.3) munosabatdan va 5 — § dagi 5.2-teoremadan kelib chigadi.
Demak & = supE soni (6.2) munosabatni ganoatlantirar ekan, demak «
va [ sonlarning yig’indisi mavjud ekan.

b) Yagonaligini ko‘rsatamiz. (6.2) shartni ganoatlantiruvchi § sonining
yagonaligini ko‘rsatamiz. Faraz gilamiz (6.2) munosabatni ganoatlantiruvchi
yana bitta 6’ soni mavjud bo‘lib, r+r' <§ <é" <s+ s’ bo‘lsin.

(6.1) munosabatdagi  va r’, s va s’ ratsional sonlar o‘rnida « va B hagiqiy
sonlarning n + 1 chi kami bilan, (ortig’i bilan) o‘nli yaginlashishlarini olish ham
mumkin, ya’ni

In+1 sas ('Yn+1» £n+1 = .8 = .Bn+1 (6-4)
munosabatlar orinli bo‘ladi ( r ning o‘rniga a,, 4 va s ning o‘rniga &,,,4 ) a va
B sonlarning yig’indisi mavjudligidan va § < &' ekanligidan, hamda (6.4)
munosabatdan

Th+1 = An41 + £n+1 = § = 5, = &n+1 + .Bn+1 = Sn+1 (*)
tengsizlikni olamiz. Ikkinchi tomondan
Sn+1 — Th+1 = (an+1 - Zn+1) + (.Bn+1 - £n+1) =
1 1 2 1
= 1on+1 + 1on+1 = 1on+1 < 10m (6.5)
tengsizlik o‘rinli. (*) munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin:
Tna1 <0 <6 < sp4q (6.6)
(6.5) va (6.6) lardan va quyidagi lemmadan haqiqiy sonlar yig’indisining
yagonaligi kelib chigadi.
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6.1-lemma. 6 va 6’ € R sonlar berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy n € N da

X, <6<8 <y, (6.7)
1
Vn — Xn < 1.? (68)

munosabatlar bajarilsa, u holda § = &' bo‘ladi. Buyerda x,,y, € Q.
Isbot: Faraz qgilaylik 6 # 6" vad < 8" bo‘lsin. U holda re Q va r' €
Q sonlar topiladiki, § <r <r’ < §" munosabat o‘rinli bo‘ladi. Bundan esa

m € N son topiladiki,
r—r>— (6.9)

10m
bo‘ladi. Ikkinchi tomondan (6.7) munosabatdan x, <é<r<r'<§ <y,

kelib chigadi. Demak

X, <r<r' <y, (6.10)
(6.8), (6.9), (6.10) lardan wim <r'—-r<y,—x,< ﬁ bo‘ladi. Bu yerdan
<= (6.11)
10m 10m

ekanligi kelib chigadi. (6.11) tengsizlik tayinlangan m da vVn € N da bajarilishi
kerak bo‘lganligi uchun gqarama-garshilikka kelamiz. Bu garama-garshilik
lemmani isbotlaydi.

Haqigiy sonlarni ayirish amali xuddi ratsional sonlarni ayirish amali kabi
go‘shish amaliga teskari amal sifatida kiritiladi.

Haqiqiy sonlarni ke‘paytirish va bo‘lish.

a va § musbat haqiqgiy sonlar berilgan bo‘Isin.

0<r<a<s0<r <p<s' (6.12)
munosabatlarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy r,s,r’, s’ ratsional sonlari uchun
rer<éd<s-s’ (6.13)

tengsizlikni ganoatlantiruvchi 6 soniga a va £ hagigiy sonlarning ko‘paytmasi
deyiladi va af kabi yoziladi.

6.2-teorema. Ixtiyoriy a, § musbat hagigiy sonlarning ko‘paytmasi mavjud
va yagonadir.

Isbot. Ko‘paytmaning  mavjudligi  6.1-teoremadagi  yig’indining
mavjudligini isbotlaganimizdek isbotlanadi. (6.13) tengsizlikni
ganoatlantiruvchi r va r’ ratsional sonlarni ko‘paytirish natijasida hosil
bo‘ladigan rr’ ko‘rinishdagi sonlarning to‘plamini D orqali belgilab, § sifatida
supD ni olamiz. (§ soni « va f hagiqiy sonlarning ko‘paytmasi sifatida
keladi).

Ko‘paytmaning yagonaligini isbotlaymiz.

a = ag, a4y ...Aay, ... Va B = by, b1b, ... b, ... sonlar uchun mos ravishda a,,,
B, lar kami bilan, @,,, f,, sonlari esa ortig’i bilan m -chi o*nli yaginlashishlari
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bo‘lsin. U holda a,<a< a,<a,+1, Bm <L <P <by+1
tengsizliklar o‘rinli.

Faraz gilaylik (6.13) tengsizlikni ganoatlantiruvchi § va 6’ sonlari mavjud
va ular § < §" tengsizlikni ganoatlantirsin. (6.12) munosabatdagi 7,s,r’,s’
sonlar o‘rnida mos ravishda a,,, @, B, B SONlarni olamiz. Osonlik bilan
ko‘rish mumkinki, 3k € N, agy + by + 2 < 10% tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Bundan esa Vim € N uchun

A+ B < & + Py + 2 < 10% (6.14)
tengsizlikning bajarilishi kelib chigad ( chunki @,, < ay, +1 va B, < by + 1).
T = Qpik * Prntio Sn = Anak " Pnsr  belgilashlarni Kiritib va (6.13) hamda
(6.14) dan foydalanib, ixtiyoriy n € N uchun

Sn = Tn = Anik " Pntk — An+k En+k = Otk " Prk = An+k " Brvk + Ansi

_ _ > _ Pk
Br+k — An+k En+k = (On+r — Qn+k)£n+k + Ak Bk — En+k)_10ﬁl++k +
An+k __ GnitBrik 10k _ 1
10n+k - 1on+k — 10Ntk - 10"

munosabatni olamiz. Bu yerdan 6.1-lemmaga asosan § = &' ekanligi kelib
chigadi. Teorema isbotlandi.
Ixtiyoriy a, f€ R sonlarining ko‘paytmasi quyidagicha aniglanadi.
1. Agar a=0 bo‘lsa, Y € R uchun a-$=0 bo‘ladi.
2. Agara<0 va f <0 bo‘lsa,uholda o-B=|F]"|al.
3. Agar o>0, B < 0 yokia<0, >0 bo‘lsa,uholdaca-B=—|B8]-|a|.
Haqiqgiy sonlar bo‘linmasi.
xa=f  tenglamaning «a # 0 bo‘lgandagi yechimi (yagona yechimga
egaligini ko‘rsatish mumkin) 8 sonning « soniga bo‘linmasi deyiladi va g kabi
belgilanadi.
2.Mustaqil yechish uchun misollar
6.1. b=101001000100001... irratsional sonning kami bilan va ortig’i bilan
o‘ninchi, yuzinchi va minginchi o‘nli yaqinlashishlarini toping .
6.2. a=1,12245678910111213... irratsional sonning beshinchi, oltinchi, o‘n
beshinchi o‘nli yaqinlashishlarni ( ortig’i bilan va kami bilan ) toping.
6.3. 6.1 va 6.2-misollardagi a va b irratsional sonlarning yig’indisi va
ko‘paytmasi mavjudligini va ularning ham irratsional son ekanligini isbotlang.
6.4. a va b musbhat haqiqiy sonlarning ko‘paytmasi mavjud va yagonaligini
isbotlang ( dastlab ko‘paytmaning ta’rifini keltiring).
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6.5. Ixtiyoriy a =ay, a;...a,.. haqgigly sonning kami bilan  k-o‘rinli
yaginlashishini a; va ortig’i bilan k- o°rinli yaginlashishlarini @, kabi belgilab

quyidagi munosabatlarning o‘rinli ekanligini isbotlang:

1

a)a_k—g,C:l—Ok, keN,

b)a; <ay < <ap <o
C)a’_12a’_22 2y =
d) VnvaVmuchun a, < a,,.

6.6. Hagiqiy sonlarni taqgoslash tranzituvlik xossasiga ega ekanligini
ko‘rsating.
6.7. @ va [ haqiqiy sonlar oa<p tengsizlikni qanoatlantiradi. Shunday y
irratsional son topilib a<y<p tengsizlik o‘rinli bo*lishini ko‘rsating.
6.8. a) { x: a<x <B}, b) { x: a< x<P}, ¢) { x: a<x <P}, d) { x: a<x<B}
to‘plamlar ganday nomlanadi? Bu to‘plamlarning chetki nugtalari ( chap chetki
nugtasi, o°ng chetki nuqtasi), ichki nugtalari deb ganday nuqtalariga aytiladi?

3.0¢z-0¢zini tekshirish savollari.

1. Haqiqgiy sonlarni qo‘shish va ayirish ta’riflarini ayting
2. Haqiqiy sonlarni ko‘paytirish va bo‘lish ta’riflarini ayting.
3. Haqiqiy sonlarni yig’indisi haqgidagi teoremani ayting.

7-§. Haqigqiy sonlar to‘plamining xossalari. To‘laligi (zichligi). Sonning
absolyut giymati (moduli)
Reja:
. Hagiqiy sonlarning xossalari.
. Hagiqiy sonning moduli.
. Mustagqil yechish uchun misollar.
. O°z-o0‘zini tekshirish savollari.

1. Haqigiy sonlarning xossalari. Ratsional sonlar ustida o‘rnatilgan
amallar ganday xossalarga ega bo‘lsa, haqgigiy sonlar ham shu xossalarga ega .
Bu xossalarning ba’zilarini keltirish bilan chegaralanamiz.

7.1-lemma. Va,B,y €R uchun a+ (B+vy)=(a+p)+y tenglik
o‘rinli

Isbot: 6= a+ (B +y),d = (a+B)+y belgilashlarni kiritamiz. § =
8" ekanligini isbot gilishimiz kerak. Faraz qgilaylik 6 <&  bo‘lsin. a,B,y
sonlarning (n+1) — chi kami bilan o‘nli yaqginlashishlarini mos ravishda
Uit Prns1, Yne1 Kabi, ortig’i bilan (n+1) - chi o‘nli yaginlashishlarini esa

A W N

an+1’En+1’7n+1 bilan belgilaymiz. O‘nli yaqinlashishlarning ta’rifiga ko‘ra
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A1 S A< Ay
Prs1 S B S By (7.19)
Yne1 SV S Vpyq
munosabat o‘rinli. Haqgiqgiy sonlarni qo‘shish goidasiga ko‘ra
U1 + Bt S @+ B < Tpyr + By, (7.20)

Brs1 +Yns1 SBHY S Bryy + Vnsn (7.21)

Endi @« va B +y hamda (a« + ) va y sonlarning go‘shish goidasiga
ko‘ra (7.19), (7.20), (7.21) larni hisobga olgan holda

@it + Brst) + Yns1 < @+ )+ <@ns1 + By )y (7:22)

G + (Buss + Yuer) SC+ B +1) S Ty + Bryy +Vy)  (7:29)
tengliklarni olamiz. Ratsional sonlarni qo‘shish assosiativlik xossasiga ega
bo‘lganligi uchun (7.22), (7.23) tengsizliklarning chap gismi:

Th = Anyr t+ £n+1 + Vn+1
ga teng, o‘ng gismiesa s, = a,4q + En+1+?n+1 ga teng.
(7.22) va (7.23) dan:
1, <6<6 <s, (7.24)
kelib chigadi. Shunday qilib
Sp— Ty = (an+1 — Qn+1) + (,Bn+1 - £n+1) + Vg1~ Zn+1):%<# :
Demak, s, — 1, < % Bundan va 6.1-lemmaga asosan & =6’ ekanligi

kelib chigadi. Shunga o‘xshash haqigiy sonlarni gqo‘shish va ko‘paytirish
amallarining boshga xossalari ham isbotlanadi.

7.2-lemma. a,p€ R sonlar berilgan bo‘lsin. Agar a#0 bo‘lsa, u holda g

mavjud va yagonadir.
Bu lemmaning isbotini mustaqil bajarishga goldiramiz.
2. Haqgigiy sonning moduli.

a, agara = 0bo'lsa
—a, agar a < 0bo'lsa.
Haqiqiy sonning modulining ayrim xossalarini keltiramiz.

1° |a-b| = |a| - |b|,a € R,b € R;

2013 =2 aeRb+0,bER;
A BTy

3% |a+b| <|a|l +|bl,a €ER,b ER;
4% la+ b| = |a| — |b|,a €R,b € R;
5% la—b| < |a] + |b|,a €R,b € R;
6% |a — b| = |a| — |b|,a €ER,b ER;
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7°. a < |a|,a € R;
8% —a < |al,a € R;
9% |—al = |al,a € R;
10° |a?| = |a|? = a?,a € R;
11° |a?"| = |a|*™ = a®",a € R;
12°. —|a] < a < |al,a € R.
3.Mustaqil yechish uchun misollar.
7.1. Quyidagi tengliklarni isbotlang:
a) a+pf =F+aoab =La (kommutativlik).
b) (a+pB)+y=a+(B+y); (aB)y = a(By) (assosiativlik).
c) yla+pB)=ya+yB (distributivlik).
d) Agar a > va c>d bo‘lsa, u holdaa +c > g +d.
e)Agar a>pf va B >y bo‘lsa,uholda a >y.
f) Agara> va y <0 bo‘lsa, uholda ay < By.
g) Agar a # 0, af=0 bo‘lsa, uholda g = 0.
4.0¢z-0‘zini tekshirish savollari.
1) Hagigiy sonlarni go‘shishning kommutativlik xossasini isbotlang.
2) Hagiqiy sonlarni ko‘paytirishning kommutativlik xossasini isbotlang.

8-§. Chekli va cheksiz (sanoqli) to‘plamlar. Sanogli va kontinum quvvatli
to‘plamlar
Reja:
1.Ratsional sonlar te‘plamining sanoqliligi.
2.Mustagil yechish uchun misollar.
3.0¢z-o0¢zini  tekshirish savollari.
1.Ratsional sonlar te‘plamining sanoqliligi. X va Y sonli to‘plamlar
berilgan bo‘lsin. Agar bu to‘plamlarning elementlari orasida o°zaro bir giymatli
moslik o‘rnatish mumkin bo‘lsa, ya’ni
a) Harbir x € X elementga yagona y € Y element mos go‘yilgan;
b) Har bir y € Y elementga biror x € X element mos go‘yilgan;
c) X to‘plamning har xil elementiga Y to‘plamning har xil elementlari mos
go‘yilgan bo‘lsa, u holda X va Y to‘plamlar ekvivalent deyiladi va X~Y kabi
yoziladi.

N natural sonlar to‘plamiga ekivivalent bo‘lgan to‘plamlar  sanoqli
to‘plamlar deyiladi. n € N soniga mos qo‘yiluvchi X sanoqli to‘plamning
elementini x,, orgali belgilasak, X to‘plamni X={x,,n € N} ko‘rinishda yoki
X={x,} ko‘rinishida yozish mumkin. Demak sanoqli to‘plamning elementlarini
natural sonlar bilan nomerlab chigish mumkin .
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8.1-teorema. Ratsional sonlar to‘plami Q sanoqlidir.
Isbot. E musbat ratsional sonlar to‘plami bo‘lsin. Bu to‘plam barcha

qisqarmaydigang ko‘rinishdagi kasrlar to‘plamidan iborat, bu yerda p,q € N.

Bu ko‘rinishdagi kasrlarni, p+q yig’indi dastlab 1 ga, 2 ga, va 3 ga (va hakazo)
teng bo‘lganlarini quyidagicha ko‘rinishda yozib olamiz:

1 12 13 1234
1’ 2'7’ 3,4, 4,3,2 PEERRRREE
p+g=2, p+g=3, p+q=4, p+g=>5.

Natijada E to‘plamning barcha elementlari yozib chigilgan bo‘ladi. Bu

ko‘rinishdagi sonlarni
1 2 2 1 3 1 2

rn=-,nr 25, 7"3:;, Ty =7 s ==, Tg =7, 17 :g,...
ko‘rinishda nomerlab chigamiz. Ko‘rinib turibdiki, natural sonlar to‘plami bilan
bir xil giymatli moslik o‘rnatildi . Osonlik bilan ko‘rish mumkinki, Q ratsional
sonlar to‘plami
0,1y, -1q, Tyy =Ty, e, Ty — Ty
ko‘rinishda yozilgan sonlar to‘plami bilan ustma-ust tushadi. Bu ko‘rinishdagi
sonlar to‘plamini
So=0,8) =71,8; = —T,S3 =13 S4 = =Ty, e, Song1 = Ty Son = — Ty o

ko‘rinishda gaytadan nomerlab chigib, bu to‘plam bilan yana natural sonlar
to‘plami N o‘rtasida o‘zaro bir giymatli moslik o‘rnatish mumkin ekanligini
olamiz. Demak, Q ratsional sonlar to‘plami sanoqli to‘plam ekan.

8.2-teorema. Haqiqgiy sonlar to‘plami R sanogli to‘plam bo‘la olmaydi.

Isbot. R: - musbat hagiqgiy sonlar to‘plamining sanogsizligini ko‘rstamiz.
Teskarisini faraz gilsak, u holda to‘plamning barcha elementlari nomerlab
chigilgan bo‘ladi, ya’ni uning elimentlarini {a,}, n € N ko‘rinishda
tasvirlash mumkin bo‘ladi. Har bir a,, son haqgiqiy son bo‘lganligi uchun
uni  a, =ag, at,ay .. Kko‘rinishdagi o‘nli kasr shaklda tasvirlanadi.

Shunday B = by, bib, ... b, ... soni topilib, B son { a, } ketma-ketlikning
elementi bo‘lmasligini ko‘rsatamiz. by ni by # a§1>, by # 9,b; # 0 shartni
ganoatlantiradigan, b, ni esa b, # ag”, b, #9,b; # 0 shartni

ganoatlantiradigan, umuman Vn € N b, sonini b, # a,(l"), b,#9, b, #0
shartni ganoatlantiradigan qilib tanlab olamiz. U holda vn € N, f #a,
bo‘ladi. Bu esa R, musbhat hagiqgiy sonlar to‘plamining barcha elementlari
{a,}, neN ko‘rinishda tasvirlanishiga garama-garshi. Demak, R, musbat
haqiqiy sonlar to‘plami sanogli to‘plam bo‘la olmas ekan. R, cR
bo‘lganligi uchun R to‘plam ham sanoqsiz bo‘ladi. Xuddi shunga oxshash
[0;1] segmentning ham sanogsizligini ko‘rsatish mumekin.
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8.1-tarif: Agar X sonli to‘plam [0; 1] segmentga ekvivalent bo‘lsa, u
holda X to‘plamni kontinium quvvatli to‘plam yoki qisgacha C quvvatli
to‘plam deyiladi.

8.3-teorema. Har qganday [a;b] segment (a;b) interval yoki yarim
segment [a;b) C ( kontinium quvvatli) to‘plam bo‘ladi.

Isbot. y=a+(b-a)x formula [a;b] segment bilan [0;1] segment
o‘rtasida o‘zaro bir giymatli moslik o‘rnatadi. Cheksiz to‘plamdan bitta yoki
ikkita elementni chigarib tashlash yoki qo‘shib go‘yish bu hosil bo‘lgan to‘plam
dastlabki to‘plamga ekvivalent to‘plam bo‘lganligidan interval yarim interval
ham kontinium quvvatli to‘plam bo‘ladi.

2.Mustaqil yechish uchun misollar.

Quyidagi tasdiglarni isbotlang.

8.1. Har ganday cheksiz to‘plamdan sanoqli bo‘lgan gism to‘plam ajratish

mumkinligini isbotlang.

8.2. Sanogli to‘plamning har ganday cheksiz gism to‘plami sanoglidir.

8.3. Agar sanogli A to‘plamdan chekli M to‘plamni chigarib tashlasak u holda

AWM to‘plam sanogli bo*ladi.

8.4. O‘zaro kesishmaydigan cheklita yoki sanoglita sanoqli to‘plamlarning

yigindisi yana sanoqli to‘plam bo‘ladi.

8.5. Agar cheksiz M to‘plamga chekli yoki sanogli A to‘plamni birlashtirsak u

holda M+A ~ M bo‘ladi.

8.6. Agar S cheksiz to‘plam kontinium quvvatli A esa uning chekli yoki sanoqli

gism to‘plami bo‘lsa, u holda S~S\A.

8.7. Kontinium quvvatli o‘zaro kesishmaydigan sanoglita to‘plamlarning

birlashmasi kontinum quvvatlidir.

8.8. A={1, 4, 9, 16, ...,n%... } va B={1, 8, 27, ...,n3,..} to‘plamlar bir xil

quvvatlidir.

8.9. To‘g’ri burchakli uchburchak kateti va gipotenuzasidagi nuqtalar to‘plami

bir xil quvvatli.

8.10. N={1, 2, 3, 4,...n} vaZ={...-n,..., -2, -1, 0, 1, 2,..., n,...} to‘plamlar

bir xil quvvatli.

8.11. [0; 1] va [1; 12] to‘plamlarning bir xil quvvatli ekanligini isbotlang.

8.12. [a; b] va [0; 1) to‘plamning bir xil quvvatli ekanligini isbotlang.
3.0¢z-0¢zini tekshirish savollari.

1) Qanday to‘plamlar ekvivalent to‘plamlar deyiladi?

2) Qanday to‘plamlar sanoqli to‘plamlar deyiladi?

3) Qanday to‘plamlar kontinium quvvatli to‘plamlar deyiladi?
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9-§. Matematik induksiya usuli va Nyuton binomi
Reja:
1. Matematik induksiya usuli.
2. Nyuton binomi.
3. Oz-o0¢zini tekshirish savollari.
4. Mustaqil yechish uchun misollar.
1.Matematik induksiya usuli. Induksiya so‘zi lotincha so‘z bo‘lib
xususiy mulohazalardan umumiy xulosa chigarish ma'nosini bildiradi.
Matematik induksiya usuli mohiyati quyidagicha:
1.Isbot gilinayotgan tasdig n=1 uchun tekshiriladi. To‘g’riligiga ishonch
hosil gilgandan so‘ng ikkinchi bosgichga o‘tiladi.
2.Shu tasdigni n=k uchun to g ri deb olib, uchinchi bosgichga o‘tiladi.
3.Tasdiq n=k+1 uchun to g ri ekanligi isbot gilinadi.
Bu usulning go‘llanishiga doir misollar garaymiz.

n(n+1) L
5 tenglikni isbotlang.

1(1+1)
2

2) n=k uchun 1+2+3+...+k:@ tenglik to‘g’ri deb olib,

1 2
3) n=k+1 uchun [+2+3+...+k+k+1)= (et )2(K+ ) tenglikni to‘g’riligini

9.1-misol. 1+42+4+3+...+n=

Isbot. 1) n=1 uchun 1= ; 1=1 to‘g’ri.

isbotlaymiz. Oson ko‘rish mumkinki

]+2+3+...+k+ﬂc+])=K(K2+l)+(K+1): k(x+1)+2(x +1) _ (x+1)(x+2)

2 2
tenglik o‘rinli.
9.2-misol. 13+23+ ... +n®=(1+2+3+...+n)?> tenglikni ishotlang.
Isbot. 1)n=1da 13=12 o‘rinli.

2)n=kda 13+23+...+K3=(1+2+3+...+k)? ni to‘g’ri deb faraz gilamiz.

3) n=k+1 da 13423+ +i3+(k+1)3=(1+2+3+.. . +k+(k+1))*> tenglikning
to‘g’riligini isbotlaymiz. Hagigatan ham,

3+23+ 3+ (k+1)3=(1+2+3+... +k)>+(k+1)3=

M+(K+l)3=(K+1)2(K—2+K+1J=(K+1)2(£+1j =
4 2
2 2
:(K+1)2(K+42) :((K+1)2(K+2)j =(1+2+3+...+ K+ (k+1))? munosabat

o‘rinli.
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9.3-misol. 1-2+2-3+3-4+...+n(n+1)=w tenglikni isbotlang.

Isbot. 1) 1-22%; 2=2 bo‘lganligi uchun n=1 da tenglik to‘g’ri.

2) n=k da 1'2+2'3+3'4+.._+k(k+1)=w tenglikni to‘g’ri deb faraz
gilamiz.

3) n=k+l da 12+23+34+...+k(k+1)+(k+1)(k+2)= EIDEED3)

nin
3 g

to‘g’riligini isbotlaymiz. Haqiqatan ham
k(k+1)(xk+2)
3
_(k+D)(xk+2)(x +3)
3

1242 3+34+...+k(k+1)+(k+1)(k+2)= +(k+Dk+2) =

— (k+D)(k + 2)[% +1} — (k+D)(k + 2)(K;3J

tenglik o‘rinli bo*ladi.
9.4-misol.  [+2+3+5+7+...+(2n-1)=n? tenglikni isbotlang.
Isbot. 1) n=1da 1=1? tenglik to‘g’ri.
2)n=k da 7+2+3+5+7+...+(2k-1)=Kk? ni to‘g’ri deb faraz gilamiz.
3)n=k+1 da [+2+3+5+7+.. +(2k-1)+(2k+1)=(k+1)> ning to‘g’riligini
isbotlaymiz, ya’ni
1+2+3+5+7+... +(2k-1)+(2k+1)=k>+(2k+1)=k?+2k+1=(k+1)?
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
1 1 1 1 n

9.5-misol. + + +.+ =
3.5 5.7 7-9 (2n+1)(2n+3) 3(2n+23)

tenglikni isbotlang.

Isbot. 1) n=1 da 1 _ 1 NESN S tenglik o‘rinli.
3-5 3(2+3) 15 15
2) n=k da L + L + L ot L = K nito‘g’ri
3-5 5.7 7-9 (2k +1)(2k +3)  3(2k +3)
deb faraz gilamiz.
3) n=k+1 da
1 1 1 1 1 k+1 ing

+ + 4.t + =
3-5 5.7 7-9 2k +1)(2k +3) (2n+3)(2n+5) 3(2k +5)
to‘g’riligini isbotlaymiz. Haqiqatan ham
1 1 1 1 1 K 1

..+ + + =
35 57 7.9 7 (x+D)@x+3) (2x+3)(2x+5) 3(2x+3) (2x+3)(2x +5)
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3
2(k + 1) (x + E) )

1 (54_ 1 )_ 1 x(@x+5+3 1
2k+3\3 2xk+5) 2xk+3 3(2x+5) 2Kk +3 3(2x +5)

1 (x+D(2x+3) «k+1
T 2x+3  3(2k+5)  3(2x+5)
Matematik induksiya usuli yordamida tengsizliklarni ham isbotlash
mumkin.
9.6-misol. Barcha n>1 (n € N) sonlar uchun ushbu
1 1 1 13

n+1 n+2 2n 24
tengsizlikning to‘g’riligini isbotlang.
Yechilishi. Tengsizlikning chap tomonini S, bilan belgilaymiz.

1) n = 2 bo‘lganda 714 13 holib, bu esa berilgan tengsizlikning
12 24 24

munosabatlar o‘rinli.

ekanligini isbotlaydi.
2) n =k natural son uchun s, >§ tengsizlik to‘g’ri deb faraz qilib,

n=k+1 bo‘lganda, s, , > g tengsizlikning to‘g’riligini isbotlaymiz. Ushbu

S 1 1 1 S 1 1 1 1 1
K =——+——+-+— VA Iy =——+——— - —+ +
k+1 k+2 2k k+2 k+3 2k 2k+1 2k+2
ifodalarni tagqoslaymiz. Bulardan
1 1 1 1

S =S = + - =
2k+1 2k+2 k+1 2(k+1)(2k+1)
kelib chigadi. Vk (ke N) uchun oxirgi tenglikning o‘ng tomoni musbat

bo‘lganligidan, S.; > S, bo‘ladi. O‘z navbatida, s, >§ bo‘lganligi uchun,
S, >§ tengsizlik ham o‘rinli bo‘ladi. Bu esa, berilgan tengsizlikning o‘rinli

ekanligini isbotlaydi.
Shunday qilib, matematik induksiya usuliga asosan, n>1 (n< N) lar
uchun berilgan tengsizlik o‘rinli ekan.

2.Nyuton binomi. Nyuton binomi — ikki hadning darajasini yakka hadlar
yig’indisi ko‘rinishida ifodalovchi formulaning nomi.

Ikkihadning kvadrati uchun: (a+b)?>=a?+2ab+b? formulani gadimgi Bobil
metematiklari bilishgan. Agar bu formulani ikkala gismini ham atb ga
ko‘paytirib, gavslarni ochsak (a+b)3=a3+3a%b+3ab?+b* hosil bo‘ladi. Buni va
hokazo davom ettirsak, quyidagi tasdiq kelib chigadi.
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1-tasdig. Ixtiyoriy a, b haqgiqgiy sonlar va ixtiyoriy n € N son uchun
quyidagi Nyuton binomi formulasi o ‘rinli:
(a+b)' =Cla" +Cla" b+ C2a"?h® +...+ Cfa"*b* + CItab™* +C'b", (9.1)
bu yerda CX- n ta turli elementdan k tadan takrorlashsiz gruppalashlar soni,
L, k=Tn, CS lar binomial koeffitsiyentlar deyiladi.
k:(n —k)!

Isboti. Matematik induksiya usulidan foydalanamiz. n = 1 bo‘lganda,
Cla+Cb=a+b bo‘ladiva (9.1) formula o‘rinli.

(9.1) formula o‘rinli deb faraz qilib, quyidagi formula o‘rinli bo‘lishini
isbotlaymiz:

. k_
yani C‘=

n+1

(a+b)™ =>"Ck, am*p¥ (9.2)

k=0
(9.1) formulaning ikki tomonini a+b ga ko‘paytirsak (a+b)"" = A +B,

ni olamiz. Bunda

n
An — an+l+ZCr|1(an+l—kbk’
k=1

n n
Bn _ an+1 + ZCrI:an—kbkﬂ _ ZCrI:—laml—kbk 4 bn+1.

k=0 k=1
Natijada quyidagini olamiz
n
(a N b)n+1 _a™ g Z(CJ]( + Crlf—l)aml—kbk L™ 9.3)
k=1

Ravshanki, (9.2) va (9.3) formulalarning o‘ng tomonlarini tagqoslab,
shunday xulosaga kelamizki, (9.2) formulaning to‘g’riligini ko‘rsatish uchun

Cy +Cp " =Cpy (9.4)
tenglikni isbotlash yetarli.
cCk = L, k =1, n, formulani qo‘llab quyidagini topamiz:
k:(n —k)!
cri o n(n —1)...E(nI —(k-=1)) _kn(n —1)8: — (k- 2))

Shuning uchun quyidagi munosabat o‘rinli:

Ck+Ck—1:n(n_l)---(n_(k_2))(n_(k_1)+k):
. k!
(n+1)(n+1)-1).((n+1)—-(k 1)) _ .

= n+l

k!
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(9.4) formula to‘g’ri ekan, shuning uchun (9.2) formula o‘rinli. Demak,
matematik induksiya usuliga asosan, (9.1) formula ixtiyoriy n € N sonlar uchun
o‘rinli ekan.

Bu tasdiq Paskaldan ancha oldin XI-XII asrda yashagan o’rta osiyolik shoir
va matematik Umar Xayyomga ma’lum bo‘lgan.

Demak (9.1) formula Nyuton binomi formulasi deyiladi.

Nyuton binomi formulasining xossalari :
1. a ning ko‘rsatkichi kamayib boradi, b ning ko‘rsatkichi ortib boradi. Ularning
ko‘rsatkichlari yig’indisi m ga teng.
2. Yoyilma m+1 ta haddan ibrat.
3. Binomial koeffitsiyentlar yig’indisi 2™ ga teng.
4. Yoyilmaning istalgan hadi Tx+1=Cr*ab™* dan iborat.
5. Yoyilmaning chetlaridan teng uzoqlikda turgan hadlarning koeffitsiyentlari
o‘zaro teng.

3.0¢z-0‘zini tekshirish savollari.
1.Matematik induksiya usulining mohiyatini tushuntiring.
2. Nyuton binomi formulasini yozing.
3.Nyuton binomi formulasini isbotlang.
4.Mustaqil yechish uchun misollar.

91. L , 1 ..., 1 __"

1-4 4.7 (Bn-2)(3n+1) 3n+1
ekanligi isbotlansin.
9.2. Barcha x>-1 va vn €N sonlar uchun (1+ x)™ > 1+ nx Bernulli
tengsizligi isbotlansin.
9.3. Ixtiyoriy natural n soni uchun quyidagi tengliklarning to‘g’riligini isbotlang:

1. 12+22+--.+n2=w.

2
2.12 432 452+ ..+ (2n—1)° :w.

ayniyat vn € N uchun o‘rinli

-1
3. sinx+sin2x+---+sinnx:sin@‘sin%(singj .

1+ (n=1)x" —nx"*

4. 1+ 2X+3x% +...+nx"*t = 1) X =1,
—X
5.1+2q+30¢%+...+ng"* _1-(n+2)" + on.
(L-qy
(n+2)n+2).(2n-1)-2n _ on

6 1-3-5..(2n-1)
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7 1 + 1 + ...+ 1 —l l ;
'1.2.3 2-3.4 7 nn+1)n+2) 2(2 (n+1)(n+2))

(L3025 e
8. 4 9/ U n*) 2n" 7

9.4. Har bir natural n uchun a, soni b soniga bo‘linishini isbotlang:

a) a, =5""" +3"2.2"1 p=109.

b) a, =5""7% +26-5" +8°"", b =59.

c) a, =5""°.2" —125 b =45.

9.5. Matematik induksiya usulidan foydalanib, ixtiyoriy n (ne N) lar uchun
quyida berilgan tengsizliklarning to‘g’riligini isbotlang.

a) 2" >2n+1,n > 3. b) 2" >n®, n>10.

c) (L1+a)' >1+na, a>-1. d) 135 -t 1

2 46 2n  3n+1

, n>1.

n
9.6. Agar (n+%) yoyilmaning boshidan to‘rtinchi hadining oxiridan to‘rtinchi

hadiga ko‘paytmasi 14400 ga teng bo‘lsa, yoyilmaning eng katta binomial
koeffisiyentini toping.
9.7. (1/7 +1§/1_3)100yoyilmaning barcha ratsional hadlarini toping.

12
9.8. GW%@) binom yoyilmasining a’ gatnashgan hadining nomerini

toping.
9.9. Qaysi biri katta: 100* mi yoki 101%° mi?
9.10. Yig’indini hisoblang:

a) Ct +2C2 +3C 2 +...+nC/.

b) C?+2C; +3C? +...+(n+1)C).
| bobni takrorlash uchun test savollari

1. {x: xeR, a<x<b} to‘plam nima deb ataladi?
a) interval b) segment c) yarim segment d) nur
2. To‘plamning aniqg yuqori chegarasi deb nimaga aytiladi?
a) yuqori chegaralarning eng kichigi
b) quyi va yuqori chegaralar yig’indisining yarimi
C) quyi chegaralarning eng kattasi
d) yugori chegaralarning eng kattasi

38



10.

11.

12.

b soni ganday shartlar bajarilganda E to‘plamning aniq quyi chegarasi
deyiladi?

a) VxeE, x<bvave>0A3x' €E bo‘lib, x <b—& bo‘lsa

b) VvxeE, x>bvave>0A3x eE bo‘lib, x' <b+¢ bo‘lsa

C) VxeE, x>bvave>0A3x €E bo‘lib, x' >b+¢ bo‘lsa

d) VxeE, x>b va Ve>0A3x €E bo‘lib, x'=b+¢ bo‘lsa

Agar har ganday M son berilganda ham shunday n, € N son topilsaki,
n>n, lar uchun quyidagi shart bajarilsa {x,} ketma-ketlikning limiti +o

deb ataladi?
a) x,=M b) x, >M C) X, <M d) x, <M

{(_;)"1}’ neN to‘plamning aniq quyi chegarasini toping.

a) -1 b) -2 c)3 d)0

A vaB to plamlarning har ikkalasiga bir vaqgtda tegishli elementlardan
tashkil topgan to plam ganday nomlanadi?

a) A va B to'plamlarning kesishmasi

b) A va B to plamlarning ayirmasi

c) A va B to plamlarning simmetrik ayirmasi

d) A vaB to plamlarning birlashmasi

Birorta ham elementga ega bo’Imagan to plam ganday nomlanadi?

a) cheksiz to'plam b) bo'sh to'plam c¢) chekli to'plam d) sanoqli
to plam.

A{-7,—-4,7}, B{-5,0,2,7}, C{—4,0,1,7} to plamlar uchun (AUB)\C

to plam elementlarini ko rsating.

a) {-7,-5-7} b) {752} «¢){-7,-52} d){-7,0,2)

A=(-11,4],B=[0,5 to plamlar berilgan. AnB ni toping.

a) (0,4). b) [4,5) c) (-114,4] d) [0,4]

Agar A ixtiyoriy sonli to'plam bo'lsa, An& ni toping.

Q) Db)A c)A\@® d)O

Agar bo‘sh bo‘Imagan hagiqiy sonlar to‘plami E quyidan chegaralangan
bo‘lsa u holda... .

a) SupkE mavjud b) infE mavjud c)infE va supE mavjud

d) infE va supE mavjud emas

(a + b)19 ifodaning yoyilmasidagi 5-hadining oldidagi koeffisiyentini
toping.

a) 600 b)210 c¢)152 d)120
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13. (a+ b)> ifodaning yoyilmasidagi 5-hadining oldidagi koeffisiyentini
toping.
a) 4 b) 10 c) 15 d)5

14. Sanogli to‘plamning har gqanday cheksiz gism to‘plami haqidagi quyidagi

tasdiglarning gaysi to‘g’ri.
a) sanogli to‘plam b) chekli to‘plam c) sanogsiz to‘plam d) kontinium
quvvatli to‘plam.
15.  Chekli sondagi sanogli to‘plamlarning birlashmasi hagidagi quyidagi
tasdiglarning gaysi biri o‘rinli.
a) sanogli to‘plam p) chekli to‘plam c) sanogsiz to‘plam d) kontinum
quvvatli to‘plam.
16.  Sanoqli sondagi sanopli to‘plamlarning birlashmasi hagidagi quyidagi
tasdiglarning qaysi biri o‘rinli.
a) sanoqli to‘plam b) chekli to‘plam c¢) sanogsiz to‘plam d) kontinum
quvvatli to‘plam.
17.  Quyidagi to‘plamlarning gaysi biri sanogli emas.
a) (0;1) b) Q-ratsiolan sonlar to‘plami c) N — natural sonlar to‘plami
d) Z— butun sonlar to‘plami
18. Quyidagi to‘plamlarning gaysi biri kontinium quvvatli to‘plam.
a) (0;1) b) Q -ratsiolan sonlar to‘plami c) N — natural sonlar to*plami
d) Z — butun sonlar to‘plami
19. Quyidagi to‘plamlarning gaysi biri kontinium quvvatli to‘plam emas.
a) Q -ratsiolan sonlar to‘plami b) (—oo; +00) ¢) (—o0; 0) d) (0; +00)
20. Quyidagi sonlarning gaysi biri irratsional son.
a) % b) 0,123(123) c) 0,123456789101112... d) 0,0001
21. supX=M tenglik quyidagi munosabatlarning gaysi biri bajarilganda
o‘rinli,
AVXEM x<MvaVvVe>0, Ix,€X, M —¢e<x,
b)VvxeM x<Mva Ve>0, Ix, M —e < x,
OVxEM x<MvaVe>03Ax,€X, M+e<x,
dVxeM x>MvaVvVe>0,3x, €X, M+e<x,
22.  Quyidagi X to‘plamlarning gaysi biri uchun supX < X munosabat

o‘rinli.
a) X =[0,1) pb)X = N, N-natural sonlar toplami c¢) X = (0,1]
d) X=(0,9)
23.  Quyidagi X to‘plamlarning gaysi biri uchun inf X € X munosabat
o‘rinli.
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24,

25.

26.

217.

28.

29.

30.

a) X=(0,9) pb)X =(0,1] ¢)X = N, N-natural sonlar toplami
d) X =[01)

Agar a va S —haqiqgiy sonlar uchun a<f tengsizlik bajarilsa quyidagi
tasdiglarning gaysi biri o‘rinli emas (bu yerda Q- ratsional sonlar
to‘plami, I-irratsional sonlar to‘plami ).

aAvVreQn(a;B) vavVy el = a<r<y<§p

b)yareQ = a<r<§p

c)Ar'eQ IreQ = a<r<r <p

dayel = a<y<§p

,, X to‘plam yuqoridan chegaralangan’’ tasdig’ining inkori qaysi
javobda to‘g’ri ko‘rsatilgan.

aQ)IM eR, Ixg€X, xg > M

b)VM €R, 3x5 € X, xo > M

C)VM ER, VxE€X, x <M

d)IM eR, VxeX, x > M.

“X to‘plam quyidan chegaralangan® tasdig’ining inkori qaysi javobda
to‘g’ri ko‘rsatilgan.

a) ImMER, IxeEX>x<m

b)ImeR, IxEX > xy <m

COVMER, IxeEX >x>m

dVmeER, Ixo€X > xo <m

X to‘plamning chegaralanganlik ta’rifini bering.

a)dIM €R, AIMER VxEX > m<x <M

b)AM €R, VxEX 5 x <M

C)ImER, VxEX >x=>m

dVM eR, VmER,Ix€EX > - m<x<M

X to‘plam yugoridan chegaralangan deyiladi, agarda

a)dIM ER, VxeEX>x<M

b)AMER, IxEX 5 x <M

C)dmER, VxeEX->x=>m

dVM eR, YmeRIAxEX->-m<x <M

X to‘plam quyidan chegaralangan deyiladi, agarda

a)dmeER, VxEX>x=>m

b)AM ER, IxEX 5 x <M

C)AMER, VxEX>x <M

dVM eER, YmeR, IxeEX->-m<x<M

Har ganday cheksiz to‘plamdan ajratilgan qism to‘plamlar uchun quyidagi

mulohazalarning qaysi biri to‘g’ri?
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

a) cheksiz bo‘ladi b) chekli va bo‘sh bo‘ladi

¢) cheksiz, bo‘sh bo‘ladi  d) bo‘sh, chekli, cheksiz bo‘lishi mumkun
Har ganday sanogli to‘plamdan ajratilgan gism to‘plamlar uchun quyidagi
mulohazalarning qaysi biri to‘g’ri?

a) bo‘sh, sanogli b) bo‘sh chekli c) bo‘sh, chekli, sanogli d) sanoqli
Har ganday kontinium quvvatli to‘plamdan ajratilgan gism to‘plamlar
ucun quyidagi mulohazalarning gaysi biri to‘g’ri?

a) bo‘sh, chekli, sanogli, kontinuum quvvatli b) bo‘sh chekli sanoqgli

¢) bo‘sh, chekli, kontinium quvvatli d) bo‘sh, kontinium quvvatli

{x:x € R,a < x < b} to‘plamning aniq quyi chegarasini toping.

a) b—e(e>0) b)b c¢a db—-1

{nTH,n € N} to‘plamning aniq quyi chegarasini toping.

a2 b0 o1 d) -

A ={14,91625..,n%..}, B ={1827,..,n°, .},
C={.,-1,.,-2-1,012..n,.} to‘plamlar bir xil quvvatlimi?

a) Ava B bir xil quvvatli b) ha c)yo‘q d) A vaC birxil quvvatli
A =1[0,1], B =[1,10), C = (—, +) to‘plamlar bir xil quvvatlimi?
a) yo‘q b) ha c) A va B bir xil quvvatli d) A va C bir xil quvvatli
Kontinium quvvatli o‘zaro kesishmaydigan sanoqgli to‘plamlarning
birlashmasi kontinium quvvatli bo‘ladimi?

a)yo‘q b)ha c)sanoglito‘plam bo‘ladi

d) sanogli to‘plam ham kotinium to‘plam ham bo‘lishi mumkin
A{-7,-4,7}, B{-5,0,2,7}, €{0,1,7} to plamlar uchun (AuB)\C to’plam
elementlarini ko rsating.

a) {-7,0,2} b) {-7,-5,2}  ¢) {-7,-5-7} d) {-7,-4,52}

A=(-11,4], B=[0,5] to'plamlar berilgan. AnB ni toping.

a) (-11,4] b) [0,4] c) [4,5] d) (0,4).

Quyidagi to plamlardan gaysi biri uchun x = -10,x =0, x =2,x =2,05
sonlari limitik nugta bo"ladi?

a) [-101) U(23) b) [-10,2] c¢) [-10,0)uU(0,3) d) [-10,0) U (0,2]
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I Bob. ELEMENTAR FUNKSIYALARNING XOSSALARI

10-§. Akslantirishlar va ularning turlari. Funksiya tushunchasi. Aniglanish
va giymatlar sohasi
Reja:
1. Akslantirishlar va ularning turlari.
2. Funksiyaning ta’rifi.
3. Funksiyaning aniglanish va giymatlar sohasi.
4. O‘z-0¢zini tekshirish savollari.
5. Mustagil yechish uchun misollar.
1.Akslantirishlar va ularning turlari. Agar sonli to‘plamlar o‘rnida
Ixtiyoriy to‘plamlar garalsa, u holda funksiya tushunchasining umumlashmasi,
ya’ni akslantirish ta’rifiga kelamiz. Faraz gilaylik, E va F to‘plamlar berilgan
bo‘lsin.
10.1-tarif: Agar E to‘plamdan olingan har bir x elementga biror f goida
yoki qonunga ko‘ra F to‘plamning bitta y € F elementi mos qo‘yilgan bo‘lsa,
E to‘plamni F to‘plamga akslantirish berilgan deyiladi va f: E — F yoki x— vy, (
X EE, y € F) kabi belgilaniladi. Bunda E to‘plam f akslantirishning
aniglanish to‘plami deyiladi.
ENE.
3 n

10.1-misol. Ushbu N ={12,..,n,..} va N'= {1,
to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Agar har bir natural n (n€ N) songa% (% € N’)

N | R

sonni mos qo‘ysak, unda f:N - N', n —>% akslantirish hosil bo‘ladi. U
f(n) = % kabi ham yoziladi. Agar har bir natural n ( ne N ) songa % (% EN')

sonni mos qo‘ysak, unda ¢:N - N’, n— % akslantirishga ega bo‘lamiz: ¢(n)
1

nz’
Faraz gilaylik,
fiE—>F (10.1)
akslantirish berilgan bo‘lsin. x € E elementga mos qo‘yilgan y € F element x
ning aksi (obrazi) deyiladi va y = f(x) kabi belgilanadi.

Endi y € F elementni olaylik. E to‘plamning shunday x elementlarini
gqaraymizki, f(x) =y bo‘lsin. Bunday x € E elementlar y € E ning asli
(proobrazi) deyiladi va f~1(y) kabi belgilanadi va f~1(y) = {x € E: f(x) = y}
kabi yoziladi.

Agar Ac E bo‘lsa, ushbu {f(x):x € A} to‘plam A to‘plamning F dagi
aksi deyiladi va f(A) kabi belgilanadi: f(A) = {f(x):x € A}.

43



Agar B c F bo‘lsa, ushbu {x € E: f(x) € B} to‘plam B to‘plamning E
dagi asli deyiladi va f~*(B) kabi belginadi: f ~1(B) = {x € E: f(x) € B}.
10.2-misol. Faraz qilaylik, N = {1,2, ...,n,...} va M{-1, 1} to‘plamlar
berilgan bo‘lib, ushbu f:N — M akslantirish f(n) = (—1)" ko‘rinishda
bo‘lsin. Ravshanki, 5 € N  sonining aksi f(x) = —1. 1€ M sonining asli esa
f~1(1) ={2,4,6,...} bo‘ladi. Shuningdek, A = {3,4} c N to‘plamning aksi
F(A)={-11}=M, B={-1}c M to‘plamning asli esa f1(B)=
{1,3,5, ... } bo‘ladi.
Faraz nqilaylik, A va B to‘plamlar F to‘plamning gismiy to‘plamlari
bo‘lsin, ya’ni A c F ,B c F. U holda
f{ANnB)=f(ANf(B)
munosabat o‘rinli bo‘ladi.
Xuddi shunday,
fT'(AUB)= fTH(A)Uf~I(B), f(A UB)=f(A)Uf(B)
tengliklar ham o‘rinli bo‘ladi.
Aytaylik, f: E — F akslantirish berilgan bo‘lib, f(E) esa E to‘plamning
aksi bo‘lsin: f(E) = {f(x):x € E}.
10.2-ta’rif. Agar (10.1) akslantirishda f(E) c F bo‘lsa, u holda (10.1)
akslantirish E to‘plamni F to‘plamning ichiga akslantirish deyiladi.

Masalan, N = {1,2, ...,n,...} vaN' = {1%% % }

to‘plamlar uchun ushbu f:N — N’, n_)i akslantirish N to‘plamni N’

to‘plamning ichiga akslantirish bo‘ladi.

10.3-ta’rif. Agar (10.1) akslantirishda f(E) =F bo‘lsa, (10.1)
akslantirish E to‘plamni F to‘plamning ustiga akslantirish (syurektiv
akslantirish) deyiladi.

Masalan, N = {1,2, ..., n, ... } va M{-1, 1} to‘plamlar uchun n- (—1)"
akslantirish N to‘plamni M to‘plamning ustiga akslantirish bo*ladi.

10.4-ta’rif. Agar (10.1) ustiga akslantirish bo‘lib, bu akslantirish E
to‘plamning turli elementlarini F to‘plamning turli elementlariga akslantirsa
(10.1) inyektiv akslantirish deyiladi.

10.5-ta’rif. Agar (10.1) ustiga akslantirish bo‘lib, u inyektiv akslantirish

ham bo‘lsa, (10.1) o‘zaro bir giymatli akslantirish (moslik) deyiladi.

Masalan, N = {1,2,...,n,...}vaN' = {1%% % } to‘plamlar uchun ushbu

f:N - N’, n—>% akslantirish o‘zaro bir giymatli (biyektiv) akslantirish
bo‘ladi.
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10.6-ta’rif. f: E — F akslantirish o‘zaro bir gqiymatli akslantirish bo‘lsin.
F to‘plamning har bir y (y € F) elementiga E to‘plamning bitta x elementini
(x €F) mos goyadigan va g(y) =g(f(x)) =x munosabat bilan
aniglanadigan g: F — E akslantirish f : E — F ga nisbatan teskari akslantirish
deyiladi va £~ kabi belgilanadi: f~1: E -F.

Demak, f: E — F ga teskari akslantirish mavjud bo‘lishi uchun:
1) f ustiga akslantirish,
2) F to‘plamdan olingan har bir y elementining E to‘plamdagi asli

7o) =f(f) =«

yagona bo‘lishi kerak.

2. Funksiyaning ta'rifi. Bizga X va Y (X cRYcC R) to plamlar berilgan
bo'lsin, Xe X, yeY bolsin.

10.7-ta’'rif. Agar haqgiqgiy sonlar to plami X ning har bir x elementiga biror f
goida yoki qonun bo'yicha Y to plamning yagona y elementi mos goyilsa, u
holda shu X to'plamda x o'zgaruvchining funksiyasi berilgan deyiladi va y =
f(x) deb belgilanadi.

Bunda: x-erkli o’zgaruvchi yoki funksiyaning argumenti deyiladi, y-erksiz
0 zgaruvchi yoki funksiya deyiladi.

3. Funksiyaning aniglanish va giymatlar sohasi.

10.8-ta'rif. Erkli o'zgaruvchi x ning funksiyani ma'noga ega giladigan
hamma giymatlari to plami funksiyaning aniglanish sohasi deyiladi va D(y)
yoki D(f) kabi belgilanadi.

10.9-ta'rif. Erksiz o'zgaruvchi y ning gabul giladigan giymatlari esa

funksiyaning qiymatlari to"plami deyiladi va E(y) yoki E(f) kabi belgilanadi.
1

2

10.3-misol: y =
x“+5x—-6

funksiyaning aniglanish sohasini toping.

Yechish: Bu funksiya aniglangan bo’lishi uchun kasrning maxraji 0 dan
farqli bo’lishi kerak. Shuning uchun x?+5x-6-0 tenglamani yechamiz:
~5+49 -5+7
X = 2 #
Demak, funksiyaning aniglanish sohasiga 1 va -6 nuqgtalar kirmaydi.
Shunday qilib, D(y) =(-00;-6) U (-6;1) U (1;) bo‘ladi.

, % #1, X, # 6.

10.4-misol: y = 34x+85 funksiyaning aniglanish sohasini toping.
X —0oX

Yechish: Kasr ratsional funksiya ma 'noga ega bo’lishi uchun maxraji 0 dan
fargli bo’lishi kerak. Shuning uchun x*-8x=0 tenglamaning yechimini topamiz:

x(x*=8)#0=> x;20, x3-8#0, (X-2) (X2+2x+4) 0 => Xx£2.
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(x?+2x+4)=0 tenglama yechimga ega emas. Demak, funksiyaning aniglanish
sohasi D (y) = (-o0; 0) U (0; 2) U (2; «) dan iborat.

10.5-misol. y=x+9 funksiyaning qiymatlar sohasini toping.

Yechish: y istalgan giymatni qabul qiladi. Ta’rifga asosan y=x+9
funksiyaning qiymatlar sohasi E(y) =(-o0,+o0) bo‘ladi.

10.6-misol. y = %funksiyaning giymatlar sohasini toping.

1
Yechish: y = ltenglamani X ga nisbatan yechamiz. yx=1, X = ; Ta'rifga
X

asosan y=0 dan tashgari hamma giymatlarida aniglangan. Demak, giymatlar
sohasi E (y) =(-0,0)(0,+0) dan iborat.

-1, agarx<0
10.7-misol. y =signx=<0, agarx=0 funksiyaning aniqlanish va giymatlar
1, agarx>0

sohasini toping.
Yechish: Bu funksiyaning aniglanish sohasi D(y) = R dan, giymatlar
sohasi E(Yy) = {—1,0,1} to‘plamdan iborat.
4. O‘z-0¢zini tekshirish savollari.
1. Funksiyaning ta’rifini ayting.
2. Funksiyaning aniglanish sohasini tushuntiring.
3. Funksiyaning giymatlar sohasini tushuntiring.
5. Mustagil yechish uchun misollar.
10.1.  f(x) = x? bo‘lsin. U holda:
a) f:R — R akslantirish syuryektiv ham, inyektiv ham emas;
b) f: R - R, U {0} akslantirish syuryektiv, ammo inyektiv emas;
Of:R — R_ akslantirish ham syuryektiv, ham inyektiv emasligini
isbotlang.
10.2. f:X - [5,20], f(x) = x?+ 2 funksiya berilgan. X to‘plam ganday

tanlansa, f ustiga (syuryektiv) akslantirish bo‘ladi?
10.3. f: X > R, f(x) = x% + 1 funksiya berilgan. X to‘plam ganday tanlansa,

f inyektiv akslantirish bo‘ladi?
10.4. a) f:[0,m] -» [-1;1], f(x) = cosx,
b) f:[0, 7] - [0; 1], g(x) = sinx,
C) : [O,S] - [0;1], ¢(x) = sinx,
d) ¢:[0,3] - [0;10], ¢(x) =x2+1
akslantirishlar ichidan inyektiv, syuryektiv va biyektivlarini ajrating.

Funksiyalarning aniglanish sohalarini toping.
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2
10.5.y:%. 10.6.y=3x—x*. 10.7.y =(x—2) /T_X_

X —
10.8.y=log,(* 4] 10.9.y = logy(x+2)+log,(x-2}. 10.10.y = sinVx.
Jx

sinzx

10.11.y = Jcosx?. 10.12.y= Igsin%. 10.13.y =

10.14. y= arcsinli—xx. 10.15. y = arccog(2sinx). 10.16.y = Ig[cos(Igx)].

Funksiyalarning giymatlar sohalarini toping.
10.17. y=+/2+x—x>.  10.18. y =Ig(l—2cosx)

2X : X
1019 y =arccos ~ 5. 10.20. y- arcsw(lgﬁj,

11-§. Funksiyaning grafigi. Funksiyalarning berilish usullari. Bir nechta
formulalar bilan berilgan usullar. Funksiyalar bilan arifmetik amallar
bajarish
Reja:

1. Funksiyaning grafigi.

2. Funksiyalarning berilish usullari. Bir nechta formulalar bilan berilgan
usullar.

3. Funksiyalar bilan arifmetik amallar bajarish.

4. Chegaralangan va chegaralanmagan funksiyalar.

5. O¢z-o‘zini tekshirish savollari.

6. Mustaqil yechish uchun misollar.

1. Funksiyaning grafigi.

11.1-ta'rif. Funksiyaning grafigi deb, koordinatalar tekisligining
absissalari argumentining giymatlariga teng, ordinatalari esa unga mos
giymatlariga teng bo Igan hamma nugqtalar to plamiga aytiladi.

Bu ta’rifni quyidagicha aytish ham mumkin. Bizga y = f(x) funksiya
berilgan bo‘lsin.

11.2-ta’rif. Tekislikning (x, f(x)) kabi aniglangan nugtalaridan iborat
ushbu {(x, f(x)F={(x, f(x)):xe X, y=f(x)eY}to‘plam funksiyaning grafigi
deb ataladi.

Faraz qilaylik, koordinata tekisligida biror y(x) funksiyaning grafigi
tasvirlangan bo’lsin. Berilgan grafik bo yicha x ning biror aniq giymatiga y(x)
funksiyaning mos giymatini topish uchun bunday yo'l tutamiz. Absissalar
0 gining x koordinatali nugtasidan shu o'qga perpendikulyar o'tkazamiz va
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uning berilgan funksiya grafigi bilan kesishgan nuqtasini topamiz. Kesishish
nugtasining ordinatasi funksiyaning mos qiymati bo’ladi.

Funksiyaning grafik yordamida berilish usuli grafik usul deyiladi.

2. Funksiyalarning berilish usullari. Bir nechta formulalar bilan
berilgan usullar.

Funsiyalar odatda 3 xil usulda berilishi mumkin.

1.Analitik usulda (formula ko'rinishida ). Masalan: y=kx+b, y=x2.
2.Jadval usulda.

3.Grafik usulda.

Analitik usul. Ko‘pincha x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish
formulalar yordamida ifodalanadi. Bunda argument x ning har bir giymatiga
mos keladigan y funksiyaning qiymati x ustida analitik amallar - go‘shish,
ayirish, ko‘paytirish, bo‘lish, darajaga ko‘tarish, ildizdan chigarish, logarifmlash
va h.k. amallarni bajarish natijasida topiladi. Odatda bunday usul - funksiyaning
analitik usulda berilishi deyiladi.

Jadval usul. Ba’zi hollarda xe X Ba yeY o‘zgaruvchilar orasidagi

bog‘lanish formulalar yordamida berilmasdan, jadval orqali berilgan bo‘lishi
ham mumkin. Masalan, t - yanvar oyining birinchi dekadasi (10 kunligi) kunlari
nomeri bo‘lsa, T - shu nomerli kuni soat 16 da Samargand shahrida kuzatilgan
havo haroratini bildirsin, natijada quyidagi jadvalga kelamiz:

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

T _30 _50 +20 +50 +10 00 _20 _50 _30 _10

Bunda t - argument, T - funksiya bo‘ladi. Bog‘lanishning bunday berilishi,
funksiyaning jadval usulda berilishi deb ataladi.
Grafik usul. xXOy koordinatalar tekisligida x ning X to‘plam (X =D(f))

dan olingan har bir giymati uchun M(x,y) nugta yasaladi, bunda nuqtaning
abssissasi x, ordinatasi esa y bo‘lib u y funksiyaning x ga mos kelgan

giymatiga teng. Yasalgan nuqgtalarni birlashtirsak, natijada biror chizig hosil
bo‘ladi, hosil bo‘lgan bu chiziq berilgan funksiyaning grafigi deb qaraladi (11.1-
chizma).
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y=1(x)
M/
re | .
0 X
11.1-—chizma

11.1-misol: y=x>+2 funksiya berilgan. Shu funksiyaning grafigiga
koordinatalari 1) (1;3), 2) (2,2) bo lgan nugta tegishli yoki tegishli emasligini
aniglang.

Yechish: y(1)=1242=3 bo‘lganligi uchun (1;3) nugta funksiyaning
grafigiga tegishli. y(2)=22+2=6 bo‘lganligi uchun ( 2;2) nugta funksiyaning
grafigiga tegishli emas.

Shuni ta’kidlash kerakki, funksiya har xil oraliglarda har xil formulalar
bilan berilishi ham mumkin. Masalan, quyidagi
—X, agarx<0

f(x)=4x? agar0<x<1

2-/x, agarx>1

funksiya R da uchta har xil formulalar bilan analitik usulda berilgan.
3. Funksiyalar bilan arifmetik amallar bajarish.
Bitta X to‘plamda aniglangan f(x) va g(x) funksiyalar uchun ularning
f
g
yangi funksiyalar hisoblanadi va quyidagi formulalar bilan ifodalanadi:
a)f(x)+g(x);  b)f(x)-g(x); C);E:;,(g(x)io,XeX)-

yig’indisi f+g, ayirmasi f-g, ko‘paytmasi f'g, bo‘linmasi = aniglanadi. Bular

4. Chegaralangan va chegaralanmagan funksiyalar.

y = f(x) funksiya X to‘plamda aniglangan bo‘Isin.

11.3-ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas M (o‘zgarmas m ) son topilib,
istalgan Xxe X uchun f(x) <M (f(x)=m) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f(x)
funksiya x to‘plamda yuqoridan (quyidan) chegaralangan deyiladi, aks holda
esa, funksiya yuqoridan (quyidan) chegaralanmagan deyiladi.

11.4-ta’rif. Agar f(x) funksiya X to‘plamda ham yuqoridan, ham
quyidan chegaralangan bo‘lsa, ya’ni shunday o‘zgarmas m va m sonlar mavjud
bo‘lib, istalgan x € X uchun

m< f(x)<M (11.1)
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tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda f(x) funksiya x to‘plamda chegaralangan
deyiladi.

m= in}‘({f(x)} son f(x) funksiyaning X to‘plamdagi aniq quyi chegarasi,
M =sup{f(x)} son esa f(x) funksiyaning X to‘plamdagi aniq yugori chegarasi

xeX
deyiladi.
M —m ayirma f(x) funksiyaning X to ‘plamdagi tebranishi deb ataladi.
Agar f(x) funksiya chegaralangan bo‘lib, m va M sonlar uning aniq quyi
va aniq yuqori chegaralari bo‘lsa, u holda
[f(x)|<C (11.2)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi, bunda C=max{|M|, |m}. (11.1) va (11.2)

tengsizliklar o‘zaro teng kuchlidir.
Demak, (11.2) tengsizlik funksiyaning chegaralanganlik shartini

ifodalaydi.

Chegaralangan funksiyalarning grafigi OX o‘qga parallel bo‘lgan y=C
va Y =—C to‘g‘ri chiziglar orasida bo*ladi.

11.5-ta’rif. Agar istalgan musbat C >0 son uchun shunday X € X topilib,
[f(x,)] > C tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f(x) funksiya X to‘plamda
chegaralanmagan deyiladi.

f (x) funksiya xo nugtaning biror atrofida chegaralanmagan bo‘lsa, u X,

nuqtada chegaralanmagan deyiladi.
f(x) funksiya [a;b] kesmada chegaralangan bo‘lishi uchun uning [a;b]

kesmaning har bir nugtasida chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarlidir,
Chegaralangan funksiya quyidagi xossalarga ega:
f(x) va g(x) funksiyalar X to‘plamda aniglangan bo‘lib, ular shu
to‘plamda chegaralangan bo‘lsa, u holda

D000 BIX-900 X2 (g0 =0, xe); [F(9] 90X

funksiyalar ham X to‘plamda chegaralangan bo‘ladi.
11.6-ta’rif. Y to‘plamning aniq yuqgori (quyi) chegarasiga f(x)
funksiyaning X to‘plamdagi aniq yuqori (quyi) chegarasi deyiladi va u

sup{f ()} (inf{f(x)}) kabi belgilanadi.

xeX xeX
5. O‘z-0¢zini tekshirish savollari.

1. Funksiyaning grafigi tarifini ayting.
2. Funksiyaning berilish usullarini ayting.
3. Chegaralangan va chegaralanmagan funksiyalarning ta’rifini ayting.
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6.Mustaqil yechish uchun misollar.

11.1. y=x?-5x+6 funksiya berilgan. Shu funksiya grafigiga koordinatalari
1)(1;2), 2) (-2;0), 3) (-2;20), 4) (3;0) bo'lgan nugta tegishli bo’lish yoki
bo Imasligini aniglang.
11.2. Funksiyaning grafigini chizing: y = x% + 3.
3x+2
2x—-3
11.4. Quyidagi funksiyalarning grafiklarini chizing.

1.y=x+2.  2.y=x>3. 3.y=x-2. 4. y=x4-x2,

5. y=x-3. 6.y=x3-2. 7.y=x3+2. 8.y=-x3-3.
11.5. Quyidagi funksiyalarning grafiklarini bitta koordinatalar sistemasida
chizing.

11.3. Funksiyaning grafigini chizing: y =

12 8
1.y:2;,y:3x. 2.y=—6;,y=—2x.
3.y:;,y=x—1. 4.y=m,y=x+2.
12-§. Juft va toq funksiyalar. Monoton funksiyalar. Davriy va davriymas
funksiyalar
Reja:
1. Juft va toq funksiyalar.
2. Monoton funksiyalar.
3. Davriy va davriymas funksiyalar.
4. O°z-o‘zini  tekshirish savollari.
5. Mustaqil yechish uchun misollar.
1. Juft va toq funksiyalar.
12.1-ta'rif: Agar f(x) funksiyaning aniglanish sohasi koordinatalar
boshiga nisbatan simmetrik bo‘lib, aniglanish sohasiga tegishli bo‘lgan barcha
x lar uchun f(—x) = f(x) tenglik bajarilsa f (x) juft funksiya deyiladi.

1
Masalan: y=x* va Y = 2 funksiyalar 12.1-ta’rifga asosan juft funksiyalar,

chunki bu funksiyaning aniglanish sohasi koordinatalar boshiga nisbatan
1 1
simmetrik va istalgan x uchun (-x)*=x* hamda istalgan x=#0 uchun ) =
12.2-ta'rif: Agar f(x) unksiyaning aniglanish sohasi koordinatalar
boshiga nisbatan  simmetrik bo‘lib, aniglanish sohasiga tegishli bo‘lgan barcha

x lar uchun  f(—x) = —f(x) tenglik bajarilsa f (x) toq funksiya deyiladi.
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Masalan: y=x°, y = is funksiyalar 12.2-ta’rifga asosan toq funksiyalar,
X

chunki bu funksiyaning aniglanish sohasi koordinatalar boshiga nisbatan
1 -1
() %

Juft va tog funksiyalarning aniglanish sohalari koordinatalar boshiga
nisbatan simmetrik ekanligini ta'kidlab o tamiz.

12.1 va 12.2-ta’riflarning shartlarini ganoatlantirmagan funksiyalar juft
ham toq ham bo‘Imagan funksiyalar bo‘ladi.

Masalan: y=2x+1 funksiyaning juft funksiya ham toq funksiya ham
emasligini ko rsatamiz.

Y(-X)=2(-X)+1=-2x+1=2x+1, ya’ni y(-X)= y(X).
Demak, bu funksiya juft ham toq ham bo‘lmagan funksiya.

12.1-misol: y=2x* funksiyaning juft yoki togligini aniglang.

Yechish: y(-x)=2(-x)*=2(x)*=y(x). Demak, bu funksiyaning aniglanish
sohasi koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik va y(-x)=y(x) shart bajarildi.
Shuning uchun 12.1-ta’rifga asosan bu funksiya juft funksiyadir.

12.2-misol: y=x3+x° funksiyaning juft yoki togligini aniglang.

Yechish: y(-x)=(-x)3+(-x)°=-x3-x>=-(x3+x%)=-y(x). Demak, bu funksiyaning
aniglanish sohasi koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik va y(-x)=-y(x) shart
bajarildi. Shuning uchun 12.2-ta’rifga asosan bu funksiya toq funksiyadir.

2. Monoton funksiyalar.

12.3-ta'rif. Agar argumentning biror oraligdan olingan katta giymatiga
funksiyaning katta giymati mos kelsa, ya ni shu oraliqga tegishli istalgan xi, X2
uchun xz>x; tensizlikdan y(x2)>y(x1) tengsizlik kelib chigsa, y(x) funksiya shu
oraligda o suvchi funksiya deyiladi.

12.4-ta'rif. Agar biror oraligga tegishli istalgan xi, X2 uchun Xz>x;
tengsizlikdan y(x2)<y(x1) tengsizlik kelib chigsa, y(x) funksiya shu oraliqda
kamayuvchi funksiya deyiladi.

y=kx+b funksiya, k>0 da har doim o'suvchi to'g'ri chizig bo ladi, k<0 da
funksiya har doim kamayuvchi to g ri chiziq bo’ladi.

12.3-misol: y=x? funksiyaning kamayish va o’sish oraliglarini topamiz.

Yechish: Vx,, x,e(—o0; 0) sonlar uchun x, > x; bo‘lganda
y(x,) = x < x? = y(x;) bo‘lganligi uchun 12.4-ta’rifga ko‘ra bu funksiya
(—o0;0) oraligda kamayuvchi. Vx,x,€(0;+o) sonlar uchun x, > x;
bo‘lganda y(x,) = x2 > x? = y(x,) bo‘lganligi uchun 12.3-ta’rifga ko‘ra bu
funksiya (0,+00) oraligda o suvchi.

3. Davriy va davriymas funksiyalar.

simmetrik va istalgan x uchun (-x)>=-x> hamda istalgan x=0 uchun

52



12.5-ta'rif. Agar f(x) funksiyaning aniglanish sohasiga tegishli har
ganday x uchun bu funksiyaning x va x +T (T # 0) nuqtalardagi giymatlari
teng, ya ni f(x+T)=f(x) bo'lsa, f(x) funksiya davriy funksiya deyiladi va T son
uning davri deb ataladi.

Masalan, sinx va cosx funksiyalar eng kichik musbat davri 2z ga teng bo‘lgan
davriy funksiyalar bo‘ladi. tgx va ctgx funksiyalar esa eng kichik musbat davri
7 bo‘lgan davriy funksiyalar bo‘ladi.

Agar f(x) funksiyaning eng kichik musbat davri Ty bo'lsa, u holda, bu
funksiyaning hamma davrlari Ty ga karrali bo"ladi, ya ni agar T son f(x) ning
ixtiyoriy davri bo'lsa, u holda T=nTy bo‘ladi, bunda n nolga teng bo Imagan
butun son.

12.4-misol:  y=cos2x, y=sin % funksiyalarning eng kichik musbat
davrlarini toping.
Yechish: a) cos2(x+ z)=cos(2x+2 z)=cos(2 #+2x)=cos2x bo‘lganligi uchun
y=cos2x funksiya eng kichik mushbat davri = bo‘lgan davriy funksiya ekan.

b) %2215, X=6r, sin(x+36” )=sin(2n+§)=sing bo‘lganligi uchun y=sin§

funksiya eng kichik musbat davri 6x bo‘lgan davriy funksiya ekan.
4. O‘z-o‘zini tekshirish savollari.
1.Monoton funksiyalarning ta’rifini ayting.
2.Davriy funksiya deb ganday funksiyaga aytiladi?
5.Mustaqil yechish uchun misollar.
Quyidagi funksiyalardan gaysilari juft, gaysilari tog ekanligini aniglang.
12.1. f(x) = 3x — x3; 12.2. f(x) = YA —x)2+ Y1+ x)?;
123.f() =a*+a™ (@>0); 124f(x)=h—
12.5. f(x) = In(x + V1 + x?).
Quyidagi funksiyalardan qaysilari davriy funksiyalr va ularning davrlarini
aniglang.
12.6.f(x) = AcosAx + Bsindx; 12.7.f(x) = sinx + %sian + %sin3x;

12.8.f(x) = Ztgg — 3tyg g; 12.9.f(x) = sin’x;
12.10.f (x) = sinx?; 12.11.f(x) = [tgx;
12.12.f (x) = tg/x; 12.13.f(x) = sinx + sin(xv/2).

Quyidagi funksiyalar berilgan oraligda kamayuvchi ekanligini isbotlang.

12.14.f(x) = x? (—o <x < 0); 12.15.f(x) = cosx (0 < x < m).

Quyidagi funksiyalar berilgan oraligda o‘suvchi ekanligini isbotlang.

12.16.f (x) = x? (0 < x < +); 12.17.f(x) = sinx (—% <x< g);
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12.18.f(x) = tgx (-5 <x <2);
12.19.f (x) = 2x + sinx (—o0 < x < 4 ).

13-§. Berilgan funksiyaga teskari funksiya tushunchasi
Reja:

1. Teskari funksiyalar.
2. Mustaqil yechish uchun savollar.
3. Oz-o0‘zini tekshirish savollari.

1.Teskari funksiyalar. f(x) funksiya X to‘plamda aniglangan bo‘lib,
funksiyaning o‘zgarish (giymatlar) sohasi Y bo‘lsin.

13.1-ta’rif. y = f(x) funksiyaning har bir y € Y qiymatiga biror, g
munosabatga ko‘ra, X dan fagat bitta X giymat mos kelsa, Y to‘plamda
funksiya aniglangan bo‘ladi, va u y = f(x) ga nisbatan teskari funksiya deyiladi

va x= f *(y) = g(y) ko‘rinishda belgilanadi.
Odatdagidek, funksiyani y bilan, argumentni esa x bilan belgilashlarga

muvofig, x=f(y) ko‘rinishda yozishadi. f™(x)=g(x) desak, y = g(x)
bo‘ladi.

13.1-teorema. f(x) funksiya D(f) to‘plamda teskari g(x) funksiyaga
ega bo‘lishi uchun, oz aniglanish sohasidagi argumentning har xil giymatiga
funksiyaning ham har xil giymati mos kelishi zarur va vyetarli, ya’ni
VX, X, € D(f)laruchun x; = x, < f(x) = f(x,).

13.2-teorema. Agar y = f(x) funksiya X da aniglangan qat’iy monoton
o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lsa, Y day = f(x) ga teskari funksiya mavjud, bu
funksiya ham gat’iy monoton o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi.

13.1-eslatma. Agar funksiya monoton bo‘lib, lekin gat’iy monoton
bo‘lmasa, bu funksiyaning teskarisi mavjud bo‘lmaydi. Buni, masalan, 13.1-

chizmada ko‘rsatilgan,
-1, x< -1
fx)=94x,1<x<1
1, x>1
funksiya misolida ko‘rish mumkin.
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13.1-chizma

13.2-eslatma. Juft funksiyaning teskarisi mavjud emas. Xususiy holda,
aniqlanish sohasining funksiya qat’iy monoton bo‘lgan gismlarida teskari
funksiya mavjud bo‘ladi. Masalan, y=x? funksiya uchun [0+x) da y= +x
teskari funksiya bo‘ladi.

13.3-eslatma. Davriy funksiyaning teskarisi mavjud emas. Xususiy holda,
aniqlanish sohasining funksiya qat’iy o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lgan gismlarida

T

teskari funksiyalar mavjud bo‘ladi. Masalan, f;(X)=sinx (xe [—%;;D;

f,(x) = cosx (xe[0; ]); f3(X) =tgx (xe (—§; g)) f,(x) =ctgx(x € (0, 7))
funksiyalar ~ uchun  ko‘rsatilgan  oraliglarda  g,(y) =arcsiny (y e[-11]),
g,(y) =arccosy (y e[-11]); 95(Yy) =arctgy (y € (—o0,40)); g, (y) =arcctgy (Y & (-o0,+0))

teskari funksiyalar mavjud, chunki bu oraliglarda ular gat’iy monotondir.

13.4-eslatma. y = f(x) funksiya va bu funksiyaga teskari bo‘lgan
x = f *(y) funksiyaning aniglanish sohasi va o‘zgarish sohasi o‘z rollarini
almashtiradi, ya’ni y = f(x)funksiyaning aniglanish sohasi teskari funksiyaning
o‘zgarish sohasi bo‘ladi, y = f(x) funksiyaning o‘zgarish sohasi esa, teskari
funksiyaning aniglanish sohasi bo‘ladi.

y = f(x) funksiya biror X to‘plamda aniglangan bo‘lib, uning giymatlari
to‘plami Y bo‘lsin. g(y) funksiya Y to‘plamda aniglangan bo‘lib, X to‘plam
esa uning giymatlari to‘plami bo‘lsin.

13.3-teorema. g(y) funksiya y = f(x) ga teskari funksiya bo‘lishi
uchun,

g(f(x))=x (xeX) (f(g(y))=y (yeY)) (13.1)
shartning bajarilishi zarur va yetarli (13.2-chizma).

S
v=7rx)
Y

13.2-chizma
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13.1.-misol: f(x) = x, g(x) =i (x # 0) funksiyalar (13.1) shartni

1

ganoatlantiradi. Hagigatan, ham f(g(x)) =+ = x. Demak, ular bir-biriga

R 1

teskari funksiyalar bo‘ladi.
y = f(x) to‘g‘ri funksiyadan x=f*(y) teskari funksiyaga o‘tish va
uning grafigini chizish uchun quyidagi amallarni bajarish magsadga muvofiq:
1.y = f(x) tenglama x o‘zgaruvchiga nisbatan (agar tenglamani x ga

nisbatan yechish mumkin bo‘lsa) yechiladi: x=f (y) = g(y).

2.x niy bilan almashtiriladi: y = f ™(x) = g(x).

3.y = f(x) to‘g‘ri funksiyaning grafigi chiziladi.

4. Hosil qgilingan y = f(x) funksiyaning grafigini 1 va Il chorak
koordinatalar burchaklaridan o‘tuvchi bissektrisaga nisbatan simmetrik
almashtirish natijasida teskari funksiya grafigi hosil gilinadi.

2.Mustaqil yechish uchun misollar.

Quyidagi funksiyalar uchun teskari funksiyasi x = ¢(y) ni va uning
aniglanish sohasini toping.

132.y =2x +3 (-0 < x < +0); 13.3.y = x2 (—o < x < 0);
13.4.y = x% (0 < x < 400); 135,y = — (x # —1);
136.y =v1—x2 (-1 <x <0); 13.7.y=v1—x2 (0<x < 1);
13.8. y = shx (—o < x < +0), bu yerda: shx = %(ex —e™);

13.9. y = thx (—o0 < x < +), bu yerda: thx = Z:Zj

x, agar —oo<x<1
13.10.y =< x?% agar 1<x<4 .
2%, agar4 <x < 4+

3. O°z-o0¢zini tekshirish savollari.
1.Teskari funksiyaning ta’rifini ayting.
2.Teskari funksiya hagidagi teoremalarni ayting.

14-§. Chiziqgli funksiya va uning xossalari, grafigi. Kvadrat funksiya va
uning xossalari, grafigi. Kasr chizigli funksiyaning xossalari va grafigi
Reja:
1. Chiziqgli funksiya va uning xossalari, grafigi.
2. Kvadrat funksiya va uning xossalari, grafigi.
3. Kasr chizigli funksiyaning xossalari va grafigi.
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4. O°z-o¢zini tekshirish savollari.
5. Mustagil yechish uchun misollar.

1.Chizigli funksiya va uning xossalari, grafigi.

14.1-ta'rif: y= kx+b ko'rinishdagi funksiyaga chizigli funksiya
deyiladi.

Bunda: k va b — haqigiy sonlar, X, y - o'zgaruvchilar, k — burchak
koeffitsiyent va k=tgea, o - to‘g’ri chizigning Ox o‘qi bilan tashkil etgan
burchagi.

Ma’lumki, chizigli funksiyaning grafigi to'g'ri chizigdan iborat va uning
aniglanish sohasi barcha haqiqgiy sonlar to plamidir. k=0 da giymatlar sohasi
ham barcha haqiqiy sonlar to'gri chizig'idan iborat. k>0 da bu funksiya
(—o0;+00) oraligda o' sadi. k<@ da bu funksiya (—oo;+o0) oraligda kamayadi.

Umuman, y=kx+b funksiyaning grafigi y = kx funksiya grafigini
ordinatalar o‘qi bo‘ylab b birlikka siljitish yo‘li bilan hosil gilinadi. y = kx va
y=kx+b funksiyalarning grafiklari parallel to‘g'ri chiziglar bo*ladi.
y=kix+b; va y=kox+b, to'g'ri chiziglar ki=k. bo’lganda parallel bo"ladi.
Buto'gri chiziglar k;k;=-1 bo'lganda perpendikulyar boladi.
y=kx funksiyaga to'g'ri proporsionallik deyiladi. Uning grafigi koordinatalar
boshidan o'tuvchi to g ri chizigdan iborat.

Chizigli funksiyaga oid misollar.

14.1-misol: y=3x-2 funksiya grafigini chizing.

Yechish: Qiymatlar jadvalini tuzamiz:

x |0 1 2 3 -1 -2 |-3

y |2 [1 |4 |7 |58 |11

2) Grafigini chizamiz:
Y4

y=3x-2

WIN

2.Kvadrat funksiya va uning xossalari, grafigi.
14.2-ta’rif: y=ax*+bx+c ko'rinishdagi funksiyaga kvadrat funksiya
deyiladi. Bunda a,b,c — haqiqiy sonlar, x,y - 0'zgaruvchilar.
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Kvadrat funksiyaning grafigi paraboladan iborat. Kvadrat funksiyaning
aniglanish sohasi barcha haqigiy sonlar to plamidir. a>0 da parabola tarmoglari
yugoriga yo nalgan bo'ladi, a<0 da esa parabola tarmoglari pastga yo nalgan
boladi.

y=x? funksiya bizga tanish. Uning grafigi, uchi koordinatalar boshida va
tarmoglari yuqgoriga yo‘nalgan parabola. y=ax? funksiya grafigi esa x°
parabolani abssissalar o‘gidan a koeffitsiyent bilan cho‘zish (jaj>1 da) yoki
gisish (jJajl<1 da) orgali hosil gilinadi. a<0 da y=ax? parabola Ox o‘giga
nisbatan simmetrik akslanadi. Ixtiyoriy a#0 da y=ax? funksiya grafigi
paraboladan iborat.
y=ax’+bx+c, a#0 funksiyaning grafigini yasash magsadida ax?+bx+c ifodani

y:a(x+%)2+

b
bunda a = ~ 2 B =

4ac—b?

yoki y = a(x + a)> + f ko‘rinishga keltiramiz,

4ac—b?
4a
grafigi y=ax? parabolani Oy o‘qga nishatan « gadar va Ox o‘gga nisbatan S

gadar parallel ko‘chirish orgali hosil gilinadi, bunda parabolaning uchi O(0;0)
nugtadan L(a; £) nugtaga o‘tadi.

Kvadrat funksiyaga oid misollar:

14.2-misol: y=x2-2x+1 funksiya grafigini chizing.

Yechish: Parabola uchining koordinatalarini topamiz:

b 4ac—-b?
a=——=1 =
2a 'B 4a

Parabolaning shoxlari yuqoriga yo‘nalganligini ¢’tiborga olib, uning grafigini
yasaymiz:

Bundan ko‘rinadiki, y=ax?+bx+c funksiyaning

= 0. Demak parabolaning uchi L(1,0) nugtada ekan.

1“':"
— .é,.':;
O’ L

3.Kasr chizigli funksiyaning xossalari va grafigi. Ikki chizigli
funksiyaning nisbatidan iborat
ax+b

y = (14.1)

cx+d
kasr-chizigli funksiyani garaymiz. Uning grafigi to‘g‘ri chiziq yoki
giperbola bo*lishi mumkin:

1) agar ¢ =0,d #0 bo‘lsa, (14.1) munosabat y = %x +§ chizigli
funksiyaga aylanadi, uning grafigi to‘g’ri chizigdan iborat;
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mcex+md
cx+d

2) agar ¢ # 0, %= g =m bo‘lsa, y = =m ga ega bo‘lamiz. Bu

holda (14.1) funksiya grafigi Ox o‘qga parallel bo‘lgan va M (—%;m)
nugtasi chigarib tashlangan y=m to‘g’ri chiziq bo*‘ladi;

a b ax+b . . .
3) a # 0, —+#-. Avwal —— kasrdan butun gism ajratamiz:
c d cx+d
ad bc—ad

ax+b a b— a 7 k
= — c == + < 7 :B + —,
cx+d c cx+d c x+? x=y
a bc—ad d
bunda S = ;,k == V=7 (14.2)

Bundan ko‘rinadiki, y =%:2 funksiyaning grafigi y =§ funksiya grafigi
(giperbola) ni parallel ko‘chirishlar bilan hosil gilinadi. Bunda koordinatalar
boshi L(y; B) nugtaga o‘tadi. y, B8, k lar (14.2) formulalar bo‘yicha topiladi.

Kasr chizigli funksiyaga oid misollar.

2x+14 . . o
it funksiyaning grafigini yasang.

14.3-misol: y =
Yechish: Kasrdan butun gismini ajratamiz: Zz:4 =2+ ﬁ, unda y =
—5,8 =2,k =4. 0'(-5;2) nugtadan yordamchi O'x" va O'y’ koordinatalar

o‘glarini o‘tkazamiz. Ularda y =% funksiya grafigini, so‘ng y =§ funksiya

grafigini yasaymiz. Bu grafik xOy koordinatalar sistemasida y=2i:4

funksiyaning grafigi bo‘ladi.

<

’———————————

|
n
=)
o

7
-

4. O°z-o‘zini tekshirish savollari.
1. Chizigli funksiya va uning xossalarini ayting.
2. Kvadrat funksiya va uning xossalari ayting.
3. Kasr chizigli funksiyalarning xossalari ayting.
5.Mustagil yechish uchun misollar.
14.1. y(x)=3x-1 chizigli funksiya berilgan.

1) y(0), y(1), y(2) larni toping;
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2) agar y(x) =-4, y(x)=8, y(x)=0 bo‘lsa, x ning qiymatini toping.
14.2. Koordinata boshi va M nugtadan o‘tivchi to‘g’ri chiziq tenglamasini
tuzing.
1) M(3;-4);  2) M(0;-3); 3) M(3;0); 4) M(2;5).
14.3.Funksiyaning grafigini yasang.
1) y=x-2; 2)y=-x+3; 3)y=4x-2; 4)y=-2x-5.
14.4.Funksiyaning grafigini yasang.

1) y=2x+1; 2)y=-2x+1; 3)y=3x-4: 4)y=0,5x-1; 5) y:%x—z.

14.5.Funksiyaning grafigini uning koordinata o‘glari bilan kesishish
nuqtalarini topib, yasang.

1) y=2x+2; 2) y= —%x —1; 3)y=4x+8; 4) y=-3x +6; 5)y =2,5x+5.

14.6. Funksiyalarning grafiklarini yasang.
1) y = x2+6x-20; 2)y = -x2-6x+20;  3)y =3x2-6x+4;
4)y = 2x — X% 5) y = 6-4x— X?; 6) y = 2x%+8x-1.
14.7. A, B, C nugtalardan o‘tuvchi parabolani yasang va tenglamasini tuzing:
1) A(2; -1), B(1;3), C(0;2);
2) A(L; 1), B(2;3), C(0;2);
3) A(-2; 1), B(;-1), C(4;2);
4) A(2; 0), B(3; -6), C(4;1).
14.8. Xo abssissali nugtada y = ax?> + b parabolaga urinuvchi to‘g‘ri chizigning
tenglamasini tuzing, bunda:
1)a=-1,b =1, X0 =3; 2) a=4,b=2,x,=2.

14.9. Funksiyalarning grafiklarini yasang.
2x—5 —3x+2 4x+1 3x+4 x+9
Dy= ; 2) = 2x—3 )y = 2x-3" )y = 2x—1" )y =

x+1 -3x+1
14.10. A, B, C nugtalar ustidan o‘tuvchi y=

1)A(-2;0),  B(1;4), C(0;2);
2)A(L;-3), B3 2), C(-1;3);
3)A(4;-3),  B(2;1), C(3;-4);
4) A(-5; 1), B(-2; 3), C(-1;5).

)

aX+b finksiya grafigini yasang.
cx+d

15-§. Darajali funksiya va uning xossalari, grafigi. Ko‘rsatkichli funksiya
va uning xossalari, grafigi. Logarifmik funksiya va uning xossalari, grafigi
Reja.

1. y = x™ funksiya va uning xossalari, grafigi.

2. y = a* funksiya va uning xossalari, grafigi.

3.y =log, x funksiya va uning xossalari, grafigi.
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4. Mustaqil yechish uchun misollar.
5. O¢z-0¢zini tekshirish savollari.

1. y=x" funksiya va uning xossalari, grafigi. y=x" formula bilan
berilgan darajali funksiyani ko rib chigamiz. Bunda x- erkli o’ zgaruvchi n- esa
natural son. Bunday funksiya natural ko rsatkichli darajali funksiya deyiladi.

X" ifoda istalgan x da ma noga ega. Shuning uchun natural ko rsatkichli
darajali funksiyaning aniglanish sohasi hamma haqigiy sonlar to plami bo"ladi.
Darajali funksiya xossalarini keltirish uchun daraja ko rsatkichi juft son bo’lgan
holda xossalarni ko rib chigamiz.

n juft bo’lganda y=x"funksiyaning xossalari:

1°. Agar x=0 bo"lsa, y=0 bo'ladi.

2°. Funksiyaning grafigi koordinatalar boshidan o"tadi.

3% Agar x20 bo’lsa, y>0 bo'ladi. Bu musbat sonnig ham manfiy sonning
ham juft darajasi musbatligidan kelib chigadi. Funksiyaning grafigi birinchi va
ikkinchi koordinata choraklarida joylashgan.

4°, Funksiya juft bo’ladi. n juft bo’lganda (-x)" = x" tenglik istalgan x uchun
to'griligi kelib chigadi. Funksiyaning grafigi ordinatalar o°giga nisbatan
simmetrik.

59. Funksiya [0;+o) oraligda o'sadi va (-o0;0] oraligda kamayadi

6°. Funksiyaning giymatlari sohasi nomanfiy sonlar to"plamidir.

Quyida y=x? va y=x*funksiyalarning grafiklarini keltiramiz.

¥
¥

] % 0 X

Endi darajali funksiyani daraja ko rsatkichi toq bo lgandagi xossalarini
ko rib chigamiz.
1°. Agar x=0 bo'lsa, y=0 bo'ladi
20 Agar x>0 bo'lsa, y>0 bo'ladi.
Agar x<0 bo’lsa y<0 bo'ladi. Funksiyaning grafigi birinchi va uchinchi
choraklarda joylashgan bo‘ladi.
3% Funksiya toq bo’ladi. Bu hol n toq bo’lganda istalgan x uchun (-x)"=-x"
tenglik to g ri bo lishidan kelib chigadi.
4°, Funksiya butun aniglanish sohasida o’sadi.
59. Funksiya giymatlari sohasi hamma hagigiy sonlar to"plamidir.
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Masalan, y=x3, y=x°> funksiyalarning grafiklarini keltiramiz.

y=x" y=x"

15.1-misol: y=-/xvay= X funksiyalar hagida ma’lumot.
1) y= Jx funksiya va grafigi.
y=ﬁ funksiya darajali funksiyaning nzi bo lgandagi ifodasidir.
Bu funksiyaning xossalari quyidagicha:

10, y=ﬁ funksiyaning aniglanish sohasi barcha nomanfiy haqigiy sonlar
to plami bo"ladi.

20 y=-/x funksiya x>0 oraligda o'sadi.

3%, y:ﬁ funksiyaning grafigi O<x<1 oraligda y=x funksiyaning grafigidan
yugorida, x>1 oraligda esa y=x funksiyaning grafigidan pastda yotadi.

y:ﬁ funksiyaning grafigi:

0

4°, y=ﬁ funksiyaning giymatlar sohasi barcha nomanfiy sonlar to"plami
boladi.

y= Ax funksiyaning quyidagi xossalari bor.

1°. Funksiyaning aniglanish sohasi barcha hagigiy sonlar to‘plami.
2°. Funksiyaning giymatlar sohasi barcha hagigiy sonlar to"plami.
3°. Funksiyaning grafigi:
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Y=UT_' B

4°, Funksiya (—oo; +00) oraligda o suvchi.
2. y=a* funksiya va uning xossalari, grafigi
y=a* funksiyaga ko‘rsatkichli funksiya deyiladi. Bunda a # 1,a > 0
bo‘ladi.
Ko‘rsatkichli funksiyaning xossalarini keltiramiz:
1°. Ko‘rsatkichli funksiyaning aniglanish sohas: D(y) = (—o0;+x) .
2°. Ko‘rsatkichli funksiyaning giymatlar sohasi: E (y) = (0; +).
3. y=a* ko‘rsatkichli funksiya a>1 bo‘lganda barcha haqiqiy sonlar to‘plamida
o‘suvchi bo‘ladi, 0<a<l bo‘lganda esa kamayuvchi bo‘ladi.
a) a>1 va xp>x1 bo‘lsin. U holda x2>x; bo‘lganligi sababli

. a2 I .
X, —x; >0 vaa*2 % > 1 yoki % > 1 munosabat o‘rinli bo‘ladi. Bundan

a*z > a*t ekanligi kelib chigadi.
b) O<a<l va x2>x1 bo‘lsin. U holda a*2 < a*t bo‘ladi, chunki 0O<a<1 bo‘lganligi
uchun 2> 1 va (2)™ > (2)™ yoki a* < a* bo'ladi

a a a
4°, y=a* funksiyaning grafigi a ning har ganday giymatida ham (0;1) nuqtadan
o‘tib, Ox o‘gidan yuqorida joylashgan bo‘ladi.

y=a"

h Y
y=a*
/ (@1) (0<a<1)
.
"-..._____‘_‘_

X o X

A

15.2 — misol: y=2* funksiyaning grafigini yasang.
Yechish: Bu funksiya grafigini yasash uchun ushbu jadvalni to‘ldiramiz
va shu jadval asosida funksiyaning grafigini chizamiz:

X 2 1 0 1 2
y=2" (025 |05 1 2 4
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15.3-misol. y :@j funksiyaning grafigini yasang.

Yechish: y:(%) funksiya uchun ushbu jadvalni to*Idiramiz:

X -2 -1 0 1 2
(1)* 25 5 1 0,2 0,04
y =

V4

»V

3.y = log, x funksiya va uning xossalari, grafigi.

y=logax  (a>0, a=1) ko‘rinishdagi funksiyaga logarifmik funksiya
deyiladi. Logarifmik funksiya quyidagi xossalarga ega:
1°. Logarifmik funksiyaning aniglanish sohasi barcha musbat hagigiy sonlar
to‘plamidan iborat, chunki log.x ifoda x>0 bo‘lgandagina ma’noga ega.
2°. Logarifmik funksiyaning giymatlar sohasi barcha hagigiy sonlar to‘plami R
dan iborat.
3% y=log.x funksiya x>0 oraligda, agar a>1 bo‘lsa o‘suvchi, 0<a<l bo‘lsa
kamayuvchi hisoblanadi.
4°, y=log.x funksiya grafigini keltiramiz:
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y=log, x
(a>1)

‘ ? i ‘ \;‘

4. Mustaqil yechish uchun misollar.
15.1. Taqgqoslang.

1) 8/2vad3; 2) Y08va1; 3) ¥18va 1. 4) ¥-02 va O.
15.2. Ifodaning giymatini toping.

1) 49—65-4/9++/65. 2) 3°-81:243. 3) 310++73-310-473.
15.3. Funksiyaning grafigini yasang.

1) y=5% 2) y=0,2% 3) y=1.2% 4) y=(1j .

2
15.4. Berilgan funksiyalarning aniglanish sohalarini toping.
1) y=logz(2x+3). 2) y=log,V25-x*.
3) y=log, (10-5x). 4) y=logax.
2—X
5) y=logg,—.
) y=log, il

15.5. Qaysi biri kattaligini aniglang.
1) logs7+logz4  va logs(7+4);
2) logo73+logo 74 va log7(3+4);
3) logs2+logs1,5 va logs(2+1,5).
15.6. Berilgan funksiyalarning aniglanish sohalarini toping.
1) y=logs(x-5); 2) y=logos(7-3X); 3) y=logo,1(x?*-4).
Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohalarini toping.
15.7.y = log,2(x + 2); 15.8. y = 108,242, (x% — 2); 15.9. ¥y = logysy Sinx.
Quyidagi tenglamalarni yeching.
15.10. 10ginx 2 - 10gginz, 3 = 1; 15.11. log,s(525™* — 4) = 2sinx + sin %ﬂ
Quyidagi tengsizliklarni yeching.
15.12. logs cosx = loggg, —2<x<3;
3 9

15.13. 2 +log, G — cosx) > —log1(1 + cos3x).
2

15.14. lgtg1° - 1gtg2° - ...- lgtg89° ifodaning giymatini toping.

15.15. lgsin1® - Igsin2° - ... Igsin90° ifodaning giymatini toping.
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5. O¢z-o¢zini tekshirish savollari.
Ko‘rsatkichli funksiya deb ganday funksiyaga aytiladi?
Ko‘rsatkichli funksiyaning xossalarini ayting.
y=a* funksiyaning grafigi gaysi nugtadan albatta o‘tadi?
Logarifmik funksiya deb ganday funksiyaga aytiladi?
Logarifmik funksiyaning aniglanish sohasi va gqiymatlar sohasini ayting.
Qanday asosda logarifmik funksiya o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi?

16-§. Trigonometrik funksiyalar va ularning xossalari, grafiklari
Reja:
.y = sin x, y = cos x funksiyalar va ularning xossalari, grafiklari.
.y =tgx, y = ctg x funksiyalar va ularning xossalari, grafiklari.
. Mustagqil yechish uchun misollar.
. O°z-0°zini tekshirish savollari.
l.y =sinx, y = cosx funksiyalar va ularning xossalari, grafiklari.
y=sinx funksiya.
. y=sinx funksiyaning aniglanish sohasi R.
. y=sinx funksiyaning qiymatlar sohasi [-1;1] segment.
. y=sinx funksiya eng kichik musbat davri 2 bo‘lgan davriy funksiya.
. y=sinx toq funksiya.
.X=mn, neZ larda sinx=0.
. X =m/2+2nn, neZ larda sinx=1.
. X =-7/2+27n, neZ larda sinx=-1,
y=sinx funksiya musbat qiymatlarni (0; = ) oraligda va bu oraligni 2zn (n =

+1; 4£2,...) qadar siljitish bilan hosil bo‘ladigan oraliglarda gabul qgiladi.

9

. y=sinx funksiya manfiy giymatlarni (=;2n ) oraligda va bu oraligni 2zn (n =

+1; +£2,...) gadar siljitish bilan hosil bo‘ladigan oraliglarda gabul giladi.
10. y=sinx funksiya [-n/2;n/2] kesmada va bu kesmani 2nn (n = +1; £2,...)
gadar siljitish bilan hosil bo‘lgan kesmalarda o‘sadi.

1

1.y=sinx funksiya [n/2;3n/2] kesmada va bu kesmani 2nn (n = £1; £2,...)

gadar siljitish bilan hosil bo‘lgan kesmalarda kamayadi.
12. y=sinx funksiyaning grafigi 16.1-chizmada berilgan.

1
2
3
4
5

y=cosx funksiya.
.y=cosx funksiyaning aniglanish sohasi R.
. y=cosx funksiyaning giymatlar sohasi [-1;1] segment.
.y=cosx funksiya eng kichik musbat davri 2r bo‘lgan davriy funksiya.
.y=cosx juft funksiya.
. X =2+, neZ larda cosx=0.
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6. x =2/m, neZ larda cosx=1.

7. X=r+2m, neZ larda y=cosx=-1.

8. y=cosx funksiya musbat giymatlarni (-r/2; ©/2 ) oraligda va bu oraligni 2zn
(n =+1; £2,...) qadar siljitish bilan hosil bo‘ladigan oraliglarda gabul giladi.

9. y=cosx funksiya manfiy giymatlarni (n/2;3n/2 ) oraligda va bu oraligni 2zn
(n =4+1; £2,...) qadar siljitish bilan hosil bo‘ladigan oraliglarda gabul giladi.

10.y=cosx funksiya [r; 2rt] kesmada va bu kesmani 2zn (n = +1; £2,...)

gadar siljitish bilan hosil bo‘lgan kesmalarda o‘sadi.

11.y=cosx funksiya [0; ] kesmada va bu kesmani 2zn (n = +1; £2,...)

gadar siljitish bilan hosil bo‘lgan kesmalarda kamayadi.

12.y=cosx funksiyaning grafigi 16.2-chizmada berilgan.

v
y=s8inx

1
K 3n
_21'!/\—1! 2 T 2 2r:/
] 3x ° \/ *
] -1 2

16.1-chizma.

1 y=cosx

o ‘QWE .
2 s <3

16.2-chizma.

2.y =tg x, y = ctg x funksiyalar va ularning xossalari, grafiklari.
y=tgx funksiya
1.y=tgx funksiyaning aniglanish sohasi x#n/2+nn, neZ bo‘lgan barcha hagiqgiy
sonlar to*plami.
2. y=tgx funksiyaning giymatlar sohasi R.
3. y=tgx funksiya eng kichik musbat davri & bo*lgan davriy funksiya.
4 y=tgx toq funksiya.
5. x=mn, neZ larda tgx=0.
6. y=tgx funksiya musbat giymatlarni (zmn; =/2+=n), neZ oraliglarda gabul
giladi.
7. y=tgx funksiya manfiy giymatlarni (-n/2+nn; =n), neZ oraliglarda gabul
giladi.
8. y=tgx funksiya (-w/2+7rn; n/2+nn ), n e Z oraliglarda osadi.
9. y=tgx funksiya grafigi 16.3-chizmada berilgan.

y = ctgx funksiya.
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1.y=ctgx funksiyaning aniglanish sohasi x=mn, neZ bo‘lgan barcha hagiqiy
sonlar to“plami.

2. y=ctgx funksiyaning qiymatlar sohasi barcha hagigiy sonlar to‘plami R.

3. y=ctgx funksiya eng kichik musbat davri = bo‘lgan davriy funksiya.

4 y=ctgx toq funksiya.

5. y=ctgx funksiya 0 ga teng giymatni x= nt/2+nn, nZ larda gabul giladi.

6. y=ctgx funksiya musbat giymatlarni (nn; w/2+nn), neZ oraliglarda gabul
giladi.

7. y=ctgx funksiya manfiy qiymatlarni (n/2+nn; n+nn ), neZ oraliglarda gabul
giladi.

8. y=ctgx funksiya (rn; n+nn ), n € Z oraliglarda kamayadi.

9. y=ctgx funksiya grafigi 16.4-chizmada berilgan.

—ftov
A iR

A AL

16.3-chizma.

F 3
v

—2q] 311?-'\'-‘T —:II"?_\ 0 n.\“ 32N 2T

16.4—chizma

A J

3. Mustagqil yechish uchun misollar.
16.1. Berilgan kesmani shunday ikki kesmaga ajratingki, ularning birida
funksiya o°ssin, ikkinchisida esa kamaysin.

0[55) 2[-55): aloel a[Fes]

16.2. Funksiyalarning davrlarini toping.
1) y=cos3x;2) y:cos%x; 3)y=sin2x; 4)y :sin%x;

16.3. Funksiyaning aniglanish sohasini toping.
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1) ctg[x—%j; 2) tg[x+%); 3) cig(-2x); 4) tg(—ZX)_

16.4. Funksiyaning nollarini toping.
1) tg2x; 2) ctgg; 3)tg3x; 4)ctg3x.

16.5. Quyidagi funksiyalarning xossalarini tekshiring va grafiklarini yasang:
1) y= ctg2x; 2) y= ctg(2x -%); 3)y= ctgg; 4) y = 2ctgx;

5) y = |ctg2x|; 6)y =2 tg2x 7)y=|tg2x|;
8) y=tg2(x+7); 9y =ctglx|; 10) y=tglx-Z;
11) y = [ctgx]; 12) y = {ctgx}; 13) y=[tg > 1.
16.6. Quyidagi funksiyalarning xossalarini tekshiring va grafiklarini yasang:
1)y=ctg2x; 2)y=ctg(2x -%); 3)y= ctgg;
4)y=2ctgx; 5)y = |ctgex|; 6)y =292 7)y=|1tg2x

8)y=t92(><+§); 9) y = ctg|x]; 10)y=tgl><-%|;

11) y = [ctgx]; 12)y={ctgx};  13) y=[tg>].
Quyidagi tenglamlarni yeching.

16.7.cos7g(cosmcos47;x:; ; 16.8. cos® x —sin'® x=1:

16.9, Cos® x+sin® x=1.

L + L +..+ L =0.
16.10. COSXCOS2X COS2XCOS3X €0s100x cos101x
Ko‘rsatma: 1 __1 [sink+1)x _sinkx ayniyatdan
coskxcos(k +1)x sinx{ cos(k+1)x coskx

foydalaning.

27 47 or 1
COS—+CO0S—+COS——=——.

16.11. Isbotlang: 7 7 702
16.12. A, B, C uchburchakning burchaklari bo‘lsa, 8sin'§sinzsinzgl

tengsizlikni isbotlang.
4. O°z-o‘zini tekshirish savollari.
1. y=sinx funksiyaning xossalarini ayting.
2. y=cosx funksiyaning xossalarini ayting.
3. y=tgx funksiyaning xossalarini ayting.
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4. y=ctgx funksiyaning xossalarini ayting.

17-§. Teskari trigonometrik funksiyalar va ularning xossalari, grafiklari.
Maxsus funksiyalar: y = |x|, y = {x}, y = [x]. Dirixle funksiyasi
Reja:

1. Teskari trigonometrik funksiyalar va ularning xossalari, grafiklari.
2. Maxsus funksiyalar: y = |x|, y = {x}, y = [x]. Dirixle funksiyasi.
3. Mustagil yechish uchun misollar.
4. O°z-o¢zini tekshirish savollari.
1. Teskari trigonometrik funksiyalar va ularning xossalari, grafiklari
y=arcsinx funksiya.
Ushbu

y=5inX, _%gxg% (171)

funksiyani garaymiz. x argumentning giymatlari —% dan% gacha o‘sib

borganda y ning giymatlari -1 dan 1 gacha o‘sib borishi va [-1; 1] kesmani
to‘ldirishi bizga ma’lum. Bu yerdan, y ning [-1;1] kesmadagi har bir giymatiga

sinx=y, —%s X s% shartlarni ganoatlantiruvchi birgina x sonni, ya’ni X = arcsin

y sonni mos qo‘yish mumkinligi kelib chigadi.
Har bir  ye[-1; 1] songa uning arksinusini mos go‘yib, quyidagi
funksiyaga ega bo‘lamiz:
X = arcsiny, —-1<y<1 (17.2)
X va y o‘zgaruvchilarning (17.1) shartni ganoatlantiruvchi har ganday
giymatlari jufti (17.2) shartni ham ganoatlantiradi va aksincha, shu juftlik uchun
(17.2) shart bajarilsa, u holda x va y uchun (17.1) shart ham bajariladi
(isbotlang). Demak, (17.1) va (17.2) funksiyalar o‘zaro teskari funksiyalardir.
Odatda funksiyaning argumenti x bilan, funksiyaning o‘zi esa y bilan
belgilangani uchun (17.2) da x ni y bilan, y ni esa x bilan almashtirib, quyidagi
funksiyaga ega bo‘lamiz:
y = arcsinx, —-1<x<1 (17.3)

y=arcsinx funksiya y=sinx, XE[—%;%} funksiyaga teskari funksiya

bo‘lgani uchun uning ayrim xossalarini y=sinx, XE[—%;%} funksiyaning

xossalaridan hosil gilish mumkin.
1°. y=arcsinx funksiyaning aniglanish sohasi [-1; 1] kesmadan iborat, chunki
y=sinx funksiyaning qiymatlari sohasi [-1; 1] kesmadan iborat.
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2°.y = arcsinx funksiyaning qiymatlari sohasi {—%ﬂ kesmadan iborat,

chunki y=sinx funksiyaning aniglanish sohasiga {—%; ﬂ kesma tegishli.

17.1-eslatma. y=sinx funksiya (-co;+o0) oraligda teskarilanuvchi emas,
chunki har ganday ye[-1;1] songa sinx=y shartni ganoatlantiruvchi cheksiz ko‘p
Xe(-00;+00) sonlar mos keladi. y=sinx funksiyaning teskarilanuvchi bo‘lishligini
ta’minlash uchun uning aniglanish sohasi sun’iy ravishda toraytiriladi va

aniqglanish sohasi sifatida{—%; ﬂ kesma olinadi.

3°. y= arcsinx funksiya [-1;1] kesmada o‘sadi, chunki y=sinx funksiya{—%; ﬂ
kesmada o‘suvchi funksiyadir.

4°, y=arcsinx funksiya toq funksiya, ya’ni arcsin(-x)=-arcsinx tenglik barcha
xe[-1; 1] lar uchun o‘rinli.

5°.y = arcsinx funksiya davriy funksiya emas.

Hagigatan ham, y=arcsinx funksiya davriy funksiya va T7#0 son y=arcsinx
funksiyaning biror davri, ya’ni barcha xe[-1;1] lar uchun arcsin(x+T) = arcsinx
tenglik bajariladi deb faraz gilaylik. U holda bu tenglikdan x =0¢[-1; 1] da
arcsinT = 0 ga ega bo‘lamiz.

Demak, T = 0. Bu esa T#0 ekanligiga zid. Shunday qilib, y=arcsinx funksiya

davriy funksiya emas.
y=arcsinx funksiya y=sinx, —%gs% funksiyaga teskari funksiya bo‘lgani
uchun, uning grafigini y=sinx, —%gs%funksiya grafigini y=x to‘g‘ri chiziqqa

nisbatan simmetrik almashtirish bilan hosil gilish mumkin (17.1-chizma).

A A
y = arcsin x v
T

/ 2

y=8inx

- DA

NiAa
|

—
—

[ 1)
Ry
=)
e
®Yy

17.1-chizma.

y=arccosx funksiya.
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y=cosx, 0<x <~ funksiya teskarilanuvchi va unga teskari funksiya y=
arccosx, -1<x<1 funksiyadan iborat ekanligi xuddi yugoridagi kabi
mulohazalar yuritib hosil gilinadi.

y=arccosx funksiyaning asosiy xossalarini keltiramiz:
1°. y=arccosx funksiyaning aniglanish sohasi [-1;1] kesmadan iborat.
2°. y=arccosx funksiyaning qiymatlari sohasi [0; ] kesmadan iborat.
3°. y=arccosx funksiya [-1; 1] kesmada kamayadi.
4°. y=arccosx funksiya juft funksiya ham emas, toq funksiya ham emas.
5°. y=arccosx funksiya davriy emas. y=arccosx funksiyaning grafigi y=cosx,
0<x < funksiya grafigini y=x to‘g‘ri chizigga nisbatan simmetrik almashtirish
bilan hosil gilinadi (17.2-chizma).

VA vaA

<

;

"

"

NIA
/
1
o
"

17.2-chizma.

y=arcsinx va y=arccosx funksiyalarning asosiy xossalarini jadvalda keltiramiz:

Xossalari Funksiya
y=arcsinx y=arccosx
Aniglanish sohasi [—1;1] [—1;1]
Qiymatlar sohasi [_ nr [0; ]
2'2
Monotonligi [—1; 1] [—1;1]
oraligda o‘suvchi oraligda kamayuvchi
Juft-togligi tog funksiya juft, toq emas
Davriyligi davriy emas davriy emas

y=arctgx, x € R funksiya y=tgx, —%s x <= funksiyaga, y=arcctgx, xeR

funksiya esa y=ctgx, (0<x<m) funksiyaga teskari funksiyadir. Ularning asosiy
xossalarini jadval ko‘rinishida keltiramiz.

y=arctgx va y=arcctgx funksiyalar.

/4
2

Xossalari

Funksiya

y=arctgx

y=arcctgx

Aniglanish sohasi

(—00; +0)

(—00; +00)
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Qiymatlar sohasi (_ n ; E) (0;m)
2 2
Monotonligi (—o0; +0) (—00; +00)
oraligda o‘suvchi oraligda kamayuvchi
Juft-togligi toqg funksiya juft, toq emas
Davriyligi davriy emas davriy emas

y=arctgx va y=arcctgx funksiyalarning grafiklari mos ravishda 17.3-
chizma va 17.4-chizmalarda tasvirlangan.

n
= - T
2 y=arctgx \

VA

A : i
=
2—_—— -
0 X
17.3-chizma. 17.4—chizma.

y=arcsinx, y=arccosx, y=arctgx va y=arcctgx funksiyalar teskari
trigonometrik  funksiyalar deb ataladi. Boshga funksiyalar kabi, bu

funksiyalarning ham ba’zi nuqtalardagi aniq qiymatlarini, masalan, arcsin1=%,

2 .. . .
arccos1=0, arccos%z%, arcctg\/gzg ekanligini ko‘rsatish mumkin.

Umumiy holda esa turli hisoblash vositalari (grafiklar, jadvallar, kalkulatorlar va
h.k.) yordamida bu funksiyalarning taqribiy qiymatlari kerakli aniglikda
hisoblanadi.

17.1-misol. Kalkulator yordamida arcsin0,5773 - 0,615, arccos0,5773 -
0,836 ekanligini topish mumkin.

17.2-misol. y=arcsin(x?>+1) funksiyaning aniglanish sohasini va
giymatlari sohasini topamiz.

Yechish. y=arcsinx funksiyaning aniglanish sohasi [-1; 1] kesmadan
iborat. Shu sababli, y=arcsin(x>+1) funksiya X ning —1<x?-+1<1 shart
bajariladigan barcha giymatlaridagina aniglangandir. —1<x? +1<1 tengsizlik
x=0 bo‘lganda va fagat shu holda bajariladi. x=0 bo‘lganda,
y(0)=arcsin(02+1):arcsin1=§. Shunday qilib, berilgan funksiyaning aniglanish

sohasi {0} to‘plamdan, giymatlar sohasi esa {%} to‘plamdan iborat.

2
17.3-misol. yzw)((xﬂ) funksiyaning aniglanish sohasi va giymatlari
sohasini topamiz.
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Yechish. Bu funksiya x ning x#0 va —1<x® +1<1 shartlarni
ganoatlantiradigan barcha qiymatlaridagina aniglangan. x ning x#0,
—1<x?+1<1 shartlar bir vaqtda o‘rinli bo‘ladigan giymati mavjud emas.
Shunday qilib, berilgan funksiyaning aniglanish sohasi, shuningdek, giymatlar
sohasi ham bo‘sh to‘plamdir.

17.4-misol. y=arcsinx, —%gx<0 funksiyaning aniglanish sohasini va

giymatlar sohasini topamiz.
Yechish. Funksiyaning berilishidan ko‘rinadiki, uning aniglanish sohasi

— % <x<0 oraligdan, giymatlar sohasi esa y =arcsinx funksiya [-1; 1] kesmada

o‘suvchi va y(_% )=_%, y(0)=0 bo‘lgani uchun [_% :0) oraligdan iborat

bo‘ladi.
2. Maxsus funksiyalar: y = |x|, y = {x}, y = [x]. Dirixle funksiyasi.

Awval y= |x funksiyani ko'rib chigamiz. Biz bilamizki |x ifoda har
ganday x da manoga ega bo'lgani uchun bu funksiyaning aniglanish sohasi
hagiqgiy sonlar to"plami bo"ladi. y=|x| funksiyani quyidagicha ifodalash mumkin.

>
x| = {—xyé, xx_<00.

Bu funksiyani grafigi [0;+c) oraligda y=x funksiyaning grafigi bilan mos
tushadi. Bu funksiyaning grafigi koordinatalar boshidan chiquvchi va 1,1l

koordinata burchaklari bisektrissalari bo"Igan ikkita nurdan iborat.
¥

Y

8]

17.1-ta’rif: x haqgiqiy sonning butun gismi deb, x dan katta bo‘lmagan eng

katta butun songa aytiladi. x sonning butun gismi [x] simvol bilan belgilanadi.
Masalan: [3,2]=3, [ 7 ]=3, [-3,2]=-4, [- 7 ]=-4, [-7,8]=-8:
f(x)=[x] funksiyani garaylik, bu funksiya quydagi xossalarga ega:

1. Bu funksiyaning aniglanish sohasi R to‘plamdan, qiymatlar sohasi Z

to‘plamdan iborat.

2. Ixtiyoriy haqiqiy x son uchun [x] < x<[x]+1 tenglik o‘rinli.

3. Istalgan x; va x, haqiqgiy sonlar uchun [ X, + X, J]2[ X; ]+[ X, ].

4. Ixtiyoriy x hagigiy va n butun sonlar uchun [X+ n]: [X]+ Ntenglik to‘g’ri.
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5. Agar [X]=[y] bo‘lsa, [x—y| <1 bo‘ladi.
6. Agar n natural son bo‘lsa, u holda [@} =[ﬂ bo‘ladi.

17.2-ta’rif: x haqigiy sonning kasr gismi deb, x bilan uning butun gismi
orasidagi ayirmaga aytiladi. x sonning kasr gismi {X} simvol bilan belgilanadi.
U holda {X}=x-[x] bo*ladi.

Masalan: 32}=32-[32]=32-3=02, {-32}=-32-[-32]=-32+4=08.

Istalgan x sonini uning butun va kasr qismlari yig’indisi, ya’ni X=[X]+{X}

ko‘rinishida tasvirlash mumkin.

1. y = {x} funksiyaning aniglanish sohasi R dan iborat. Qiymatlar sohasi [0;1)
oraligdan iborat.

2. Ixtiyoriy x haqigiy son uchun{[X]}=0 va [{X}]=O bo‘ladi.

3.y = {x} funksiya asosiy davri 1 ga teng davriy funksiyadir, ya’ni {X}={X+1}
tenglik istalgan haqiqiy son uchun bajariladi.

17.5-misol: Ifodani hisoblang. |vi|+|V2|+|\3]+..+|vo]+[vio|, bunda [a]->a
sonning butun gismi.

Yechish: Bizga malumki, v1=1 1<+2<2, 1<4/3<2, J4=2, 2</5<3,
2<6<3 2<\7<3, 2<\8<3 V9=33<\10<4 . U holda [Vi|-1 |[V2|-1
W3]=1 [Va]=2 |\5|=2 |v6|-2,|v7|-2 |v8|-2 [v8]=3 |v10]|=3. Bularni hisobga olsak
[\/iJJr[\/§J+[\/§J+...+[\/§J+[\/EJ:1+1+1+2+2+2+2+2+3+3:19.

17.6-misol: [1g28]+[1g0,026] yig’indini hisoblang. Bunda [a] yozuv a
sonning butun gismini bildiradi.

Yechish. 1< 1g28 < 2, 190,026=19(26-10°) =1g26-3, 1<Ig26<2 bo‘lganligi
sababli [lg28]=1, [Ig0,026]=—2 bo‘ladi. U holda [Ig28]+[lg0.026]=1-2=-1.

17.7-misol: Tenglamani yeching: [x2]= 9.

Yechish: x?=t belgilash kiritaylik. U holda [t]=9 bo‘ladi. 9<t <10

tengsizlikni ganoatlantirivchi t sonlar [t]=9 tenglamaning yechimi bo‘ladi.
Belgilashni hisobga olsak 9 < x* <10 bo‘ladi. Bu tengsizlikni yechamiz. y=x?

funksiyaning [0;00) oraligda o‘sivchiligidan Jo </x? <410 , yoki 3<|x <410
bo‘ladi. Bu tengsizlikni yechishda ikki holni garaymiz.

1-hol. 0<x bo‘Isa, |X| = x bo‘ladi. U holda tenglamaning 3 <|x <10 yechimini
topamiz.

2-hol. x<0 bo‘lsa |x| = —x. Buni hisobga olsak, 3 < X <10 yoki
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-v10 < x<-3 bo‘ladi. Yugqoridagi ikki holni birlashtirib, berilgan tenglamani
yechimini hosil gilamiz. Javob: (~10;-3|u3110) .

17.8-misol. [lgx]-lax} = lgx tenglamani yeching.

Yechish: [lgx]=nneZ va {gx}=a0<a<l bolsin. U holda Igx=n+a

bo‘ladi. Bularni berilgan tenglamaga gqo‘ysak, na=n+a ga ega bo‘lamiz. Bundan
n

n-1

2 n?

kelib chigadi. Bundan x=10" yechimni olamiz.

n= il yokia = —'bo‘ladi. 0 <a <1 ekanligidan n<0 ekanligi kelib chigadi.
n_

n
Demak, lgx =
n-1

n2

Javob: x=10"', n<o0, n - butun son.
5+6Xx
8

Yechish. 15X5_7=t deb belgilab, x:5t1+57 bolishini hisobga olsak,

17.9-misol. { }: 15)(5_7 tenglamani yeching.

10t + 39
40

tenglama { }=t ko‘rinishni oladi. Butun qismning ta’rifiga asosan

0$10t+39

—t <1 bo‘ladi. Bu tengsizlikni yechib, ~30 <t <13 ni hosil gilamiz.
t sonning butun son ekanligidan oxirgi tengsizlikdan t=0 bo‘lsa, x, =%, t=1

7 .
bo‘lsa, X, = 7= bo‘ladi. Javob: x, _ Loy =2

15' "% 5

17.10-misol. x?-2{x}-5=0 tenglamani yeching.

Yechish. Tenglamadan 2{x}=x?-5 kelib chigadi. OS{X}<1 dan 5<x* <7
yoki V5 <|¥ <+7 bo‘ladi. Bu yerdan [x]=2 yoki [x]=-3 bo‘ladi. Endi {x}=x-[x]
ekanligini hisobga olsak, berilgan tenglama quydagi ikki holatga ajraladi.

1) x?-2(x-5)-5=0 yoki 2) x>-2(x+3)-5=0.

Birinchi tenglamani yechib Xx=1++2 ni hosil gilamiz. x =1++/2 ildizi [x]=2
shartni ganoatlantiradi. Ikki tenglamani yechib [x]=-3 shartni ganoatlantirivchi

x=1-243 ildizni hosil gilamiz. Javob: x =1+ /2, X=1-2/3

17.11-misol. [— X +3x]= {xz +ﬂ tenglamani yeching.

1
Yechish. Xx*+ 5 >0 ekanligi ma’lum. Shuning uchun {Xz +ﬂ =n>0.

Ikkinchi tomondan — x® +3x >3 yoki x2 —3x+3<0 tengsizlik yechimga
ega emas. Shuning uchun n soni 1; 1; 2 giymatlar gabul gilishi mumkin.
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_ 0<—x*+3x<1 . _ _
1) n=0 bo‘lsin. [-x? +3x|=0; dan 0<x < (3-+5) ni olamiz.

0<x’+=<1
2

1<-x*+3x<2 52
2)n=1 bo‘lsin. [-x* +3x]=1; 1 dan ~=<x<1 ni olamiz.
1<xX*+><2 2
2
2<-x*+3x<3
3)n =2 bolsin. [-x*+3x|=2; 1 dan Y8 <x <320 i olamiz.
2£x2+§<3 2 2

1, agarx € Q
0, agar x €l
Dirixle funksiyasi deyiladi. Ko’rinib turibdiki, bu funksiyaning aniqlanish sohasi
R dan va giymatlar sohasi {0; 1} to’plamdan iborat.

Ravshanki, T € Q,T # 0 bo’lganda Vx € R uchun D(x + T) = D(x)
tenglik o’rinli bo’lganligi uchun Dirixle funksiyasi davriy funksiya va ixtiyoriy
T # 0 ratsional son uning davri ekan. Agar T €I bo’lsa, Vx € R uchun
D(x + T) = D(x) tenglik o’rinli bo’lmaydi. Demak, irratsional sonlar Dirixle
funksiyasi uchun davr emas.

Shunday qilib, Dirixle funksiyasining davrlari to’plami Q \ {0} dan
iborat. Eng kichik musbat davri esa mavjud emas - barcha musbat ratsional
sonlar to’plamining infimumi nol bo’lib, u Q \ {0} ga tegishli emas.

4. Mustaqil yechish uchun misollar.

17.1. Quyidagi funksiyalarning grafiklarini yasang.

1)y=x+2. 2)y = |x| = 3. 3)y=x-2. 4)y = arcsin2x + .

Ushbu D(x) = { munosabat bilan aniglangan funksiyaga

5y = arccos2x + . 6)y = arctgx — .
17.2. Quyidagi funksiyalarning grafiklarini yasang.
1) y = —arcsin(1 + x). 2) y = arcsin(sinx?).
3) y = arccos(cosx?). 4) y = arcsin(cosx?).
17.3. y = |x| funksiyaning grafigidan foydalanib, quyidagi funksiyalarning
grafiklarini yasang.
Dy=1IxI-3 2)y=Ix+1-3; Jy=—lx|; H)y=I[-x;
5y=I|-2-3x; 6)y=3kxl; Ny=[]; 8y=3[
Ny=3x—2|—4 10)y=-2|-3x|—4; 11)y=3|2x —4|+5;
12) y = =5]2x — 4|+ 1; 13)y =13 —x|; 14) y = |2 — 4x| + 3.
17.4. Funksiyalarning grafiklarini chizing:
Dy={x} 2)y=Ixl;  3)y={x}1l 4y=[x]-1;
5) y={5+x}; 6) y=[5+x]; 7)y=x+{x}; 8)y=[x]+x.
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17.5. Tenglamalarni yeching.
) [P+ 2]+ [x] =} -1 2)[x*]=4; 3) [x*] =x;
4) [x*1=1[x]; 5) [x*—4x]=x—-6; 6) [x]+[2x] =2;
7 [x]+[2x]+[3x]=3; 8 [x]+[2x]+ -+ [nx] =1, n=2, n€E€N;
5.0¢z-0¢zini tekshirish savollari.
1.Teskari trigonometrik funksiyalar deb ganday funksiyalarga aytiladi?
2. y=arcsinx, y=arccosx funksiyalarning xossalarini keltiring.
3. y=arctgx, y=arcctgx funksiyalarning xossalarini keltiring.
4.y =|x funksiyaning xossalarini ayting.
5. y = [x] funksiyaning xossalarini ayting.
6. y = {x} funksiyaning tarifini va xossalarini ayting.

Il bobni takrorlash uchun test savollari

1. y= : X_22 funksiyaning aniglanish sohasini toping.
X+

a) x<-1 b)x#-2 ¢)|x=2 d)|x}>2

2. Funksiyaning aniglanish sohasini toping: f(x)= ;(2_ 21
2y (o5 ~DU(-L DL @) b) (-0 1) ©) @ ) o) (L )
o o L _ xP+2
3. Funksiyaning aniglanish sohasini toping: f(x)= (x+2)
) (—o0; =2)U(=2;0)U(0; +0) b) (—o0; 0)U(2; ) C€) (0; ) d) (—2; 0)
4. Funksiyaning aniglanish sohasini toping: f(x)= zjg

) (—o0; =12) U(-12; +0) b) (0;12) C) (=12 +o0) d) (—oo; 0)U(L2 + o)

5. Funksiyaning aniglanish sohasini toping y = +vx-1++6-x
a) (-1;5]  b)(1;6) c)[l6]  d)(0;8)

6.  Funksiyaning aniglanish sohasini toping y = log, ;(T_;
a) (-00;-2)U(2;+0)  b) (-00;+0) €) (-0-2)  d) (2+e0)

7. Funksiyaning aniglanish sohasini toping y = arccos>X 4

a) (0;+c0) b) -1;2) c) [-3;1/3] d) (0;+0]
8. Funksiyalardan gaysi bir juft funksiya.
a) y=e"*+2 b) y =2 +3x% +2x; c) y=2"%+2"1x d) y=2"%

©

Funksiyalardan qgaysi bir toq funksiya
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

2x -3
sinx

d) y =sin3x-tg5x.

) y=sin®x-7x D) y=2"4sin3x C) y=

Funksiya tushunchasini quyidagi usullardan gaysi biri yordamida berib
bo Imaydi?

a) grafik  b)analitik  c) intuitiv d) jadval

f :X —Y funksiya berilgan. Tekislikning {(x,y):x € X, y € Y} nugtalari
to plami ganday nomlanadi?

a) funksiyaning nollari

b) funksiyaning aniglanish sohasi

¢) funksiyaning giymatlari to"plami

d) funksiyaning grafigi

f(x) = In(x* +x —2) funksiyaning aniglanish sohasini toping.
a) (—o0; —2) U (1; +)

b) (—o0; =2) U (3;+x)

C) L-2)

d) (—o0; —1) U (1; +o0)

f(x) = In(x* +x —6) funksiyaning aniglanish sohasini toping.

a) (—0; =3) U (2; +) b) (- 23) ¢) (- 3-2)

d) (—o0; =3) U (1; +0)

Quyidagi funksiyalardan gaysi biri davriy emas?

a) sinx +cosx b) €™ ¢) In(L+sinx) d) J1+tgx

Quyidagi funksiyalardan gaysi biri juft?
a) e b) x> +arctgx  ¢) In(x*—1) d) Slxﬂ

Quyidagi funksiyalardan nechtasi juft:

f(x) = e —e o(X) =xsinx,

1
g(x) = xarctg Hx) =X° + e

x> +7
a) 2 b)birortaham juftemas c)1 d) 3

Har bir x elementga yagona y €Y ni mos quyuvchi va f(X) =Y shartni
ganoatlantiruvchi f : X —Y akslantirish ganday nomlanadi?

a) in"yektiv b) syu'ryektiv c) bi'yektiv d) uzluksiz

f : X —>Y akslantirishda X to'plamning aksiY to plam bilan ustma-ust
tushsa bunday akslantirish ganday nomlanadi?

a) bi'yektiv b) syu'ryektiv  c) in"yektiv d) uzluksiz

f : X —Y akslantirishX to plamning har xil elementlarini Y to’plamning
har xil elementlariga akslantirsa bunday akslan tirish ganday nomlanadi?
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20.

21.

22.

23.

24,

25.

a) uzluksiz b) syuryektiv  c) in'yektiv d) bi'yektiv

f:X Y, f(x)=sinx akslantirish gaysi holda syu ryektiv bo’ladi?
a) X =[0,7]Y =[01] b) X =[-z,x], Y=[0,1] C) X =R, Y =R

d) X =[0,#]Y =[-11]

f:X Y, f(x)=cosx akslantirish gaysi holda in"yektiv bo ladi?
a) X =[0,2z]Y =[01] b) X =[-z,x], Y=[-11] €) X =[0,~]Y =R

d) X =[-7,z]Y =R

f:X =Y, f(x)=tgx akslantirish gaysi holda b yektiv bo’ladi?

T —10.%1 v= (- Py _
a)X:(—E,E),Y =R b)X—[0,4],Y [0,1] ¢) X =( 2,2),\( [0,1]

d) x :[0,%],Y -R
f(x) =sinx va g(x) =e* funksiyalarning f .g superpozitsiyasini toping.

sinx

a) sinx b)sine* )€ d) €

f(x) =X va g(x) = ¥ bo’lsa, ¥x funksiya quyidagi superpozitsiyalardan

gaysi biri bolishi mumkin?
a) fof Db)gog c) fog d) gof
Quyidagi funksiyalardan gaysi biri juft?

a) x* +arctgx  b) sin 3 c) Inx*-1) d) sinx
X

X2
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111 BOB. SONLI KETMA-KETLIKLAR VA ULARNING LIMITI

18-§. Sonli ketma-ketlik tushunchasi. Ketma-ketlik limitining ta’rifi
Reja:
1.Sonli ketma-ketlik tushunchasi.
2.Ketma-ketlikning berilish usullari.
3.Ketma-ketlik limitining ta’rifi.
4.0¢z-o0‘zini tekshirish savollari.
5.Mustaqil yechish uchun misollar.

1. Sonli ketma-ketlik tushunchasi. Agar har bir natural son n ga biror

hagiqiy x,, soni mos go‘yilgan bo‘lsa, u holda
X1, X2, X3, ey Xy oo
ketma-ketlik (sonli ketma-ketlik) berilgan deyiladi.

Ketma-ketlik gisgacha {x,} shaklda yoziladi. x, ga ketma-ketlikning
hadi (n-hadi) yoki elementi (n —elementi) deyiladi. n ga x,,-hadning nomeri
deyiladi.

Sonli ketma-ketlik bu aniglanish sohasi natural sonlar to‘plamidan
iborat bo‘lgan funksiyadir. Bu funksiyaning o‘zgarish sohasi, ya’ni x,, (n € N)
sonlar to‘plami ketma—ketlikning qiymatlari to‘plami deyiladi. Ketma-
ketlikning giymatlari to‘plami chekli yoki cheksiz bo‘lishi mumkin, ammo
ketma-ketlikning hadlari (elementlari) to‘plami hamma vaqt cheksiz
to‘plamdir, chunki ketma-ketlikning 2 ta hadi bir-biridan hech bo‘lmaganda
nomeri bilan farg giladi, masalan; {(—1)"} ketma-ketlikni garaylik. Bu ketma-
ketlikning giymatlari to‘plami 1 va -1 sonlaridan iborat. Uning hadlari

to‘plami cheksiz to‘plamdir.

(n?} va {3} ketma-ketliklarning giymatlari to‘plami cheksiz to‘plam

bo‘ladi.
2. Ketma-ketlikning berilish usullari. Ketma-ketlik har bir hadining
nomeri bo‘yicha shu hadni hisoblash formulasi orgali berilishi mumkin.

Masalan:
1 (D" +1 n®+1 nn+1)
Xn =0 X = Xn T ,xn=1+2+---+n=T.

Ketma-ketlik ba’zan rekurrent formula orgali berilishi mumkin:
a) Birinchi hadi beriladi (yoki dastlabki bir nechta hadi beriladi).
b) Ketma-ketlik hadining o‘zidan oldingi hadiga (o‘ziga go‘shni hadlariga)
bog’lanish formulasi beriladi.
Masalan: x; =1, x, =1, X, =Xp_1+ Xp_a, X3=X; +X1 =2, X4 =
X3 +x, =3, ...
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Arifmetik va geometrik progressiyada ayirmasi d va maxraji q bo‘lsa,
ularning n —hadini topish formulasi rekurrent formula orgali berilgan ketma-
ketlikka misol bo°‘la oladi:
Any1 = Ap +d, bp+1 = bnq.

3.Ketma-ketlik limitining ta’rifi.

18.1-ta’rif. Agar ixtiyor musbat € soni uchun shunday n,(e) nomer
topilsaki ny(e) dan katta barcha n lar uchun |x, — a| < ¢ tengsizlik
bajarilsa, a son {x,} ketma-ketlik limiti deyiladi va Al_r){)lo X, = a kabi yoziladi

yoki n - oo da x, — a deb belgilanadi.
Bu ta’rifni logik simvollar yodamida quyidagicha yozish mumkin.
Ve >0, 3ng € N (ng = ny(e)), Yn>ny > |x, —al <e
tengsizligi bajarilsa a soni {x,,} ketma-ketlikning limiti deyiladi.
Demak,
{limx, =a}eVvVe>0, Ing €N, Vn>ny, - |x, —a| < e. (18.1)

n—oo

Agar ketma-ketlikning limiti mavjud bo‘lsa, bu ketma-ketlik
yaginlashuvchi deyiladi.

Demak, yaqginlashuvchi ketma-ketlik logik simvollar orgali quyidagicha
yoziladi:

da€R, Ve>0, Any EN, Vn>ny - |x, —al <e. (18.2)

Bu munosabat bajarilsa {x, } ketma-ketlik yaginlashuvchi deyilar ekan.

18.1-misol. Limit ta’rifidan foydalanib, quyidagi ketma-ketlikning
limitini toping:

n+1
Xp = —
Yechish. lim x,, = 1 ekanligini ko‘rsatamiz.

n—oo
n+1

=1l =[P — 1 = 14— 1 = Jx, - 1] =

n+l 1
n n
bo‘lganligi uchun %< En >§ tengsizliklar n, nomerni n, = E] + 1 deb
olsak, barcha n>n, larda |x,, — 1| < € tengsizlik bajariladi, bu esa
lim x,, = 1 ekanligini bildiradi.

n—-oo
18.1-ta’ritning inkori logik simvollar yordamida quyidagicha yoziladi:
dey > 0, Vng €N, 3In > n,, |x, —al = &,. (18.3)
Ravshanki, (18.3) munosabat a son {x,,} ketma-ketlikning limiti
bo‘Imasligini bildiradi.
Quyidagi
Va € R,3gy, > 0,Vny € N, In >ny, |x, —al = ¢,
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munosabat esa {x, } ketma-ketlikning limitga ega emasligini, ya’ni bironta

son bu ketma-ketlikning limiti bo‘lmasligini bildiradi. Boshgacha aytganda,

bu munosabat {x,,} ketma-ketlikning yaginlashuvchi emasligini anglatadi.
Yaginlashuvchi bo‘lmagan ketma-ketlik uzoglashuvchi ketma-ketlik

deyiladi.
18.2-misol. Ketma-ketlik  limiti ta’rifining inkori, ya’ni (18.3)
munosabat bo‘yicha a =1 soni xn=sin% ketma-ketlikning  limiti

bo‘Imasligini ko‘rsating.
Yechish. ¢, = % deb olamiz, u holda Vn, € N son uchun n = 2n, deb
olsak, n > n, bo‘lgan n natural son mavjud va

2n,m _ 1
>~ 1| = |sin(ngm) — 1| =1 >§

munosabat bajariladi. Demak, (18.3) munosabatga ko‘ra a = 1 soni x,, =
. hm - - - ey - e . .
sin—- ketma-ketlikning limiti emasligini aniglaymiz.

|x, —al = |sin

Agar Vn da x,, = a bo‘lsa u holda {x,} ketma-ketlik statsionar ketma-
ketlik deyiladi. Statsionar ketma-ketlik uchun

lim x, = a
n—oo
bo‘ladi. (18.1) munosabatdan ko‘rinadiki, lim x,, = a bo‘lsa, u holda

n—-oo

{x, — a} ketma-ketlikning limiti 0 bo‘ladi, ya’ni lim(x, —a) =0, va
n—-oo

aksincha lim (x,, —a) = 0 bo‘lsa, uholda limx,, = a bo‘ladi.
n—oo

n—-oo

18.1-mashg. Agar limx, =a limy,=a bo‘lsa, u holda
n—-oo

n—oo
X1,V1» X2, Vo, «» Xk, Vi, - Ketma-ketlikning limiti ham a bo‘lishini isbotlang.

Yana ta’rifga qaytib quyidagi mulohazalarni olamiz: |x, —a| < ¢
tengsizlik a — € < x,, < a + ¢ tengsizlikka ekvivalent. Ketma-ketlik limiti
ta’rifidagi a — € < x,, < a + € tengsizlikdan ko‘rinadiki, agar a soni x,
ketma-ketlikning limiti bo‘lsa, x,, ketma-ketlikning ma’lum bir nomerdan
keyingi hadlarning barchasi (a —¢,a + ¢) intervalda yotadi. Bu interval
tashqarisida yo elementi umuman bo‘Imaydi, yo bo‘lsa ham cheklita bo*ladi.

(a —&,a + €)intervalga a nugtaning e —atrofi deyiladi va U.(a) kabi
belgilanadi:

Ucg(a) ={xia-e <x<a+¢}={x|xa| <e},
I I I
a—E¢ a a+ e

18.1-ta’rifni, ya’ni ketma-ketlik limitining ta’rifini quyidagicha ham

ta’riflash mumkin.
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a soni x, ketma-ketlikning limiti deyiladi, agar a nugtaning Ve
atrofida { x,} ketma-ketlikning cheksiz ko‘p elementi joylashgan bo‘lib,
tashqgarisida esa cheklita elementi qolgan bo‘lsa. Logik simvollardan
foydalanib ketma-ketlik limitini quyidagicha ham yozish mumkin:

Ve > 0,3any, Vn > ny, - x, € U.(a).

18.3-misol.  x, = {(—1)"}  ketma-ketlikni  yaginlashuvchilikka
tekshiring.

X1 Xy X3 X4 X5, «o.Xp, o

-1 1 -1 1 1D
Faraz gilaylik 1 nugta bu ketma-ketlikning limiti bo‘Isin, u holda 1 nugtaning
Ve atrofida ketma-ketlikning cheksizta elementi joylashgan bo‘lishi

tashqarisida esa cheklita elementi joylashgan bo‘lishi kerak. (1—%;1 +%)

atrofini olaylik, bu atrofi x, ketma-ketlikning hamma juft nomer hadlari
joylashgan lekin bu nugtaning tashgarisida barcha toq nomerli hadlari
golayapti. Demak 1 nuqta ketma-ketlikning limiti bo‘la olmaydi. -1 nuqgta
ham xuddi shunday limiti bo‘la olmasligini osongina ko‘rish mumkin. 1 va -1
dan fargli istalgan a € R soni uchun, uning shunday U.(a) = (a — €,a + €)
atrofi topilib, 1 € U.(a), —1 & U.(a) va U.(a) atrofda garalayotgan ketma-
ketlikning bironta ham elementi yotmasligini ko‘rish giyin emas. Shuning
uchun bu tanlangan nugta ham bu ketma-ketlikning limiti bo‘la olmaydi.
Demak, bu ketma-ketlik limitga ega emas ekan.

4.0¢z-o0¢zini tekshirish savollari.
1. Sonli ketma-ketlik limitining ta’rifini atroflar yordamida bering.
2. x, = (—1)" ketma-ketlikning limiti mavjud emasligini "¢ — §" tilida
ko‘rsating.
3. x, = % ketma-ketlik limitining mavjudligini e — "' tilida ko‘rsating.
4. Logik simvollar yordamida quyidagi mulohazalarning inkorini yozing.
a) A = {asoni — {x,} ketma-ketlik limiti}.
b) B={{x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi ketma-ketlikdir}.

5.Mustagil yechish uchun misollar.
18.1. Ketma-ketlik limitining ta’rifi (18.1-ta’rif) bo‘yicha a soni {x,,} ketma-
ketlikning limiti bo‘lishini isbotlang.

_ 3n-2 3 _ 4n-1
1. lim x,=a, X, = , a=—. 2. lim x,=a, X, = , a=2.
N> 2n-1 2 N> 2n+1
_ 3n’?
3. lim x,=a, x, = 5n+1, a=1. 4, limx, =a, X,= > =-3,
N 10n-3 2 n—>o0 2-n
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2n 6 X :2n+3

5. limx, =a, x = ., a=0. . limx =a, ] a=2.
n—ow n°+1 n—o n+5
n+l
_ 1—2n2 (-1)
7. limx,=a, X,=—5——, a=-2. 8.limx,=a %= , a=0,
n—>o0 n° +3 n—> n

Bu har bir hol uchun quyidagi jadvalni toldiring:

3 0,1 0,01 0,001
ny(e)
18.2. Ketma-ketlik limiti ta’rifining inkori ((18.3) munosabat) bo‘yicha a soni
{x,} ketma-ketlikning limiti bo‘Imasligini korsating.

1 1
l.a=-1,x, = (—1)". 2.a=- X, = .
r'n ( ) 2; n 2n+1
1 m
a=1, x, ="+ 1. 4.a=5, Xn = COS—-.
5a—1x—sinnn 6.a = 1x—n+1
T 6 T 22 T T 32

18.3. x, = % (1+4+2+3+4+...4+n) ketma-ketlikni yaginlashuvchilikka

tekshiring.
19-§. Yaginlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari
Reja:

1.Yaqinlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari.
2.Yaqginlashuvchi ketma-ketliklarning tengsizliklarga bog’liq xossalari.
3.0°z-0¢zini tekshirish savollari.
4.Mustagqil yechish uchun misollar.

1.Yaginlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari. Yaginlashuvchi ketma-
ketliklar quyidagi xossalarga ega.

19.1-teorema. Sonli ketma-ketlik fagat bitta limitga ega bo*lishi mumkin.

Isbot. Faraz qilaylik ketma-ketlik a va b limitlarga ega bo‘lib, b > a
bo‘lsin. &> 0 sonni shunday tanlashimiz mumkinki a va b

. . . . b—
nugtalarning € atroflari o‘zaro kesishmasin. (Masalan: € < Ta deb olsak, bu

atrofi kesishmaydi) u holda a nuqgta ketma-ketlikning limiti bo‘lganligi uchun
a ning ¢ atrofida {x,} ketma-ketlikning cheksizta elementi joylashgan bo‘lib,
uning tashgarisida cheklita element yotadi. Jumladan b nugtaning ¢ atrofida
cheklita element goladi. Bu esa b nugtaning limit ekanligiga garama-garshi.

Yaginlashuvchi ketma-ketlikning chegaralanganligi.

19.1-ta’rif. Agar shunday c; topilib {x,} ketma-ketlikning barcha
hadlari x, = c; tengsizlikni qganoatlantirsa, bu ketma-ketlik quyidan
chegaralangan deyiladi. Logik simvollar orgali yozsak:

dc;,Vn€EN->x,>c; bo‘lsa {x,}  ketma-ketlik quyidan
chegaralangan deyiladi.
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dc,,Vn €N - x,, <c, bo‘lsa {x,} ketma-ketlik yuqoridan
chegaralangan deyiladi. Agar ketma-ketlik ham yuqoridan ham quyidan
chegaralangan bo‘lsa, bu holda ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.

Logik simvollar orgali quyidagicha yoziladi.

dcy,3cy, VNEN > ¢ <X, <€y (19.1)
munosabat bajarilsa {x,,} ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.

Ta’rifdan ko‘rinadiki agar ketma-ketlikning qiymatlari to‘plami
chegaralangan bo‘lsa, bu ketma-ketlik chegaralangan bo‘lar ekan.

Izoh. (19.1) shart quyidagi shartga ekvivalent

dc,Vvn €N - |x,| < ¢ (—c<x,<0) (19.2)
0 nugtaning ¢ atrofi (—¢, €) interval ekanligini hisobga olsak quyidagi tasdiq
o‘rinli:

Ketma-ketlik chegaralangan bo‘lsa, shunday c son topiladiki gaysikim
{x,,} ketma-ketlikning barcha hadlari 0 nugtaning c atrofida yotar ekan.

19.2-teorema. Agar ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa, u chegaralangan
bo‘ladi.

Isbot: {x,} ketma-ketlik a limitga ega bo‘lsin. U holda ¢ = 1 soni
uchun 3Iny, € N soni topiladiki, gaysikim vn>n,,—-14+a<x,<1+4+a
tengsizlik bajariladi.

c1 = max{xy, X3, X3 ... ... Xn, 1+ a}

Cy = min{xq, Xy, X3 e .. Xy, & -1}
deb olsak, u holda {x,,} ketma-ketlikning barcha hadlari uchun ¢, < x, < ¢;
tengsizlik bajariladi. Bundan esa {x,,} ketmma-ketlikning chegaralanganligini
(19.1) ga asosan olamiz.

2.Yaqginlashuvchi  ketma-ketlikning  tengsizliklarga  bog’liq
xossalari.

19.3-teorema. Agar {x,}, {v.}, {z,,} ketma-ketliklar

Ang,Vn >ng = x, <y, < z, (19.3)
va
lim x, = lim z, = a (19.4)
n—oo n—-oo

munosabatlarni ganoatlantirsa, u holda {y,,} ham yaqginlashuvchi bo‘ladi va
lim y, = lim x,, = lim z, = a bo‘ladi.
n—oo n—oo n—oo
Isbot. Limit ta’rifiga ko‘ra, Ve > 0,3n,,3In,,Vn > n; - x, € U.(a)
vavn > ny; - z, € U.(a) bo‘ladi. Bu munosabatlardan va (19.3) dan
vn>n -y, €U (a)
ekanligi kelib chigadi, bu yerda n = max{n,,n,}. Bu esa a = Tllggo Vi

ekanligini bildiradi. Teorema isbot bo‘ldi.
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Bu teorema uch ketma-ketlik hagidagi teorema deyiladi.
19.1-misol. vn € N,a,, = —1 va lim a,, = 0 bo‘Isin.

n—-oo

lim %/1 + a,=1 (19.5)

n—->oo

ekanligini isbotlang.
Isbot. Agar a,, = 0 bo‘lsa, u holda

1< 1T+ a, < 1+ ay)=1+a, =1+ |a,|

bo‘ladi. Agar -1< a,, < 0 bo°‘lsa, u holda

1> Y1+a, = (Y1+a,)=1+a,
kelib chigadi.

Demak, biz a,, = 0 da

1<%1+a,<1+a, (19.6)

1+a,<%1+a,<1 (19.7)

tengsizliklarni oldik. (19.6) va (19.7) tengsizliklardan 19.3-teoremaga asosan
(19.5) kelib chigadi.

19.2-misol. Agar a > 1 bo‘lsa, lim */a =1 ekanligini isbotlang.

n—oo

Isbot. Agar a > 1 bo‘lsa, u holda Va > 1 hamda
Va—-1=x,2>Va=1+x,x,>0
munosabatlar o‘rinli. Bu yerdan va a = (1 + x,)">x,n hamda x,, > 0

va-1<a, <0da

bo‘lganligidan 0 < x,, < % ekanligini olamiz, ya’ni
0<¥a-1<=
bo‘ladi. Bu yerdan 19.3-teoremaga asosan
lim (Va-1)=0
tenglikning o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi. Bundan esa
lim Va =1

n—oo

tenglikning o‘rinli ekanligi kelib chigadi.

k
19.3-misol. Agar a > 1 bo‘lsa, lim = = 0 ekanligini isbotlang.

n—oo a

Isbot. Aytaylik m € Z,m = k bo’lsin. Ravshanki,

k

m m m
0< % <t = (mnan) :(1) tengsizlik o’rinli, buyerda b = Va > 1. U

— an bn

n n

holdan —» o da 0 < = = = —
b (1+(b-1)) 1+n(b=1)+=——(b=1)%++(b-1)"

2n

Do 0 munosabat to’g’ri bo’ladi. Demak, bu tengsizliklarga va
k
19.3-teoremaga ko’ra lim n—n = 0 ekan.

n-oo a
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19.4-teorema. Agar lim x,, =a, lim y, =b bo‘lib,a <b bo‘lsa,

n—->0oo n—0o

u holda 3n, € N, V¥n > nq lar uchun
Xn < Vn (19.8)
munosabat o‘rinli bo‘ladi.
Isbot. € > 0 sonni shunday tanlaymizki a va b nuqgtalarning - atrofi

o‘zaro kesishmasin (masalan & =?>O deb olsak yetarli bo‘ladi). Limit

ta’rifiga asosan berilgan € > 0 soni uchun shunday n, va n, nomerlar
topiladiki, gaysikim vn > n; - x,, € U.(a),Vn > n, - x, € U.(b) bo‘ladi.
ny, = max{n,,n,} deb olsak, u holda Vn>n,->x,<a+e<b-e<y,
tengsizlik bajariladi. Bundan esa (19.8) munosabatning o‘rinli ekanligi kelib
chigadi.

1-natija. Agar Tlll_r)go X, =a vaa <b bo‘lsa, uholda

Ang € N,Vn>ny—->x, <b
munosabat o‘rinli bo‘ladi.
Bu faktni isbotlash uchun 19.4-teoremadagi y, ketma-ketlik o‘rnida
{y,,} = {b} statsionar ketma-ketlikni olish yetarli bo‘ladi.
2-natija. Agar 1111_r)ro10 X, =a, limy,=>bva

n—oo

VnEN - x, =y, (19.9)
bo‘lsa, u holda
a=b (19.10)
bo‘ladi.

Isbot. Faraz gilaylik (19.10) bajarilmasin, u holda a < b bo‘ladi. 19.4-
teoremaga asosan (19.8) bajariladi. Bu esa (19.9) shatrtga garama-garshi.
Demak, (19.10) bajarilar ekan.

Izoh 1. Xususiy holda agar yaginlashuvchi {x,,} ketma-ketlik uchun
VneN - x, = a (x, <) munosabat bajarilsa, u holda lim x, > «a

n—oo

(lim Xp < ﬂ) bo‘ladi. Bu yerdan agar yaginlashuvchi {x,} ketma-ketlikning

n—oo

barcha hadlari [a, b] segmetda joylashgan bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlikning
limiti ham shu segmentga tegishli bo‘ladi, ya’ni
a<limx,<b

n—oo

munosabat bajariladi.

Izoh 2. 2-natijadan kelib chigadiki, agarda ikkita yaginlashuvchi {x,}
va {y,} ketma-ketlik x,, = y, va (x,, < y,,) munosabatlar bilan bog’langan
bo‘lsa, ularning limitlari ham

lim x,, > lim y, = b (lim X, < lim yn)
n—00 n—oo

n—-0oo n—-0oo
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xuddi shunday munosabat bilan bog’langan bo‘ladi. Ammo, agarda x,, > y,
(x, < y,) bo‘lsa, u holda

lim x,, > hm Yo =Db (lim x, < lim yn)
n—oo n—-oo

n—-oo

munosabat bajarilmasligi mumkm. Umumiy holda

lim x,, > hm Yn=D>b (lim X, < lim yn)
n—oo n—oo n—»oo

munosabat bajariladi.
Masalan: x, =1 +%, yn =1 —% bo‘lsa x,, > y,, tengsizlik o‘rinli, ammo
bu ketma-ketliklar uchun lim x, = 1 = lim y, tenglik o‘rinli.

n—-oo n—-oo

3.0¢z-0¢zini tekshirish savollari.
1.Yaginlashuvchi ketma ketlikning chegaralanganligi hagidagi teoremani
isbotlang.
2.Chegaralangan lekin vyaginlashuvchi bo‘lmagan ketma-ketlikka misol
keltiring.

4.Mustaqil yechish uchun misollar.

19.1. Quyidagi ketma-ketliklar chegaralanganmi?

(- n?+1
= (—1)" = — = —
a) x, = (—1)"n. ) xp, — . e) x, L
27’1

b) x, = 2™. d) x, =—

n!

19.2. Quyidagi tengliklarni isbotlang.
111m——0 211m——0 311m——0(a>1) 4.lima—n:O.

n—-oo 2 n—oo n! n—-oo 2 n—oo n!

5.11m nq™ = 0,agar || <1. 6.lim V3 = 1(a > 0).
n—oo
7. lim 8™ _ =0(a > 1). 8.lim Vn=1. 9.lim —== 0.

n—oo n n—-oo n—oo Vn!

19.3. Yetarlicha katta n larda gaysi ifoda katta?
1.100n + 200 yoki 0,01n?; 2. 2™ yoki n!%%9%; 3.1000™ yoki n!.

20-§. Cheksiz kichik va cheksiz katta ketma-ketliklar. Yaqginlashuvchi
ketma-ketliklar ustida arifmetik amallar
Reja:
Cheksiz kichik ketma-ketliklar.
Cheksiz kichik ketma-ketliklarning xossalari.
Cheksiz katta ketma-ketliklar.
Cheksiz katta ketma-ketliklarning xossalari.
Yagqginlasuvchi ketma-ketliklar ustida arifmetik amallar.
O°¢z-o¢zini tekshirish savollari.
Mustaqil yechish uchun misollar.

No O~ wbdh R
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1.Cheksiz kichik ketma-ketliklar. Agar {a,} ketma-ketlik uchun
lim a, = 0 bo‘lsa, bu ketma-ketlik cheksiz kichik kema-ketlik deyiladi.

n—oo
Bu ta’rifni logik simvollar orqali yozsak,
Ve >0, 3In,=ny(e), vn>ny - la, — 0| =la,| <e
bo‘ladi.
Agar {x,} ketma-ketlikning limiti a bo‘lsa, u holda {a,} = (x,, — a)
ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik bo*ladi.
Hagigatdan ham
Ve>0,Ing E N,Vn>ny - |x, —a| <¢
munosabat o‘rinli. Bu yerdan
|Xn —al = |a,|
tenglikka asosan {a,} ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik ekanligini
olamiz. Aksincha {a,} cheksiz kichik ketma-ketlik va x,, = a + a, bo‘lsa, u
holda 1111_r)r010xn = a bo‘ladi.
g, =Va—1,(a>1)
ketma-ketliklar cheksiz kichik ketma-ketliklar bo‘ladi, bu yerda c-o‘zgarmas
son.
Biz yaqginlshuvchi ketma-ketliklarni xossalarini o‘rganishimiz uhun ketma-
ketliklar ustida arifmetik amallarni kiritishimiz kerak.
Bizga {x,,} va {y,, } ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.
Bu ketma-ketliklarning yig’indis, ayirmasi, ko‘paytmasi, bo‘linmasi deb
mos ravishda quyidagi ketma-ketliklarga aytamiz:
{xn + yn} ’ {xn - Yn}r {xnyn}f {;C]_:}
Oxirgi ketma-ketlik uchun vn € N, y, # 0 deb faraz gilinadi.
2.Cheksiz kichik ketma-ketliklarning xossalari. Cheksiz kichik ketma-
ketliklar quyidagi xossalarga ega.
1.Chekli sondagi cheksiz kichik ketma-ketliklarning yig’indisi yana cheksiz
kichik ketma-ketlik bo‘ladi.
Isbot. {a,,} va {B,} cheksiz kichik ketma-ketliklar bo‘lsin. U holda tarifga
ko‘ra:

1 c
Masalan: a,, = ;,ﬂn =—a>Ly =

£
Ve >0, An; € N,Vvn > n, - |a,| <§'

&
Ve >0, An, E N,Vn > n, - |B,] < >
Agar biz ny, = max{n4,n,} deb olsak, u holda

£ €
vn > ngy, la, * Bl < la,| + |55l <§+E<g
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munosabatni olamiz. Bu munosabatdan {«, + 5,} ketma-ketlikning cheksiz
kichik ketma-ketlik ekanligi kelib chigadi.

Bu ikkita ketma-ketlik yig’indisi uchun isbotlangan xossani induksiya
metodi bilan chekli sondagi ketma-ketliklar uchun ham isbotlash mumkin.

2.Cheksiz  kichik ketma-ketlikning chegaralangan ketma-ketlikka
ko‘paytmasi yana cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.

Isbot. {a,} chegaralangan ketma-ketlik bo‘lsin, {£,} esa cheksiz kichik
ketma-ketlik  bo‘lsin. {a,5,} cheksiz kichik ketma-ketlik ekanligini
isbotlashimiz kerak. {a,} chegaralangan ketma-ketlik bo‘lgani uchun, 3C €
R,vn € N = |a,| < C bo‘ladi. {f,} cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘lgani uchun

Ve >0, Any,Vn > ny - |By <C3 bo‘ladi. Bu ikki munosabatdan Ve >

0, Iny, Vn > ny = | Bray,| < € ekanligi kelib chigadi, bu esa {8, a,} ketma-
ketlikning cheksiz kichik ketma-ketlik ekanligini isbotlaydi. Xususiy holda {a,,}
statsionar ketma-ketlik va {B,} cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘lsa, u holda
{a,, 5, } ketma-ketlik ham cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.

Cheksiz kichik ketma-ketlik chegaralangan ketma-ketlik bo‘lganligi uchun
yugoridagi isbot gilingan xossadan chekli sondagi cheksiz kichik ketma-
ketliklarning ko‘paytmasi yana cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘lishi kelib
chigadi.

3. Cheksiz katta ketma-ketliklar.

{x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy & > 0 soni uchun
shunday N nomer topilsinki, gaysikim n > N tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha n lar uchun |x,| > é tengsizligi bajarilsa, {x,} ketma-ketlikni cheksiz
katta ketma-ketlik deyiladi. Bu holda lim x,, = oo kabi yoziladi va ketma-ketlik

n—oo

cheksiz limitga ega deb ham aytiladi.
Logik simvollardan foydalanib, bu ta’rifni quyidagicha yozishimiz
mumkin:
{limx, = 0} & V6§ >0, INg, Vn = N5 —= |x,| > 6.

n—oo

Bu ta’rifning geometrik interpretatsiyasini beramiz. E = {x € R:|x| > 6}
to‘plamga oo (cheksizlik) ning § atrofi deyiladi.

Agar {x,} ketma-ketlik cheksiz limitga ega bo‘lsa, u holda oo
(cheksizlikning) ixtiyoriy o atrofida bu ketma-ketlikning cheksiz ko‘p
elementlari yotib, tashgarisida esa cheklita elementi goladi.

{x,} ketma-ketlik uchun —oco va +oco limitlari tushunchasi ham xuddi
yugoridagiga o‘xshash kiritiladi. Bu limitlar lim x,, = —oco va lim x, = 4+

n—oo n—oo
kabi belgilanadi va quyidagicha aniglanadi:
{lim x,, = —0}=V§ >0, INg, Vn = N5 - xy < =6,
n—-oo
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{lim x,, = +00} © Vé > 0, ANs, Vn = Ng = x,, > 6.
n—-oo

0>0 bo‘lsin. E; = {x e R:x < =4§}VvaE, ={x € R:x > §} to‘plamlarni
mos ravishda -oo va +oo larning 6 atrofi deyiladi. U holda E = E; + E,
tenglik o‘rinli. Ta’rifga binoan, agarda +oco ning ixtiyoriy atrofida {x,} ketma-
ketlikning cheksiz ko‘p elementi yotib, uning tashgarisida cheklita element
qolsa, {x,} ketma-ketlik +oo limitga ega deyilgan.
Ikkinchi ta’rifga ham shunga o‘xshash ma’no berishimiz mumkin.
Kelgusida {x,,} ketma-ketlik limitga ega deyilganda, uning chekli limitga
egaligi tushuniladi. Cheksiz limitga ega bo‘lgan hol alohida aytiladi.
4.Cheksiz katta ketma-ketliklarning xossalari.
Agar ketma-ketlikning limiti cheksiz bo‘lsa, uni uzoglashuvchi ketma-
ketlik deb garaymiz.
20.1-eslatma. Har ganday cheksiz katta ketma-ketlik chegaralanmagan
ketma-ketlikdir. Ammo har ganday chegaralanmagan ketma-ketlik cheksiz katta
bo‘lishi shart emas. Masalan,
1,1%,1,2%,1,32%,..,1,n%,1, ...
ketma-ketlik chegaralanmagan bo‘lib, u cheksiz katta emas.

20.1-teorema. Agar Vn € N uchun x, # 0  bo‘lib, {x,} ketma-ketlik
1

cheksiz katta bo‘lsa, u holda {—} ketma-ketlik cheksiz kichik bo‘ladi.

Xn
20.2-teorema. Agar vn € N uchun x,, # 0 bo‘lib, {x,} ketma-ketlik
1

cheksiz kichik bo‘lsa, u holda {—} ketma-ketlik cheksiz katta bo‘ladi.

Xn

20.1-misol. @) x, = —vn bo‘lsa, lim x,, = —oo,

n—oo

2 |l
b) x, = nT bolsa, lim x, = +oo,

n+2 n—oo
(_1)71 ¢ :
C) x, = bo‘lsa, lim x,, = oo.
2n n—oo

5.Yaginlashuvchi ketma-ketliklar ustida arifmetik amallar.
20.3-teorema. Agar
limx, =a, limy,=0»>

n—oo n—oo

bo‘lsa, u holda
a) lim (x, + y,) = lim x,, £ lim y,, = a + b;
n—oo n—oo n—oo

b) lim (x,,y,,) = lim x,, - lim y,, = ab;
n—oo n—oo n—-oo

. xp lim x, a
c) vneN->y,#0 va b#0 bolsa, lim—=22—=-—
n—o Yn limy, b

n—-oo

munosabatlar o‘rinli.
Isbot. lim x,, = a, lim y,, = b bo‘lgani uchun
n—-oo

n—->oo
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X, =a+a, y,=b+p, bo‘ladi. Bu yerda {a,} va {B,} etma-ketliklar
cheksiz kichik ketma-ketliklardir.

a) x,+ywy=a+a,+b+p,=a+b+ a,+ B, munosabatlardan va
{a, + B,} cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘lganligidan Ai_r)l;lo(xn +y,) =a+

b ekanligi kelib chigadi.

b) x,y, = (a + a,)(b + B,) = ab + af, + ba,, + a, S, tenglik o‘rinli.
Statsionar (o‘zgarmas) ketma-ketlikning cheksiz kichik ketma-ketlikka
ko‘paytmasi yana cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘lganligidan va ikkita cheksiz
kichik ketma-ketlikning ko‘paytmasi ham cheksiz kichik ketma-ketlik
bo‘lganligidan {a,,8,}, {ba,}, {aB,} -ketma-ketliklar ham cheksiz kichik
ketma-ketlik bo‘ladi. Bundan esa cheksiz kichik ketma-ketliklarning yigi’indisi
yana cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘lishini hisobga olsak {6,,} = {ap,, + ba,, +
a, + Bn} ketma-ketlikning cheksiz kichik ketma-ketlik eknligini olamiz va
1111_{{)10 X, YV, = ab tenglik kelib chigadi.

Endi vneN,y, #0vab # 0 bo‘lganda

1i Xp @
nl—r>rolo Yn )
tenglikni isbotlaymiz. {i—" — %} cheksiz kichik ketma-ketlik ekanligini

isbotlaymiz. Ravshanki,
Xn a bxp—ay, bla+a,)—alb+p,) ab+ba,—ab—af,

Yn b byn by, by,
_bap—ap, a 1
© by, (2 _bﬁn)yn
tenglik o°rinli. Bu oxirgi ifodada gavs ichidagi gismi cheksiz kichik ketma-
ketliklarning xossalariga ko‘ra cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi. Agarda biz

{yi} ketma-ketlikning chegaralangan ketma-ketlik ekanligini ko‘rsatsak

yuqoridagi tenglikning o‘ng tomonidagi ifodaning (chegaralangan ketma-
ketlikning cheksiz kichik ketma-ketlikka ko‘paytmasi, yana cheksiz kichik

ketma-ketlik bo‘lganligidan) cheksiz kichik ketma-ketlik ekanligini ko‘rsatgan

bo‘lamiz. Endi {i} ketma-ketlikning chegaralangan ketma-ketlik ekanligini

Yn

ko‘rsatamiz:

lim y, = b bo‘lganligi uchun % soni uchun 3In,, vn >ny, = |y, — bl < '2—'

n—>0o

bo‘ladi. Ikkinchi tomondan modulning xossasiga ko‘ra, |y,, — b| = |y,,| — | b|
|b|

munosabat o‘rinli. Bu oxirgi ikki tengsizlikdan |y, | — |b| < Y munosabat

93



olamiz. Bundan esa agar |y, — b| = |y,| — |b| ni |b — y,| = |b| — |y,| deb
|b| : i
yozsak |b| — |y, | < Y munosabatni olamiz.

b .y . 1 b
Demak, |y,| > g Bu tengsizlikdan esa o°‘z navbatida ol < %
' n
T . , . 1 2 1 2 iy
tengsizlikni olamiz, ya’ni — < — <& |—| < — munosabat o‘rinli.
lynl bl Yn |b]
Agar biz
1 1 1 2
C = max{—,—,..,—,—
{Iyll 2| lynl” IDI
deb olsak

1

Yn

VneN - <C

ekanligini olamiz. Bu {yi} ketma-ketlikning chegaralanganligini ko‘rsatadi.
Demak, yuqorida ta’kidlaganimizga asosan {;—" — %} ketma-ketlik cheksiz
kichik ketma-ketlik va lim =2 = = bo‘ladi.

n—oo Yn

6.0°z-0°zini tekshirish savollari.
1.Cheksiz kichik va cheksiz katta ketma-ketliklarning ta’rifini keltiring.
2.Har ganday cheksiz katta ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladimi?
3.Sanogli sondagi cheksiz kichik ketma-ketliklarning yig’indisi cheksiz kichik
ketma-ketlik bo‘ladimi?
4.Yaginlashuvchi ~ va  uzoglashuvchi  ketma-ketliklarning  ko‘paytmasi
yaginlashuvchi bo‘ladimi?

7. Mustaqil yechish uchun misollar.
20.1. Quyidagi ketma-ketliklarni ta’rif yordamida cheksiz kichik ketma-ketliklar
ekanligini isbotlang.

a) x, = (_17)1“1. b) x,, = %
€) Xp = d) x, = (—1)"0,999™.
Bu har bir hol uchun quyidagi jadvalni toldiring:
€ 0,1 0,01 0,001

no(€)
20.2. Quyidagi ketma-ketliklarni ta’rif yordamida cheksiz katta ketma-ketliklar
ekanligini isbotlang.

a)x, =" b)x,=2""  ¢)x, =1lg(gn), n=2.
Bu har bir hol uchun quyidagi jadvalni to‘ldiring:

e 10 100 1000
N
_1\n 1\ (2 2 —-1)n
203.2) x, = S2 by, = S x, =B g, = ST
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ketma-ketliklarni qaysi biri cheksiz katta yoki cheksiz kichik ketma-ketlik
bo‘ladi.

20.4. x,, # 0 bo‘lsin. Agar {x,} cheksiz katta ketma-ketlik bo‘lsa, u holda {i}

Vn
cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.
20.5. Quyidagi tasdiqglar to‘g’rimi:

a) ixtiyoriy cheksiz katta ketma-ketlik chegaralanmagan bo‘ladi.

b) ixtiyoriy chegaralanmagan ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik
bo‘ladi.
20.6. {x,,} chegaralangan ketma-ketlik {y,} esa cheksiz katta ketma-ketlik {x,, +
¥n} ketma-ketlikning cheksiz katta ketma-ketlik bo‘lishini isbotlang.
20.7. Agar lim x,, = 400, lim y,, = 400 bo‘lsa, u holda Tlll_r)rgo XpYVn = +00

n—-oo n—co
bo‘lishini isbotlang.
20.8. Limitlarni hisoblang.

— — 2

1 lim 222 2 1im 222, 3 lim =2 4 lim R,

n—-oo 5n+1 n—oo 2n+1 n—oo 5n“+2n+3 n-ooo n4+1

3_ 2 2 n n

5. lim 2SS, g iy (04 7. lim ==

n-ooo 4n>+7n+5 n—-oo\ 2n<+1 n—oo 2M+5m

: 3n447 . (n2+1)?-(n?-1)* (2n+1)3—-(4n+3)°
8. 7111_{20 2n4s5n’ 9. 1111—1;1;)10 m+D*+(n-1)* '’ 10. noo (2n+1)3-(n-2)3 "’

. 1 1 1 .

1 i (5475 ) 12 MR FT-VR)
20.9. Limitlarni hisoblang.
1. lim (Vn2 + 2 — ¥n2 = 2);

n—>0o
2. 1im (o4 o+ )

n—ooo \1-:2:3 ~ 2:3:4 nn+1)(n+2)
3. lim( et - );

n—ooo \1:2:3:4 ~ 2:3:4-5 n(n+1)(n+2)(n+3
4. 1im (G+ — 4t o——);

n—oo \6 12 n“+3n+2
5. lim (i+ L4t ;)

nooo \1:4 47 (3n-2)(3n+1)

20.10. Limitlarni hisoblang.

12 +224324..n2 1-242:3+--..4n(n+1)

1. lim ; 2. lim ;
n—oo Tl3 n—oo n3
B+ 234413 a™
3. lim—; 4. lim a+ —1);
nooo n*+n3+n+1 "’ a—o 1+ am ’ ( )'
3 .
. (2n+1)+(2n-2)! . Vn2sinn! . —2) 43"
5. lim ;o 6.lim —— . 7.1lim L.
n-oo (2n+3)!-(2n+2)! n-co N+l n-ooo (—2)n+143n+1
1+a+a?+.+a™ 1 2 n-1
8.llm ———— (la| < 1, |b| < 1); 9.lim(—+—+...+—)'
n—oo 1+b+b2+.+b" (l | ! | | )' n—oo \n2 n2 n2 )’
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10. lim (1 —242-4 ('1):_1"); 11.lim (ﬁ + Z+...+M).

n—oo \n n—ooo \n3  n3 n3
12.lim CTZ + i—z Fo+ (2"7;1)2). 13.lim G+a+=+.+27).
14.lim (V2V2V2 ... "V2).

21-§. Monoton ketma-ketliklarning limiti. e soni
Reja:

1. Monoton ketma-ketliklar. Ketma-ketlikning chegaralari.
2. Monoton ketma-ketlikning limiti.
3. e soni.
4. Ichma-ich joylashgan kesmalar hagidagi Kantor teoremasi.
5. O¢‘z-o0‘zini tekshirish savollari.
6. Mustaqil yechish uchun misollar.

1. Monoton ketma-ketliklar. Ketma-ketlikning chegaralari.

Agar vn € N uchun

Xnt+1 = Xn (21.1)

bo‘lsa {x, } ketma-ketlik o‘suvchi (kamaymovchi) ketma-ketlik deyiladi.
Agar vn € N uchun
Xn+1 S Xp (21-2)
bo‘lsa, bu ketma-ketlik kamayuvchi (o°‘smovchi) ketma-ketlik deyiladi.
Agar (21.1) va (21.2) munosabatlarni mos ravishda x,,,; > x, va Xp41 < Xp
ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa, u holda {x,} ketma-ketlikning qgat’iyan
o‘suvchi va gat’iyan kamayuvchi ketma-ketlik deymiz.

O‘suvchi va kamayuvchi ketma keliklar  monoton ketma-ketliklar
deyiladi.

Qat’iyan o‘suvchi va qat’iyan kamayuvchi ketma-ketliklar qat’iyan
mononton ketma-ketliklar deyiladi.

Agar (21.1) va (21.2) tengsizliklar barcha n > n, lar uchun bajarailsa, u
holda {x,} ketma-ketlikni n, nomerdan boshlab o‘suvchi yoki kamayuvchi
deyiladi.

{ x,,} ketma-ketlikning qiymatlari to‘plamining aniq yuqori (quyi)
chegarasiga {x,,} ketlikning aniq yuqori (aniq quyi) chegarasi deyiladi va
quyidagicha belgilanadi.

sup{xn} (inf{x,}).
sup{x,} va inf{x,} ni logik simvollar orgali quyidagicha yozish mumkin:
{C =inflx,}} @ {(VvneN ->x,>C)n (Ve >0 IngeN - x,,, < C+¢)}, (21.3)
{M = sup{x,)}} © {(VneN - x, < M) n (Ve >0, IngeN > x,, > M —¢)}. (21.4)
2. Monoton ketma-ketlikning limiti.
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21.1-teorema. Agar {x,} ketma-ketlik o‘suvchi bo‘lib, yugoridan
chegaralangan bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlikning limiti mavjud va
lim x,, = sup{x,}
n—>oo

munosabat o‘rinli bo*ladi.

Isbot. Teorema shartiga ko‘ra Vn € N, x,, < x,,.1 munosabat bajariladi va
bu ketma-ketlikning anig yugori chegarasi mavjud. sup{x,} = M bo‘lsin. (21.4)
munosabatdan va ketma-ketlikning o‘suvchiligidan ve > 0,3n,, Vn > ny, -
X, > M — € bo‘ladi. Ikkinchi tomondan vn € N, x, < M tengsizlik o‘rinli.

Bu mulohazalar, agar {x,} ketma-ketlikning o‘suvchiligini hisobga olsak

Ve > 0, dng €N, Vn>nyg->M—-—e<x, <M
munosabatning bajarilishini bildiradi. Bu esa limit ta’rifiga ko‘ra
lim x,, = M = sup{x,}

n-o0
ekanligini bildiradi.
21.2-teorema. Agar {x,} kamayuvchi bo‘lib, quyidan chegaralangan
bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlikning limiti mavjud va
1111_r)r010 X, = inf{x,}
munosabat o‘rinli bo‘ladi.
Bu teorema yuqoridagi 21.1-teoremaga o‘xshash isbotlanadi.

3.esoni. lim (1 + —)" = e limit o‘rinlidir.

n—-oo

Umumiy hadi
= (1 + —1) 21.5
= (21.5)

bo‘lgan {x,,} ketma-ketlikni garaymiz. Bu ketma-ketlikning o‘suvchi va

yugoridan chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz.
Nyuton binomi formulasiga ko‘ra
1

X =14+ Chod CEo+ CE o+ Ch o

bu yerda Ck = 20D 2 (e 1) k=17, 2= 1. x, ni quyidagicha yozib
olamiz:
1 k-1
o= 14 B (1-3) (1-5) - (1-55). (21.6)
u holda x,,; quyidagicha yoziladi:
— n+1l(, 1 2 k-1
1 = 1+ Xk k! (1 n+1) (1 n+1) (1 n+1) ' (21.7)

(21.6) va (21.7) dagi hamma qgo‘shiluvchilar musbat, hamda (21.6) dagi hamma
go‘shiluvchilar (21.7) dagi mos qo‘shiluvchilardan kichik, chunki
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1—— < 1-—; k=1n-1. (21.7) ning go‘shiluvchilari soni (21.6) ning

n+1
go shlluvchllarl sonidan bitta ortig. Shuning uchun barcha n € N lar uchun

Xn+1 > Xn bo‘ladi, ya’ni {x,} qat’iy o‘suvchi ketma-ketlik. Undan tashqari
0<1-2<1,(m=Tn—1) bolganligi uchun (21 6) danx, <1+ 27,321%
bo‘lishi kelib chigadi. Barcha k € N larda
geometrik progressiyaning yig’indisi formulasidan foydalamb

uchun,

1 1-= 1 1
Xn<1+zzk_1=1+1 1=1+2(1—%_3—2 1
=1 2

n
bo‘lishini  topamiz. Demak, xn=(1+%) <3 bo‘ladi, ya’ni {x,}

chegaralangan ketma-ketlik ekan. 21.1-teorema bo‘yicha {x,,} ketma-ketlikning
limiti mavjud bo‘ladi. Bu limitni e harfi orgali belgilaymiz, Shunday qilib,
lim (1 + —)" = e. e soni irratsional son bo‘lib taxminan e = 2,718281828459.

n—oo

4.1chma-ich joylashgan kesmalar haqidagi Kantor teoremasi.
Bizga A= [aq, b1], A= [ay, by], ..., A= [ay, by, ], kesmalar ketma-ketligi
berilgan bo‘lsin.
Agar bu kesmalar ketma-ketligi quyidagi shartlarni ganoatlantirsa bu
ketma-ketlikka ichma-ich joylashgan kesmalar ketma-ketligi deyiladi.
a)A ;D A,D...DA,D.. (21.8)
ya’ni har bir segment o‘zidan oldingi segmentda saglansa
{‘v’n EN - An+1C An}
b) A,, kesmaning uzunligi n — oo da nolga intilsin, ya’ni
rlll_l;lgo(bn —ay) =0 (21.9)

bo‘lsa. (21.8) shart
a<a,<a3<...<a, <...<bp;1<b, <...<b, < by (21.10)
shartga ekvivalent.
21.3-teorema. (Kantor teoremasi). Agar {A,} kesmalar ketma-ketligi
(21.8) va (21.9) shartlarni ganoatlantirsa, u holda shu kesmalarning barchasiga
garashli bo‘lgan yagona nuqta mavjuddir.
Isbot. a) Mavjudligi: {A,,} kesmalar ketma-ketligi teorema shartiga ko‘ra
(21.10) shartni gamoatlantiradi. Bu shartdan
vneN - a, < b, (21.11)
shartning bajarilishi kelib chigadi.
Sonli to‘plamlarining aniq quyi va aniq yuqori chegarasining mavjudligi
hagidagi teoremaga ko‘ra (21.11) shart bajarilganda sup{a,} va inf{b,}
mavjudligi  va a, < sup{a,} < inf{b,,} < b,, ekanligi kelib chigadi. Agar
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sup{a,} = c deb olsak vn,vym € N - a, < c < b,, munosabatni olamiz.
Bu munosabat esa {A,} segmentlar ketma-ketligining barchasiga qarashli
bo‘lgan nuqgtaning mavjudligi kelib chigadi. Endi ¢ nugtaning yagonaligini
ko‘rsatamiz.
b) Yagonaligi:{ A, } segmentlar ketma-ketligini barchasiga garashli bo‘lgan ¢ va
c! nugtalar mavjud bo‘lib ¢ # ¢! bo‘lsin deb faraz gilaylik. Bu holda ¢ < ¢?
yoki ¢! < ¢ bo‘lishi mumkin. Faraz gilaylik ¢ < ¢! bo‘lsin. Bu nugtalarning
ikkalasi ham {A,} kesmalar ketma-ketligiga qgarashli bo‘lganligi uchun a, <
c<ct<b, tengsizlik bajariladi. Bu tengsizlikdan va cl—c>0
bo‘lganligidan.
b,—a,=>ct—c>0

ekanligini olamiz.

Demak, vn € N —» b,, — a,, > 0 ekan, bundan esa Tlli_r&(b" —ay)=a>

0 ekanligi kelib chigadi. Buyerda a = ¢! —c.

Bu esa (21.9) shartga gqarama-garshi. Bu garama-qgarshilik farazimizning
noto‘g’ri ekanligini ko‘rsatadi. Demak, ¢ = c! bo‘lar ekan .

21.1-mashq. Agar (21.8) va (21.9) shartlar bajarilganda {a,} va {b,}
ketma-ketliklar ~ yaginlashuvchi bo“lib lima, =limb,=c, c¢=

n—oo n—-oo
supf{a, } = inf{b,,} ekanligini ko‘rsating.

5. O¢z-o¢zini tekshirish savollari.
1. supx,, vainf{y,} larning tariflarini keltiring.

2. esonini x, = (1+ %)" ketma-ketlikning limiti ekanligini isbotlang.
6. Mustagil yechish uchun misollar.

21.1. Monoton ketma-ketliklarning limiti hagidagi teoremadan
foydalanib quyidagi ketma-ketliklarni yaginlashuvchilikka tekshiring.

1.x, =po + %+... +2 (n=12.); p; (i=012,..)lar p, danboshlab

0™
9 dan oshmaydigan nomanfiy butun sonlar.
10 11 n+9
2. Xy = —"—"..." ;
1 3 2n-1

= (290 o)
4.xn=(1+%)(1+i)...(1 +Zin);

5. X1 =V2, X, =V2+V2, .., x, :\/2+ 2+ +v2,....
21.2. Limitlarni hisoblang.

_ (n+1)" _ (10n-3)" _ (2n+3\™
lim —— lim ] n—-1\" lim
1. m=(n-1) . 2. ™=10n-1) . 3. lim (—) . 4. 2n+1) .
. n-+ n+1
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i 6n—7)"" _(n=1)" _( 3n?-sn "
im lim| —= lim ——————
5. n—x 6N+ 4 . 6. oo\ n+1) . 7. ™=(3n°-5n+7) .

2

i 512301 ! (N3 .
8. i 5n2+3n+3) . 9. nmnst) . 10.lim (”—*3) .

n—+ \n+1
21.3.Toping:
sup{(-D" ==}, inf{(-D" =2, sup{(-n" o, inf{(-1)" 2},

21.4. Har ganday yugoridan (quyidan) chegaralangan ketma-ketlik
yaginlashuvchi bo‘ladimi? Misollar keltiring.

21.5. Agar (21.8) va (21.9) shartlar bajarilganda {a,} va {b,} ketma-
ketliklar yaginlashuvchi bo‘lib, lim a,, = lim b, =c¢, ¢ = sup{a,}=

n—oo n—oo

inf{b,,} ekanligini ko‘rsating.

22-§. Qismiy ketma-ketliklar va gismiy limitlar. Koshi kriteriyasi
Reja:
1. Qismiy ketma-ketliklar va gismiy limitlar.
2. Chegaralangan ketma-ketlikning gismiy limitining mavjudligi.
3. Koshi kriteriyasi.
4. O°z-o‘zini tekshirish savollari.
5. Mustaqil yechish uchun misollar.

1. Qismiy ketma-ketliklar va gismiy limitlar. Bizga {x,} ketma-ketlik
berilgan bo‘lsin. Qat’iyan o°‘suvchi {n,} natural sonlar ketma-ketligini
garaymiz: ny <n, <nz < ..<n; < ...

{x,} ketma-ketlikdan n,,n,, ns, ..., ny, ... nomerli hadlarini ajratib olib
tuzilgan ketma-ketlikka {x,} ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligi deyiladi va
{xn,} kabi belgilanadi.

{xn, } qismiy ketma-ketlik {x,,} ketma-ketlikning hadlaridan shu ketma-
ketlik hadlarining tartibida olib tuzilgandir.

{xn,} yozuvda k soni x,_,x,,, Xp,, ..., Xn,, .. kema-ketlik hadlari tartib
nomerini bildiradi. n, esa shu x, hadning {x,} ketma-ketlikdagi nomerini
bildiradi. Shuning uchun hamma vaqt n;, > k bo‘ladi va k = o0 ga n; - o
bo‘ladi.

Endi qismiy limit ta’rifini bermiz

22.1-ta’rif.  {x,} ketma-ketlikning {x, } qismiy ketma-ketligini
garaylik. Bu qismiy ketma-ketlik uchun chekli yoki cheksiz lli_r&xnk =a

mavjud bo‘lsin. Bu holda a ga {x,} ketma-ketlikning qismiy limiti deyiladi.
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Masalan, {x,} = {(—1)" ketma-ketlikning -1 va 1 qismiy limitlari
bo‘ladi.

Agar {x,} chegaralangan ketma-ketlik, L esa uning barcha qismiy
limitlari to‘plami bo‘lsin. U holda supL ga {x,} ketma-ketlikning yugori limiti
deyiladi va 1111—>_r1<;10xn belgilanadi.

infL ga {x,} ketma-ketlikning quyi limiti deyiladi va lim x, kabi

n—>0o
belgilanadi. Masalan, 1,2,3,1,2,3,1,2,3,1,2,3,... ketma-ketlik uchun quyidagi
munosabatlar O‘rinli {x3k+2} = 1, Illm X3k+2 = 1, {X3k_1} = 2, Illm X3k+1 =

2,{x3} =3, llim X3 = 3.
Demak, bu ketma-ketlik uchun lm x,, =3 bo‘lsa, Im x, = 1 bo‘lar

n—-oo n—»oo

ekan. {x,} = {
limitlari bo‘ladi.

2.Chegaralangan ketma-ketlikning gismiy limitining mavjudligi.

22.1-teorema (Bolsano-Veyershtrass). Har ganday chegaralangan
ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin.

Isbot. {x,,} chegaralangan ketma-ketlik bo‘Isin. U holda

Ja,3b,Vn € N - x,, € [a, b].

A= [a, b] kesmani d -nuqta yordamida teng ikkiga bo‘lamiz. [a,d] va [d, b]
kesmalarning agalli birontasida {x,} ketma-ketlikning cheksiz ko‘p elementlari
yotadi. Agar ikkala kesamada ham cheksiz ko‘p element yotsa u holda o‘ng
tomondagi kesmani olamiz. (Bundan keyin ham ikkala kesmada ham cheksiz
ko‘p element yotsa o°‘ng tomondagisini olamiz). Ketma-ketlikning cheksiz ko‘p
elementi yotgan kesmani A;= [a4,b;] deb belgilaymiz. Ko‘rinib turibdiki

(a+b)+(—1)"(b-a)
2

} ketma-ketlik uchun a va b sonlari gismiy

A, kesmaning uzunligi b; —a; = ? ga teng. A, kesmani yana teng ikkiga
bo‘lamiz, hosil bo‘lgan 2 ta kesmalardan {x,,} ketma-ketlikning cheksiz ko‘p
elementi saglanganini A, orgali belgilaymiz. A,=[a,, b,] kesmaning uzunligi

b—a
b, —a, = —z 9a teng.
Bu prossesni davom ettirib {A,} kesmalar ketma-ketligini olamiz. Bu
kesmalar ketma-ketligi quyidagi shartlarni ganoatlantiradi.

1. A;D A,D A3D - DA,D ..,
2. bn—an:%ﬁO,nﬁm

Demak, {A,} kesmalar ketligi ichma-ich joylashgan kesmalar ketma-
ketligi bo‘lar ekan va Kantor teoremasiga ko‘ra shu kesmalarning barchasiga
garashli bo‘lgan yagona c nugta mavjud,

dc,Vn €N - c € A,,. (22.1)
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Endi {x,} ketma-ketlikning c¢ nugtaga intiluvchi {x,,} gismiy ketma-
ketligi mavjudligini ko‘rsatamiz. Ya’ni
lim x,, =c (22.2)

k— oo

bo‘lishini ko‘rsatamiz. A; kesma {x,}  ketma-ketlikning cheksiz ko‘p
elementlarini o‘zida saglagani uchun 3n; € N,x,, € A;, A, kesma ham {x,}
ketma-ketlikning cheksiz ko‘p elementlarini saglagani uchun 3In, €N, n, >
Ny, Xn, € Ay

Umuman bu jarayonni davom ettirib, A, kesma ham {x,} ketma-
ketlikning cheksiz ko‘p elementini o‘zida saglagani uchun

Ing €N :xy, EA VAN >N g > ... >ny
bo‘ladi.

Demak, bu prossesni davom ettirib {x, } gismiy ketma-ketlikka ega
bo‘ldik, gaysikim bu kema-ketlik quyidagi shartni ganoatlantiradi.

Vk € N,ay < x,, < by (22.3)
(22.1) va (22.3) dan Vk da x,, element bilan ¢ nugta orasidagi masofa A
kesmaning uzunligidan oshmasligi kelib chigadi, ya’'ni
[y, — | <=2 (22.4)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. {%} ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlikdir.
Shuning uchun (22.4) dan
Ve > 0,3n,, Vk >ny - |xnk —c| <¢g
tengsizlik kelib chigadi. Bu esa Ill_r)go Xn, = ¢ ekanligini bildiradi.

Demak, har ganday chegaralangan ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi
gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin ekan. Teorema isbot bo’ldi.

3.Koshi kriteriyasi. Bizga {x, } ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Agar bu
ketma-ketlik

Ve > 0,3Iny, Vn > ny,Vm > ng = |x, — x| < ¢ (22.5)
shartlni ganoatlantirsa, bu ketma-ketlik Koshi shartini ganoatlantiradi yoki
fundamental ketma-ketlik deyiladi.

Osonlik bilan ko‘rish mumkinki (22.5) shart quyidagi shartga ekvivalent.

Ve >0, dny, Vn>n, Vp€EN - |xn+p — xn| <e (22.6)
22.2-teorema (Koshi kriteriyasi). {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi
bo*lishi uchun uning fundamental ketma-ketlik bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. {x,,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘Isin. U holda
Jda,Ve >0, Ing,Yn>ny =[x, —al <e Vm >ny - |x,, —al < € (22.7)
munosabat bajariladi hamda

|, — x| = |lx, —a+a—x,| <l|x,—al+|x, —al (22.8)
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tengsizlik o‘rinli. (22.7) va (22.8) dan
Ve >0, dnyg, Vn>ny, VYm>ng - |x, — x| < 2¢
ekanligi kelib chigadi.

Bundan esa {x,} ketma-ketlik uchun (22.6) shartning bajarilishi kelib
chigadi, ya’ni fundamental ekan. Zarurligi isbot bo‘ldi.

Yetarliligi. (22.6) shartning yetarliligini isbotlashdan oldin quyidagi
lemmani isbotlaymiz.

22.1-lemma. Har ganday fundamental ketma-ketlik chegaralangandir.

Isbot. {x,,} fundamental ketma-ketlik bo‘lIsin, ya’ni
Ve>0, 3an, Vn=n, Vm=n, - |x, —x,| <e
bo‘lsin.

Bu munosabatda & =1 deb olib m=n, bo‘lganda ham bajarilishini
hisobga olsak

|xn—xng| <1, xp,—1<x,<x,,+1
tengsizliklarning bajarilishi  kelib chigadi. Bu esa {x,} ketma-ketlikning
chegaralangan ekanligini ko‘rsatadi.

Endi  Koshi shartlarining yetraliligini isbotlaymiz. {x,,} fundamental
ketma-ketlik bo‘lsin, ya’ni

Ve >0, dn,, Yn=>n,, Vm =>n; = |x, — x| < g (22.9)
tengsizlik bajarilsin.

Yuqoridagi lemmaga asosan {x,} ketma-ketlik cegaralangan ketma-ketlik
bo‘ladi. Demak, Bolsano-Veyshtrass teoremasiga asosan yaginlashuvchi {x,, }
gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Bu gismiy ketma-ketlikning limiti a
bo‘lsin, ya’ni

lim x,, = a. (22.10)

k— o0

(22.10) shartni kvantorlar orgali yozsak
Ve >0, 3k, Vk >k, > |x,, —a| < § (22.11)

Agar biz N, = max{n,, k.} olsak,n = N, lar uchun (22.9) va (22.11)

dan quyidagi munosabatni olamiz.

£ ¢
I, —al = |y — xn, +xn, — a| < |xp, — x| + |xn, — a <gts=¢

((22.9)-munosabat m = n, bo‘lganda ham bajarilishi hisobga olindi).
Bu esa limit ta’rifiga ko‘ra lim x,, = a ekanlgini bildiradi.

n—oo

22.1-misol. x, =1+ % +§+ +% formula bilan beriluvchi {x,}

ketma-ketlikning  yaginlashuvchanlikka Koshi  kriteriyasidan  foydalanib
tekshiring.
Dastlab biz Koshi shartining inkorini yozib olamiz:
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dey > 0,Vn € N,3Iny >n,Amy > n - |xn0 —m| = &.
Qaralayotgan misol uchun Koshi shartining inkori bajarilishini ko‘rsatamiz.
Keyin

1 1 1
—14+24=4 ... e — —
%, — X, |+2+3+ Pt o
(1+1+1+ +1)‘
2 3 ------ m -_
| 1 N 1 N +1‘> 1 1
m+1 m+2 " T oml T M am T 2

tengsizlikni olamiz. g, = % deb olsak vn' € N olmaylik va vm >n' da va
n=2m ga teng bo‘lganda |x,, — x,,,| = % bo‘lar ekan.

Demak, bu ketma-ketlik uchun Koshi sharti bajarilmayapti. Bundan esa
bu ketma-ketlikning uzoglashuvchi ekanligi kelib chigadi.

4. O‘z-o°zini tekshirish savollari.
1.Qismiy ketma-ketlik va qismiy limit ta’rifini keltiring.
2.Ketma-ketlikning yuqori va quyi limiti ta’rifini bering.
3.Chegaralanmagan ketma-ketlik chekli gismiy limitga ega bo‘lishi mumkinmi?
4.Qismiy limitlari cheksiz ko‘p bo‘lgan ketma-ketlikka misol keltiring
5.Qismiy limitlari to‘plami barcha hagigiy sonlardan iborat bo‘lgan ketma-
ketlikka misol keltiring.

5. Mustaqil yechish uchun misollar.
22.1.  Quyidagi  ketma-ketliklarni ~ Koshi  kriteriyasidan  foydalanib
yaginlashuvchilikka tekshiring.
1.x,=ay+a;q+-+a,q" buyerda|ay| <M (k=0,1,..)valq| <1;

sinl sin2 sinn
2.3y =+t ot

cos1! cos2! cosn!
3.x, = + + .. ;

1-2 2-3 n(n+1)

1 1 1
4.xn=1+2—2+3—2+ +F

Ko‘rsatma: % < ﬁ —% (n = 2,3, ...) tengsizlikdan foydalaning.
22.2. Quyidagi ketma-ketliklarning eng katta hadini toping.

_n*. _ An 100"
l'x"_zn’ 2'x"_100+n’ 3.2 = nl

22.3. Quyidagi ketma-ketliklarning eng kichik hadini toping.

1.x, =n?>—-9n—100; 2.x, :n+%.

22.4. Quyidagi ketma-ketliklar uchun infx,, supx,, lim x,, Iim x, larni
n-oo n—-oo

toping.
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_q_1, _ ot D" _ (_1yn-1 3).
Lxy=1-7; 2xy=—>+=2;  3x,=(-D"1(2+3);
n(n-1)
4 xp=14—"—cos—; 5.x, =1+ 2(-1)™1+3(-1) z ;
_ n-—1 Znn_ _ (_1)n. A\,
6. x = — cos—; 7., =n ; 8.x, = (—1)"n;
— . N — _ —1\n). __1
9.x, =1+ nsin . 10. x, = —n(2 + (-1)"); 11. x,, = i

111 bobni takrorlash uchun test savollari

1. Agar har ganday M son berilganda ham shunday n, € N son topilsaki, n>n,

lar uchun quyidagi shart bajarilsa {x,} ketma-ketlikning limiti +« deb ataladi?
a) x,=M b)yx,>M ¢)x, <M d)x, <M

2. Nugtalar o‘rniga quyiladigan to‘g’ri javobni belgilang. Teorema. Ikkita {x,}
va {y,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Agar 1) {x,} o‘suvchi, {y,}
kamayuvchi, 2) vne Nuchun x, <vy,, 3) !Lrg(yn ~x,)=0 bo‘lsa, {x,} va
{y.} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi va ... o‘rinli bo‘ladi.

a) limx, =limy_ b) limx, >limy, C) limx >limy  d) limx <limy,
n— N—o0 n—o0o n—o0 n—o0 n—o0 n—o0 n—o0

3. Nugtalar o‘rniga qo’yiladigan to‘g’ri javobni belgilang. Iing(lL)_1 =...
X—> X
1
a) ¢ b) ” C) ~a d) lga
_3n’+n-1

4.

X, > ketma-ketlikning limitini toping.

a) 1 b)g 0)-1  d)o

5. Ketma-ketlikning gismiy limitlarini toping.
3,3,3+1, 1 3+E,l,3+1,
2 23 3 4 4
a) 2,0 b)2,1 ¢)2,5 d)3,0
6. Ketma-ketlikning gismiy limitlarini toping:
L@ e-3)
" 2
aa;-3 b)-3;a c)-a;a d) a3
7. Ketma-ketlikning yuqori va quyi limitlarini toping:
22 ey
2
a)l5 0 Db)15; 15 )15 25 d)1,5 05

1
-
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8. Yagona chekli gismiy limitga ega bo‘lgan ketma-ketlikni yaginlashuvchi deb
ayta olamizmi?
a)Ha b) Yo‘'q c) Bunday ketma-ketlik mavjud emas
d) Bunday ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladi
9. Ketma-ketlikning gismiy limitlari to‘plami sanogsiz bo‘lishi mumkinmi
a) Yo‘q
b) Ha
¢) Bunday ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladi
d) Bunday ketma-ketlik mavjud emas
10. Chegaralanmagan ketma-ketlik chekli qgismiy limitga ega bo‘lishi
mumkinmi?
a) Yo‘q b)Ha
¢) Bunday ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladi
d) Bunday ketma-ketlik mavjud emas

11.x, = ¢ 1y %1 ketma-ketlik uchun supx,, infx,, lim x,, lim x, lami

n—oo n—oo
toping.
) 15 -2 1: -1 b) 1,5; -2; 2; -1
c) 15; -2; -2; -1 d)15; -2; 1; -2
2
12. Iimw ni hisoblang.
now 2N
1 1
al b)2 C) > d 5
3 2
13, ljm 100" +1 hisoblang.

= 100n° +15n
a) 100 b)3 c) 0,01 d) 1

1+1+1+ +i
: 2 4 2" i
14, lim T 1 N hisoblang.
I+ —+—+..+—
3 9 3"
3 4 4 3
a) " b) 3 C) 3 d) -2
15. 1im (2O i hisoblang.
o= (n+3)

a2 b0 o4 d)-4
16. lim(yn+1-+n) limitni hisoblang.

al b3 o0 d-1

17. lim2—

e 20 41

limitni hisoblang.
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a)l by2 ¢)0 d)-2
4 4
18. Hisoblang: Iimm;
o (n+1)* +(n-1)"
a)05 b)l1 1¢)-05 d)o
19. Qaysi n nomerdan boshlab x, = 32 ketma-ketlikning hadlari |x,| < 0,1
n

tengsizlikni ganoatlantiradi?
a) 10 b) 5 c)100 d)9
20. Qaysi n nomerdan boshlab x_ = 1 ketma-ketlikning hadlari O ning 0,1-
n

atrofiga tegishli boladi?
a)l b) 10 c) 11 d) 9

21. {x,} ketma-ketlikning hadlari vn € N,aM > 0: |x,| < M shartni
ganoatlantirsa, u ganday nomlanadi?
a) chegaralangan  b) cheksiz katta c¢) cheksiz kichik d)
yaginlashuvchi

22. {x, } ketma-ketlikning barcha hadlari vn eN, x, <x,,, shartni gqanoatlantirsa,

n

u ganday nomlanadi?
a) o'suvchi b) o'smaydigan c) chegaralangan d) kamayuvchi
23. Chekli limitga ega ketma-ketlik ganday nomlanadi?
a) yaginlashuvchi b) chekli ketma-ketlik c) chegaralangan d) cheksiz
Kichik
24. {x, } ketma-ketlikning a soniga intilishining Ve > 0,3N:vn > N,
|x, —a| < & kabi ta’rifi ganday nomlanadi?
a) “&—N 7 tildagi b) intuitiv c) atrof tushunchasi d) induktiv
25. Quyidagi ketma-ketliklardan gaysi biri chegaralangan?
a) sin% b) " -n )N d)In(nh+

26. Quyidagi ketma-ketliklardan gaysi biri monoton?
a) " b) cosn ¢) (=)' W d) ol
n

n+1
27. Quyidagi ketma-ketliklardan gaysi biri yaginlashuvchi?
a) n-1 b2 c) arctgn d) (-1" -n
28. Quyidagi ketma-ketliklardan gaysi biri uzoglashuvchi?
a) cosn?ﬂ b) A c)2".-yn d) ol

n+1 Inn

29. {x,} = N ketma-ketlik chegaralanganmi?
n+1

a) 1 b) chegaralangan c) chegaralanmagan d) 1
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30.

31.

32.

33. x

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Berilgan {n 1, {%},{ﬁ},{sin n},{sin2nz} ketma-ketliklardan nechtasi -

yaqinlashuvchi?

a) 3 b) 2 c) 4 d)5
{x,} =10,2,0,30,4,0,...ketma-ketlik uchun quyidagi tasdiglardan qgaysi bir
to'g ri?

a) uzoglashuvchi b) monoton c) chegaralangan d) yaginlashuvchi
x, =+n?+2—n? -2 ketma-ketlik uchun quyidagi tasdiglardan qaysi bir

to'g ri?
a) yaqginlashuvchi b) cheksiz kichik c) cheksiz kata d) chegaralanmagan
)= 3‘2 :1 1ketma ketlik uchun quyidagi tasdiglardan gaysi bir to'g'ri?

a) yaqginlashuvchi  b) cheksiz kichik ) cheksiz katta d)
chegaralanmagan

o
Limitni hisoblang: fim 32"~ ¢0sn

n>e o Inn +n?
a05 b2 <)o dO
(1+2n)® -8n°®

_ .y - ||
Limitni hisoblang: %(1+2n) + 4n2

a0 bl o« d15

Limitni hisoblang: fim 21+ (20 +2)!
ioe (20 + 3)!

a) 1 B)05 ) w  d)O0

3 _ 5/ 7
Limitni hisoblang: lim Yn° -1+3n" +3

e n®+nd+2-n

a)l b) « c) 0 d) 2
3n
Limitni hisoblang: |im(1+ L )
N> 4n +1
3
a)e’ bye ¢ o d2

Ketma-ketliklardan gaysi biri chegaralangan bo‘ladi.

a) Xp=sinn  b) x, =(-1)"-n c)x,=n? d) x, _n+$

Nugtalar o‘rniga yetishmayotgan (tushirib qoldirilgan) so‘zlarni go’ying.

Agar ketma-ketlik ... bo‘lsa ... bo‘ladi.
a) yaginlashuvchi, chegaralangan
b) chegaralangan, limitga ega
¢) monoton, chegaralangan
d) monoton, chegaralanmagan
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w

(o]

o

. Agar limx, =a, limy, =a bo‘lib, biror nomerdan boshlab x,<z,<yn tengsizlik

o‘rinli bo‘lsa, u holda ... bo‘ladi.
a) limz,=a b) limz <a c¢) limz,>a d) limz,=0

n— n—o n—o

. Ixtiyoriy ... ketma-ketlikdan ... qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin.
a) chegaralangan, yaginlashuvchi
b) yaginlashuvchi, chegaralanmagan
¢) monoton, yaginlashuvchi
d) uzoglashuvchi, yaginlashuvchi

|im[n_+l)n
. n>=\_ n—1) limitni hisoblang.
a)e3 bye ? c)e® d) e*

. Quyidag ketma-ketliklardan qgaysi biri uzoglashuvchi?

nx n . ﬂ
a) cos? b)n+1 c) 2" - d) Inn
- (6n_7)3n+2
lim
. oo Bn+4 limitni hisoblang.

™ me> ¢ e*® ge®s

. (n—ljnz
lim| —=
AN +1) Jimitni hisoblang.
a) 2 b) 1 C) 0 d) 3

- (n+3jn+4
lim ——
oo\ N+ 5 limitni hisoblang.
) -1 -3
)€ be oe de

) 3n? -5n
lim ————
. o 3n° -5n+7

a-1 b1 ¢

. (n_loj3n+1
lim
el N4l limitni hisoblang.

) e—3/ 11 b) e—3/ 8 C) e—2/ 11 d) e—4/ 11

4

j limitni hisoblang.
T oge?

a

4

lim

n—o 2

)
: limitni hisoblang.
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o1.

52,

53.

54,

[
95.

56.

S7.

58.

59.

60.

-1 -15 -2

a0 DE ) © 9 °
wwr
N0 2 imitni hi
N°+3+3) Jimitni hisoblang.
415 -3/11 4711 Bl
2@ b) & c) © d) ©
n3 +1 2n-n?

Iim( j

n—o n3 -1 imitni hi
limitni hisoblang.

a) 3 b) 2 c)l 4)0

_ [1On—3J5n

lim
nso\ 10n -1 limitni hiSObIang-

2€" pe’  ge’ ge?

, (n+3jn2

lim| —
ol N +1 limitni hisoblang.

a) 2 b)1 c)0 93

, (mj

">\N+2)  [imitni hisoblang.
2 -1 -
) e b) € c) € d)e

- (Zn_ljnﬂ

lim
n—w\ 2n+1 ||m|tn| hlSObIang

5 e’ ge’  de
Qism limitlari 1,2,3,4 sonlari bo‘lgan ketma ketlikka misol quring

a) 1,2,3,4,1,2,3,4, ... b) 1,2,3,1,2,3,1,2,3, ....

&) (=1)" (1+(;1)n) d) (3+(—1)n)

2
Ketma-ketlik chegaralanmagan deyiladi, agarda

a)VM €R Ing EN,»> x,, >M Db)IMER INGEN, > x, > M

C)IM ER IneEN,»x, > M dVMER IneN,-» x, <M
Agar lim,,_, x, = a,lim,,_ ¥, = a, bo‘lsa, u holda

XU Y1 X2, Y2y eer e X Yno

ketma-ketlikning limiti hagida nima deyish mumkun?

a) limitga ega emas b) a c)2taqismiy limitgaega d) cheksiz

ko‘p gismiy limitga ega
Agar lim,,_,, x,, = a, bo‘lsa u holda {|x,, |} ketma- ketlik limiti hagida nima

deyish mumkun?
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a) limitga ega emas b) |a] b) 2 ta gismiy limitga ega
d) cheksiz ko‘p gismiy limitga ega

61. Agar lim,,_,, x,, = a, bo‘lsa, u holda {x,,; — x,,} ketma-ketlik limiti hagida
nima deyish mumkin?
a) 2 ta gismiy limintga ega b) limitgaegaemas ¢)0  d) cheksiz
ko‘p gismiy limitga ega

n+1

62. {T’n € N} to‘plamning aniq quyi chegarasini toping.
a) 2 b) 0 0) 1 d) -

63. x,, = (—1)"Sinn7n bo‘lsa supx, va lim,_ x, nitoping

a) 1,1 b) —1,1,% 0)1,—1 V; d) -1, 1,?

64. Qaysi n nomerdan boshlab x, = n% ketma-ketlikning hadlari|x,| < 0,1

tengsizlikni ganoatlantiradi?
a) 10 b) 15 c) 100 d) 25

65. Qaysi n nomerdan boshlabx, = nlketma—ketlikning hadlari 0 ning 0,1-

atrofiga tegishli boladi?
a) 11 b) 10 c)l d)9
66. {x,} ketma-ketlikning barcha hadlarivn e N, x, <x,,, shartni ganoatlantirsa,
u ganday nomlanadi?
a) o suvchi b) kamayuvchi  c¢) o'smaydigan  d) chegaralangan
67. {x,} ketma-ketlikning hadlarivn e N, 3M > 0: |x,| <M shartni ganoatlantirsa,
u ganday nomlanadi?
a) chegaralangan b) yaginlashuvchi  c) cheksiz kichik
d) chegaralanmagan
68. {x,} ketma-ketlikning a soniga intilishining Ve > 0,3N,vn = N, x,, €
U.(a) kabi ta’rifi ganday nomlanadi?
a) “e—N "tildagi  b) intuitiv c¢) atrof tushunchasi yordamidagi d)

induktiv
69. Quyidagi ketma-ketliklardan gaysi biri chegaralangan?
a) sin% b) (-2)" -n C) ntY d) In(n +1)
70. Quyidagi ketma-ketliklardan gaysi biri monoton?
a) N b) COSN  ©) (~1)" - A dy &Y
n+1 n
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IV BOB. FUNKSIYANING LIMITI

23-§. Funksiya limiti tushunchasi
Reja:
1. Atrof tushunchasi.
2. Funksiya limitining Koshi va Geyne ta’riflari.
3. To*plam bo*‘yicha limit tushunchasi.
4. Limitlarning tiplari.
5. O¢‘z-o¢zini tekshirish savollari.
6. Mustagil yechish uchun misollar.
1. Atrof tushunchasi. Funksiya limitiga ta’rif berishdan oldin, biz

nuqtaning § atrofi tushunchasini keltirib o‘tamiz.

a nugtaning & atrofi deb, uzunligi 28 ga va markazi a nugtada bo‘lgan
intervalga aytilar edi va Ug(a) kabi belgilanar edi, ya’ni
U(g(a)={x:xe (a—6,a+d6)={xia—-6<x< a+6}}.

Agar shu intervaldan a nuqgtani chigarib tashlasak, hosil bo‘lgan
to‘plamga a nugtaning o‘yilgan (teshik) & atrofi deyiladi va Ugs(a) shaklida
belgilanadi.

Us(a) ={x:|x—a| <8,x#a}={x:0<|x—a| <8}

2. Funksiya limitining Koshi va Geyne ta’riflari.

Funksiya limitining Koshi ta’rifi.

23.1-ta’rif. f funksiya a nugtaning biror atrofida aniglangan bo‘lsin. (a
nugtaning o‘zida aniglanmagan bo‘lishi ham mumkin). Agar Ve > 0 soni uchun
36 > 0 soni topilsaki |x — a| < §,x # a munosabatni ganoatlantiruvchi x lar
uchun [f(x) — A] < e tengsizlik bajarilsa, u holda A soniga f funksiyaning x =
a nuqtadagi limiti deyiladi va A = Jlci_r)réf(x); ba’zan x > adaf(x) - A
kabi belgilanadi. Bu ta’rif logik simvollar orgali quyidagicha yoziladi:

{)lci_r)rcllf(x) =A} &S Ve>0, 36§>0,0<|x—al <6, VxeD()

- |f(x) — Al <&}
Yoki atrof tushunchasidan foydalanib quyidagicha yozamiz:
{im f(x) =A} & Ve >0, 36>0,vx€ Us(a) = f(x) € U.(A).

Funksiya limitining Geyne ta’rifi.
23.2-ta’rif. Agar f funksiya a nuqgtaning biror o‘yilgan atrofida
aniqlangan, ya’ni 36, 050 (a) to‘plamda aniglangan bo‘lib, hadlari
X, € IOJ(SO (a)
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bo‘lgan va a ga intiluvchi ixtiyoriy {x,} ketma-ketlik olmaylik, unga mos
funksiyaning qiymatlaridan tuzilgan {f(x,)} ketma-ketlik A soniga intilsa, A

soniga  f  funksiyaning x =a nuqgtadagi limiti  deyiladi va
lim f(x) = A kabi belgilanadi.
X—a

Limitning ikki ta’rifining ekvivalentligini ko‘rsatamiz.
23.1-teorema. Funksiya limitining Koshi va Geyne ta’riflari
ekvivalentdir.
Isbot. Funksiya limitining Koshi ta’rifida ham Geyne ta’rifida ham,
funksiyani a nugtaning biror o‘yilgan atrofida aniqlangan deb olgan edik, ya’ni
36, U5, (@) < D(f).
a) A soni f funksiyaning a nuqtadagi Koshi ta’rifi bo‘yicha limiti bo‘lsin, ya’ni
368,, Us, (@) € D(f) va
Ve >0, 36 € (0,6,]: Vx € Us(a) — f(x) € U.(A) (23.1)
munosabat bajarilgan bo‘Isin.
Hadlari Ug(a) to‘plamdan olingan a ga intiluvchi V{x,} ketma-ketlikni
garaylik. Ketma-ketlikning limiti a bo‘lganligi uchun
Ang,Vn = ng = x, € Us(a)
shart bajariladi.
Bu yerdan (23.1) ga asosan
Ve >0, AN, Yn = N, - f(x,) € U.(A). (23.2)
Bundan va {x,} ketma-ketlikning ixtiyoriyligidan Geyne ta’rifining
bajarilishi kelib chigadi, ya’ni A —soni f funksiyaning a nuqtadagi Geyne ta’rifi
bo‘yicha limiti bo‘lar ekan.
b) Endi A soni f funksiyaning a nuqtadagi Geyne ta’rifi bo‘yicha limiti bo‘lsin.
Faraz qgilaylik A soni f funksiyaning a nuqtada Koshi ta’rifi bo‘yicha limiti
bo‘lmasin. Bu holda Koshi ta’rfining inkori bajariladi, ya’ni:
3g0: V8 > 0, (8 € (0,8,]): 3x(8) € Us(a) - |f(x(8)) —A| =g (23.3)

munosabat bajariladi. (23.3) munosabatdagi § sifatida (0,6,] oraliqdagi

ixtiyoriy sonni olish mumkin. Shuning uchun 5=%, n € N, deb olish

mumkin. 6 =22, n € N soniga mos keluvchi x(6) ni x, = x (22 deb belgilab
olamiz. U holda (23.3) ga asosan
VvneN, 0<|x,—a| < % (23.4)
|f (xn) — Al = & (23.5)
tengsizliklar bajariladi. (23.4) dan:
vn €N, x, € 050 (a) va rlll_r)l(}o X, = a ekanligi kelib chigadi, (23.5) dan esa

{f (x,,)} ketma-ketlikning limiti A soni bo‘la olmasligi kelib chigadi. Demak, A
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soni f funksiyaning Geyne ta’rfi bo‘yicha limiti bo‘la olmaydi. Bu garama-
garshilik farazimizning noto‘g‘riligini ko‘rsatadi.

23.1-misol. }Ci_rﬂxz = 16 tenglikni isbotlang.

Yechish. Ve >0 son bo‘yicha >0 sonni 0<|x—4|<é
tengsizlikdan

|x2 — 16| < |x+4|-|x —4| < ¢ (23.6)
tengsizlik kelib chigadigan gilib tanlash mumkinligini isbotlash kerak.

& > 0 sonni birma-bir tanlaymiz. Avval 4 nugtaning 1 radiusli (6 = 1)
atrofini, ya’ni X ning |x—4| <1 bo‘ladigan qgiymatlarini garaymiz.
Qaralayotgan atrofda

lx+4|=|x—4+8|<|x—4/+8<9
va shunga ko‘ra |x + 4| - |x — 4| < 9|x — 4|. (23.6) tengsizlik bajarilishi uchun
lx — 4] <§ bo‘lishi yetarli Shunday gilib, § sifatida 1 va g sonlardan

kichigini olish mumkin, ya'ni § = min {1; £}.
23.2-misol.
x+2, x>0
fe) =11,  x=0

2—x2% x<0
funksiyaning 0 nuqgtadagi limitini toping. y=2+4+¢ va y=2—¢ to‘g‘ri
chiziglar y = f(x) funksiya grafigining absissasi x; = —Ve va x, = & bo‘lgan
nugtalarda kesib o‘tadi. § = min(e, V) deb olsak, u holda, agar |x| < § vax #
0 bo‘lsa, |f(x) — 2| < € bo‘ladi, ya’ni Koshi ta’rifiga ko‘ra Vx € Ug(0) —
f(x) € U, ya’ni (23.2) munosabat bajariladi. Demak,
}Ciil(l)f(x) = 2 bo‘lar ekan.

23.3-misol. y = sin% funksiyaning x = 0 nuqtadagi limiti mavjud
emasligini Geyne ta’rifidan foydalanib ko‘rsating.
Yechish. Nolga yaginlashuvchi {x,,} va {x,} (vn € N x,, # 0, x,, # 0)
ketma-ketliklar mavjud bo‘lib
lim f(x,) # lim f(x;)
n—-oo n—oo
ekanligini Kko‘rsatsak qaralayotgan funksiyaning Geyne ta’rifi bo‘yicha 0

nugtada limiti mavjud emasligini ko‘rsatgan bo‘lamiz. x, = — va Xp = T —
2

bo‘lsin. Ravshanki, lim x,, = lim x, = 0.

n—-oo n—-oo
Ammo, n = oo da

f(x,) =sint =0-0,
(%,) '(n+2 ) ne=1-1
= — = —_ = -
f(x,) = sin > +2nm sin -
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munosabatlar  o‘rinli.  Shunday qilib, quyidagi munosabatni olamiz:
lim f(x,;,) # lim f(x;,).
n—oo n—>oo

Bu esa sini funksiya x = 0 nugtada limitga ega emasligini ko‘rsatadi.

Qismiy limit ta’rifi.

23.3-ta’rif. f funksiya a nuqgtaning biror o‘yilgan ﬁgo(a) atrofida
aniglangan bo‘lsin. Agar a ga intiluvchi shunday {x,} ketma-ketlik topilsaki,
gaysikim,

rlll_r)go f(xn) =A

tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda A soniga f funksiyaning a nuqtadagi qismiy limiti
deyiladi.

3.To‘plam bo‘yicha limit tushunchasi. f funksiyani E to‘plamda
garaylik, bu yerda E < D(f) bo‘lsin.

23.4-ta’rif. Agar a nugtaning ixtiyoriy € atrofida E to‘plamning a dan
fargli kamida bitta elementi bo‘lsa, u holda a nugta E to‘plamning limitik
nugtasi deyiladi.

a nugta E to‘plamning limitik nuqtasi bo‘lsin, agarda Ve > 0, 36 >
0, Vx e Us(a) NE — |f(x) —A| <& munosabat bajarilsa, A soni f
funksiyaning a nugtadagi E to‘plam bo‘yicha limiti deyiladi va

lim f(x)=A4

x—a, XEE
kabi yoziladi.
Xuddi shunga oxshash E to‘plam bo‘yicha limitning Geyne ta’rifini ham
berish mumkin.
23.4-misol. Dirixle funksiyasini garaylik.

(1, xeqQ
D(x)_{O, x €.

Shu funksiyaning Q to‘plam bo‘yicha Ya € R nuqtadagi limiti
lim D(x)=1

x—-a, XeQ
VYa € R nuqgtadagi I to‘plam bo‘yicha limiti esa
lim D(x)=0.

x-a, xX€l

4. Limitlarning tiplari.

a) Bir tomonli chekli limitlar. Biz bundan keyin f funksiyani a nugtaning
biror o‘yilgan § atrofida aniglangan deb faraz gilamiz.

23.5-ta’rif. Agar Ve >0, 36 >0, Vxe€(a—6,a) » |f(x) —A| <¢
munosabat bajarilsa A soni f funksiyaning a nugtadagi chap limiti deyiladi va

lim f(x) yoki f(a—0)
x—-a—0
kabi belgilanadi.
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Xuddi shunga o‘xshash o°ng limit tushunchasini Kiritish mumkin.
23.6-ta’rif. Agar Ve >0, 36§ >0, Vx€ (a,a+ ) - |[f(x) —A| <e
munosabat bajarilsa, A soni f funksiyaning a nugtadagi o‘ng limiti deyiladi va
lim f(x) yoki f(a+ 0)
x—a+0
kabi belgilanadi.
Masalan, y = signx funksiyani gqaraylik
1, x>0
signx =3 0, x=0
-1, x <0.
Bu funksiya uchun f(—0) = —1, f(+0) = 1 tengliklar o‘rinli.
23.7-ta’rif. Agar Ve > 0 uchun
36 > 0, vx € Us(a) » f(x) € (4,4 + ¢)
munosabat bajarilsa, u holda f funksiya x — a da A soniga o‘ngdan intiladi
ya’ni A soni f funksiyaning o‘ng limiti deyiladi va
}ci_rgf(x) =A+0
kabi yoziladi. Xususiy holda, A = 0 bo‘lsa, }Ci_r)rtl)f(x) = 40 kabi yoziladi.
Shunga o‘xshash
{}Ci_r)r(llf(x) =A-— 0} = {‘v’s >0, 36 >0, Vx € Us(a) - f(x) € (A — e,A)}

bo‘ladi.
Masalan, quyidagi

2X, x>1
=12 ~1
fx) = > X =

x—-12%+2, x<1
funksiyani garaylik. Bu funksiya uchun
lirri fx)=2+0
x>

bo‘ladi.
Xuddi yugoridagilarga o‘xshash
1) lim f(x)=A+0, 2) lim f(x) =A+0,
x—a+0 x—a—0
3) lim f(x)=A-0, 4) lim f(x)=A4A-0
x—a+0 x—a—0

yozuvlarga ma’no berish mumkin.

Masalan, { limOf(x) =A —O} ©Ve>0,36>0,vx€(a—6,a) »
X

-a—

f(x) € (A—¢A).
23.1-mashg. 1) 2) 3) tasdiglarni logik belgilardan foydalanib yozing.
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23.2-mashq. f funksiyaning a nugtada limitga ega bo‘lishi uchun uning
shu nugtada chap va o‘ng limitlari mavjud bo‘lib, f(a —0) = f(a+ 0)
tenglikning bajarilishi zarur va yetarli ekanligini ko‘rsating.
b) Nugtadagi cheksiz limitlar. f funksiya a nugtaning biror o‘yilgan
atrofida aniglangan bo‘lsin,
23.8-ta’rif. Agar

ve>0, 36>0, VxeUgla)~|fx)|>c¢ (23.7)
bo‘lsa, f funksiya a nugtada cheksiz limitga ega deyiladi va
lim f(x) = o
xX—a

shaklida yoziladi.

Bu holda f funksiya x — a da cheksiz katta funksiya ham deyiladi.
(23.7) shartga asosan funksiyaning limiti cheksiz bo‘lsa, uning grafigi
vx € Ug(a), |yl <& (—& <y < ¢) polosaning tashgarisida yotar ekan.

Ug(e0) = {y:lyl > €} = (=00, =) U (¢, +0)
belgilashni kiritamiz.

Ug () to‘plamni cheksizlikning ¢ atrofi deb ataymiz. Agarda
cheksizlikning ¢ atrofi uchun a nugtaning shunday o‘yilgan ¢ atrofi topilsaki, bu
atrofga garashli ixtiyoriy x larga mos funksiyaning giymatlari f(x) € U.(o0)
bo‘lsa f funksiya a nuqgtada cheksiz limitga ega deyilar ekan.

23.9-ta’rif. Agar
Ve>0, 3§ >0, Vx€eUg(a) » f(x)>¢ (23.8)
munosabat bajarilsa f funksiya a nuqtada +co cheksiz limitga ega deyiladi va
lim f(x) = +o
xX—a
shaklida yoziladi. Ug(4+o) = (¢,+0) ={x € R:x > ¢} to‘plamga +oo
cheksizlikning ¢ atrofi deyiladi. Bu holda (23.8) yozuvni
Ve > 0,36 > 0,Vx € Ug(a) —» f(x) € Uy (+)
shaklda ham yozish mumkin.
Yugoridagiga o‘xshash
lim f(x) = —

xX—-a

tasdigni ham atrof tushunchasidan foydalanib yozish mumkin. Ve > 0 son
uchun U,(—) = (—o0,e) ={x ER : x < —¢&} belgilashni kiritamiz. Bu
to‘plamga —oo cheksizlikning ¢ atrofi deyiladi.

23.10-ta’rif. Ve >0, 35 > 0, Vx € Us(a) = f(x) € U.(—o0) bo‘lsa,

f  funksiya a nuqtada —00 limitga ega deyiladi va
lim f(x) = —oco kabi yoziladi.
xX—a

Xuddi shunga o‘xshash

117



im0 = o, im0 = =0, lim £ = e lim ) =

yozuvlarga ma’no berishimiz mumkin, shuningdek
lim f(x) = A4, lim f(x)=A4
X——00

X—00
tasdiglarni ham Kiritish mumkin.
23.11-ta’rif. Agar Ve >0, 36 >0, Vx € Us(—) - f(x) € U (+0)
bo‘lsa, f(x) funksiya x argument —oo ga intilganda +co limitga ega deyiladi va

lim f(x) =4

xX——00

kabi yoziladi.
5. O¢z-o¢zini tekshirish savollari.

1.Atrof tushunchasini ayting.

2.Funksiyaning nuqtadagi limitining Koshi ta’rifini ayting.

3.Funksiyaning nuqtadagi limitining Geyne ta’rifini ayting.

4.Qismiy limit ta’rifini ayting.

5.Funksiyaning nuqtadagi chap limiti ta’rifini ayting.

6.Funksiyaning nugtadagi o‘ng limiti ta’rifini ayting.

7.Funksiyaning nugtadagi +oo limiti ta’rifini ayting.
6. Mustaqil yechish uchun misollar.

23.1. [x-1<3 va |x-5/<2 tengsizliklarni bir vagtda ganoatlantiruvchi nugtalar

to plamini toping.

23.2. “x nugqtadan 2 gacha masofa 7 dan katta” mulohazasini modul va tengsizlik

belgilari yordamida ifodalang.

23.3. -1 nugtaning 4-atrofini modul va tengsizlik belgilari yordamida ifodalang.

23.4. f funksiyaning x = a nuqtadagi limiti b ga tengligining Koshi ta’rifini
yozing.

23.5. f funksiyaning x = a nuqgtadagi limiti b ga tengligini Geyne ta’rifi
yordamida yozing.

23.6. Quyidagi tasdiqglarni logik simvollar yordamida yozing.

1. lim f(x) = —oo. 2. lim f(x) = oo. 3. lim f(x) = +oo.
x—a xX—a xX—a
4, lim f(x) =—o0o. 5. 1limf(x)=5b—-0. 6. lim f(x)=0>b.
X——00 x—a x—>a+0
7. lim f(x) = b. 8. lim f(x)=b+0. 9. limf(x) = +w.
x—-a x-a+0 X—a
10. lim f(x) = —oco. 11.lim f(x) = oo,
x—>a—0 x—-a
12. lim f(x)=b+0. 13. lim f(x) = -, 14. lim f(x) = +oo .
x_>a+0 X —>—00 X —>—00
15. lim f(x) = . 16. lim f(x) = 400, 17, limof(x) =b+0.
X —>—00 X—00 x—-a—
18. lim f(x) =b — 0. 19. lim f(x)=b+0.
x—>a—0 x—-a+0
20. lim f(x) = b + 0. 21. lim f(x)=b—0.
x-a x—-a+0
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22. lim f(x)=b—0. 23. lim f(x)=b+0.

x—-a+0 x-a—
24. lim f(x) = b + 0.
x—a
23.7. Quyidagi tengliklarni Koshi ta’rifi bo‘yicha isbotlang.
1.limx?=1. 2. lim x*>=1. 3. 1irr£1}x/§= 2. 4. lirr%\/E = 3.
X— X—

x—1 x—--1
23.8. Quyida berilgan funksiyalarning bir tomonli limitlarini toping.
1

1 f(x)=2x%, x—>1+0. 2. f(x)= X —2+0.

(x-2)*

24-§. Funksiya limitining xossalari
Reja:
1. Funksiya limitining xossalari.
2. Funksiya limitining arifmetik amallarga bog‘liq xossalari.
3. O°z-o¢zini tekshirish savollari.
4. Mustaqil yechish uchun misollar.

1.Funksiyaning limitining xossalari. Biz quyida berilgan a nugtada
chekli limitga ega bo‘lgan funksiyaning ba’zi bir xossalarini o‘rganamiz, a
nugta sifatida son yoki a + 0, a — 0, o, 400, —c0 simvollardan birortasini
tushunish mumkin. Ammo biz aniglik uchun a ni son deb faraz gilamiz va
funksiyani a ning biror o‘yilgan atrofida aniglangan deb hisoblaymiz.

a) Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning lokal xossalari.

Berilgan nugtada chekli limitga ega bo‘lgan funksiyaning lokal xossalari
deganda bu funksiyaning berilgan nugtaning atrofidagina o‘rinli bo‘lgan
xossalari tushuniladi.

1° Agar f funksiya a nugtada limitga ega bo‘lsa, u holda a nugtaning
shunday o‘yilgan atrofi topiladiki, bu atrofda f funksiya chegaralangan bo‘ladi.

20 Agar

lim f(x) =4
va A+ 0 bo‘lsa, u holda a nugtaning shunday o‘yilgan atrofi topiladiki,
gaysikim bu atrofda f funksiya giymatlarining ishorasi A sonining ishorasi bilan
bir xil bo‘ladi.

3% Agar

limg(x) =B
xX—a

va B # 0 bo‘lsa, u holda 36 > 0, Ug(a) to‘plamda ﬁ funksiya chegaralangan
bo‘ladi.
|B]

3%-xossaning isboti. Limit ta’rifiga ko‘ra E = > soni uchun
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o B
36 > 0,Vx € Us(a), |g(x) — B| < |2—|

tengsizligi  bajariladi. Bu munosabatdan va |g(x) — B| = |B| —|g(x)]
tengsizlikdan quyidagi munosabatni olamiz

|B|

1B] - 190l < =

Bundan esa |g(x)|>% tengsizlik kelib chigadi. Bu yerdan |$|< !

18]
ekanligini olamiz. Bu esa$ funksiyaning Us(a) to‘plamda chegaralangan

ekanligini bildiradi. 3-xossa isbot bo‘ldi. Qolgan xossalarning isboti shunga
o‘xshash bajariladi.

b) Limitning tengsizliklarga bog‘liq xossalari.

1° Agar f funksiya va g,h funksiyalar a nugtaning biror & atrofida
aniglangan bo‘lib, vx € Us(a) uchun

fx) < g(x) < h(x), (24.1)
lim f(x) =limh(x) =A
n-—-a xX—a
munsabatlar o‘rinli bo‘lsa, u holda
limg(x) =A (24.2)
xX—a
bo‘ladi.

20. Agar shuday & > 0 soni topilib, barcha x € Ug(a) lar uchun
f(x) < g(x) bo‘lib, }Ci_rgf(x) = A, }Ci_rgg(x) =B bo‘lsa, u holda A<B
bo‘ladi.

Isbot. Bu xossaning shartiga ko‘ra va limitning Geyne ta’rifiga asosan
hadlari Ug(a) to‘plamdan bo‘lgan va a soniga intiluvchi V{x,,} ketma-ketlik
olmaylik f(x,) < g(x,) va rlli_r)glof(xn) = A va rlll_r)l(r)lo g(x,) = B bo‘ladi. Bu
munosabatlardan va ketma-ketlikning limitining tengsizliklarga bog‘liq
xossalariga ko‘ra A < B ekanligi kelib chigadi.

¢) Cheksiz kichik funksiyalar.
24.1-ta’rif. Agar lim a(x) = 0 bo‘lsa, u holda a(x) funksiya x = a da
xX—a

cheksiz kichik funksiya deyiladi. Cheksiz kichik funksiyalar quyidagi xossalarga
ega.

1°. x »>a da cheksiz kichik bo‘ladigan cheklita cheksiz kichik
funksiyalarning yig‘indisi yana cheksiz kichik funksiyadir.

20.x - a da cheksiz kichik funksiyaning a ning biror o‘yilgan atrofida
chegaralangan funksiyaga ko‘paytmasi yana cheksiz kichik funksiyadir.

24.1-natija. x = a da cheksiz kichik bo‘ladigan chekli sondagi cheksiz
kichik funksiyalarning ko‘paytmasi yana cheksiz kichikdir.
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1%-xossaning isboti. a(x) va B(x) funksiyalar x — a ga cheksiz kichik
funksiyalar bo‘Isin, ya’ni:

lim a(x) = 0 = lim B (x).
xX—a xX—a

Limitning Geyne ta’rifiga asosan 36 > 0, vn € N, x, € Us(0) bo‘lgan va a
ga intiluvchi v{x,} ketma-ketlik uchun {a(x,)} va {B(x,)} ketma-ketliklar 0 ga
intiladi.

U holda cheksiz kichik ketma-ketliklarning xossasiga asosan {a(x,) +
B(x,)} ketma-ketlik ham 0 ga intiladi. Demak, a(x) + B(x) funksiya ham
cheksiz kichik funksiya bo‘ladi (limitning Geyne ta’rifiga asosan).

2%-xossaning isboti aynan shunga o*xshash bajariladi.

24.1-misol. y=xsin% funksiyani x —- 0 da cheksiz kichik funksiya
ekanligini ko‘rsating.
Yechish. Buning uchun

limxsin—=20
x—0 X
ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. Limit ta’rifiga asosan:
o 1
Ve>0, 3I5§>0, Vx € Us(0), xsin;‘ <¢
ekanligini ko‘rsatishimiz kerak.
xsin—| < |x|,
X
1 .
xsin—— O| = xsm—| < |x| = |x — 0]
X X

munosabatlardan § = € deb tanlasak |xsin %| < ¢ ekanligi kelib chigadi.

2. Funksiya limitining arifmetik amallarga bog‘liq xossalari.
f(x) va g(x) funksiyalar x — a da chekli limitga ega bo‘lsin, ya’ni
lim f(x) =A va limg(x) = B.
xX—a xX—a
U holda quyidagi munosabatlar o‘rinli:
1L.1lim(f(x) + g(x)) = lim f(x) £ lim g(x) = A + B.
xX—a xX—a xX—a

Z.Li_rg(f(x)g(x)) = )lci_r)rcllf(x) -)lci_r)rcllg(x) = A-B.

F(x) lim f(x) 4 .

3. 1i =224 =—(B#0; 36 >0, vxeU 0).
xoag(x) limg(x) B (B = x € Ug(a) > g () #0)
xX—a

3-formulaning isboti. Limitning Geyne ta’rifidan foydalanamiz: 36 >
0, Vn €N, x, € Us(a) bo‘lgan a ga intiluvchi V{x,} ketma-ketlik olmaylik,
ularga mos funksiyaning giymatlaridan tuzilgan ketma-ketliklar {f(x,)} va
{g(x;,)} mos ravishda A va B ga intiladi, ya’'ni
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Ve>0, 36>0, Vn€N, Vx, € Us(a)
vax, = a= f(x,) € U.(4), g(x,) € U.(B) shartlar bajariladi.
n—0o

Bu yerdan va ketma-ketlik limitning xossalaridan yuqoridagi shartlar
bajarilganda

L flw) 4
now g(x,) B
f(x)

tenglik kelib chigadi. Demak, oo funksiyaning x — a dagi limiti Geyne

ta’rifi bo‘yicha g ekan. Qolgan tengliklarning to‘g‘riligi ham shunga o‘xshash
isbotlanadi.
3. O‘z-o¢zini tekshirish savollari.

1. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning lokal xossalarini ayting.
2. Limitning tengsizliklarga bog’liq xossalarini ayting.
3. Cheksiz kichik funksiya ta’rifini ayting.
4. Funksiya limitining arifmetik amallarga bog‘liq xossalarini ayting.

4.Mustaqil yechish uchun misollar.

24.1. Quyidagi limitlarni hisoblang.
x2-1 x2-1 x2-1

1.lim : 2.1lim 3. lim X
x—02x2—x—-1 x—o12x2—x—-1 x—00 2Xx%2—x—1

— 5_
4. lim (x+1)(2x+1)(3x+1) 1; 5.limx_>0 (x+1)>—(1+5x),

x—0 x x24x5 !

. 1+ T—(1+nx)™
6.1im,_o S U (1 v n natural sonlar).

X

. (x—1)(x-2)(x—3)(x—4)(x—5), . (2x—3)29(3x+2)3°
7.1im, Y ; 8.dim, 2t 1) X

. +1)(x%+1)...(x"+1 . 2-5x+6 . 3-3x+2
9.lim (et DO +1) ,Efl ); 10.11mxz—x; 11.lim x4 al X

X—00 [(nx)"+1] 2 x—3 x“—8x+15 x—1X*—4x+3

. 4-3x+2 . 3-2x%2-4x+8 . 3-2x-1

12.1im =—= ; 13.11mu; 14, lim =—== ;

x—1x5—4x+3 x—2 x*-8x2%+16 x—>—1x%-2x-1

. 2_x—2)20 . +x2 4™ . 100_2x+1

15.1im (7 —x—2) : 16.1im == ad n; 17.11m¥;

x—>2 (x3-12x+16)10 x—1 x—1 x—1 x%0-2x+1

m__

18.lim=—; (m va n natural sonlar).

x—1 x"—1

n_,nN\_ n-—1 —

19.lim ¥=4D"ma” @)y hatral son).

x—a (x—a)?

20.lim xnﬂ(_x(f:)lz)xm; (n natural son).

21.}Ci_rg (1—12"1 — 1_"xn); (m va n natural sonlar).
2 2 (o2) # (x4 2) o e+ 5]

2 m 2+ 9+ s 29 o 252
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24.2. Quyidagi limitlarni hisoblang.
VN AR g VT

1x1—1>r-|¥loo Vx+1 ’ .x—>r-|1-’loo V2x+1 ] x—4 Vx-2 ,
Vi—x-3 . Vx—Ja+Vx-a
4x1—>823\/_' 5.)161_)(1 = ; (a > 0);
3 4
6. lim Vx+13-2vVx+1 . 7 lim Vx— +2; 8 lim \/_ 2
x—3 x2—9 xo—2 x3+ x—16 \/_ 4’
9. lim or2x=2, 10. lim 222 (n-butun son).
x—>8 Vx-2 x—0
3
11, lim Vo220 g iy SEEX2
x—0 X x—0 X+Xx
3 3
13. lim 27+x—3 27—x; 14 lim \/1+x \/1 -X
x>0  x+2Vx* x—0 YT+x-
. Vx+2-3/x+20, \/1+‘—\/1+‘
15. IIH_} W, 16. llrr(l) \/7
X— - X— 1-=
. x? _ . m\/1+ax "[1+px.
17 }cl—rfcl) V1+5x—(1+x) 18. }c1—>0 (nm € 2).
19, lim “LFNVIHEL e gy,
x-0 X
24.3. Quyidagi funksiyalardan gaysi biri cheksiz kichik bo‘ladi?
1 f(x )_ﬂ, X —> 3.
—27

3. f(X)=Vx*+4-x% a) X > +w, b) x> -,

25-§. Monoton funksiyaning limiti. Funksiya limitining mavjudligi
hagidagi Koshi kriteriyasi
Monoton funksiyaning limiti.
Funksiya limitining mavjudligi haqidagi Koshi kriteriyasi.
O°¢z-o0¢zini tekshirish savollari.
Mustaqgil bajarish uchun mashglar.
1.Monoton funksiyaning limiti. Monoton funksiyalar limiti hagida
quyidagi teorema o‘rinli.
25.1-teorema. f(x) funksiya [a, b] da monoton bo‘lsin. U holda f(x)
funksiyaning Vx, € (a, b) nugtada o‘ng va chap limitlari mavjud.
Isbot. f funksiya [a, b] da o°suvchi bo‘lsin. x, € (a, b) nugtani tanlab
olamiz. U holda

Wb e

vx € [a, %] = f(*) < f (%) (25.1)
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bo‘ladi. (25.1) dan f funksiyaning [a,x,] to‘plamda yugoridan
chegaralanganligi kelib chigadi.

Bizga ma’lumki, har ganday yuqgoridan chegaralangan to‘plamning aniq
yugori chegarasi mavjud, shuning uchun

sup f(x) =M < f(xp). (25.2)
asx<xg
Aniq yuqori chegaraning ta’rifiga asosan
a) Vx € la, xy) - f(x) <M. (25.3)
b) Ve >0, Ix,€la,x)):M—e<f(x,)) <M (25.4)

shartlar bajariladi. § = x, — x. belgilash kiritamiz. (25.2), (25.3), (25.4)
munosabatlardan funksiyaning o‘suvchi ekanligini hisobga olib va Vx € (x,, x;)
ya’ni Vx € (x, — &, xg) uchun
flxe) = f(x) = M < f(x)
tengsizlikni olamiz. Bulardan quyidagi munosabatni olamiz.
Ve>0, 36 >0, Vx€(xg—06,x) > f(x) € (M — &, M]
Buesa lim f(x) =M ekanligini bildiradi.

X—X 0—0
Shunday qilib f funksiya o‘suvchi bo‘lsa Vx, € (a, b] uchun
lim f(x)= sup f(x)<f(xp)

X—=Xo— asx<xg
ekanligi isbotlandi.
Xuddi shunga o‘xshash Vx, € [a, b) uchun

lim JG) = Inf f(x)=f(x)

x-xq+0
ekanligi isbotlanadi.
25.1-natija. Agar f funksiya [a, b] segmentda o‘suvchi bo‘lsa, u holda
Vxo € (a,b) uchun

lim f(x)= sup f(x)<flxo) = inf f(x)= lim f(x) (255)

X—=Xo— asx<xg,

shartlar bajariladi. Agar biz
lim f(x) = f(xo £ 0)
X—x9x0
belgilashni eslasak, (25.5) munosabatni quyidagicha yozish mumkin
fxo—0) = f(xo) < f(x0 + 0).

Izoh. Monoton funksiyaning limiti haqidagi teorema ixtiyoriy chekli va
cheksiz oraliglar uchun ham o‘rinli.

Agar f funksiya (a, b) da o‘suvchi bo‘lib yugoridan chegaralanmagan
bo‘lsa, u holda

lim f(x) =

(agar b = +00 uholda lim f(x) + oo shaklda yoziladi) bo‘ladi.

X—>+ 00
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Agar f funksiya kamayuvchi bo‘lib, quyidagi chegaralanmagan bo‘lsa, u holda

lim f(x) =—o (agar a = —oo bo'lsa,u holda lim f(x) = —00) bo’ladi.
X——00

x—-a+0

2.Funksiya limitining mavjudligi haqgidagi Koshi kriteriyasi. f

funksiya a nugtaning biror o‘yilgan atrofida aniglangan bo‘lsin. Agar

ve>0, 36§>0, Vx', x" € Us(a) = |[f(x") = f(x"]) < e. (25.6)
munosabat bajarilsa, u holda f funksiya a nuqtada Koshi shartini
ganoatlantiradi deyiladi.

25.1-lemma. Shunday § > 0 son topilib, f funksiya a nugtaning biror
o‘yilgan 6 atrofida aniglangan bo‘lsin. Agar a ga yaginlashuvchi va vn €
N, x, € Us(a) shartni ganoatlantiruvchi v{x,} ketma-ketlik uchun {f(x,)}
chekli limitga ega bo‘lsa, u holda {f (x,,)} ketma-ketlikning limiti {x,} ketma-
ketlikning tanlanishiga bog‘liq emas.

Boshgacha aytganda a ga yaginlashuvchi, vn € N da  x,,, %, € Us(a)
shartni ganoatlantiruvchi {x,} va {X,} ketma-ketliklar uchun f(x,) - A va
f(%,) = A’ bo‘lsa, uholda A = A’ bo°ldi.

Isbot. Xn = a va X, - a bo‘lganligi uchun
Xq1,Xq, X9, Xy, X3, X3, o) X, Xy, ... Ketma-ketlik ham a ga intiladi. Bu ketma-
ketlikning k chi hadini y, deb belgilab olamiz va y, — a bo‘ladi. Bundan esa
lemma shartiga ko‘ra {f(y,)} ketma-ketlik chekli limitga ega ekanligi kelib
chigadi, ya’ni 911_&10 f(yx) = B bo'ladi.

{f (x,)} va {f(%,)} ketma-ketliklar {f(y,)} ketma-ketlikning qismiy ketma-
ketligi bo‘lganligi uchun

lim f(x,) =B va lim f(¥,) = B
(yaginlashuvchi ketma-ketlikning gismiy limiti hagidagi tasdigga asosan). Bu
esa A = A’ ekanligini bildiradi.

Koshi kriteriyasi.

25.2-teorema. f funksiya a nuqtada limitga ega bo‘lishi uchun uning shu
a nugtada Koshi shartini ganoatlantirishi zarur va yetarli.

Isbot. a) Zaruriyligi:

Ve>0, 36 >0,vx', x" €Us(a) = |f(x) - f(x")| <e (25.6)
shartning bajarilishini ko‘rsatamiz. f funksiya a nuqtada A limitga ega bo‘lsin.
U holda

limf(x)=A
xX—a
limit ta’rifiga ko‘ra
Ve>0, 36 >0, Vx € Us(a) » |f(x) —A| < 2 (25.7)
(25.7) ga asosan Vx', x"" € Ug(a)
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&

2=E.

FGD) = FOMD = If()—A+A—F)] < If ") — Al < §+

Demak, Ve >0, 36 >0, Vx',x" € Us(a) = |[f(x) — fF(x")| < e.
b)Yetarligini isbotlash uchun limitning Geyne ta’rifidan foydalanamiz,
ya'ni (25.6) shart bajarilganda a ga yaginlashuvchi va x, € Us(a) bo‘lgan
v{x,} ketma-ketlik uchun unga mos funksiyaning giymatlaridan tuzilgan
{f (x,)} ketma-ketlik chekli limitga ega ekanligini, bu limitning {x,} ketma-
ketlikning tanlanishiga bog‘liq emasligini ko‘rsatamiz. Agar (25.6) shart
bajarilsa har bir ¢ > 0 soni uchun shunday 6§ = 6, > 0 soni topiladiki
vx', x"” € Ug(a) = |[f(x) — fF(x")| < ¢ (25.8)
munosabat bajariladi.
lim x, = a
n-oo
bo‘lganligi uchun va (25.8) munosabatda & soni uchun
Ang:vn > Ny =[x, —a| <6
tengsizligi bajariladi.
Bu yerdan esa Vvn > N, va Ym > N, uchun |x, —a| <4, |x,,—a| <é
ekanligi kelib chigadi, ya’ni x,,, x,,, € Us(a) ekanligi kelib chigadi.

Bundan esa (25.8) ga asosan Vn,m > N, - |f(x,) — f(x,)| <&
ekanligi kelib chigadi. Bundan esa o‘z navbatida {f(x,)} ketma-ketlikning
fundamental ketma-ketlik ekanligini ko’ramiz.

Demak, {f (x,)} ketma-ketlik chekli limitga egaligiga va yuqgoridagi lemmaga
asosan a ga intiluvchi v{x,} ketma-ketlik uchun {f(x,)} ketma-ketlik hamma
vagt bir xil limitga intiladi.

Demak, limitning Geyne ta’rifiga asosan f(x) funksiya a nuqgtada chekli
limitga ega ekanligi kelib chigadi. Teorema isbot bo‘ldi.

Izoh. 25.2-teorema a nugtani a + 0, a — 0, co simvollar bilan almashtirsa
ham o‘rinli bo‘ladi. Fagat bu holda (25.6) shartni bu simvollar atrofida
bajarilishini talab gilish kerak bo‘ladi.

3. O¢z-o0¢zini tekshirish savollari.
1. Monoton funksiyaning limiti hagidagi teoremani ayting.
2. Funksiya limitining mavjudligi haqidagi Koshi kriteriyasini ayting.
4. Mustaqil bajarish uchun mashglar.
25.1-mashq. xll_gl f(x) =C tasdiqgni t va C mos ravishda quyidagilarga teng

bo‘lgan holda logik simvollardan foydalanib yozing.
1) 0,A4; 2) 400,A4; 3) —00,A; 4) 00,A+0; 5) c0,A—0; 6)+00,4+ 0;
7) —0,A—0; 8)4+00,A—0; 9) —00,A+0; 10) o0, 00; 11) oo, +00;
12) o0, —00; 13) —00, 00; 14) —o00, 4+00; 15) —0o, —0c0; 16) 400, c0;
17) 400, —00; 18) 400, 0.
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25.2 —mashq. A soni f funksiyaning a nuqtadagi limiti bo‘lishi uchun bu
funksiyaning f(x) = A + a(x) shaklda tasvirlanishi zarur va yetarli. Bu yerda
a(x) x — a da cheksiz kichik funksiya. Shuni ko‘rsating.

25.3 —mashq.36 > 0, vx € Ug(a), a(x) # 0 bo‘lsin, a(x) funksiyaning
x — a da cheksiz kichik funksiya bo‘lishi uchun ﬁ funksiyaning x — a da

cheksiz katta funksiya bo‘lishi zarur va yetarli. Shuni ko‘rsating.
25.4 —mashq. y = sini funksiyaning x = 0 nuqtadagi qismiy limitlar
to‘plami [—1,1] segmentdan iborat ekanligini isbotlang.

25.5 —mashq. Agar f funksiya a nuqtada limitga ega bo‘lsa, u holda bu
limitning yagonaligini ko‘rsating.

26-§. Ajoyib va muhim limitlar. Funksiyalarni taggoslash
Reja:
1. Birinchi ajoyib limit.
2. Ikkinchi ajoyib limit.
3. Funksiyalarni taggoslash.
4. O‘z-o¢zini tekshirish savollari.
5. Mustaqil yechish uchun misollar.
1. Birinchi ajoyib limit.

lim Si:x =1 limitga birinchi ajoyib limit deyiladi. Bu tenglikni
X—
isbotlaymiz. Ma’lumki, agar x € (—g; g) va x # 0 bo‘lsa, u holda

sinx

cosx < <1 (26.1)

tengsizlik o‘rinli. ’

Endi (26.1) tengsizlikni isbotlaymiz. Buning uchun koordinatalar
tekisligida markazi O nugtada bo‘lgan birlik aylanani garaymiz (26.1-chizma).
LAOB =x,0<x <§ bolsin. € — B nugtaning Ox o‘qiga proyeksiyasi, D
nugta esa OB nur bilan A nugtadan Ox o‘qqga tushirilgan perpendikulyar to‘g’ri
chizigning kesishish nugtasi bo‘lsin. U holda BC = sinx, DA = tgx bo‘ladi.
S51,S,,83 lar bilan mos ravishda AOB uchburchak, AOB sektor va AOD
uchburchaklarning yuzlarini belgilaymiz. Ravshanki,

S1 == (0A)?sinx =sinx, S, =5(0A)2x =-x, S3=-0A -DA=_tgx
bo‘ladi. §; < S, < S35 bo‘lganligi uchun
%sinx < %x < %tgx (26.2)
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X 1

tengsizliklarga ega bo‘lamiz. x € (0; g) lar uchun sinx > 0val <

sinx CcoSXx
tengsizliklar o’rinli. ﬁ va cosx lar juft funksiyalar bo’lganligi uchun (26.1)

tengsizlik xE(—%;O) lar uchun ham o’rinli bo’ladi. 1<$<$

tengsizlikdan hamda lir% cosx =1 va lirr(l) 1 = 1 tengliklardan
X— X—
sinx
lim—— =
x-0 X

ekanligi kelib chigadi.

K
3
.
[l

26.1-chizma.
2. Ikkinchi ajoyib limit.
26.1-teorema. ¢(x) = (1 + x)i funksiyaning x — 0 dagi limiti e ga
teng, ya’'ni
lim(1 + x)F = e. (26.3)

x—-0

n
Isbot. Bizga ma’lumki, lim (1 + %) = e tenglik o°rinli.

X—00

Natural sonlar ketma-ketligidan v{n,} gismiy ketma-ketlik ajratib olamiz. Bu
gismiy ketma-ketlik uchun lim n; = 400 bo‘lsin. Bu {n;} gismiy ketma-

k— o0

ketlik uchun = lim (1 +ni)"k = e ekanligini ko‘rsatamiz. Ketma-ketlik
k

X—00

limitining ta’rifiga ko‘ra

Ve > 0,3IN,Vn> N, - |x, —e| <e. (26.4)
Bizga ma’lumki,
VM > 0,3K = K(M) € N, Vk > K(M), n, > M (26.5)

kelib chigadi. Agar M = N, deb olsak 3K, Yk > K, n; > N, bo‘lar ekan.
Bu yerdan va (26.5) dan

Ve >0, 3N, Vk>K(N,), |xnk —e|<e (26.6)
munosabatni olamiz. Bu esa Ilim Xnp = Ilim (1+ ni)nk = e ekanligi kelib
—00 —00 k

chigadi. (26.3) tenglikni isbotlash uchun
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lim ¢(x) = lim ¢(x) =e
x—+0 x—>-0
tenglik to‘g’ri ekanligini isbotlash yetarli. Dastlab, lirP0<p(x) =e ekanligini
X
ko‘rsatamiz. Buning uchun hadlari musbat bo‘lib, Ilim x, =0 bo‘lgan V{x;}
ketma-ketlikni garaymiz. x;, — 0 bo‘lanligi uchun, umumiylikka zarar

keltirmasdan VkeN uchun 0 < x;, < 1 deb faraz q|I|sh|m|z mumkin. n, = [xi
k

belgilashni kiritamiz va n;, < x— < ny + 1, bundan esa <xp < n— ekanligi
k k

ng+1
kelib chigadi. Bundan esa oz navbatida

+1<—+1

tengsizlikni hisobga olsak
1+ng

1\ xi 1
(1+ m) <@ +x)% < (1+ n—k) (26.7)
tengsizliklarni olamiz Bu yerdan quyidagi

xk:(1+ )nk+1(1+ kl)k:(l_l_ )nk+1( +

)_1 - en-
ng+1 ng+1

ng+1

o = (142 = (1 D) e
1

munosabatlardan lim (1 + x,)** =e  tenglikni olamiz. Bu esa funksiya
X—00

limitining Geyne ta’rifiga ko‘ra }Ci_r)r(lj(l +x)i = e ekanligini bildiradi. Endi
xli)rzlogo(x) = e ekanligini isbotlaymiz. Endi x; < 0, Ill_r)go x; = 0 bo‘lgan V{x;}
ketma-ketlikni garaylik. y, = —x; belgilashni kiritamiz. y, > 0 va Ill_r)?o Vi =
+0 bo‘ladi. Agar

(L+ )%= (1= y) ™= ()% = (L+ 2y
belgilashni kiritsak, u holda

> 0 (0 <y, < 1 bo‘lganligi uchun) z;, — 0 bo‘ladi hamda

5, = Yk
k 1-Yg

i 1L
lim (14 x,,)% = lim (1 + 2) Ta= e
tenglikni olamiz.

Bu yerdan ham limitning Geyne ta’rifidan foydalansak lim0<p(x) =e
xX—>-

ekanligini olamiz .

26.1-natija. Agar x, nugtaning 3IUg(x,) topilib, VxeUs(x,) uchun
a(xy) # 0 bo‘lib, lim a(x) = 0 bo‘lsa, u holda

X—Xg
1
lim (1 + a(x))e® =e

X—xg
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bo*ladi. Xususiy holda, lim (1 +2)* = e bo‘ladi.
X—00
3. Funksiyalarni tagqoslash.
Ekvivalent funksiyalar.
Agar x, nugtaning biror o‘yilgan atrofida aniglangan f, g, h funksiyalar
uchun f(x) = g(x)h(x) va lim h(x) = 1 munosabatlar bajarilsa, u holda f va
X—Xq

g funksiyalar x — x, da ekvivalent deyiladi.
Masalan: f(x) = sinx va g(x) = x funksiyalar x — 0 da ekvivalentdir.

sinx sinx
f(x) =sinx =x —— bo‘lganligidan va lim
X x->0 X

=1 ekanligidan bu

funksiyalarning ekvivalentligi kelib chigadi.

Ekvivalent funksiyalarning ta’rifini quyidagicha ham berish mumkin.
Agar x, nugtaning shunday Ug(x,) atrofi topilib, bu atrofga garashli barcha x
lar uchun g(x) # 0, ya’ni

FUs(x), VxeUs(xy), g(x) #0
bo‘lib,
fim 1)
1m
X—Xg g(x)
bo‘lsa, u holda f (x) va g(x) funksiyalar ekvivalent funksiyalar deyiladi.
Agar f va g funksiyalar ekvivalent bo‘lsa, f~ g kabi beldilanadi.
26.1-mashg. x - 0 dasinx~x, e* — 1~x, tgx~x, shx~x, arc sin x~x,
In(1 4+ x)~x, arctgx~x, (1 + x)* — 1~ax
munosabatlar o‘rinli ekanligini isbotlang.
Agar x - x, da a(x) - 0 bo‘lsa, u holda yuqoridagi ekvivalent
fuksiyalarni quyidagicha yozamiz:
sin a(x)~a(x), tga(x)~a(x), arcsina(x)~a(x), arctga(x)~a(x)
In(1 + a(x))~a(x).
Masalan: In(1 + x3)~x3, x - 0.
26.2-teorema. Agar x = xg, f~ f; va g~g,; bo‘lsa, u holda
lim f1(x)
x=xo g1(X)
mavjudligi kelib chigadi va
lim 2 = Jjm 22

x-x9 9X)  x-x5 91 (%)

mavjudligidan, limZ&

X—Xg gx

tenglik to‘g’ri

. X
Masalan, lim = lim==1.
x—=0 ln(1+x) x—0X

”0” va “O” belgilari.
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26.1-ta’rif. Agar a nugtaning biror o‘yilgan atrofida aniglangan f, g va
a funksiyalar uchun
f(x) = gx)a(x), buyerda lima(x) =0 (26.8)
xX—a

munosabatlar bajarilsa, u holda f funksiya x — a da g(x) funksiyaga nisbatan
cheksiz kichik deyiladi va x - a da

f(x) = o(g(x)) (26.9)
yoki gisqacha x — a da f = o(g) kabi yoziladi.

26.1-misol. f(x) = x%, g(x) =x funksiyalar berilgan. x - ada f
funksiya g funksiyaga nisbatan cheksiz kichikligini ko‘rsating.

Yechish. Hagiqgtan ham, f(x) = x? = g(x) - x tenglikka ko‘ra a(x) = x
deb olsak (26.8) munosabat bajariladi. 26.1-ta’rifga ko‘ra x — 0 da f funksiya
g funksiyaga nisbatan cheksiz kichik bo‘ladi.

26.2-misol. f(x) = x + x*, g(x) = x> funksiyalar berilgan. x - oo da f
funksiya g funksiyaga nisbatan cheksiz kichikligini isbotlang.

Yechish. Hagigtan ham,

()_ + 4 __ 5(l+i)_ (l_l_i)
fx)=x+x"=x el = g(x) b
tenglik o‘rinli  bo‘lganligi  a(x) =§+x—14 deb belgilab olsak, (26.8)

munosabatning bajarilishi ko‘rinadi. 26.1-ta’rifga ko‘ra x — oo da f funksiya g
funksiyaga nisbatan cheksiz kichik bo‘ladi.

Agar a nugtaning biror o‘yilgan atrofida g(x) #0 va lim 242 ((xi 0
x-a 9
bo‘lsa, u holda (26.9) ni hm 0 _ g yoki gisgacha lim =2 = 0 kabi yozish

a g(x) x-a 9
mumekin.

Xususiy holda, x - a da f = 0(1) yozuv f funksiyaning x — a da
cheksiz kichikligini bildiradi. Bu yerda shuni ta’kidlash lozimki, (26.9)
tenglikdagi o(g) yozuv x — a da g funksiyaga nisbatan cheksiz kichik bo‘lgan
funksiyalar to‘plamini bildiradi. Shuning uchun x - a da f = o(g) yozuvi
o‘rniga f € o(g) shaklda yozish to‘g’ri bo‘lar edi. Ammo bu yozuv funksiyalar
ustida amallar bajarganda, amaliyotda qo‘llashda noqulay bo‘lganligi uchun
(26.9) yozuv qgo‘llaniladi.

o(g) belgi (simvol) quyidagi xossalarga ega:

1° 0(Cg) = 0(g), C - o‘zgarmas son.

2°. Co(g) = 0(g), C — o‘zgarmas son.

3%0(g) +0(g) =0(g). 4% 0(0o(g9)) =o0(g).

5%.0(g) +o(g) =0o(g). 6% 0(g™ +o0(g™ =o(g"™).

7. g"to(g) = o(g™). 8% (o)™ = o(g™.
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g0, 297 =0(g™1),g #0, m,n € N.

26.3-teorema. f funksiya x - a da f~g bo‘lishi uchun f =g+ o(g)
tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.
Isbot. Zarurligi. f~g bo‘lsin. U holda, x — a da
Jh(x), f (x) = g(x)h(x), h(x) - 1
bo‘ladi. Ravshanki, f(x) — g(x) = g(x)(h(x) — 1) = g(x)a(x)
tenglik o‘rinli, bunda a(x) = h(x) — 1 vax - a da a(x) — 0. Bu yerdan o(g)
simvolning ta’rifiga ko‘ra x - a da f — g = 0(g) tenglik, ya’ni
f = g + o(g) munosabatni olamiz.
Yetarliligi. f = g + 0(g), ya’ni f — g = 0(g) bo‘lsin. Bundan
f(x) —gx) = gx) a(x) buyerda a(x) - 0,
fO) =gx) + g)alx) = glx)(1+ alkx))
munosabatlarni yoza olamiz. Agar h(x) = 1 + a(x) deb olsak, x — a da
h(x) - 1,ya’ni x - a da f(x)~ g(x) bo‘lar ekan.
26.2-ta’rif. a nugtaning biror o‘yilgan atrofida aniglangan f,g,¢
funksiyalar uchun f(x) = g(x)e@(x) munosabatlar bajarilsa va ¢(x) funksiya
a nugtaning shu atrofida chegaralangan bo‘lsa, u holda f funksiya x - ada g
funksiyaga nisbatan chegaralangan deyiladi va x — a da f(x) = 0(g(x)) kabi
yoziladi.
26.2-ta’rifni quyidagicha ham yozish mumkin.
26.3-ta’rif. Agar f(x) va g(x) funksiyalar uchun shunday 6 > 0,C > 0
sonlar topilsaki, Vx € Ug(a) lar uchun |f(x)| < C|g(x)] tengsizlik bajarilsa, u
holda x — a da f (x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan chegaralangan deyiladi.
Agar f(x) = g(x)p(x) tenglik biror E to‘plamda bajarilsa, u holda
f funksiya E to‘plamda g ga nisbatan chegaralangan bo‘ladi.
0(g) belgi quyidagi xossalarga ega:
1°0(o(f)) = o(f). 2% 0(0(f)) = o(f).
.o(0N)=0().  40(f+0() =00
4. O°z-o°zini tekshirish savollari.
1. Ekvivalent funksiyalarning ta’rifini keltiring.
2. f(x) =0(g(x)) munosabatni ganoatlantiruvchi funksiyalarga misollar
keltiring.
3. f(x) =0(g(x)) munosabatni ganoatlantiruvchi funksiyalarga misollar
keltiring.
5. Mustagqil yechish uchun misollar.
Birinchi ajoyib limitga doir quyidagi misollarni yeching.
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26.1. [imSiN20X ogo [ SINOX e o L 1-COSAX og 4 . sinax

x—=0 X x-0Sin 6X x>0 2x? x-0sinbx

265. 1im % 26.6. i SNX=SN3 567 . sin’x-sin’a

x>0 3X x—a X—a x—0 X—a
26.8. lim1=%% X 269, [im SOSAX—COS2X 5510 1imS_ 1.
x—0 X-Sin4x X—0 X2 x—>05% _1

26.11. jim VA+SINX—VA=sinx o6 1o Iim§/1+sinx—§/1—sinx_

- lim
x—0 3x x—0 X
T
~ X
26.13. lim V4+C°5 -5 2614, lim— X . 26.15. |im2_
x—0 x->08IN X +SIN7X x=0  tgx

26.16. Isbotlang.

a) lim X =0 (a>1 n>0)b) lim 292X _0 (a>1 £>0)

X—>+0 g X—>+0 X

26.17. |.m( 3 +1j. 26.18. “m( m_ _.n j(m,neN).

-U1-x*  x-1 x->1\1-x"  1-x"
1
26.19. Limitni hisoblang: Iing(l+arcsin 2X )tgsx .

N 1y
26.20. Limitni hisoblang: Iﬂ(%) :

26.21. Limitni hisoblang: iing(cost)xlz

26.22. Limitni hisoblang: lim N+ X)

x—>0  4X
26.23. (26.1) tengsizlikni isbotlang.
26.24. x —» 0 van > 0 bo‘lsin. Quyidagi munosabatlarni isbotlang.
1 Ccox™) =0(x™), C # 0 -o‘zgarmas son.
2)0(x™)+0(x™) =0(x™), m <n.
3 o(x™) - 0(x™) = 0(x™™).
26.25. Quyidagi tengliklarni isbotlang.
1) sinx = x + o(x),x = 0. 2)tgx = x+ o(x),x — 0.
3) arcsinx = x + o(x),x - 0. )e*—1=x+o0(x),x - 0.
55In1+x)=x+o0(x),x—>0. 6)(1+x)*=ax+o0(x),x - 0.
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1V bobni takrorlash uchun test savollari

1. Ve>0, 36§ =6(¢), 0 < |x —a| < & tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha x larda f(x) < —e tengsizlik bajarilsa, u holda quyidagi
munosabatlarning gaysi biri to‘g’ri?

a) lim f(x) = —oo b) lim f(x) = oo
xX—a xX—a
) lim f(x) = 4o d) lim f(x) = —o
xX—a X—>—00
2. Ixi@% limitni toping.
a)0 b) -1 c)l d) 6
3. 'J”Q% limitni toping.
a)0 b) 8 c) -8 d)5
@ x) e
4. IXTQT limitni toping.
1 1 1

5. Iimn(W—l) (x>0) limit nimaga teng?

a) e b) logx c)Inx d) 1

6. Quyidagi tasdiglarning gaysi biri to‘g’ri?
a) sinx=0(x*) x>0 b) 5x-2x*=0(x?) x>0
c) x> -x=0(x), x—0 d) cosx=0(x), x—0

7. XILrH)xX limitni toping.

a)0 b) o )1 d) -1
8. 1im*_*> limitni hisoblang.
x—2 X° =3

a) 2 b) 8 c)9 d) 10

9.Ve >0, 36 = 6(¢), 0 < |x —al <& tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha

xlarda 0<b— f(x) <e tengsizlik bajarilsa, u holda quyidagi
munosabatlarning qaysi biri to‘g’ri?
a)limf(x)=b—0 b) lim f(x)=»b
x—-a x—a+0
) limf(x)=»b d) lim f(x)=b+0
x—-a x—-a+0
10. Ve >0, 36 = 6(¢), 0 < |x —a| < & tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha x larda f(x) > e tengsizlik bajarilsa, u holda quyidagi
munosabatlarning qaysi biri to‘g’ri?
a) lim f(x) = +o0 b) lim f(x)=—o

x—-a—0
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

) lim £ (x) = o0 d) _lim f(x)=b+0

X—a

Ve >0, 3§ = 6(¢), x < =4 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x larda
f(x) < —¢ tengsizlik bajarilsa, u holda quyidagi munosabatlarning
gaysi biri to‘g’ri?

a) imf(x)=—c b) Imf(x)=+o ) limf(x)=c0 d) limf(x) = +o0

Ve >0, 3§ =6(e) 0 <a—x < tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x
larda 0 < f(x) — b < e tengsizlik bajarilsa, u holda quyidagi
munosabatlarning qaysi biri to‘g’ri?

a) lim f(x)=b+0 b) lim f(x)=b—-0
x—a—0 x—-a—0

¢) lim fG)=b+0 ) limf(x)=b+0

xX—a
sin3x_ sinx
Hisoblang: lim
x—0 5x
5 3 2 3
Z b)-= ¢ = d =
a) 3 ) 5 ) 5 )5
2+ 7"

Limitni hisoblang: lim

X —>-+o0 2x +7x—1
a) o b) 0 c)7 d) 2
Limitni hisoblang: Xlim(x — Jx(x =1))
a)o  b)0 ¢) % d) 2

Limitni hisoblang: lim XX ~1-2

x5 X —§

a)% 00 ) w d) 4

f(x) = XX -1 funksiya uchun quyidagi tasdiqlardan qgaysi biri noto'g'ri?

24X

a) x — 0 da f(x) cheksiz kichik
b) x — 0 da f(x) cheksiz katta
c) x =1 da f(x) cheksiz kichik
d) x —>—1da f(x) cheksiz katta.
J9+2x -5
X -2
a) 2,4 b) -1,2 c)0 d) 1,2

1

Limitni hisoblang: Ixigg

Limitni hisoblang: lim|{ —
x=3\X —1

a)0 b)3 Q) d)1l
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20. x »>2 da f(«x) =% funksiyaning limitini toping.

3 1 3 2
3
21. Limitni hisoblang: lim Xi,ﬂ
X——1 X" =1
a)0,25 b)0 ) w d)1

22. Limitni hisoblang: lim W
X—>0 e —_

a) 0,5 b) 1 c)0 d) 2
23. x — -2 da f(x) =x +2 funksiyaga ekvivalent bo"lgan funksiyani toping.

a) x°-2x+2 b)sin(x +2) C) V2x +8 d) 1

X +2
. X246+ X
24. Limitni hisoblang: lim ————
S 2
a) -2 b) 0,5 c)1l d)0
xzsin1

25. Limitni hisoblang: lim —X
x=0 SN X

a)0 b) sinl c) 1 d) oo

26. Limitni hisoblang: lim "%
x—=0 sin 8x

a)l b) g C) g d) mavjud emas

27. Limitni hisoblang: lim (1 + arcsin 2 )tg%

2
5

Ae  b)et e’ d)e
28. Limitni hisoblang: lim (X +1) :

X—>+0\ X — 2

a) e° b) e? c)ez d) e’
29. Limitni hisoblang: lim (cos2x )

-2

Ae’ b2 5 -

30. Limitni hisoblang: Iim(_i—ij
-0l sinx  tgx
a)0 b)1 ¢)-1 d) mavjud emas
31. f(x) = mfunksiya uchun noto g ri tasdigni toping.
X

a) Ixiglof(x) =1 b) Xliﬂlof(x) =1 ¢) Limf(x) mavjud emas d) XILrpof(x) =-1
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40

41

f(x) = sing funksiyaning x — 0 da limitini hisoblang.
a) 0 b) 1 C) d) mavjud emas

H 2 3
TR . _acrsin(x: —x
Limitni hisoblang: lim ( - )
x>0 1 —Cc0os”X

a2 b)o ¢) o« d)%

1
Limitni hisoblang: Iim[ 1 j

x>0 X +5
a)5 b) 1 C) oo d)0
x — 1 da cheksiz kichik bo’lgan quyidagi funksiyalar orasidan f(x) = Inx
funksiya bilan bir xil tartibga ega bo"lganini aniglang.

1
a)7x-1)  b)Jx c)x® d)Ix-1
x — 0 da cheksiz kichik bo’lgan a(x) = ﬁ va B(x) = x +sinx funksiyalar
uchun quyidagi mulohazalardan qgaysi biri orinli?
a) ekvivalent p) B(x) =o(a(x))  C) a(x) =o(B(x))  d) ekvivalent emas,
lekin bir xil tartibga ega

f(x) = { 4-x, x=3 funksiya uchun f(3+0) o ng limitni hisoblang

X2 X >3

a)9 b)O ¢)1 d) mavjud emas
f(x) uchun lim f(x)=1va lim f(x)=3 munosabatlar bajarilsa, lim f(x)

X—)XO+

limit uchun quyidagilardan gaysi biri to g ri?

a) mavjud emas b) 2 c) 1 d) 3
ital qoidasi bo“yicha hisoblang: lim &%
Lopital goidasi bo‘yicha hisoblang: lim —

a) 8 b) 7 c)1l d) 2

. f funksiyaning x =a nuqtadagi limiti b ga teng deyiladi agar:
QVe>0, 36 =6(e), 0< |x—a| =34, |f(x) — b| < egbo‘lsa
b)Je >0, V6§ =6(¢), 0< |x—a|=6,0<|f(x)—b| < ebho‘lsa
C)Ve>0, 36 =6(e), 0<|x—a| =48,0< f(x)—b < ebho‘lsa
d)ve>0, 36 =38(¢), 0< |x —a| =96, f(x) + b < e bo‘lsa

. f funksiyaning x = a nuqtadagi limiti b ga teng deyiladi agar:
a) Vx, —a (x,=a) uchun f(x,)—>b (n— o) bolsa
b) Ix, >a (x,#a), f(x,)>b (n—>x)bo‘lsa
¢) VX —a (x,=a) uchun f(x,)—b
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d) VX, —>a (x,=a) uchun 3 (x, ) flx,)>b (k—>o) bo‘lsa

42. f(x) uchun lim f(x)=1va lim f(x)=3 munosabatlar bajarilsa, lim f(x)

limit uchun quyidagilardan gaysi biri to'g ri?
a) mavjud emas b) 2 c)l d)3
43. |x-1 <4va|x-5| < 2 tengsizliklarni bir vagtda ganoatlantiruvchi nugtalar
to plamini toping.
a) (25 b)@35) c) (2.3) d) 3,4)
44. Quyidagi to plamlardan gaysi biri uchun x = -10,x =0, x =2,x = 2,05 sonlari
limitik nuqta bo"ladi?
a) [-102] b) [-10,)u(@23) ¢)[-10,0)u(0,3)  d) [-10,0) U(0,2]
45. x — 1da cheksiz kichik bo"lgan quyidagi funksiyalar orasidan f(x) = Inx
funksiya bilan bir xil tartibga ega bo"lganini aniglang.

a) x-1* b)yx-—1 c)y=e"-e+3 d) 3Ix-1

46. Xliﬂosin% limitni hisoblang.
a)l b)mavjudemas <)« d)o0
47. Chegaralangan, lekin limiti mavjud bo‘lmagan funksiyani toping
(x=0 nugtada nugtada)
a) f(x) =sin(1/ x) b) f(x) =xsin(l/x)  ¢) f(x) =xcos(1/x) d) f(x)=sinx
48.Ve >0, 36 = 6(¢),0 < |x —a| < 6 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
x larda 0 < f(x) — b < € tengsizlik bajarilsa, u holda quyidagi
munosabatlarning qaysi biri to‘g’ri?
a) lim f(x)=b+0 b) lim f(x)=0»b
x—a x—-a+0
c) limf(x)=b—-0 d) lim f(x)=b+0
x—a x—-a+0
49.Ve >0, 36 = 6(¢), 0 < x —a < 6 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x
larda 0 < f(x) — b < ¢ tengsizlik bajarilsa, u holda quyidagi
munosabatlarning qaysi biri to‘g’ri?

a) lim f(x)=b+0 b) lim f(x)=b—0
x—-a+0 x—-a+0

c) lim f(x)=b+0 d) limf(x) =b+0
x—a-0 x—a

50. Ve > 0, 36 = §(e), x < —4§ tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x larda
0 < f(x)—b < e tengsizlik bajarilsa, u holda quyidagi
munosabatlarning qaysi biri to‘g’ri?

a) lim f(x) =b+0 b) lim (x) =b

c) lim f(x) =b-0 d) limf(x) =b+0
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V Bob. FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

27-§. Funksiya uzluksizligining ta’riflari. Funksiyaning uzilishi. Uzilishning
turlari. Uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar
Reja:
1. Funksiya uzluksizligining ta’riflari.
2. Funksiyaning uzilishi. Uzilishning turlari.
3. Uzluksiz funksiyalar ustida amallar.
4. Mustaqil yechish uchun misollar.
5. O‘z-o°zini tekshirish savollari.
1. Funksiya uzluksizligining ta’riflari.
f (x) funksiya a nugtaning U, (a) atrofida aniglangan bo‘Isin.
27.1-ta’rif. Agar f(x) funksiyaning x — a da limiti mavjud bo‘lib
lim f(x) = f(a) (27.1)
bo‘lsa, u holda f(x) funksiya a nugtada uzluksiz deyiladi.
Bu ta’rifdan ko‘rinadiki, f(x) funksiya a nuqtada uzluksiz bo‘lsa
quyidagi shartlar bajarilar ekan.

a) f funksiya a nugtaning biror atrofida aniqlangan, ya’ni shunday 6, >0
topilib U, (@)= D(f ) bo*lishi,

b) IXLqu(x) — mavjud bo‘lishi,

c) f(a)= lim f(x) tenglik orinili bo‘lishi kerak ekan.

Funksiyaning a nuqtadagi limiti ta’riflaridan foydalanib, funksiyaning a
nuqtadagi uzluksizligining ta’rifini (¢—¢) tilida, atroflar yordamida, ketma-
ketliklar yordamida va orttirmalar tilida ham berish mumkin.

27.2-ta’rif. (Koshi) Agar

Ve>0,35>0 (5e(0,6,])|x—al<s, vx—| f(x)-f(a)<e
munosabat bajarilsa, f funksiya a nugtada uzluksiz deyiladi.

27.3-ta’rif. (Geyne) Agar

vix Hx, €U, (@)): limx, =a—lim f(x,)= f(a)

munosabat bajarilsa, f funksiya a nugtada uzluksiz deyiladi.
27.4-ta’rif. Agar
Ve>0,36>0 (5<(0,6,]), YxcU(@a)— f(x)eU,(f(a))
munosabat bajarilsa, f funksiya a nugtada uzluksiz deyiladi.
1-1zoh. 27.2-ta’rifni berishda funksiya limitining Koshi ta’rifidagi
0< x—al<s (o‘sh tengsizlik, ya’ni x argument a nuqtaga teng bo‘Imaslik sharti
o‘rniga | x—al< ¢ tengsizlik ishlatildi. x=a bo‘lganda f(x)- f(a) ayirma nolga
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teng bo‘lganligidan ixtiyoriy >0 uchun | f(x)- f(a)l< ¢ tengsizlik bajariladi.
Shuning uchun 27.2-ta’rifda 0<|x—al< 5 tengsizlik o‘rnida | x—al|< ¢ tengsizlik
ishlatilishi mumkin bo‘ldi.

2-1zoh.  27.3-ta’rifni berishda funksiya limitining Geyne ta’rifidagi
{f.(x} ketma-ketlikning hadlari a sonidan fargli bo‘lishlik shartini tushirib
goldirdik. Bu ishni f(a) ga yaginlashuvchi {f (x}} ketma-ketlik hadlariga f(a) da
teng bo‘lgan elementlarni qo‘shish, bu ketma-ketlikning f(a) soniga
yaqinlashuvchiligiga ta’sir qilmaganligi uchun, qilish mumkin bo‘ldi.

Funksiya limitining Koshi va Geyne ta’riflari ekvivalent bo‘lganligi uchun
funksiyaning nuqtadagi uzluksizligining Koshi va Geyne ta’riflari ekvivalent
bo‘ladi.

X-a ayirmani argumentning orttirmasi deyiladi vaAx kabi belgilanadi. f(x)-
f(a) ayirmani funksiyaning argumentning Ax orttirmasiga mos orttirmasi
deyiladi va Ay kabi belgilanadi. Demak Ax=x-a ga teng bo‘lganda
Ay = f(x)-f(a)= f(a+Ax)- f(a) bo‘lar ekan. Bu belgilashlardan keyin (27.1)
tenglikni AI)!E’(])Ay:OShaHda yozish mumkin.

Demak, funksiyaning a nuqtadagi uzluksizligi ta’rifini argumentning a
nugtadagi cheksiz kichik orttirmasiga funksiyaning cheksiz kichik orttirmasi
mos kelishi sifatida ham berish mumkin ekan.

27.1-misol. f(x)=x* funksiyani x=a, aeR nugtada uzluksizligini
ko‘rsating limx* =a’ va f(a)=a? bo‘lganligi uchun bu funksiya ixtiyoriy x=a

nugtada uzluksizdir.

27.2-misol. f(x):i2 funksiyani x = a, a # 0 nuqgtada uzluksizligini
X

ko‘rsating. Limitning xossalaridan foydalanib, a # 0 da

imi-2vaimi-21-_ f(a)
x—a X a X—a X2 a2

bo‘lganligi uchun iz funksiya x = a (a # 0) nugtada uzluksiz bo‘ladi.
X

27.3-misol. f(x)=+/x funksiyaning x = a (a # 0) nuqtada uzluksizligini
ko‘rsating.

Yechish. \&%\:% bo‘lganligi uchun a>0 bo‘lganda
X +4+a

og|\/§—\/5|<|x_a| tengsizlikni olamiz. Bu tengsizlikdan agar a>0 bo‘lsa

Ja
x > a da vx—+a —0 ekanligi kelib chigadi. Bu esa +/x funksiyaning x = a
nuqtada uzluksizligini bildiradi.
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1
27.4-misol. f(x)—{xcosi’ **0 funksiyani x=0 nugtada uzluksizlikka
0, x=0

tekshiring.
Yechish. Bu funksiya R - sonlar o‘gida aniglangan va vxeR, x=0 da

<1 tengsizlik bajarilganligi uchun o<|f(x)- f(0)=|f(x)} < x|

1
COS—
X

munosabat bajariladi. Bu munosabatdan
limf(x)= f(0)=0

x—0

ekanligini olamiz. Demak, garalayotgan funksiya x=0 nuqgtada uzluksiz ekan.
Chap (o‘ng) limitlarga o‘xshash chapdan (o‘ngdan) uzluksizlik
tushunchasini Kiritish mumkin. f funksiya biror (a-¢,a] yarim intervalda
aniglangan bo‘lsin. Agar
lim f(x)= f(a)

x—a—0

ya’ni f(a-0)=f(a) bo‘lsa, u holda f funksiya a nugtada chapdan uzluksiz deyiladi.
Shunga o‘xshash, agar f funksiya a nugtaning biror o‘ng [a,a+ ) (5 >0)

atrofida aniglangan bo‘lsa va lim f(x)=f(a) ya’ni f(a+0)=f(a) bo‘lsa, f

x—a+0

funksiya x=a nuqgtada o‘ngdan uzluksiz deyiladi.
Funksiyaning nugtadagi chap (o‘ng) limitining Koshi va Geyne ta’rifidan
foydalanib funksiyaning nugtada chapdan (o‘ngdan) uzluksizligining Koshi va
Geyne ta’riflarini berishimiz mumkin.
27.5- ta’rif. (Koshi ta’rifi). Agar
Ve>0,35>0 (5€(0,8]), Vxe(a-d,al(vxela,a+d))—f f(x)- f(a) e
munosabat bajarilsa f funksiya a nugtada chapdan (o‘ngdan) uzluksiz deyiladi.

27.6-ta’rif. (Geyne). Elementlari vneN, x, <a (x,>a) tengsizligini
ganoatlantiruvchi va a nugtaga y aginlashuvchi v{x,} ketma-ketlik uchun
{f(x,} ketma-ketlik f(a) soniga yaginlashsa, f funksiya a nuqtada chapdan
(o°ngdan) uzluksiz deyiladi.

Bu ikki ta’rifning ekvivalentligi ularga mos funksiya limiti ta’riflarining
ekvivalentligidan kelib chigadi. Yuqorida keltirilgan ta’riflardan ko‘rinadiki,
agar f funksiya a nuqtada chapdan va o‘ngdan uzluksiz bo‘lsa, u holda bu
funksiya a nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

Aksincha, agar f funksiya a nugtada uzluksiz bo‘lsa, u holda bu funksiya
a nugtada chapdan va o‘ngdan uzluksiz bo‘ladi.

27.5-misol. f(x)={1’1 );i% funksiya x=0 nugtada o‘ngdan uzluksiz

bo‘ladimi?
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Yechish. |im f(x)=1 va f(0)=1 bo‘lganligi uchun, o‘ngdan uzluksizlik
X—+0
ta’rifiga ko‘ra funksiya x=0 nuqgtada o‘ngdan uzluksiz bo‘ladi.

2.Funksiyaning uzilishi. Uzilishning turlari.
f(x) funksiya a nugtaning biror Ug(a) atrofida yoki o’yilgan
atrofida aniqlangan bo’lIsin.
27.7-ta’rif. Agar f(x) funksiya uchun ag¢ D(f) yoki a nugtada bu
funksiya uzluksiz bo‘Imasa, ya’'ni
lim f(x)= f(a)

X—a

munosabat bajarilmasa, u holda a nugta f funksiyaning uzilish nuqgtasi deyiladi.
27.7-ta’rif quyidagi munosabatlarning birining bajarilishiga teng kuchli

1.1im f (x) — mavjud emas va a < D(f).
2.1im f(x) —mavjud emas va a ¢ D(f).
3.1im f(x) —mavjud va a ¢ D(f).
4.1im f (x) — mavjud va a < D(f) lekin lim f(x)= f(a)
Ixilgf(x) mavjud emasligi quyidagi shartlardan birining bajarilmasligiga
teng kuchli
a) lim f(x) va lim f(x) mavjud, lekin lim f(x)= lim f(x)

b) lim f(x) va lim f(x) limitlarning agalli biri mavjud emas.

Agar 3 va 4 munosabatlar bajarilsa, u holda a nugta f funksiyaning
tuzatilishi mumkin bo‘lgan uzulish nuqgtasi deyiladi

Agar 1) va a) yoki 2) va a) shartlar bajarilsa, u holda a nuqgta f
funksiyaning 1-tur uzulish nuqtasi deyiladi.

Agar 1) va b) yoki 2) va b) shartlar bajarilsa, u holda a nuqgta f
funksiyaning 2-tur uzulish nuqtasi deyiladi.

Bunday nuqtalarda bir tomonli limitlarning agalli bittasi cheksiz bo‘lishi
ham mumkin. Bu holda, ba’zan a nuqtani f funksiyaning cheksiz uzilish nuqgtasi
ham deyiladi.

Agar a nugta f funksiyaning uzulish nugtasi bo‘lsa, u holda bu funksiya a
nuqtada uzulishga ega deyiladi.

3-1zoh. Agar x=a nugta f funksiyaning birinchi tur uzulish nuqgtasi
bo‘lsa, u holda f(a+0)-f(a-0) ayirmaga f funksiyaning a nugtadagi sakrashi
deyiladi.

Nugtada uzulishga ega funksiyalarga misollar garaymiz.
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27.6-misol. f(x)= xsin%, D(f)=R\{0} funksiyaning x=0 nugtadagi
uzulish turini aniglang.
Yechish. lim xsin% =0 bo‘lganligi uchun x=0 nuqta bu funksiyaning

tuzatilishi mumkin bo‘lgan uzilish nugtasi bo‘ladi. f(0)=0 deb aniglab olsak bu
funksiya x=0 nugtada uzluksiz bo‘lib goladi.

.1
27.7-misol. f(x):sm;, D(f)=R\{0} funksiyaning x=0 nuqtadagi

uzulish turini aniglang.

Yechish. Bizga (23.3-misolga garang) ma’lumki bu funksiyaning x=0
nugtada limiti mavjud emas. Demak, bu funksiya uchun x=0 nuqgta 2-tur uzulish
nuqtasi bo‘ladi.

1, x>0
27.8-misol.  signx=:0, x=0 funksiyani x=0 nugtada uzliksizlikka
-1, x<0
tekshiring.
Yechish. limsignx=1, limsignx=-1 bo‘lganligi uchun x=0 nuqgta
Xx—+0 x—-0

bu funksiya uchun 1-tur uzulish nugta bo‘ladi.

27.9-misol. f(x)= 1 funksiyaning uzulish nugtalarini toping.
X

Yechish. |im1=+oo va |im1=—oo bo‘lganligi uchun x=0 nugta bu
Xx—>+0 X x—>-0 X

funksiya uchun 2-tur uzulish nuqtasi bo‘ladi. a=0 nugtalarda bu funksiyaning
uzluksizligi yugorida ko‘rsatilgan edi.
1, xeQ
0, xel

Yechish. xo - ixtiyoriy nugta bo‘lsin. xo ga yaqginlashuvchi barcha hadlari
rasional son bo‘lgan {x,} va barcha hadlari irratsional son bo‘lgan {x'} ketma-

27.10-misol. D(x) = { funksiyaning uzulish nugtalarini toping.

ketliklarni qurib olamiz, ya’ni
limx, =limx] =X,

n
X—>0 X—>0

bolsin. D(x,)=1 bo‘lganligi uchun limD(x,)=1 bo‘ladi. D(x,)=0 bo‘lganligi
uchun esa limD(x") =0 bo‘ladi. Bu esa funksiya limitining Geyne ta’rifiga ko‘ra
lim D(x) — limitning mavjud emasligini bildiradi. Demak garalayotgan funksiya

VX, € R nugtada 2-tur uzulishga ega ekan.
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27.11-misol. f(x)=xD(x), (D(x)) — 27.10-misoldagi funksiya) funksiyaning
uzulish nugtalarini toping.

Yechish. x, =0 bo‘lsin. Xo ga intiluvchi ixtiyoriy {X,} rasional sonlar
ketma-ketligi uchun f(x,)=x, — x, bo‘ladi Xo ga yaginlashuvchi ixtiyoriy
irratsional sonlar ¢x'3 ketma-ketligi uchun f(x,)=0-—0 bo‘ladi. Demak x, =0

bo‘lsa, garalayotgan funksiya bu nugtada uzulishga ega ekan.

Xo=0 bo‘lIsin, u holda f(x,)=x, -0 va f(x.)=0-0 bo‘lganligi uchun va
f(0)=0 ekanligidan ikkita nolga intiluvchi ketma-ketliklarning hadlaridan
Ixtiyoriy tartibda tanlab tuzilgan ketma-ketlikning ham nolga intilishi ma’lum
bo‘lganligi uchun, funksiya uzluksizligining Geyne ta’rifiga ko‘ra, garalayotgan
funksiya x=0 nugtada uzluksiz bo‘ladi.

Bu funksiya bitta nuqgtada uzluksiz, aniglanish sohasining golgan
nuqtalarida uzulishga ega bo‘lgan funksiyaga misol bo‘la oladi.

3. Uzluksiz funksiyalar ustida amallar.
Uzluksiz  funksiyalar yig indisining, ko ‘paytmasining va bo linmasining
uzluksizligi.

27.1-teorema. Agar f va g funksiyalar a nugtada uzluksiz bo‘lsa, u holda f

f
+g, fg va 5 (g(a) # 0 shartida) funksiyalar a nugtada uzluksiz bo‘ladi.

Isbot. Funksiyalar yig‘indisining, ko‘paytmasining va bo‘linmasining
limiti haqidagi teoremaga hamda f, va g funksiyalarning a nuqtada
uzluksizligiga asosan

lim[ f (x)+ g(x)] = lim f (x)+ limg(x) = f (a) + g(a),

X—a

lim f (x)g(x) = lim f (x)- limg(x) = f (a)- 9(a),
() _Imf) f@

Ilmg(x)

lim
x—a g(x

f
munosabatlar kelib chigadi. Bu munosabatlardan f+g, fg vag (g(@)=0)

funksiyalarning a nuqtada uzluksizligi kelib chigadi.

27.1-eslatma. Ikkita funksiya yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va
nisbati uzluksiz bo‘lishidan, bu funksiyalardan har birining uzluksiz bo‘lishi har
doim ham kelib chigavermaydi.

5. O¢z-o¢zini tekshirish savollari.
1. Funksiya uzluksizligining Geyne ma’nosidagi ta’rifini ayting.
2. Funksiya uzluksizligining Koshi ma’nosidagi ta’rifini ayting.
3. Funksiya uzluksizligining orttirmalar orqali ta’rifini ayting.
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4. Funksiya uzilishining turlarini ayting va ularga misollar keltiring.
5. Uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallarni ayting.

6. Mustaqil yechish uchun misollar.
27.1. “e — &6 tilida quyidagi funksiyalarning uzluksizligini isbotlang.
1.f(x) =kx+b; 2. f(x)=x% 3.f(x)=x3 4 f(x)=+/x;
5. f(x) = Vx; 6. f(x) =sinx; 7.f(x) = cosx; 8.f(x) = arctgx;
27.2. a ning ganday giymatlarida quyidagi funksiyalar uzluksiz bo‘ladi?

x? -1 x> —4

1 f(x)=4 x_1" Xx=1 2. f(x)=4 x_2" X#2
a, x=1 a, X=2.
x3_8 sinx
—_ X=1
3. f(x): x—2" X # 2 4. f(X)= X
a, X=2. | a, x=1.
1 1+x) -1
Xsin—, X#0 Ay =
5. f(x)= X 6. f(x)=4 x %0
a, x =0. a, x =0.

27.3. Quyidagi funksiyalarning uzilish nuqgtalarini toping va ularning turini

aniglang.

1 1 =
Loy=20 2 y=—"p. 3y=1 . dy=e
1+2*
2 4 CRL \x\—x 1
5 :3x— . 6y=x X+1, 1. y= ;- 8. y= .
x° —3x+1 1 1 X -
i x 1-e™
cos1 Xx=0
9.y=" . 10. f(x)=4"x’
SIN X
1, x=0.

28-§. Uzluksiz funksiyalarning xossalari
Reja:

1. Nugtada uzluksiz bo‘lgan funksiyaning lokal xossalari.
2. Kesmada uzluksiz bo’lgan funksiyalarning xossalari (global xossalar).
3. Mustagil yechish uchun misollar.
4. Oz-o0°zini tekshirish savollari.

1. Nuqgtada uzluksiz bo‘lgan funksiyaning lokal xossalari

1-xossa. Agar f funksiya a nugtada uzluksiz bo‘lsa, u holda bu funksiya a
nugtaning biror atrofida chegaralangan bo‘ladi, ya’ni
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36>0, 3C >0, VxeU,(a)—>| f(x)[<C.
2- xossa. Agar f funksiya a nugtada uzluksiz va f(a)=0 bo‘lsa, u holda a
nugtaning biror atrofida f funksiyaning ishorasi f(a) sonining ishorasi bilan bir

xil bo‘ladi, ya’ni
36 >0, ¥xeU,(a)— signf(x)=signf(a).

Isbot.  1-xossaning isboti. lim f(x)= f(a) bo‘lganligidan funksiya
limitining Koshi ta’rifiga ko‘ra £ =1 soni uchun shunday & >0 soni topiladiki,
vxeU(a), | f(x)- f(a)l<1 yoki f(a)-1<f(x)<f(a)+1 tengsizligi bajariladi. Bu
tengsizlikdan f(x) funksiyaning U,(a) to‘plamda (a nugtaning ¢ -atrofida)
chegaralanganligi kelib chigadi.

2-x0ssaning isboti. Limit ta’rifiga ko‘ra g= fga“ >0 soni uchun shunday

>0 soni topiladiki vx U (a) |f(x)- f(a) < a)l

yoki

t(a)-| ()<f(x)<f(a) [ f(a)] (28.1)

2
tengsizlik bajariladi. Agar f(a)>0 bo‘lsa, u holda (28.1) tengsizlikning chap

gismidan vxeU,(a) f(x)>%a)>o munosabat kelib chigadi. Agar f(a)<0
bo‘lsa, u holda (28.1) tengsizlikning o‘ng gismidan vxeU,(a) f(x)<@<o

munosabat kelib chigadi. Demak U(g(a) to‘plamda (a nugtaning ¢ atrofida) f(x)

funksiyaning ishorasi f(a) sonining ishorasi bilan bir xil bo‘lar ekan.

2.Kesmada wuzluksiz bo’lgan funksiyalarning xossalari (global
xossalar).

Agar f(x) funksiya (a, b) intervalning har bir nugtasida hamda a nuqtada
o‘ngdan va b nuqtada chapdan uzluksiz bo‘lsa, u holda f(x) funksiya [a, b]
kesmada uzluksiz deyiladi.

28.1-teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasi).

Agar f funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda bu funksiya [a, b]
kesmada chegaralangan bo‘ladi, ya’ni
AC > 0,Vx € [a,b] - |f(x)| < C. (28.2)

Isbot. Faraz qgilaylik f(x) funksiya [a, b] kesmada chegaralanmagan

bo‘lsin. U holda

VC > 0,3xc€la, bl - |[f(x)| > C (28.3)
munosabat bajariladi.
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(28.3) shartda C ni 1,2 ..., n .... natural sonlar deb olib
vn € N,3x, € [a,b] - |f(x)]| >n (28.4)
tengsizlikni olamiz, vn € N, x,, € [a, b] bo‘lganligi uchun {x,} ketma-ketlik
chegaralangan bo‘ladi. Bolsano-Veyershtrass teoremasiga ko‘ra har ganday
chegaralangan ketma-ketliklardan yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish
mumkinligidan, shunday {x,, } gismiy ketma-ketlik va ¢ nugta topilib

tenglik o‘rinli bo‘ladi. (28.5) ga asosan
VkEN, a<x,, <b (28.6)

munosabat bajariladi. (28.5) va (28.6) dan ketma-ketlik limitining tengsizlikka
bog’liq xossalaridan e[a,b] ekanligini olamiz. (28.5) dan va f(x)
funksiyaning uzluksizligidan

lim f(x,) = £(©) (28.7)
tenglikni olamiz.

Ikkinchi tomondan (28.4) tasdiq barcha n € N uchun bajarilganligi uchun,
xususiy holdan =n, (k = 1,2,3...) bo‘lganda ham bajariladi, ya’ni

|f Ceng )1 >

Bundan esa ’lim f(xn,) =+ ekanligini olamiz. Bu tenglik (28.7) tasdiqqa

garama-garshidir. Shuning uchun (28.3) shart bajarilmaydi. Demak, (28.2)
tasdiq o°rinli ekan.
1-1zoh. 28.1-teorema (a; b) intervalda o‘rinli emas. Masalan f(x) = —

funksiya (1,2) intervalda chegaralanmagan. f(x) = 3x3 funksiya R da uzluksiz,
lekin R da chegaralanmagan.

28.2-teorema. (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi). Agar f funksiya
[a, b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda bu funksiya o°zining aniq quyi va aniq
yuqori chegarasiga erishadi, ya’'ni

3¢ € [a,b], f(§) = SF%]f(X)’ (28.8)
3t €lab]l, fFEH = AV, (28.9)

Isbot. Veyershtrassning birinchi teoremasiga ko‘ra f(x) funksiya [a, b]
segmentda chegaralangan. Shuning uchun bu funksiyaning aniq yuqori
chegarasi va aniq quyi chegarasi mavjud.

Endi (28.8) tenglikni isbotlaylik. M = sup f(x) bo‘lsin. Faraz

xela,b]
gilaylik, f(x) funksiya aniq yuqori chegarasiga erishmasin, ya’ni [a,b]
segmentning barcha nuqtalarida M dan gat’iy kichik giymat gabul qilsin. U
holda
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1
M—f(x)
funksiya [a,b] segmentda wuzluksiz va qat’ily musbat funksiya bo‘ladi
Veyershtrassning birinchi teoremasiga asosan bu funksiya [a, b] segmentda
chegaralangan bo’ladi, ya’ni

JA > 0,Vx € [a,b] » F(x) = M_;(x) <A (28.10)

shart bajariladi. M — f(x) funksiya gat’iy musbat funksiya bo‘lganligi uchun
(28.10) dan

F(x) =

vxela, bl f(x) <M —A% (28.11)
tasdigni olamiz. (28.11) tengsizlik M sonining f (x) funksiya uchun aniq yuqori
chegara bo‘la olmasligini ko‘rsatadi.Bu garama-qarshilik funksiya o‘zining aniq
yugori chegarasiga erisha olmaydi degan farazimizning noto‘g’ri ekanligini
ko‘rsatadi. Demak, (28.8) munosabat o‘rinli ekan. (28.9) tenglik ham shunga
o‘xshash isbotlanadi.

2-1zoh. [a, b] segmentda uzluksiz funksiya o‘zining aniq yuqori va aniq
quyi chegaralariga erishganligi uchun, M aniq yuqori chegarani funksiyaning
maksimal giymati, aniq quyi chegarani funksiyaning minimal giymati deb
ataymiz. Veyershtrassning ikkinchi teoremasini bu mulohazalardan keyin
quyidagicha ham ifodalash mumkin.

28.3-teorema. Agar f(x) funksiya [a, b] segmentda uzluksiz bo‘lsa, u

holda bu funksiya maksimal va minimal giymatlarga ega bo‘ladi.

f(x) funksiyaning [a, b] segmentdagi maksimal va minimal giymatlari
mos ravishda max f(x), argxigb f (x) kabi belgilanadi.

Funksiyaning oraliq giymatlari hagidagi teoremalar.
28.4-teorema. (Funksiyaning nollari hagidagi Bolsano-Koshi teoremasi)
Agar f funksiya [a, b] kesmada uzluksiz va uning chetki nuqgtalarida har xil
ishorali gqiymatlarni qabul qilsa, ya’ni f(a) - f(b) < 0 bo‘lsa, u holda
dc € [a,b], f(c) =0 (28.12)
shart bajariladi.
Isbot. Umumiylikka zarar keltirmasdan, f(a) < 0, f(b) > 0 deb olamiz.
f(x) <0 tengsizlikni ganoatlantiruvchi x lar to‘plami A_ bo‘sh emas va
yugoridan chegaralangan (Bu to‘plamga hech bo‘lmaganda a nuqta garashli va
uning elementlari b dan kichik). Xuddi shunday, f(x) > 0 tengsizlikni
ganoatlantiruvchi x nugtalar to‘plami A, ham bo‘sh emas va quyidan
chegaralangan. Bu to‘plamlar, VxeA_va VyeA, uchun
x <supA_<infA, <y
munosabatni ganoatlantiradi. ¢ = supA_ belgilashni kiritamiz va f(c) =0
tenglik o‘rinli bo‘lishini isbotlaymiz. Bu yerda c¢ nugta [a, b] kesmaning ichki
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nuqtasi bo‘ladi. Hagigatdan, ¢ nuqta a nugtaga teng bo‘la olmaydi, chunki
funksiya a nugtada o‘ngdan uzluksiz bo‘lganligidan a nugtaning shunday o‘ng
(a; a + 6,) atrofi topiladiki, Vxe(a; a + ;) uchun f(x) < 0 bo‘ladi. Shunga
o‘xshash ¢ nugta b nugtaga teng bo‘la olmaydi. Chunki f(b) > 0 bo‘lganligi va
f (x) funksiyani b nugtada chapdan uzluksizligidan, b nugtaning shunday chap
(b — 8,;b) atrofi topilib, Vxe(b — 8;;b) f(x) > 0 bo‘ladi. Agar f(c) =0
tenglik bajarilmasa c ichki nugta bo‘lganligi uchun uning shunday (¢ — §,c +
&) atrofi toplib, Vxe(c — 8;¢ + 6) f(x) bir xil ishorali bo‘lib goladi. Bu esa
aniq yuqori chegaraning tarifiga ko‘ra (¢ — §;c) atrofda aqgalli bitta x, nugta
topilib, f(x,) < 0 bo‘lishi; (c; c + &§) atrofda ham agalli bitta x* nugta topilib,
f(x1) > 0 bo‘lishiga garama-garshi bo‘ladi. Bu garama-garshilik f(c) =0
ekanligini isbotlaydi.

28.5-teorema.(Funksiyaning oralig giymatlari hagidagi Bolsano-
Koshi teoremasi). Agar f funksiya [a, b] kesmada uzluksiz va f(a) # f(b)
bo‘lsa, u holda f(a) va f(b) sonlar orasida ixtiyoriy C soni uchun shunday
¢ela, b] nugta topilib, (&) = C tenglik bajariladi.

Isbot. f(a) = A vaf(b) = B belgilashlarni kiritamiz. Shartga ko‘ra A #
B. Aniglik uchun A < B bo‘lsin. Biz

VC € [A,B], 3¢ € [a,b] - f(§) =C (28.13)
munosabatning bajarilishni ko‘rsatamiz

Agar C = A bo‘lsa, u holda (28.13) tenglik & = a bo‘lganda; C = B
bo‘lsa, u holda (28.13) tenglik & = b bo‘lganda bajariladi.

Endi A < C < B bo‘lsin. ¢(x) = f(x) — C belgilashni kiritib, ¢(a) =
A—C<0, o(b) =B —C >0 ekanligini ko‘ramiz. ¢(x) funksiya 28.4-
teoremaning barcha shartlarini ganoatlantiradi. Shuning uchun 3¢ €
[a,b] () =0 bo‘ladi. Bu esa f(§) —C=0, ya’ni f(§) =C tenglik
bajariishini ko‘rsatadi.

3. Mustagqil yechish uchun misollar.
1. Agar f funksiya [a,b] kesmada uzluksiz va m = xei[rglfb]f(x), M =
SElp]f(x) bo‘lsa, u holda f funksiyaning [a,b] segmentdagi qiymatlari
x€ela,b
to‘plami [m; M] kesmadan iborat bo*lishini isbotlang
2. Veyershtrassning birinchi teoremasi (a,b) interval uchun o‘rinlimi?
Tasdig’ingizni misollar yordamida asoslang .
3. 3-teoremada uzluksizlik sharti olib tashlansa, teorema o‘rinli bo‘Imasligini
misollar yordamida tushuntiring.
4. Veyershtrassning birinchi va ikkinchi teoremalarida [a, b] kesma o‘rniga
(a, b) oraliq olinsa, bu teorema o‘rinli bo‘Imasligini misollar orgali tasdiglang.
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5. Veyershtrassning birinchi va ikkinchi teoremalarida uzluksizlik sharti olib

tashlansa, teorema o‘rinli bo*Imasligini misollar yordamida tushuntiring.
4.0’z-0’zini tekshirish savollari.

1. Uzluksiz funksiyaning lokal (nugtada uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning

xossalari) xossalarini ayting.

2. Bolsano — Koshining birinchi teoremasini ayting va uni isbot giling.

3. Bolsano — Koshining ikkinchi teoremasini ayting va uniisbot qgiling.

4. Veyershtrassning birinchi teoremasini ayting va uni isbot qgiling.

5. Veyershtrassning ikkinchi teoremasini ayting va uni isbot giling.

29-§. Murakkab funksiyaning uzluksizligi, monoton funksiyalarning
uzluksizligi

Reja:

1. Murakkab funksiyaning uzluksizligi.

1. Monoton funksiyalarning uzluksizligi.

3. Oz-o¢zini tekshirish savollari.

4. Mustaqil yechish uchun misollar.

1. Murakkab funksiyaning uzluksizligi. y = f(x) funksiya X

to‘plamda, z:go(y) funksiya esa Y to‘plamda aniglangan va E(f) € Y bo‘lsin,

u holda ular yordamida z=¢(f(x)) murakkab funksiya tuzish mumkin bo*ladi.
29.1-teorema. y = f(x) funksiyaaeX nugtada, z=¢(y) funksiya esa a

nugtaga mos kelgan y, = f(a) nugtada uzluksiz bo‘lsa, z=¢(f(x)) murakkab

funksiya a nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

Isboti. ¢(y) funksiya y, = f(a) nugtada uzliksiz bo‘lganligi uchun
Ve >0 shunday o >0 soni topiladiki ly —y,| <o  tengsizlikni
ganoatlantiruvchi  ixtiyoriy y lar uchun |@(y) — @(y,)| < € tengsizlik
bajariladi.

Ikkinchi  tomondan  f(x)  funksiya aeX nuqtada  uzluksiz
bo’lganligidan Vo > 0 uchun shunday & > 0 soni topiladiki |x —a] <&
tengsizlikni  ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x lar uchun |f(x) — f(a)| =
ly — y,| < o tengsizlik bajariladi.

Bu mulohazalardan ¢ > 0 soni uchun

lo(f () — o)l = lo(f(x)) —p(f(@))]| <&
munosabatning bajarilishi kelib chigadi.

Demak, ¢ (f (x)) funksiya a nugtada uzluksiz bo‘lar ekan.

29.1-misol. Ushbu

1) y=sinx" (neN); 2) y=sin(log4x)

150



funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring.
Yechilishi. 1) u=x" deb, y=sinu funksiyaga ega bo‘lamiz. Ma’lumki,
y =sinu funksiya, Vu € R uchun uzluksiz. u=x" funksiya esa, darajali funksiya

sifatida Vxe R da uzluksiz. Demak, Yy =sinx" murakkab funksiya 29.1-
teoremaga asosan R da uzluksiz bo‘ladi.

2) Ma’lumki, u = logs 4x funksiya (0;0) da uzluksiz, Y =SinU funksiya
esa, R da uzluksiz. Demak, murakkab funksiyalarning uzluksizligi hagidagi
29.1-teoremaga ko‘ra, y = sin(logs 4x) murakkab funksiya (0;0) oraligda
uzluksizdir.

2. Monoton funksiyalarning uzluksizligi.

29.2-teorema. Agar f funksiya [a,b] kesmada aniglangan va monoton
bo‘lsa, u holda bu funksiya (a,b) intervalning nugtalarida fagat birinchi tur
uzulishga ega bo‘lishi mumkin.

Isbot. X, e(a,b) — ixtiyoriy nugta bo‘lsin. Monoton funksiyaning limiti

hagidagi teoremaga ko‘ra f funksiya Xo nugtada chap va o‘ng limitlarga ega.
Agar masalan f — o‘suvchi funksiya bo‘lsa, u holda
Iimof(x)sf(xo)s lim f(x)

X—>Xg— X—>Xo+0

tengsizlik o°rinli bo‘ladi. Agar lim f(x)= lim f(x) bo‘lsa, u holda xo nugta f

X—>Xg+

funksiyaning 1-tur uzulish nuqtasi bo‘ladi. Agar Iimof(x): lim f(x) bo‘lsa, u

X—>Xo— X—>Xo+0

holda Xo nuqgtada f funksiya uzluksiz bo‘ladi. Shunga o‘xshash tasdigni f
funksiya kamayuvchi bo‘lgan holda ham isbotlash mumkin.

29.3- teorema. Agar f(x) funksiya X oraligda monoton bo‘lsa, u shu
to‘plamda sanoqgli sondagi nugtalarda uzilishga ega.

Isboti. Aniglik uchun f(x) funksiya x to‘plamda kamayuvchi deb faraz
gilaylik. ae X nugta f(x) ning uzilish nugtasi bo‘lsin. Ma’lumki, monoton
funksiya aniglanish sohasining har bir nugtasida o‘ng va chap elimitlarga ega va
f(a—0)< f(a+0) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Hagigiy sonlarning zichlik xossasiga

asosan, shunday ratsional r = r(a) :S son mavjudki, f(a—0) <r(a) <

f(a+0) o‘rinli bo‘ladi.
Agar a; va a, nuqgtalar f funksiyaning uzilish nugtalari bo‘lib, a,>4a
bo‘lsa, u holda r(a,)>r(a;) bo‘ladi. Hagigatan ham,
r(ay) > f(a, —0) = f(a; +0) > r(ay)
munosabatga ko‘ra yuqoridagi tengsizlik o‘rinli. Shunday qilib, har bir uzilish
nugtasiga bitta ratsional sonni mos go‘yish mumkin ekan. Ratsional sonlar
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to‘plami sanoqgli bo‘lgani uchun monoton funksiyaning uzilish nugtalari ham
sanoqli ekan degan xulosa kelib chigadi.

29.4- teorema. Agar f(x) funksiya x oraligda o‘suvchi (kamayuvchi)
bo‘lib, uning giymatlari Y oraligni tutash to‘ldirsa (ya’ni har bir yeY
giymatini funksiya hech bo‘lmaganda bir marta gabul etsa), u holda bu funksiya
X da uzluksiz bo‘ladi.

Isboti. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni f(x) funksiya teoremaning shartini
ganoatlantirsa ham, u biror ae X nuqtada uzilishga ega bo‘lsin. Masalan,
chapdan uzilishga ega bo‘lsin. Yugorida ko‘rdikki, x < x, bo‘lsa, f(x) <
f(xo —0), x > x, bo‘lganda esa f(x) = f(x,) bo‘ladi. Shuning uchun
f(xy —0) va f(x,) sonlari orasidagi y ni funksiya gabul gila olmaydi (x,
nugtada chapdan uzilishga ega bo‘lgani uchun f(x,—0) < f(x,) qat’iy
tengsizlik o‘rinli). Bu esa teorema shartiga gqarama-garshi. Demak f funksiya
uzilishga ega emas.

3.0¢z-0¢zini tekshirish savollari.
1.Murakkab funksiyaning uzluksizligi haqidagi teoremani ayting va uni
isbotlang.
2.Monoton funksiyaning uzluksizligi hagidagi teoremani ayting va uni isbotlang.
3.Monoton funksiyaning uzilish nugtalarining soni gancha bo‘lishi mumkin?

4. Mustaqil yechish uchun misollar.

29.1. f(x) funksiya (a,b) intervada monoton bo‘lsin. f(x) funksiyaning
uzluksiz nugtalari to‘plami ko‘pi bilan sanoqgli bo‘lishini isbotlang.

29.2. Agar f(x) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz va gat’iy kamayuvchi bo‘lsa, u
holda unga teskari g funksiya [f(b), f(a)] kesmada uzluksiz va qat’iy
kamayuvchi bo‘ladi.

29.3. Agar f funksiya (a.b) intervalda gat’iy o‘suvchi va uzluksiz bo‘lsa, u
holda unga teskari g funksiya (4, B) oraligda gat’iy o‘suvchi va uzluksiz
bo‘ladimi? Bu yerda A = xgg}rof(x),B = szr;rlof(x)'

29.4. Agar f(x) funksiya [a, b] segmentda aniglangan bo‘lib, monoton bo‘lsa, u
holda bu funksiya [a, b] segmentda faqgat birinchi tur uzulishga ega bo‘lishi
mumkunligini isbotlang.

29.5. [a,b] segmentda aniglagan monoton funksiyaning uzulish nuqtalari
to‘plami ko*pi bilan sanogli bo‘lishini isbotlang.

29.6. ¢(t) funksiya [a, b] segmentda o‘suvchi, f(x) funksiya [A, B] segmentda
monoton bo‘lsa (4 = ¢(a), B = ¢(b)), f(¢(t)) funksiya monoton bo*ladimi?
29.7. ¢(t) va f(x) oldingi misoldagi funksiyalar bo‘Isin. ¢(t) funksiya t,(a <
to < b) nugtada uzulishga ega bo‘lsa, f(@(t)) funksiya ham bu nuqtada

uzulishga ega bo‘ladimi?
152



30-§. Teskari funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi, elementar
funksiyalarning uzluksizligi
Reja:
1. Teskari funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi.
2. Elementar funksiyalarning uzluksizligi.
3. Limitlarni hisoblashda funksiyaning uzluksizligidan foydalanish.
4. Mustaqil yechish uchun misollar.
5. O‘z-o¢zini tekshirish savollari.

1. Teskari funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi. Teskari funksiya
tushunchasi 13-§ da kiritilgan edi. Endi teskari funksiyaning mavjudligi va
uzluksizligi haqgidagi teoremani isbotlaymiz.

30.1-teorema. Agar y = f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz va gat’iy
o‘suvchi bo‘lsa, u holda [f(a), f(b)] kesmada y = f(x) funksiyaga teskari x =
g(y) funksiya aniqlangan va u uzluksiz hamda qat’iy o‘suvchi bo‘ladi.

Isbot. Teskari funksiyaning mavjudligi. A=f(a), B=f(b) belgilashlarni
Kiritamiz. f(x) funksiya o‘suvchi bo‘lganligi sababli barcha x € [a, b] lar uchun
A<f(x)<B tengsizlik bajariladi, bu yerda A = inf f(x),B = sup f(x). f(x)

x€[a,b] x€[a,b]
funksiya uzluksiz bo‘lganligi sababli uning giymatlari to‘plami E(f) = [A, B]
bo‘ladi. Teskari funksiyaning ta'rifiga ko‘ra har bir y, € [A4, B] uchun
fx) = o (30.1)
tenglama [a,b] kesmada yagona x = x, (x, € [a, b]) yechimga ega bo‘lishini
isbotlashimiz kerak. Bolsano-Koshining ikkinchi teoremasiga ko‘ra (30.1)
tenglama hech bo‘lmaganda bitta ildizga ega bo‘ladi. (30.1) tenglama [a,b]
kesmada yagona ildizga ega bo‘lishini ko‘rsatamiz.
Faraz gilamiz, (30.1) tenglama x = x, ildiz bilan birga yana bitta x = X,
ildizga ega bo‘lsin, bu yerda X, # x,. U holda f(X,) = yo, Xy € [a, b] bo‘ladi.
Endi X, > x, bo‘lsin deb olamiz. U holda f funksiyani [a,b] kesmada
qat’iy o‘suvchiligidan f(%,) > f(xo) tengsizlikning bajarilishi kelib chigadi.
Boshga tomondan f(%,) = f(xy,) =y, . Bu yerdan X, > x, tengsizlikning
bajarilmasligi  kelib chigadi. Demak X, = x, ekan. Teskari funksiyaning
mavjudligi isbotlandi, ya’ni [A, B] kesmada f funksiyaga teskari x = f~1(y) =
g(y) funksiya aniglangan va E(g) = [a, b]) ,
9(f(0) =x,x €[a,b], f(9)) = y,y € [4,B]. (30.2)
Teskari funksiyaning monotonligi. g(y) funksiyaning [A, B] kesmada
qat’iy o‘suvchi ekanligini , ya’ni
vy, ¥2 € [A, By, <yz = g1) < g(y2) (30.3)
bo‘lishini isbotlaymiz.

Teskaridan faraz qilamiz , (30.3) shart bajarilmasin, ya’ni
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vy, ¥, € [A,Bl: 5, < ¥, > g(F1) = g(F2) (30.4)
shart bajarilsin. ¥; = g(¥,), %, = g(¥,) belgilashlarni kiritsak, u holda (30.4)
shartga ko‘ra X,,%, € [a,b],%; =%, va (30.2) shartga ko‘ra f(%;) =
¥1, f(X;) = ¥, bo‘ladi. f funksiya gat’iy o‘suvchi bo‘lganligi uchun ¥, > %,
tengsizlikdan f(%;) > f(%,) tengsizlik kelib chiqadi, ya’ni y; = ¥, bo‘lishi
kelib chigadi. Bunday bo‘lishi mumkin emas, (30.4) shartga ko‘ra y; < ¥,.
Shunday qilib, (30.4) tasdig bajarilmas ekan. Shuning uchun g(y) qat’iy
o‘suvchi funksiya.

Teskari funksiyaning uzluksizligi. (A, B) intervalning ixtiyoriy y,
nugtasini olamiz. g funksiyaning y, nugtada uzluksizligini isbotlaymiz. Buning
uchun quyidagi

9o —0) =gWo), gyo+0) =g) (30.5)
tengliklarning bajarilishini  ko‘rsatishimiz yetarli, bu vyerda g(y,— 0),
gy + 0) lar mos ravishda g funksiyaning y, nuqtadagi mos ravishda chap va
o‘ng limitlari.

Monoton funksiyaning limiti hagidagi teoremaga asosan y, nugtada g
funksiyaning chap va o‘ng limitlari mavjud va

9o —0) < g(yo) =gy +0) (30.6)
tengsizliklar bajariladi. (30.5) tengliklardan hech bo‘lmaganda bittasi
bajarilmasin, masalan, g(y, — 0) # g(y,), uholda

9o — 0) < g(yo). (30.7)
Barcha y € [4,y,] lar uchun a < g(y) < g(y, — 0) tengsizlik bajariladi,
bunda g(y, — 0) = sup g(y), barcha y € [y,, B] lar uchun

asy<yo
g (o) < g(y) < b tengsizlik o‘rinli, u holda (30.7) tengsizlikdan
A= (g(yo — 0),9(y0)) interval g funksiyaning giymatlar to‘plamiga tegishli
emasligi kelib chigadi. Bu [a, b] kesmaning hamma nuqtalari, shu jumladan A
intervalning nugtalari ham E(g) to‘plamga tegishlilgiga garama-garshi. Xuddi
shunday, (30.5) munosabatning ikkinchi, ya’ni g(y, + 0) = g(y,)
tenglikning o‘rinli  bo‘lishini  ko‘rsatish mumkin. Shunday usul bilan
g funksiyaning A nugtada o‘ngdan va B nuqtada chapdan uzluksizligini
ko‘rsatish mumkin. Teorema isbot bo‘ldi.

30.1-eslatma. Agar f funksiya [a,b] kesmada uzluksiz va qat’iy
kamayuvchi bo‘lsa, u holda unga teskari g funksiya [f(b), f(a)] kesmada uzluksiz
va qat’iy kamayuvchi bo‘ladi.

30.2-eslatma. Agar f funksiya intervalda (chekli yoki cheksiz) va yarim
intervalda aniglangan bo‘lsa, unga teskari g funksiya hagidagi 30.1-teoremaga
o‘xshash teorema ham isbotlanadi.
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Agar f funksiya (a,b) intervalda aniglangan, gat’iy o‘suvchi va uzluksiz
bo‘lsa, u holda unga teskari g funksiya (A,B) intervalda aniqlangan, qat’iy
o‘suvchi va uzluksiz bo‘ladi, bu yerda

A= limof(x),B = xg'grlof(x).

x—a+
2.Elementar funksiyalarning uzluksizligi. n - chi darajali quyidagi
PLx)=apx" +an_x"" 1+ +ax+a, a,#0

ko‘phadni garaymiz. Bu funksiya R da uzluksiz funksiya.

Hagigatdan ham, y=C (C-o‘zgarmas son) R da uzluksiz, demak, Vx da
Ay = 0. y=x funksiya R da uzluksiz, demak, Ax - 0 da Ay = Ax — 0.
Shuning uchun y =ax* (k€ N) funksiya uzluksiz funksiyalarning
ko‘paytmasi sifatida R da uzluksiz funksiya. Ravshanki, P,(x) ko‘phad a,x*,
(k =0,1,2, ...,n) ko‘rinishdagi uzluksiz funksiyalarning yig’indisi bo‘lganligi
uchun u R da uzluksiz funksiya.

Rasional funksiya, ya’ni f(x) = g:l—((xx))
ildizlaridan boshga hamma nugtalarda uzluksiz funksiya, chunki agar Q,,, (x,) #

0 bo‘lsa, u holda B,(x) va Q,,(x) ko‘phadlarning uzluksizligidan f(x)
funksiyaning x, nuqtada uzluksizligi kelib chigadi, bunda B, (x) va Q,,(x) lar
mos ravishda n - chi va m - chi darajali ko‘phadlar.

30.1-tasdig. y=sinx va y=cosx R da uzluksiz funksiyalar.

Isbot. x, R dagi ixtiyoriy nugta bo‘lsin. U holda
. . . X — xO X + xO
SIinx — Sinxg = 2sin 5 COS 5

Vx € R uchun |sinx| < |x| bo‘lganligi uchun

X—X
s| 0
2

funksiya Q,,(x) ko‘phadning

X—Xo
2
U holda |sinx — sinxy| < |x — x¢| bo‘lganligi uchun y=sinx funksiya x,

nugtada uzluksiz.

x+x

<1

|sin va |cos

x_xo

- . X+
Xuddi shunday cosx — cosxy, = —2sin smx? formuladan

|cosx — cosxy| < |x — x| tengsizlik kelib chigadi, shuning uchun y=cosx

funksiya x, nuqgtada uzluksiz. Tasdiq isbot bo‘ldi.
sinx

y=sinx va y=cosx funksiyalarning uzluksizligidan tgx = ——

funksiyaning cosx # 0,x # g + n,(n € Z) bo‘lganda uzluksizligi, ctgx =

CcoSsx

funksiyaning esa sinx # 0,x # nn,(n € Z) bo‘lganda uzluksizligi kelib

sinx
chigadi.

Teskari funksiyaning uzluksizligi  hagidagi 30.1-teoremaga asosan.
y =arcsinx funksiya [-1,1] da uzluksiz va monoton bo‘ladi. Qolgan teskari
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trigonometrik funksiyalarning ham aniglanish sohasida uzluksizligi yuqgoridagi
singari ko‘rsatiladi.

y = apx® (k € N) funksiya uzluksiz shu sababli darajali y=x" (n-
manfiy bo’Imagan butun son) funksiya butun sonlar o‘gida uzluksiz.

Agar n-butun manfiy son bo‘lsa, u holda y=x" funksiya R\{0} da
uzluksiz bo‘ladi. x=0nugtada funksiya aniglanmagan. y(x)funksiyaning x —0
dagi limiti mavjud emas.

y = x* (darajasi ixtiyoriy hagigiy son) funksiya(0,c) intervalda uzluksiz.
Agar « >0 bo‘lsa, u holda 0“ =0 deb olsak, u holda
«_ { a = 0 bo'lganda, [0; +0) da uzluksiz

a < 0 bo'lganda, (0; +0) da uzluksiz.

Agar y = x% funksiya x <0 da aniglangan bo‘lsa, u holda xuddi yuqoridagi

singari (a = g, g juft emas), uning shu sohada uzluksizligini ko‘rsatish mumkin.

y=a* (a>0) ko‘rsatkichli funksiya (-, +) da aniglangan. Bu
funksiyaning (—oo, +0) da uzluksiz ekanligini ko‘rsatish giyin emas.
y =log, X funksiya, x=a’ (a>0) funksiyaga teskari funksiya. x=a’

funksiya —oo <Yy <oo intervalda monoton va uzluksiz. a>1 bulganda a’
funksiyaning giymatlar to‘plami (0; +o0) dan iborat bo‘ladi, chunkiy — —-da
a’ - 0,y - +oo daesaa” - +oo. Teskari funksiyaning mavjudligi hagidagi
teoremaga asosan y = log, x funksiya(0; +o) intervalda aniglangan, monoton
va uzluksiz bo‘ladi.
a>0 bo‘lganda a* funksiya R da uzluksiz, xususiy holda e* funksiya
(—o0,00) intervalda uzluksiz bo‘lgani uchun,
e* —e™”* e*+e™”* shx
shx = — chx = — thx = e
funksiyalar R da uzluksiz bo‘ladi. cthx = :Z—;‘ funksiya esa (~,0)u(0,0) da
uzluksiz.
3. Limitlarni hisoblashda funksiyaning uzluksizligidan foydalanish.
f:X - Y,aeX nugta X ning limit nugtasi bo‘lsin. z = ¢ (y) funksiya Y c R
to‘plamda aniglangan bo‘lsin. Bu funksiyalar yordamida z = ¢(f(x))
murakkab funksiya tuzilgan bo‘lsin.
Agar )lci_r}glf(x) =1y, mavjud bo‘lib, z = ¢@(y) funksiya y, nuqgtada
uzluksiz bo‘lsa, u holda lim @(f(x)) limit mavjud va ,lci_r%‘p(f(x)) = o(y,)

tenglik o‘rinli.
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Hagigatdan ham, x - a da f(x) -y, va @(y) funksiya y, nuqgtada
uzluksiz, ya’ni y - y, da ¢(y) = ¢(y,). U holda murakkab funksiyaning limiti

hagidagi teoremaga asosan x — a da <p(f (x)) funksiya limitga ega va
lim (f(x)) = lim o(f(x)) = ¢(va)
x—=a Y=2Ya
tengliklar o‘rinli. Bu tengliklardan uzluksiz funksiyalar uchun funksiya ishorasi
ostida limitga o°tish qoidasi kelib chigadi: lim ¢ (f (x)) = ¢ (lim f(x)).
xX—-a X—a

Xususan, f(x) = x bo‘lsa, lim ¢(x) = ¢ (lim x) = ¢(a).
xX—a xX—a
Quyidagi muhim limitlarni hisoblaymiz:

10, |jm 28D _ log,e. 2° lim 1 lna. 30 lim D _
x—0 X x—-0 X x—0 X
10, lim 2809 _ iy log,(1 + x)x = log, lim(1 + x)* = log, e.
x—0 X x—0 x—=0
2°. a* — 1 = t almashtirish olsak, quyidagiga ega bo‘lamiz:
a* -1 t 1 1
lim = lim————— =lim - = = [na.
x>0 X t-0log,(1 +t) -0 log,(1 + £)e log, e
3% Bunda (1+x)*—1=t deb, so‘ngra a = In(1+t) va x—>0dat—0
In(1+x)
bo‘lishini hisobga olsak,
. (1+x)“—1_1_ t_l_ t m(1+t) In(1+x) B
50 X AL PV, m(1+t) n(1+x) X B
kelib chigadi.

4%, |kkita g: X - R va f:X — R funksiyalar berilgan, a nugta x ning limit
nuqtasi bo‘lsin. Agar Ixirgf(x):b (b>0), IXirgg(x):c tengliklar o‘rinli bo‘lsa, u

holda lim[f(x)]9%) = b€ munosabat o‘rinli.
x—a
Isboti. [f(x)]o® =9 X ko‘rsatkichli va logarifmik funksiyalarning
uzluksizligidan ~ lim[£(x)]9®) = eliMx-algInf (0] = LI MY I _ pe
x—a
munosabat kelib chigadi.

4. Mustaqil yechish uchun misollar.
30.1. f(x)=2x+sinx funksiya uchun teskari funksiya mavjudmi?
30.2. f(x) =In?x funksiya uchun teskari funksiya mavjudmi?
30.3. Agra f(x) funksiya [a, b] da uzluksiz bo‘lsin. f(x) funksyaga teskari
funksiyaning mavjud bo‘lishi uchun uning qat’iy monoton bo‘lishi zarur va
yetarli ekanligini isbotlang.
30.4. f(x) = x%,x € [0,2] funksiyaga teskari funksiyani toping va uning
uzluksiz ekanligini tekshiring.
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0,agar x — ratsional va [0,1] segmentga qarashli
305. f(x) = { ratsi |
1,agar x — irratsional va [0,1] segmentga qarashli
funksiyaga teskari funksiya mavjudmi? Bu funksiyani uzuksizlikka tekhiring.
30.6.f(x) = signx funksiyaga teskari funksiya mavjudmi?
30.7. Quyidagi elementar funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring.
1) y = x™, x€[0, +0).
2)y=a*,a>0,a+1.
3)y =log, x,xe(0; +),a > 0,a # 1.
4) y = sinx ,y = cosx.
30.8. Quydagi teskari trigonometrik funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring.
1) y = arccosx,x € [—1;1].
2) y = arcsinx,x € [—1;1].
3)y = arctgx, y = arcctgx.
5. O‘z-o‘zini tekshirish savollari.
1.Teskari funksiyaning uzluksizligi va mavjudligi hagidagi teoremalarni ayting
va ularni isbotlang.
2.Elementlar funksiyaning uzluksizlik sohasini ayting.
3.Muhim limitlarni isbotlang.

31-§. Funksiyaning tekis uzluksizligi
Reja:

1. Funksiyaning tekis uzluksizligi.
2. Kompakt to‘plamda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalari.
3. Mustaqil yechish uchun misollar.
4. O‘z-o0¢zini tekshirish savollari.

1. Funksiyaning tekis uzluksizligi. f(x) funksiya X to‘plamda
aniglangan bo‘lsin. X to‘plamning har bir nugtasi uning limitik nuqgtasi bo‘Isin.

31.1-ta’rif. f funksiya X to‘plamda aniglangan bo‘lsin. Agar Ve > 0 son
uchun 36 > 0, |x' — x"| < § tengsizlikni ganoatlantiruvchi vx', x"" € X lar
uchun |f(x") — f(x"")| < € tengsizlik bajarilsa, f funksiya X to‘plamda tekis
uzluksiz deyiladi.

Bu ta’rifning inkorini quyidagicha yozish mumkin:

Je>0,V58(e) >0, I, X"e X, [X—X"|<5=[f(X)-f(x")>e.

31.1-misol. y = /x funksiyaning [1,2] segmentda tekis uzluksizlikka
tekshiring. Agar | f(x") — f(x'")| ayirmani baholasak

| f(x) = f(x")| = |W_ Wl — lxcr—xr1]| < | —x""| - 5
Va4 ¥+ w2 = 3 3
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kelib chigadi. Agar 6 = 3edeb olsak, | f(x") — f(x"")] < € bo‘ladi. Demak,
31.1-ta’rifga ko‘ra y = /x funksiya [1,2] segmentda tekis uzluksiz ekan.
31.2-misol. y = sinx?, x € R funksiyani tekis uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Agar x, =+2mn va x. = /§+ 2nn deb olsak, u holda

X, va x, nugtalar orasidagi |x,, — x;/| masofa nolga intiladi, chunki
! 144 T
lxy, — x| = |V2nn — E+2nn

- 0.

2

V2tn + E+ 2mn

T
tenglik o‘rinli van - o da 2
V2mn+ E+2nn

Ikkinchi tomondan |f(x,) — f(x;)| = |sin21tn — sin(g + 21Tn)| =1
tenglik o‘rinli. Demak, ¢ =% deb olsak n natural sonini yetarlicha katta
tanlab |x, — x,| masofani ixtiyoriy 6 dan Kkichik gilib olganimizda
ham |f (xy,) — f ()| >% bo‘lar ekan. Bu esa 31.1-ta’rifhing
inkorini  bajarilishini bildiradi. Bu esa qaralayotgan funksiyaning tekis

uzliksiz emasligini bildiradi.

31.1-teorema (Kantor teoremasi). Agar f(x) funksiya [a,b] segmentda
aniglangan va uzluksiz bo‘lsa, u shu segmentda tekis uzluksiz bo‘ladi.

Isboti. f(x) funksiya [a;b] oraligda uzluksiz bo‘lsin. Teskarisini faraz
qilaylik, ya’ni bu funksiyda [a;b] oraligda tekis uzluksiz bo‘lmasin. Demak, bu
holda biror £>0 son uchun ixtiyoriy kichik &>0 sonini olmaylik, [a,b]
segmentda shunday x', x" nuqtalar topiladiki, |x" — x"'| < 6 tengsizlik bajarilsa
ham |f(x") — f(x")| = ¢ tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Nolga intiluvchi musbat sonlar ketma-ketligi {6,,}, (6,, > 0, 6, » 0,n =
1,2,3,...) ni garaylik. Farazimizga ko‘ra, £ >0 son va &, > 0 son uchun [a,b]
segmentda shunday x,,, x, nuqtalar topiladiki, quyidagi munosabatlar o‘rinli
bo‘ladi:

Ixj —xp'] < & = |f (x1) — F(ei)| = e,
Ix — %3] < 8 = If(x)) — F3)] = e,

[Xn — 27| <6 = |f(xn) = fF(x)] 2 &,

{x; ketma-ketlik chegaralangan. Bu ketma-ketlikdan Bolsano-
Veyershtrass lemmasiga asosan chekli songa intiluvchi gismiy {x,’{k} ketma-
ketlik ajratish mumkin: x;, = xo va xy € [a, b]. U holda [x, — x5 | < &,,8, —
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0 bo‘lgani uchun {x;, } ketma-ketlik ham x, ga intiladi x;, —x, f(x)
funksiyaning [a, b] da uzluksiz bo‘lishidan:

k > +ooda f(x,) = f(x0), f (xn,) = f(x0)-

Ulardan esa k — +oo da f(xp, ) — f(x5,) = 0 kelib chigadi. Bu esa
vn € N uchun |f(x,) — f(x;])| = € deyilgan yuqoridagi tasdigga zid. Bu
ziddiyat teoremani isbotlaydi.

31.2-ta’rif. sup{f(x)j—inf{f(x)} ayirma f(x) ning X to‘plamdagi

xe X

tebranishi deyiladi va

w=w(f;X)=sup {f(x)}—inf{f(x)} yoki w=sup {f(x")-f(x)} x',x"eX
kabi belgilanadi.

31.1-natija. Agar f(x) funksiya [a,b] da uzluksiz bo‘lsa, u holda ve >0
uchun3s >0 [a,b]ni uzunliklari § dan kichik gilib bo‘laklarga bo‘lganimizda,
har bir bo‘lakdagi funksiyaning tebranishi e dan kichik bo‘ladi.

f(x) funksiya X to‘plamda aniglangan bo‘lib, & ixtiyoriy musbat son
bo‘lsin.

31.3-ta’rif. Ushbu

w(f;6)= sup {f(x)—f(x")}

IX'=x"|<&
X', x"eX

Ifodaga f(x) funksiyaning X to‘plamdagi uzluksizlik moduli deyiladi.
31.4-ta’rif. Agar 3K > 0,3a (0 < a < 1) sonlar mavjud bo‘lib,
Vx,, %, € X lar uchun

(%) = F (%) < Kxg —%,|” (31.1)
shart bajarilsa, u holda f(x) funksiya X to‘plamda Gyolder shartini
ganoatlantiradi deyiladi (« =1 bo‘lsa, (31.1) shart Lipshits sharti deyiladi)

31.2-teorema. f(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lishi uchun
lim o(f;0) =0 shartning bajarilishi zarur va yetarli.

5—0+0

31.3-misol. f(x):exsinl funksiyani X =(0,1) da tekis uzluksizlikka
X

tekshiring.
Yechilishi. X = (0, 1) to‘plamdan x =2 X = 2 nugtalarni
" @n-Dz " (4n+Drx
olamiz.
. 2 2 | 2 1] 1
X, — X, |= — ‘ ——0
(4n-Dz (4n+z| 7r4n 1 4n+1 %16n2_1)
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munosabatga ko‘ran — oo da, |x',, — x"',| = 0.

Ikkinchi tomondan, € = 2 deb olsak

(4D sjn(4n — 1) e”“" sin(4n +1)

() -

2 2 ‘

2 2
z(4n-1) ezz’(4n+l)

2 2
— e7[(4nfl) +eﬂ(4n+l)

—e >2=c.

tengsizlik bajariladi. Demak, berilgan funksiya (0; 1) da tekis uzluksiz emas.

31.4-misol. 1) f(x)=ax+b(a,b=const) funksiyaning x =[a,p] dagi
uzluksizlik modulini topamiz. |x' —x''| < & tengsizlikni ganoatlantiruvchi
x',x"e[a; B] nugtalar uchun

w(S)= sup [ax"+b—ax—bj= sup [a(x"-x)=|als.
|x"-x|<6 |x"-x]<6

2) f(x)=x*+1 funksiyaning x =[o01] dagi uzluksizlik moduli topilsin.

Yechish. vx'e[04] olamiz. x" ni esa X''=X'—0 deb olamiz (0<&<1). U
holda 25— 652 >0 ekanligini e’tiborga olib,

[F(x')— f(x") =‘(x'2+1)—(x”2+1] = ‘x'z—(x'—é 2‘ =‘x'2—x'2+25x'—52‘ =
=[2ox-67| < 25 - 52:>W(5)—X5Lip<5|f(x )- f(x") <25 -652
x'=1, x''=1-¢5 nugtalar uchun |x—x"|=6
[F00)= (¢ =[(x242) (x241) = |26 - 67 = 26 - 57 = W(6) = 25— 52

bo‘lishini olamiz. Demak, w(f; 8) = 26 — §2.

31.3-teorema. f(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lishi uchun
lim w(5)=0 bo‘lishi zarur va yetarli.

5—>+0

2. Kompakt to‘plamda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalari.

Ochiqg va yopiq to‘plamlar. X < R berilgan, a< X bo‘lsin.

31.6 — ta’rif. Agar ae X va

JUs (@)={x:xeR,a-s<x<a+5}(6§>0)Uy (a)c X
bo‘lsa, a nugta X to’plamning ichki nugtasi deyiladi.

31.5-misol. x=1/3 nugta X =[0,1] ning ichki nugtasi, x =0, x =1nuqtalar
esa, X =[01] to‘plamning ichki nugtasi emas.

31.6-misol. X =[0,1] yopiq to‘plam.

Barcha limitik nuqgtalarini o‘zida saglagan to‘plamga yopiq to‘plam
deyiladi.
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Eslatma. Limit nuqtaga ega bo‘Imagan to‘plamni ham yopiq to‘plam deb
garaladi.

31.6-misol. Chekli to‘plam yopiq to‘plam bo‘ladi.

X <R bo‘lsin,

31.7-ta’rif. Agar X to‘plamning elementlaridan tuzilgan har ganday
x.} (x, e X,n=12,...) ketma - ketlikdan shu to‘plamning nugtasiga
yaginlashuvchi {x,, } gismiy ketma — ketlik ajratish mumkin bo‘lsa, X to‘plam
kompakt to‘plam deyiladi.

31.4-teorema. X to‘plam kompakt to‘plam bo‘lishi uchun uning
chegaralangan va yopig to‘plam bo‘lishi zarur va yetarli.

Isboti.  Zaruriyligi. X to‘plam  kompakt bo‘lsin.  Uning
chegaralanganligini isbot qilamiz. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni x to‘plam
kompakt bo‘lsa ham, u chegaralanmagan bo‘lsin. U holda 3x e X nugta
mavjudki, [x;| > 1vadx, €X,|x,| >1,..,3x, €X,|x, | >n (n=1,2,...)
tengsizliklar bajariladi.

Bu {x,} ketma — ketlikdan yaqginlashuvchi ketma - ketlik ajratib
bo‘lmaydi. Bu esa X ning kompaktligiga zid. Demak, X  to‘plam
chegaralangan. Endi X ning yopiqgligini ko‘rsatamiz. Faraz gilaylik a nugta X
to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin. U holda X da a ga intiluvchi {x,} ketma —
ketlik topiladi. Ma’lumki, {x,} ning har ganday {x,, } qismiy ketma — ketligi
uchun limx, =a bo‘ladi. X to‘plam komkpakt bo‘lganligi uchun, ae X

bo‘ladi. Buesa X ning yopigligini bildiradi.
Yetarliligi. X chegaralangan va yopiq bo‘lsin. Bu holda Bolsano —
Veyershtrass lemmasiga ko‘ra har ganday chegaralangan {x,,} ketma — ketlikdan

yaginlashuvchi gismiy ketma — ketlik ajratish mumkin: X, — a. Ravshanki bu

a nugta x ning limit nuqgtasi bo‘ladi. x yopiq bo‘lgani uchun, a € X . Demak,
X to‘plam kompakt bo‘ladi.

1. Mustaqil yechish uchun misollar.
31.1. Chegaralanmagan f(x) = x + sinx funksiyani (—oo, +o0) oraliqda tekis
uzluksizligini ko‘rsating.
31.2. f(x) = x? funksiya (=1, +1) (I —yetarlicha katta musbat son) oraligda
tekis uzluksizmi?
31.3. f(x) = x? funksiya (—oo,+0) oraligda tekis uzluksizmi?
31.4. Quyidagi funksiyalarni tekis uzluksizlikka tekshiring.

1f(x)=——, —1<x<Ll. 2.f00="X gcx<r.
4—x X

3. f(x)=xsinx, 0<x<+00. 4 f(X)=Inx, 0<x<l.
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5. f(x):excosi, 0<x<1. 6. f(X)=e", —o<X<+w0,
X

7.f(x)=xsini, 0<x<m. 8. f(X)=Sin\/§, 1< X <40,

9. f(x)=e ™™ -1<x<1, 10. f(x) =x*, —e<x<e.
4. O‘z-o‘zini tekshirish savollari.
1.Funksiyaning tekis uzluksizligi ta’rifini ayting va unga misollar keltiring.
2.Kantor teoremasini ayting va uni isbotlang.
3.Kantor teoremasidan kelib chigadigan natijani ayting.
4.Funksiyaning uzluksizlik moduli ta’rifini ayting.
5.Kompakt to‘plamning ta’rifini ayting va misollar keltiring.
6.Kompakt to‘plam bo‘lishning zaruriy va yetarli shartlarini ayting va uni isbot

giling.

32-§. Vektor funksiyaning limiti va uzluksizligi
Reja:
Vektor funksiya tushunchasi.
Vektor funksiyaning limiti.
Vektor funksiyaning uzluksizligi.
O¢z-o¢zini tekshirish savollari.
Mustaqil yechish uchun misollar.
1.Vektor funksiya tushunchasi. Agar t € E c R o‘zgaruvchinining har

bir giymatiga uch o‘lchovli fazodagi biror r(t) vektor mos go‘yilgan bo‘lsa, u
holda E to‘plamda t skalyar argumentning r(t) vektor funksiyasi berilgan
deyiladi.

Uch o‘Ichovli fazoda Oxyz dekart koordinatalar sistemasi berilgan bo‘lsin.
U holda r(t),t € E vektor funksiyaning berilishi, uning x(t), y(t),z(t) t € E
koordinatalarining (ya’ni skalyar funksiyalar) berilishini bildiradi. Agar i,j, k
lar koordinata o*qglaridagi birlik vektorlar bo‘lsa, u holda
r(t) =x@®)i+y@)j+z(@{)k,t € E yokir(t) = (x(t),y(t), z(t))
munosabatlarni yoza olamiz. Agar barchat € E,z(t) = 0 bo‘lsa u holda r(t)
vektor funksiya ikki o‘lchovli vektor funksiya deyiladi.
Agar har bir r(t) vektorning boshi koordinata boshi bilan ustma-ust tushsa, u
holda, u vektorlar radius vektorlar deyiladi. Bu vektorlarning oxirgi nugtalari
to‘plamini, agar t ni vaqt deb hisoblasak M(t) nuqtaning trayektoriyasi deb
hisoblashimiz mumkin.

2.Vektor funksiyaning limiti. a biror vektor va r(t) vektor t, nugtaning
biror o‘yilgan atrofida aniglanga bo‘lsin. Agar

Ok wnE
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lim|r(t) —al =0 (32.1)
t-t,

munosabat bajarilsa, ya’ni r(t) — a vektorning uzunligi t — t, da nolga intilsa,
u holda a vektor r(t) vektor funksiyaning t, nuqtadagi limiti deyiladi va

tlir? r(t) = ayokit - t, dar(t) — a kabi yoziladi.
—lo

32.1-lemma. Agar r(t) = (x(t),y(t),z(t)) vaa = (as a,, az) bolsa, u
holda

limr(t) =a (32.2)
t—)to
bo‘lishi uchun
lim x(t) = a;, lim y(t) = a,, lim z(t) = a3 (32.3)
t—)to t—)to t—)to

tengliklarning bajarilishi zarur va yetarli.
Hagigatdan ham

Ir(®) —al = [x(®) —a; 2 + [y(®) — az]? + [z(t) —as]®>  (32.4)

tenglikdan
[r(©) —al = |x(t) —asl, [r(©) —a] = |[y(&) — az|, |r () —a| = |2(¢) — as]

tengsizliklar kelib chigadi. Shuning uchun t — t, da |r(t) — a| —» 0 shartdan
(32.3) munosabatning bajarilishi kelib chigadi. Aksincha (32.3) munosabat
bajarilsa, u holda (32.4) dan (32.1) ning bajarilishi kelib chigadi.

Vektor funksiya limitining ba’zi bir xossalarini keltirib o‘tamiz. Dastlab
(32.2) shartning bajarilishi uchun t—-t, da a(t) -0 munosabatni
ganoatlantiruvchi, ya’ni t — t, da cheksiz kichik vektor funksiya topilib

r(t) =a+ a(t)
tenglikning bajarilishi zarur va yetarli ekanligini ta’kidlab o‘tamiz.
1°. Agar th_)r{t r(t) = a bo‘lsa, u holda tli_)rgl?‘(t)l = |a| bo‘ladi.

20, Agar r(t) vektor va f(t) skayar funksiyalar uchun tlim r(t) =a va

to

tlir{l f(t) = A munosabatlar bajarilsa, u holda
L!gg) fOr() = tlgg) fQ@ - ggrg r(t) (32.5)
bo‘ladi.

Isbot: Skalyar va vektor funksiyalar limitining ta’rifidan t = t, da
shunday skalyar cheksiz kichik g (t) va cheksiz kichik vektor a(t) funksiyalar
topilib f(t) = A+ B(t),r(t) = a + a(t) tengliklar bajariladi. Shuning uchun
f®)r() = Aa+ y(t) tengik bajariladi. Bu yerda y(t) = Aa(t) + f(t)a +
B(t)a(t) bo‘lib, L]lr{} y(t) = 0 bo‘ladi. Bu yerdan (32.5) tenglik kelib chigadi.

30 Agar L]lr{} ri(t) = aq thrp r5(t) = a, bo‘lsa, u holda

—lo —lo
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lim (r,(£) + 7,(£)) = lim 7,(£) + lim 7,(¢), (32.6)
tot, t—ty t-ty

tll_)r{l (n@®,r®) = (th_)r{l r1(t), tll_)r? 2(1)), (32.7)
lim [r, (0, 72(0)] = [(lim 7,(©), Jim 7,(©)) (329

munosabatlar o°rinli bo‘ladi.
Isbot: Dastlab (32.6) tenglikni ishotlaymiz. Shartga ko‘ra shunday a; (t)
va a,(t) funksiyalar topilib tlir? a;(t) =0, i =1,2 tenglik va r;(t) = a; +
—lo

a;(t),i = 1,2 munosabat bajariladi. Shuning uchun r,(t) + r,(t) = a; + a, +
B(t), buyerdan B(t) = a,(t) + a,(t). Bu yerdan tllr{l B(t) = 0 tenglik
—lo

bajarilganligi uchun (32.6) ning o‘rinli ekanligi kelib chigadi.
Endi (32.7) tenglikni isbotlaymiz. Skalyar ko‘paytmaning xossalariga ko‘ra

(r (), 12(1)) — (ay,a3) = (ay(t), ay) + (az(t),a;) + (“1(0; a; (t))
tenglik o‘rinli. Bu tenglikning o‘ng tomonida turgan ifoda, a,(t),a,(t)
funksiyalart — t, da cheksiz kichik funksiya bo‘lganligi uchun va |(p,q)| <
Ipllq| tengsizlikka ko‘ra, cheksiz kichik funksiya bo‘ladi. Bu mulohazalardan
(32.7) tenglikning o‘rinli ekanligi kelib chigadi.

Vektor ko‘paytmaning xossalaridan va |(p,q)| < |pllq| tengsizlikdan
foydalanib (32.8) formula ham shunga o°xshash isbotlanadi.

3.Vektor funksiyaning uzluksizligi. Vektor funksiyaning uzluksizlik
ta’rifini beramiz. Agar t, nuqtada

tli—g}) r(t) = r(ty) (32.9)

tenglik bajarilsa r(t) vektor funksiya t, nugtada uzluksiz diyiladi. (32.2), (32.3)
munosabatlarning ekvivalentligidan r(t) = (x(t),y(t),z(t)) vektor
funksiyaning t, nugtada uzluksizligi, x(t), y(t), z(t) skalyar funksiyalarning t,
nugtada uzluksizligiga ekvivalent bo‘ladi.

Vektor funksiya uzluksizligi ta’rifidan va limitining xossalaridan, agar
ri(t) va ry(t) vektor funksiyalar t, nuqtada uzluksiz bo‘lsa, ualrning
yig’indisi, skalyar va vektor ko‘paytmalarning ham t, nugtada uzluksizligi
kelib chigadi. Ar =r(ty, + At) —r(t,) vektor funksiya r(t) vektor
funksiyaning t, nugtadagi orttirmasi deyiladi. U holda (32.9) shart

lim Ar =0 (32.10)

At—0
shartga ekvivalent bo‘ladi.

Har bir r(t) vektor boshi koordinata boshida bo‘lsa, u holda bu vektorlar
radius vektorlarning oxirgi nugtalari to‘plami r(t),t € E vektor funksiyaning
godografi deyiladi. Fazodagi har ganday chizigni biror vektor funksiyaning
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godografi sifatida garash mumkun. Godografning parametrik tenglamalari x =
x(t),y = y(t), z= z(t) ko‘rinishda yoziladi.
32.1-misol. r(t) =
godografini toping.
Yechish. Godografning parametrik tenglamasi
1—t? 2t
Ty YT 1y
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu munosabatlardan r(t) vektor funksiyaning godografi
x2+yt=1,z=1
aylanadan iboratligi kelib chigadi.
32.2-misol. r=Qt—-1)i+ (—3t+2)j+4tk, t€eR vektor
funksiyaning godografini toping.
Yechish. Godografning parametrik tenglamasi
x=2t—1, y=-3t+2, z=4t, tER ko‘rinishda bo‘ladi. Bu
munosabatlardan

1-t2 , 2t . . .
ot k, teR  vektor  funksiyaning

z=1

x+1 y—2 z
t=——t=""pt=7
tenglamalarni olamiz. Demak, godograf
x+1 y—-2 z
2 3 4

to‘g’ri chizigdan iborat ekan.
32.3-misol. r = 4cht-i—j+ 3sht -k, t € [0,1] vektor funksiyaning
godografini toping.
Yechish. x = 4cht,y = —1, z = 3sht tengliklardan ’;—Z— ? =1,y=-1
2 2

munosabatlarni olamiz. Demak, r(t) vektor funksiyaning godografi % — Z? =

1,y = —1 giperboladan iborat ekan.
4. O°z-o¢zini tekshirish savollari.
1. Qanday funksiyaga vektor funksiya deyiladi?
2.Vektor funksiyaning limiti deb nimaga aytiladi?
3.Vektor funksiyaning uzluksizligini tushuntirib bering.
5. Mustaqil yechish uchun misollar.
Quyidagi funksiyalarning godograflarini toping.
32.1. r=v1—-t%i+ V1 +t%j, te][0,1].
32.2. r=3ti+ (2t — t?)j, t ER.
32.3. r=cost-i+sint-j+tk t €R.
32.4. r = 2cos?*t - i+ 2sin’t - j, t € [0,2m].
325. r=ti+t%+t3k, t €R.
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32.6. r = 5cost - i+ 4sint -j + 2k, t € [0,2mx].
V bobni takrorlash uchun test savollari

1. Qaysi holda f(x) funksiyaning a nuqtadagi uzilishi bartaraf qgilish
mumkin bo‘lgan uzilish deyiladi.
a) f(a-0)=f(a+0)= f(a)
b) f(a—0)> f(a+0)
c) f(a+0) va f(a—0) larning bittasi mavjud emas
d) f(a+0)= f(a-0)

2. To‘g’rijavobni belgilang. Teorema. Agar y = f(x) funksiya a nuqgtada,
z = ¢(y) funksiya y, = f(a) nugtada uzluksiz bo‘lsa ... murakkab funksiya
... nuqtada uzluksiz bo‘ladi.
a) Z=¢(f(x). a b) Z = f(p(x), v, =t(a)
c) Z=¢(f(x)) ¢la) d) Z=f(p(x). a

3. Nugtalar o‘rniga qo’yiladigan to‘g’ri javobni belgilang. Agar f(x)
funksiya x, nugtada uzluksiz bo‘lib, f(x,)#0, f(x,)..0 bo‘lganda x,
nugtaning yetarli kichik atrofidan olingan x nugtalarda f(x)..0 bo‘ladi.

a) >,> b) > < c)>, = d) >, =
x> —16
4, a ning qaysi giymatlarida f(x)—{ X—4 x#4 funksiya uzluksiz
a, X=4
bo‘ladi.
a) a=16 b) a=8 c) a=5 d) a=4

5. Quyidagi funksiyalarning gaysi biri ikkinchi tur uzilishga ega.

cos1 acap X#0 sinx, x=0
X b) f(x)= ’
X ) 1007 7

a) f(x)= c)

1, aeap x=0
f(x)=x, xeR
d) f(x)=6, xeR
6. Quyidagi funksiyalarning qaysi biri tekis uzluksiz bo‘ladi.
a) f(x)=3x+1, xeR b) f(x):%, xe(0,1)

c) f(x)=sinx’, xeR d) f(x)=x% xeR
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

(x-1)%, x<0
a va b ning f(x)=<ax+b, 0<x<1 funksiya uzluksiz bo‘ladigan

JX,  x>1

giymatlarini toping.
a)a=0,b=1 b)a=2,b=1 c) a=-2,b=-1 d) a=-2,b=1

x3 -8
, X#2
a ning f(x)=4 x-2 funksiya uzluksiz bo‘ladigan giymatini

a, X=2
toping.
a) a=8 b) a=3 c)a=12 d)a=10
Funksiyaning uzilish nugtalarini toping: y = :_:
X" —9X
a)0;-1;3 Db)0;-3;3 ¢)1;-3;3 d)0;3;5
2x+1, x<1
3X*+7, x>1

Funksiyaning sakrashini toping: f(x)=

a) 20 b) 10 c)6 d) 7
Jx-3-1
f(x)= >

bo‘lishi uchun f(4) nimaga teng bo‘lishi kerak.

a) f(4)=% b) f(4)=§ c) f(4)=0 d) f(4):%

funksiya x=4 nugtada aniglanmagan. Bu funksiya uzluksiz

Funksiyaning nuqtada lokal chegaralanganligi uning uzluksiz bo"lishi
uchun ganday shart bo"ladi?
a) yetarli  b) zaruriy ~ c) zarur va yetarli ~ d) muhim.

a) [240) b)) (3+0) )23 UB®)  d) (=03 U(-33) U3 +x)

Agar f : X - R, x,eX bo'lib f(x, +0) =f(x, —0) = f(x,) shart bajarilsa,
x, hugta f(x) funksiya uchun ganday nuqta bo’ladi?

a) 1-tur uzilish  b) 2-tur uzilish  c¢) uzluksizlik  d) tuzatib

bo ladigan uzilish.

Agar f : X — R funksiya berilgan. x, nugta X to plamning limitik
nugtasi bo'lib, f(x, + 0) = f(x, — 0) shart bajarilsa, x, nugta f(x) funksiya
uchun ganday nugta bo’ladi?

a) 2-tur uzilish b)) 1-tur uzilish ¢) uzluksizlik  d) tuzatib

bo ladigan uzilish.

funksiyaning barcha uzluksizlik nugtalari to plamini toping.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

Agar f:X >R , x, e R nugta X to plamning limitik nuqtasibo’lib

f(x, +0) = f(x, —0) = f(x,) shart bajarilsa, x, nugta f(x) funksiya uchun
ganday nugta bo’ladi?

a) tuzatib boladigan uzilish b) 2-tur uzilish ¢) uzluksizlik d) 1-tur
uzilish

Javoblar orasidan funksiyaning uzilish nuqtasi turi noto g ri

ko rsatilganini aniglang.

a) 3-tur uzulish  b) 2-tur uzilish  c) 1-tur uzilish d) tuzatib

bo ladigan uzilish.

f(x) = sgn*x funksiya nechta nugtada 1-tur uzilish nugtaga ega boladi?
ayl b)2 c)3 d) birorta ham

Quyidagi to plamlardan gaysi biri uchun x = -10,x =0, x =2,x =2,05
sonlari limitik nugta bo"ladi?

a) [-10,2]  b) [-10,) U(23) c) [-10,0)U(0,3) d) [-10,0) U (0,2]

Agar f : X - R, x,eX bo’lib f(xy+0) = f(xo—0) = f(x,) shart
bajarilsa, x,nuqta f(x) funksiya uchun ganday nuqgta bo ladi?

a) uzluksizlik b) 1-tur uzilish c) 2-tur uzilish  d) tuzatib

bo ladigan uzilish

Agar f : X >R , x, nugta X to plamning limitik nuqtasi bolib,

f(x, +0) = f(x, — 0) shart bajarilsa, x, nugta f(x) funksiya uchun ganday
nugta bo’ladi?

a) 1-tur uzilish b) 2-tur uzilish c) tuzatib bo ladigan uzilish d)
uzluksizlik

Agar f : X =R , x, nugta X to plamning limitik nugtasi bo'lib, f(x, +
0) = f(xo — 0) # f(xo) shart bajarilsa, x, nugta f(x) funksiya uchun
ganday nuqta bo’ladi?

a) tuzatib bo"ladigan uzilish b) 1-tur uzilish c) 2-tur uzilish  d)
uzluksizlik

f(x) = X“)Z( __g funksiyaning barcha uzluksizlik nugtalari to plamini toping.
a) [2,3) U (3,x) b) [2,+0)  C) (3, +w) d) (-o0,3) U(-3,3)

Agar f:X 5R, x,eX bo'lib, f(xo+0) = f(xyg —0) = f(xy) shart
bajarilsa, x, nugta f(x) funksiya uchun ganday nuqgta bo"ladi?

a) 2-tur uzilish b) 1-tur uzilish  c) uzluksizlik d) tuzatib

bo ladigan uzilish
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25.

26.

217.

Agar f :X - R, x, eRnugta X to plamning limitik nuqtasi bo’lib f(x, +
0) = f(xo — 0) # f(x,) shart bajarilsa, x, nugta f(x) funksiya uchun
ganday nuqta bo’ladi?

a) 2-turuzilish b) 1-turuzilish c¢) uzluksizlik d) tuzatib

bo ladigan uzilish.

Agar f : X - R, x, nugta X to plamning limitik nugtasi bo’lib, f(x, +
0) # f(x, — 0) shart bajarilsa, x, nugta f(x) funksiya uchun ganday
nugta bo’ladi?

a) 2-tur uzilish ~ b) 1-tur uzilish  c) uzluksizlik d) tuzatib bo’ladigan
uzilish.

Javoblar orasidan funksiyaning uzilish nugtasi turi noto g ri

ko rsatilganini aniglang.

a) 2-tur uzulish  b) 3-tur uzilish  ¢) 1-tur uzilish d) tuzatib

bo ladigan uzilish.
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VI BOB. FUNKSIYANING HOSILASI VA UNING TADBIQLARI

33-§. Hosila va differensial. Hosilaning geometrik ma’nosi
Reja:
1. Hosila tushunchasiga olib keladigan masalalar.
2. Hosila tushunchasi.
3. Hosilaning geometrik ma’nosi.
4. Bir tomonli va cheksiz hosilalar.
5. Funksiya differensiali.
6. Mustaqil yechish uchun misollar.
7. O¢z-o0¢zini tekshirish savollari.

1.Hosila tushunchasiga olib keladigan masalalar.

a) Tezlik hagidagi masala. Moddiy nuqta to‘g’ri chiziq bo‘ylab
harakat gilyotgan va S(t) — uning t vagt davomida bosib o‘tgan yo‘li bo‘lsin. t
va t + At vaqt oralig’ida nuqgta S(t + At) — S(t) yo‘lni bosib o‘tadi. Bu vaqt
oralig’idagi nuqtaning o‘rtacha tezligi v,, quyidagi formula yordamida
aniglansin

S(t+At) —S(t)
Vorr = At .
Agar harakat notekis bo‘lsa, t o‘zgarmay At o‘zgarganda v,,, tezlik ham At ga
bo‘g’liq holda o‘zgarib turadi. At ganchalik kichik bo‘lsa, v,,, tezlik nugtaning
t momentidagi harakatini shunchalik yaxshi xarakterlaydi.
vy tezlikning At — 0 dagi limitiga, ya’ni
o S(t+Ar) - S(t)
lim
At—0 At
ga nugtaning t momentidagi tezligi, ya’ni oniy tezligi deyiladi.
Demak, nugtaning t momentdagi oniy tezligi deb t va t + At vaqt oralig’ida
bosib o‘tgan yo‘li o‘zgarishining (orttirmasining) vaqtning At o‘zgarishiga
(orttirmasiga) nisbatining At — 0 dagi limitiga aytilar ekan.

2
Masalan, material nuqgta S :% (erkin tushish gonuni) qonun bo‘yicha

o‘zgarsa, u holda o’rtacha tezlik
S(t+At)—S(t) g s gAt
Voly = AL —E((t+At) —t)—gt+7
tenglik orgali aniglanadi. Bu yerdan
Am, vorr = ¢
ya’ni, oniy tezlik v = gt formula orqali ifodalanar ekan.
b) Urinma hagidagi masala. f funksiya x, nugtaning biror Us (x,)

atrofida aniglangan va x, nugtada uzluksiz bo‘lsin. Agar argumentning x,
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nugtadagi Ax = x — x, orrtirmasi 0 < Ax < § tengsizlikni ganoatlantirsa, u
holda My(xq,ye) Va M(xy + Ax, f(xy + Ax)) nuqgtalardan o‘tuvchi [ to‘g’ri
chizigning tenglamasi
A
Y =¥o =+ (X = Xo) (33.1)
ko‘rinishda bo‘ladi. (33.1-chizma). Bu yerda

Ay
Ay = f(xg + Ax) — f(xo), E:tga-

}r -
I}
M
M, Ay
Ax
P o _
0 Xo xq + Ax X
33.1-chzma.

Bu to‘g’ri chiziq kesuvchi to‘g’ri chiziq, tga = k sonil to‘g’ri chizigning
burchak koeffisiyenti deyiladi. a burchak Ax orttirmaga bog’liq bo‘lib, Ox
o‘gining musbat yo‘nalishidan soat strelkasi yo‘nalishiga teskari yo‘nalishda
olingan.

Argumentning M, nugtadagi Ax orttirmasi nolga intilsin. U holda f
funksiyaning x, nuqtadagi Ay = f(x, +Ax) — f(x,) orttirmasi ham,
funksiyaning x, nugtada uzluksizligidan, nolga intiladi. Shuning uchun

MM, = Ax? +Ay?2 -0 (Ax - 0 da)
bo‘ladi.

f funksiya girafigiga M, nugtada o‘tgazilgan [ kesuvchi to‘g’ri chizigning
Ax — 0 dagi limitik holatiga y = f(x) chizigning M,(x,,y,) nuqtadagi
urinmasi deyiladi.
Agar
lim & = k, (33.2)

mavjud bo‘lsa, u holda [ kesuvchi to‘g’ri chizigning (33.1) ga asosan limitik
holati mavjud bo‘ladi va urinma tenglamasi
Y — Yo = ko(x — x0) (33.3)
ko‘rinishda bo“adi.
Shunday qilib, agar (33.2) limit mavjud bo‘lsa, u holda M, nuqtadan
o‘tuvchi va burchak koeffisiyenti k, bo‘lgan to‘g’ri chizig, ya’ni y = f(x)
funksiya grafigiga M, nugtada o‘tkazilgan urinma mavjud bo‘lar ekan.
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Bu yuqorida garalgan ikkita masala, ya’ni funksiya orttirmasining
argument orttirmasiga nisbatining limiti mavjudligi haqgidagi masalalar hosila
tushunchasiga olib keladi.

2.Hosila tushunchasi. f funksiya x, nugtaning biror Us (x,) — atrofida
aniglangan, bu argument x, nugtada Ax orttirma (0 < |Ax| < §) olganda
funksiya Ay = f(x, + Ax) — f(x,) orttirma olsin.

33.1-ta’rif. Agar Ax — 0 da% nisbatning limiti mavjud bo‘lsa, u holda
bu limitga f funksiyaning x, nuqtadagi hosilasi deyiladi va f'(xq), f', (xo),

y'(x,) kabi belgilanadi, ya’ni

f,(xO) - A19£—>0 Ax  Ax—0 Ax
Funksiyaning hosilasini hisoblash amali differensiallash (funksiyani)
deyiladi.
33.1-Misol. y = C (C —o‘zgarmas son) funksiyaning Vx € R nuqtadagi
hosilasini toping.
Yechish. Ay = C — C = 0 bo‘lganligidan

Ay llm f(x0+Ax)—f(x0) ] (334)

bo‘ladi, ya’ni
y'=C"=0. (33.5)
33.2-Misol. y = sinx funksiyaning Vx € R nuqtadagi hosilasini toping.
Yechish. Ay = sin(x + Ax) — sinx = 2 cos (x + Az—x) -sin%x tenglikka
asosan

A A sinAx
=20 (xt 5 )t
— =2 — .

Ax cos|x + > Ax

munosabatni olamiz. Bu yerda Ax — 0 da cosx funksiyaning uzluksizligidan

. Ax
Sin—

A R - . - - - - H 1
cos(x+7x)—>005x ekanligi va birinchi ajoyib limitga asosan sz -2

munosabatlarni hisobga olib
lim 2 = cosx (33.6)

Ax—0 Ax
tenglikni olamiz. Demak (sinx)’ = cosx bo‘lar ekan.

Shunga o‘xshash barcha asosiy elementar funksiyalarning hosilalarini
hisoblash formulalarni keltirib chigarishimiz mumkun.

33.1-teorema. Agar y = f(x) funksiya x, nuqtada hosilaga ega bo‘lsa, u
holda u x, nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

Isbot. Hagigatdan ham, (33.4) tenglikdan

Ay ,
o &) = e(ax)
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munosabat kelib chigadi. Bu yerda Ax — 0 da e(Ax) — 0. Bu yerdan
Ay = f'(xy)Ax + e(Ax)Ax (33.7)
tenglik kelib chigadi. Bu tenglikning o‘ng tomonida turgan ifoda Ax — 0 da
nolga intiladi. Ax - 0 da Ay —» 0 va funksiya uzluksizligining orttirmalar
tilidagi ta’rifiga ko‘ra funksiyaning x, nuqtada uzluksizligi kelib chigadi.
3.Hosilaning geometrik ma’nosi. Agar y = f(x) funksiya x, nugtada
hosilaga ega bo‘lsa, ya’ni

y Ay
A;gnoﬂ—f(xo)

hosila mavjud bo‘lsa, u holda (33.1) tenglama bilan berilgan [ kesuvchi (33.1-
chizma) to‘g’ri chizigning limitik holati mavjud bo‘ladi. Bu esa y = f(x)
funksiya grafigining M, (x, , f (xo )) nugtasida I, urinma mavjudligini bildiradi.
Bundan tashqari (33.2) formulaga ko‘ra ky = f'(x, ) (kg — L, to‘g’ri chizigning
burchak koeffisiyenti). Urinmaning OX o‘qining musbat yo‘nalishi bilan tashkil
gilgan burchagi a, orgali belgilanganligi uchun va (33.2) formulaga asosan
ko = f'(xy) bo‘lganligidan

f'(xo) = tga (33.8)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Shunday qilib, berilgan nuqtadagi hosilaning geometrik ma’nosi uning
girafigiga shu nuqtada o‘tkazilgan urinmaning burchak koeffisiyentiga tengligi
bilan aniglanadi.

y = f(x) funksiya grafigiga M,(x,, f(x,)) nugtada o‘tkazilgan

urinmaning tenglamasi (33.1) formuladagi i—)yc ifodani f'(x,) bilan alamshtirish

orgali hosil bo‘ladi va
y = f(xo) + f'(x0) (x — x0) (33.9)

ko‘rinishda bo‘ladi.

33.3-misol y = sinx funksiya grafigi Ox o‘gini ganday burchak ostida
kesib o‘tadi?

Yechish y = sinx funksiya grafigi Ox o‘qini a; (k € Z) nugtalarda
kesib o‘tsin. (33.8) formulaga ko‘ra

tgay, = f'(ay) = coskm = (—1)*

tenglikni olamiz. Demak, x';, = 2km(k € Z) nuqtalarda sinusoida Ox o‘qini %

burchak ostida kesib o‘tadi, x"';, = (2k + 1)m nuqgtalarda esa‘%” burchak ostida

kesib o‘tadi.
y = f(x) funksiyaning x, nuqtada f'(x,) hosilasi mavjud bo‘lsin.
My (xo, f(x9)) nuqgtada [, urinmaga m, perpendukilyar o‘tkazamiz. Bu
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perpendukilyar y = f(x) funsiya grafigiga M, nuqtada o‘tkazilgan normal
deyiladi (33.2-chizma).

v 4 y=F@
Iy
M,
my
01 B © x
33.2-chizma.

l, urinma, my normal va M, nugta orgali Ox o‘qiga perpendukilyar qilib
o‘tkazilgan to‘g’ri chiziglarning Ox o‘gi bilan kesishish nugtalarini mos
ravishda A,C,B orgali belgilab olamiz. AB kesma urinma osti kesmasi, BC
kesma esa normal osti kesmasi deyiladi.

33.1-Mashq. Agar f'(x,) # 0 bo‘lsa, u holda

a)  mg normal tenglamasi

1
y = f(xo) _f'(xo) (x — xo)

ko‘rinishda bo‘lishini;

0) 1481 = [522, 1ac| = I Geo)f (o)l

munosbatning o‘rinli ekanligini isbotlang.
4. Bir tomonli va cheksiz hosilalar. Bir tomonlama limitlarga o‘xshash

bir tomonli hosila tushunchasini ham kiritishimiz mumkun. Agar y = f(x)

funksiya x, nuqtada chapdan uzluksiz va Alimoi—z (bu yerda Ay =
X——

f(xo + Ax) — f(x)) limit mavjud bo‘lsa, u holda bu limit f funksiyaning x,
nugtadagi chap hosilasi deyiladi va f'_(x,) kabi belgilanadi. Shunga o‘xshash,

agar f(x) funksiya x, nuqtada o‘ngdan uzluksiz bo‘lsa, u holda Alir?-o i—z gaf
X—

funksiyaning x, nugtadagi o‘ng hosilasi deyiladi va f', (x,) kabi belgilanadi.

M, (x,, f (x)) nugtadan o‘tuvchi va burchak koeffisiyentlari f'_(x,) va
f'+(x0) bo‘lgan to‘g’ri chiziglar mos ravishda y = f(x) funksiya girafigiga M,
nugtadan o‘tuvchi chap va o‘ng urinmalari deyiladi. f'(x,) hosilaning
mavjudligidan f'_(x,) va f';(x,) hosilalarning mavjudligi kelib chigadi va

f'-(xo) = f'+(x0) = f'(x0) (33.10)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu holda y = f(x) funksiya grafigiga M, nuqtada
o‘tkazilgan chap va o‘ng urinmalar shu nugtadagi urinma bilan ustma-ust
tushadi.
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Aksincha, agar f funksiyaning x, nugtadagi o‘ng va chap hosilalari
mavjud bo‘lib, f'_(xo) = f'+(x,) tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda f'(x,) mavjud
va (33.9) tenglik o‘rinli bo*“ladi.

33.4-misol. f(x) = |x| funksiyaning x, = 0 nuqtadagi chap va o‘ng
hosilalarini toping.

Yechish. Bu yerda Ay = |Ax| bo‘lganligi uchun

' . y ] —Ax
f _(0) = hmAx—)_OE = llmAx_)_OA—y = —1

) . Yy _ . Ax
f+Q0) = 11mAx—>+OE = 11mAx—>+OE =1
tengliklar orinli. Demak f’_(0) = —1va f’,(0) = 1 bo‘lar ekan. y = —x va
y = x to‘g’ri chiziglar mos ravishda y = |x| funksiyaning grafigiga x =0
nugtadagi chap va o‘ng urinmalari bo‘ladi.
33.1-1zoh. f(x) = |x| funksiya uchun f'_(0) # f’__(0) bo‘lganligidan

bu funksiya x, = 0 nuqgtada uzliksiz bo‘lsa ham x, = 0 nugtada hosilasi mavjud
emas. Bu misoldan ko‘rinib turibdiki, 33.1-teoremaga teskari teorema o‘rinli
emas ekan, ya’ni funksiyaning x, nuqtada uzluksizligidan uning shu nugtada
hosilaga ega ekanligi kelib chigavermas ekan.

Cheksiz hosila tushunchasini ham kiritish mumkun. y = f(x) funksiya
Xo hugtada uzluksiz va

. Ay . f(xo + Ax) — £ (xo)
limp, 0 A limp,_,o A = 00 (33.11)

bo‘lsin. U holda x =x, to‘g’ri chiziq y = f(x) funksiya grafigiga
My (xo, f(x)) nugtada o‘tgazilgan urinma deyiladi. Bu to‘g’ri chizigni, agarda
[ kesuvchi to‘g’ri chizigning (33.1) tenglamasini

Ay
X — Xo =E(}’_3’o)

ko‘rinishda yozib olib va Ax — 0 da i—z — 0 ekanligini hisobga olsak, x = x,

urinma tenglamasini I kesuvchi to‘g’ri chizigning Ax — 0 dagi limitik holati deb
ham garash mumkun.

Agar limAxﬁOi—z = +o00 bo‘lsa, u holda y = f(x) funksiya x, nuqgtada +oo
ga teng hosilaga ega deyiladi va f'(x,) = +oco kabi yoziladi. Bu holda bir
tomonli limAxﬁ_Oi—i’ va limAx_)H,i—i limitlar mos ravishda y = f(x)
funksiyaning x, nuqtadagi chap va o‘ng hosilalari deyiladi va f' (x,) = +oo,
f',(x0) = +oo kabi belgilanadi. Masalan, f(x) = V¥x funksiyaning x, = 0
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. . : . Vbx . 1
nugtadagi chap va o‘ng hosilalari hmAx—>OE=hmAx—>05

Taor
bo‘lganligi uchun mos ravishda f' (x,) = +oo bo‘ladi. Bu holda f/(0) = +o

tenglik ham o‘rinli. Funksiya grafigiga (0,0) nugtada o‘tkazilgan urinma
tenglamasi x = 0 to‘g’ri chizig’i bo‘ladi.

Shunga o‘xshash, agar limAx_)Oi—z = —oo bo‘lsa, u holda y = f(x)
funksiya x, nugtada —oo ga teng hosilaga ega deyiladi.

Agar f'(xg) = +oo yoki f'(xy) = —oo bo‘lsa, u holda y = f(x) funksiya
Xo nuqtada cheksiz hosilaga ega deyiladi (ba’zan ishorasi hisobga olinib —oo
yoki +o0 hosilaga ega deyiladi).

Agar limAx_)J,Oi—z: +o0 va limAx_,_Oi—z: —oo bo‘lsa, u holda f(x)
funksiya x = x, nuqtada co hosilaga ega deyiladi (aniq ishoraga ega bo‘lmagan
oo hosilaga ega ham deyiladi). Masalan y = \/m funksiya x, = 0 nugtada aniq
ishoraga ega bo‘lmagan cheksiz hosilaga ega bo‘ladi, chunki f’, (0) =

. VAx . v Ax
hmAx—>+OE =+ va f' (0)= hmAx_,_O% = —oco  munosabatlar

bajariladi.
5.Funksiya differensiali.
33.2-ta’rif. y = f(x) funksiya x, nugtaning biror § atrofida aniglangan
bo‘lsin. Agar bu funksiyaning x, nugtadagi Ay orttirmasini
Ay = AAx + Ax - €(Ax) (33.12)
ko‘rinishda tasvirlash mumkun bo‘lsa, u holda f funksiya x, nugtada
differensiallanuvchi deyiladi. Bu yerda AAx ko‘paytma uning x, nuqtadagi
diffirensiali deyiladi va df (x,) yoki dy kabi belgilanadi. Bu yerda A = A(x,)
son Ax ga bo‘lig bo‘Imagan fagat x, nugtaga bog’liq son, e(Ax) esa Ax — 0 da
nolga intiladi.
Shunday qilib, Ax — 0 da

Ay = dy + o(Ax) (33.13)
tenglik o‘rinli ekan. Bu yerda
dy = AAx. (33.14)

33.2-teorema. y = f(x) funksiya x, nuqgtada differensiallanuvchi
bo“lishi uchun uning shu nuqtada hosilaga ega bo‘lishi zarur va yetarli. Hamda
funksiya differensiali va hosilasi
dy = f'(x9)Ax (33.15)
tenglik orqali bog’langan bo‘ladi.
Isbot. Agar y = f(x) funksiya x, nugtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u
holda (33.12) shart bajariladi va shuning uchun
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Ay
— = A+ e(Ax)
Ax

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda e(Ax) — 0. Bu yerdan Alin}) i—i = A, ya’ni
X—>

f'(xo) mavjud va f'(xy) = A ekanligi kelib chigadi.

Agar f'(x,) hosila mavjud bo‘lsa, u holda (33.7) formula o‘rinli, demak
(33.12) formula o‘rinli. Bu esa f funksiyaning x = x, nuqtada
differensiallanuvchi ekanligi va (33.12) hamda (33.14) formuladagi A
koeffisiyent f'(x,) ga teng bo‘lishi kelib chigadi. Demak, funksiya
differensialini (33.15) formula ko‘rinishida yozish mumkin ekan.

Shunday qilib, funksiyaning x, nugtada hosilasi mavjudligi uning shu
nugtada differensiallanuvchi bo‘lishligiga teng kuchli ekan. Agar f funksiya
(a, b) intervalning har bir nugtasida hosilaga ega bo‘lsa, u holda f funksiya
(a, b) intervalda differensiallanuvchi deyiladi.

Agar f funksiya (a,b) intervalda differensiallanuvchi hamda f”_ (a) va

f'_(b) bir tomonli hosilalar mavjud bo‘lsa, u holda f funksiya [a, b] kesmada

differensiallanuvchi deyiladi.
33.2-1zoh. Ax orttirma dx belgi orgali belgilanadi va erkli
o‘zgaruvchining differensiali deyiladi. Demak, (33.15) formulani

dy = f'(x)dx (33.16)
ko‘rinishda yozish mumkun. (33.16) formuladan
fllxg) =2 (33.17)

tenglik kelib chigadi. (33.17) formuladan hosilani funksiya differensialining
erkli o‘zgaruvchi differensialiga nisbati shaklida yozish mumkinligi kelib
chigadi.

f(x) funksiya (a,b) oraligda aniglangan bo‘lib, X, e(a,b) nuqtada
differensiallanuvchi bo‘lsin, ya’ni Ay = f'(xy)Ax + o(Ax) tenglik o‘rinli
bo‘lsin.  f(x) funksiyaning grafigi 33.3-chizmada ko‘rsatilgan chizigni
ifodalasin deylik. Bu chizigning (x,, f (xo)), (xo + Ax, f(x, + Ax)) nugtalarini
mos ravishda F va B bilan belgilaylik. Unda FC = Ax, BC = Ay bo‘ladi. f(x)
funksiya X%, €(a,b) nugtada differensiallanuvchi bo‘gani uchun u bu nuqtada
chekli f'(x,) hosilaga ega. Demak, f(x) funksiya grafigiga F(xy, f(xg))
nugtasida o‘tkazilgan FL urinma mavjud va bu urinmaning burchak
koeffisiyenti f'(x,) = tga ga teng bo‘ladi. Shu FL urinmaning BC bilan

kesishgan nugtasini D bilan belgilaylik. Ravshanki, AFDC dan % = tga va
undan DC = FC - tga ekanligi kelib chigadi.
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33.3-chizma.

Demak, f(x) funksiyaning x, nugtadagi differensiali dy= f'(x, )dx
funksiya grafigiga M,(x, f(X,)) nugtada o‘tkazilgan urinmaning orttirmasi
DC ni (DC = dy) ifodalar ekan.

Agar y = f(x) funksiya differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda
dy = f/(x, Jdx (33.18)

ekanligini ko‘rish qiyin emas. Ma’lumki, differensiallanuvchi funksiyalar uchun
dy bilan dx lar proporsional o‘zgarib, f'(x) proporsionallik koeffitsiyentini
ifodalaydi.

6. Mustaqil yechish uchun misollar.

33.1. Hosila ta’rifidan foydalanib quyidagi funksiyalarning hosilalarini
toping.
Lfx)=x*+x+1. 2. f(x) =x* (@ €R). 3. f(x) = % 4. f(x) = sinx.
5. f(x) = cosx. 6. f(x) =tgx. 7.f(x)=1log,x(a>0,a+1x>0).
8. f(x) = arcsinx. 9. f(x)=3x. 10. f(x)=+/x.

11. f(x) = a*. 12. f(x)=x¥/x. 13. f(x)=3*2
.1
33.2. f(x) = {xsm?agar x#0 funksiyani x = 0 nuqtada bir tomonli
0,agar x =0

hosilalarga ega emasligini ko‘rsating.

33.3. y = /x funksiyaning x = 0 nuqtadagi hosilasini toping.

334.y = \/m funksiyaning x = 0 nuqtadagi hosilasin toping.

33.5. y = x? + 1 funksiya grafigiga y = 2x — 1 to‘g’ri chiziqqa parallel
bo‘lgan urinma tenglamasini yozing.

33.6. y = x? — x — 2 funksiya grafigi OX o‘qini ganday burchak ostida
kesib o‘tadi.

33 7 _(x%,x>0 U : o
T1. f(x) = x <0 funksiyaning x, nugtadagi chap hosilasini
toping.

338.y = {;Ct 12; Z 8 funksiyaning bir tomonli hosilalari mavjudmi?

179



33.9. Berilgan funksiyaning quyida ko‘rsatilgan nuqtada chekli hosilaga
ega emasligini ko‘rsating.
1. f(x)=¥x3, x,=0. 2. f(x)=x-1, x, =0.
33.10. Berilgan egri chiziqga quyida ko‘rsatilgan x, nugtada o‘tkazilgan
urinma chizig va normal tenglamalarini tuzing.
_x®+6

1. y=2x"+3 x,=-1. 2. y= IR X, =1,

1 —2(x®+2
3. y=2x+=, x,=1. 4, y= . X, =1.
y X o y ﬁ 0

7. O¢z-o‘zini tekshirish savollari.
1. Funksiya hosilasining ta’riflarini ayting.
2. Funksiyaning chap va o‘ng hosilalari ta’riflarini ayting.
3. Cheksiz hosilalar ta’riflarini ayting.
4. Hosilaning geometrik ma’nosini tushuntiring.

5. Differensialning geometrik ma’nosini tushuntiring.

34-§. Differensiallash qoidalari
Reja:

1. Funksiyalar yig’indisi, ko‘paytmasi, bo‘linmasi hosilalari va teskari
funksiya hosilasini topish.
2. Murakkab funksiyaning hosilasi.
3. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyalarni differensiallash.
4. Mustaqil yechish uchun misollar.
5. O¢z-o¢zini tekshirish savollari.

1. Funksiyalar yig’indisi, ko‘paytmasi, bo‘linmasi hosilalari va
teskari funksiya hosilasini topish. f va g funksiyalar biror E to‘plamda
aniglangan bo‘lsin.

34.1-teorema. Agar f va g funksiyalar x € FE nugtada

differensallanuvchi bo‘lsa, u holda bu nuqtada f+g, fg, g (g(x) #0)
funksiyalar ham differensiallanuvchi bo‘ladi va
(FO)+9®)) = f'()+g' @) (34.)
(F)g@®) = f'()g(x) + f()g' (x) (34.2)
FOY _ F(x0)gx)-rfx)g’ )
(g(x)) =T Gy I FO (34.3)

tengliklar o‘rinli.
Isbot. x argumentga Ax orttirma beramiz. U holda f va g funksiyalar
mos ravishda Af = f(x + Ax) — f(x) vaAg = g(x + Ax) — g(x) orttirmalarni
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oladi. f va g funksiyalar x nugtada differensiallanuvchi bo‘lganligi uchun Ax —
0 da g - f'(x) va ig — g'(x) bo‘ladi. Differensiallanuvchi funksiyalarning

X
uzluksizligidan esa Ax - 0 daAf - 0,Ag — 0.
Dastlab (34.1) munosabatni isbotlaymiz. y = f(x) + g(x) bo‘lsin. U holda

Ay = f(x + Ax) + g(x + Ax) — f(x) — g(x) = Af + Ag bo‘ladi.
Bu yerdan esa

Ay Af Ag

Ax Ax ' Ax
munosabatni olamiz. Bu tenglikning o‘ng tomonida turgan ifoda Ax — 0 da
f'(x) + g'(x) ga teng limitga ega. Shuning uchun ham bu tenglikning chap
tomonida turgan ifodaning ham limiti mavjud, bu limit y = f(x) + g(x)
funksiyaning y' = (f(x) + g(x))" hosilasini beradi. Demak (34.1) tenglik
o‘rinli ekan.

Endi (34.2) tenglikni isbotlaymiz. y = f(x)g(x) belgilashni Kiritib, Ay =
flx+Ax)g(x + Ax) — f(x)g(x) = (f(x) + Af)(g(x) + Ag) — f(x)g(x) =
f)Ag ++g()Af +AfAg

munosabatni olamiz. Bu yerdan
2 0704 g T+ TeAg
tenglik kelib chigadi. Bu tenglikning ikkala tomonidan ham Ax — 0 da limitga

o‘tsak (34.2) formulaning o‘rinli ekanligini olamiz.

(34.3) formulani ham shu tarzda isbotlaymiz. y(x) = %, glx) #0

bo‘lsin. U holda yugoridagidek
Ay 1 [fx+8x) )] 1 [flr+A0gx) — F()g(x + Ax)
H_E[g(x+Ax)_g(x)] _E[ gx + Ax)g(x)
munosabatga ega bo‘lamiz. Bu tenglikda Ax—0da limitga o‘tish bilan (34.3)
formulani hosil gilamiz.
34.1-natija. Agar  fi.(k =1,n) funksiyalar  x nuqtada
differasiallanuvchi va C, (k = 1,n) lar o‘zgarmas sonlar bo‘Isa, u holda

(E Ckfk(x)> = § Crf ' (x)
k=1 k=1
tenglik o‘rinli.

34.1-misol. y = 4cosx — x? + 4e* funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. 34.1-natijaga ko‘ra
y' = 4(cosx)' — (x2)' + 4(e¥)' = 4sinx — 2x + 4e* tenglikni yoza olamiz.
34.2-misol. y = tgx funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. Bo‘linmaning hosilasini topish qoidasi (34.3) formulaga asosan
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) sinx\"  (sinx)'cosx — sinx(cosx)’ cosx cosx + sinx sinx
(tgx) = = > = > =
CoSX cos?x cos?x
cos?x + sin’x 1
B cos?x ~ cosZx’
1
Demak, (tgx)' = bo‘lar ekan.

cos?x
Agar f va g funksiyalar x nugtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda
funksiya differensiali ta’rifidan foydalanib va (34.1)-(34.3) tengliklarni hisobga
olib funksiyalar yig’indisi, ko‘paytmasi va bo‘linmasi differensiallari uchun
quyidagi tengliklarni isbotlash giyin emas
d(f +g) =df +dg,
d(fg) = gdf + fdg,
p ({) _9df —fdg
- 2
g g
Isbot. Bu tengliklarning ikkinchisini isbotlaymiz. d(fg) = (fg)'dx
ekanligidan va (fg)' = f'g+ fg' tenglikdan d(fg) = gf'dx+ fg'dx =
gdf + fdg munosabat kelib chigadi.
Qolgan ikkita tenglikni mustaqil ravishda isbotlash uchun goldiramiz.
34.2-teorema. y = f(x) funksiya x, nugtaning biror Us(x,) = [xo —
d,xo + 6] yopiq atrofida aniglangan qat’iy o‘suvchi (kamayuvchi) va uzluksiz
funksiya bo‘lsin. Agar f'(x,) # 0 hosila mavjud bo‘lsa, u holda unga teskari
x = @(y) funksiya y, = f(x,) nugtada differensiallanuvchi hamda

1
#00) =755

, 9 # 0.

(34.4)

tenglik o‘rinli.

Isbot. f gat’iy o‘suvchi funksiya bo’lsin. a = f(xo —6), B = f(xg + &)
belgilashlarni Kiritib, teskari funksiyaning mavjudligi hagidagi teoremaga asosan
[, ] kesmada f funksiyaga teskari x = ¢(y) funksiya aniglangan, uzluksiz va
qat’iy o‘suvchi bo‘ladi. Bundan tashqari y, = f(x,) € (a, ) munosabat ham
o‘rinli.

y erkli o‘zgaruvchining y, nugtada shunday Ay orttirmasini olamizki,
Yo + Ay € (a, B) bo‘lsin. Ax = @ (y, + Ax) — @ (y,) orttirmaning Ay ortirmaga

nisbatining, ya’ni i—i nisbatning Ay — 0 dagi limitining mavjudligi va uning

f,(lx ) ga tengligini ko‘rsatishimiz kerak.

Agar Ay # 0 bo‘lsa, u holda Ax # 0 bo‘ladi. Aks holda, ya’ni Ay # 0
bo‘lganda ¢ (y, + Ax) = @(y,) tenglik bajarilsa, ¢ funksiya argumentining har
xil giymatlarida bir xil gqiymat gabul gilayotgan bo‘ladi. Bu esa ¢ funksiyaning
gat’iy o‘suvchi ekanligiga ziddir. Shuning uchun Ay # 0 bo‘lganda
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Ax 1
By — Lyjix (34.5)

tenglik o‘rinli.
x = ¢@(y) funksiya y, nugtada uzluksiz bo‘lganligi uchun Ay — 0 da

Ax = 0. Ax— 0 da lim i—; = f'(x,) mavjud bo‘lganligi uchun (34.5) dan
y—)

(34.4) tenglik kelib chigadi.
(34.4) formuladagi x, ni y bilan, y, ni x bilan almashtirib

’ _ 1

munosabatni olamiz. Agar x = ¢(y) teskari funksiyani x = f~1(y) orqali
belgilasak u holda (34.4) tenglikni

FA0) =
Yo7 T )
yoki yuqoridagiga o‘xshash x, ni y bilan, y, ni x bilan almashtirsak
-1 _ 1
F 0 =50 (34.7)
formulani olamiz.
34.3-misol. Quyidagi formulalarni isbotlang.
oy 1 _
a) (arcsinx) == x| < 1; (34.8)
I 1 .
b) (arccosx)' = — x| < 1; (34.9)
c) (arctgx)’ = —— XER; (34.10)
r_ 1
d) (arcctgx)’ = — XER. (34.11)

Yechish. a) y = ¢(x) = arcsinx, x € [-1,1] funksiya uchun x =
f(y) = siny,y € (—gg) funksiya teskari funksiya bo‘lganligi uchun (34.6)

formuladan

w11
(arcsinx)’ = Gy~ cosy (34.12)

formulani olamiz.
T

y € (—— E) bo‘lganda  siny = x  bo‘lganligi uchun, cosy =

2’2
\/1 — sin?y = V1 — x2 tenglik o‘rinli bo‘ladi. Demak (34.12) formuladan
G 1 1
(arcsinx)' = sy - T2

tenglikni olamiz, ya’ni (34.8) formulaning o‘rinli ekanligi kelib chigadi.
(34.9)-(34.11) tengliklar ham shunga o‘xshash isbotlanadi.
2. Murakkab funksiyaning hosilasi.
34.3-teorema. y = @(x),x € D(f) funksiya x, € D(f) nuqgtada
differensiallanuvchi z = f(y), y € E(p) < D(f) funksiya esa y, € E(¢) C
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D(f) nugtada differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda murakkab z = f(¢(x))
funksiya x, nuqgtada differensiallanuvchi va

z'(x0) = f'o)e' (x0) = f'(<P(xo))<P'(xo) (34.13)
munosabat o‘rinli,

Isbot. f va g funksiyalarning mos ravishda y, va x, nuqtada
differensiallanuvchanligidan ularning shu nuqgtalarda uzluksizligi kelib chigadi.
U holda murakkab funksiyaning uzluksizligi hagidagi teoremaga ko‘ra
murakkab z(x) funksiyaning ham x, nuqtada uzluksizligi kelib chigadi.
Shuning uchun z(x) funksiya biror Us(x,) (6 > 0) da aniglangan.

x erkli o‘zgaruvchiga Ax # 0 orttirma bersak, y = ¢(x) funksiyaning
orttirmasi Ay = @(xo + Ax) — @(xy), z = f(y) funksiyaning orttirmasi Az =
z(xg + Ax) — z(x) = Af = f(xo + Ax) — f(¥o) (Vo = @(x0)) bo‘ladi.

f funksiya y, nugtada differensiallanuvchi bo‘lganligidan

Az = Af = f'(yo)Ay + Aya(Ly) (34.14)
munosabat o‘rinli. Bu yerda Ay — 0 da a(Ay) — 0.

a(Ay) funksiya Ay = 0 da aniglanmagan. Lekin a(Ay) orttirma Ax # 0
bo‘lganda ham nolga teng bo‘lishi mumkun. Shuning uchun a(Ay) funksiyani
Ay = 0 bo‘lganda a(0) = 0 kabi aniglab olsak, u holda (34.14) formula Ay = 0
bo‘lganda ham aniglangan bo‘ladi.

(34.14) tenglikning ikkala tomonini ham Ax # 0 ga bo‘lib

== f'(yo) 12 + S a(Ay) (34.15)
munosabatni olamiz. (34.15) tenglikning chap tomonidagi Az orttirmani z =
f(@(x)) murakkab funksiyaning argumentining Ax orttirmasiga mos orttirmasi
deb garash mumkun.

y = @(x) funksiyaning x, nugtada uzluksizligidan Ax - 0 da Ay — 0.
Shuning uchun o(Ay) - 0. Bundan tashgari ¢ funksiya x, nuqgtada

differensiallanuvchi bo‘lganligi uchun Alimoi—i = ¢'(xy) tenglik o‘rinli. Demak,
X—

(34.15) ning o‘ng tomonidagi ifoda Ax — 0 da f'(yy) @' (xy) limitga ega bo‘lar
ekan. Shuning uchun chap tomonidagi ifodaning ham Ax — 0 dagi limiti
mavjud va u f'(y,) @' (x,) ga teng. Bu esa murakkab z = f(¢(x)) funksiyaning
Xo hugtada differensiallanuvchi ekanligini va (34.13) formulaning orinli
bo‘lishini bildiradi.
y = ¢(x) funksiyaning x erkli o‘zgaruvchi bo‘lgandagi differensiali

dy = f'(x)dx (34.16)
ko‘rinishda bo‘lar edi. Agar x erkli o‘zgaruvchi bo‘lmasdan t o‘zgaruvchining
x = @(t) funksiyasi bo‘lsa, u holda murakkab funksiyani differensiallash
qoidasiga asosan y = f(¢(t)) = z(t) funksiyaning hosilasi uchun
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2'(t) = f'(e(®)¢' @®)
tenglik o‘rinli. Bu funksiyaning differensiali
dy =2'(t) = f'(¢(®))p’ (D)dt
ko‘rinishda bo‘ladi. dx = ¢'(t)dt bo‘lganligi uchun dy = f'(@(t))de(t) =
f'(x)dx tenglik o‘rinli. Demak, (34.16) formula x ni ¢(t) ga almashtirganda
ham o‘rinli bo‘lar ekan. Differensialning bu xossai birinchi tartibli
differensialning invariantligi deyiladi.
34.4-misol. (shx)' = chx, (chx)" = shx formulalarni isbotlang.

Yechish. Bizga ma’lumki shx = ex_ze

eX+e X
va chx = formulalar

mavjud. Bu yerdan 34.1 va 34.3- teoremalarni qo‘llab (shx)' = %(ex —
e‘x(—l)) = chx va (chx)' = %(ex + e‘x(—l)) = %(ex — e *) =shx
munosabatlarni olamiz. Bu esa yuqoridagi tengliklar o‘rinli ekanligini
ko‘rsatadi.

Elementar funksiyalarning hosilalarini hisoblashning jadvalini keltiramiz.

1) (€)' =0, C = const.

2) (%) =ax*1, ae€eRx>0.

3) ™' =nx"1LneN,x€eR.

4) (a*)' =a*lna,a>0,a # 0,x €R.

5 (e*)' =e*,x€R.

6) (log,x)’ —a>0a¢1x>1

7)  (logglxD’ =%,a>0,a¢1,x¢1.

8) (lnx)' = i,x # 0.

9) (sinx)' = cosx,x €R.

10) (cosx)' = —Sinx x € R.

11) (tgx)' = ,X F = + nm,n € Z.

co Zx
12) (ctgx)' = sz ,X #nm,n € Z.
13) (arcsinx)' = \/_2, lx| < 1.
14) (arccos)’ = —ﬁ, lx| < 1.
15) (arctgx)' = 1+1x2,x €ER
16) (arcctgx)' = — 1+1x2,x €ER

17) (shx)' = chx,x € R.
18) (chx)' = shx x € R.

19) (thx)' = —,
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20) (cthx)' = —Shlzx,x # 0.

34.5-misol. Agar ¢ funksiya x nuqtada differensiallanuchi va @(x) #
0 bo‘lsa, u holda

(Il =23 (34.17)

tenglikni isbotlang.

Yechish. @(x) # 0 bo‘lganligi uchun f va ¢ funksiyaning x nugtada
uzluksizligidan (diferensiallanuvchi funksiya uzluksiz bo‘ladi) 36 > 0,Vt €
Us(x) yoki @(t) >0 yoki ¢(t) <0 bo‘ladi. Agar Vt € Us(x), ¢(t) >0
bo‘lsa, u holda

(nlp(l)’ = (Ing() =25 (34.18)
tenglik o‘rinli. Agar vt € Ugs(x) ¢(t) < 0 bo‘lsa, u holda
1 _ r— -/ (x) — @(x)
(Inlp()D" = (In(—e () = — "= =" (34.19)

formulani hosil gilamiz. (34.18) va (34.19) dan (34.17) formulaning o‘rinli
ekanligi kelib chigadi.

34.6-misol. Agar u va v funksiyalar x nugtada differensiallanuvchi,
hamda u(x) > 0 bo‘lsa, z = u(x)"™ funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. z = u(x)"® munosabatdan z funksiyaning
differensiallanuvchi funksiyalarning superpozitsiyasi sifatida
differensiallanuvchi ekanligini olamiz. Yugoridagi munosabatdan

Inz = v(x)Inu(x)

tenglikni olamiz. Bu yerdan esa

z' u’
—=v'lnulx) +v—
Z u
tenglikni yoki z' = z(v'lnu + vTu’) tengllikni olamiz. Demak

W) = u’v'lnu + vu’" (34.20)

munosabat o‘rinli ekan.

34.7-misol. f(x) = x* funksiyaning f'(x) hosilasini toping.

Yechish. (34.20) formulaga asosan f'(x) = x*Inx + xx*~1 = x*(Inx +
1) tenglikni olamiz.

3. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyalarni differensiallash.

Bizga [ty — 6, ty + 6] kesmada x(t) va y(t) funksiyalar berilgan bo‘lib,
x(t) funksiya uzluksiz va gat’iy monoton (masalan gat’iy o‘suvchi) bo‘lsin. a =
x(tyg—98), B =x(ty +6) belgilashlarni kiritamiz. [a,f] kesmada x = x(t)
funksiyaga teskari t = t(x) funksiya ham uzluksiz va gat’iy o‘suvchi bo‘ladi.
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Agar x'(ty) va y'(t,) hosilalar mavjut bo‘lib x'(t,) # 0 bo‘lsa, u holda
y = y(t) = y(t(x)) murakkab funksiya x o‘zgaruvchi bo‘yicha x, = x(t,)
nuqtada differensiallanuvchi va

D% (34.21)

dx  x{
munosabat o‘rinli bo‘ladi.
Hagigatdan ham murakkab y = y(t(x)) funksiyani differensiallash
goidasiga asosan

dy ! I !
a = Yx = Vilx

tenglik o‘rinli. Bu tenglikdan teskari funksiyani differensiallash qoidasiga
asosan t,, =%tenglik o‘rinli ekanligini hisobga olib (34.21) munosabatning
t

o‘rinli ekanligini olamiz.
34.8-misol. x = cost,y = sint,t € [0,m] ko‘rinishda (parametrik)
berilgan funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. x; = —sint, y; = cost bo‘lganligidan (34.21) formulaga ko‘ra
dy cost
a = ﬁ = ctgt
tenglik o‘rinli.
4. Mustaqil yechish uchun misollar.
34.1. Agar f(x) = (x + 1)(x — 1)% bo‘lsa f'(—1), f'(1) ni toping.
34.2. Hosila olish jadvalidan foydalanib quyidagi funksiyalarning
hosilalarini toping.
Ay=x-3)(x—-4*(x+1)3 by=10+x)83-2x)'%

)y =5+ D)y =

e)y:?’\/ﬁ; f)y=\/x+\/x+\/§;

0) y = cos3x3; ) y = sin(cos?x) co s(sin?x);
m) y = ./ctg3x; n)y = [n(lnx);
0)y=vx+1—In(1+Vx+1); p)y=lntg§;
Qy=x+x*+x%,x>0; Ny = (sinx)’%*.

34.3.  Quyidagi berilgan funksiyalarning hosilalarining ko‘rsatilgan
nuqtadagi xususiy giymatlarini aniglang.

2
1. y=1—§/7+g, X =—8. 2. yzﬁl_—x\&l, X, =0,01.
X

_ cost
1-sint’

t, :%. 4. y=(x+1)(x+2)(x+3)(x+4), x, =-3.
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5. y=(x-a)(x—b)(x-c), x, =a. 6. yz);—_g, azh, x,=a

7. y={1+ax )1+bx?) x, =1.

9. y= ( )cosx+2xsmx X, =0. 10. y:sinx+—co_sx’ xozz.
COSX+ XSInX 2
34.4. Quyidagi funksiyalarga teskari  funksiyalarning hosilalarini

hisoblang.

1. y=x+Inx, x>0. 2. y=x+¢e",
3. y=shx; 4. y=thx.
x? h

5.y—1+x2. 6. y=chx, x>0.
34.5. Quyidagi funksiyalarning hosilalarini toping.

1. y=sincos’ x-cossin’ x 9,y = S’

- Y= ' V= sinx?’
3. y=§(sinlnx+cosln X ). 4.y = arctg(thx).

34.6. Quyidagi funksiyalarning differensiallarini toping.
l.y= %arctg% (@#0). 2.y=In|x+Vx?+al

X

3.y= — 4.y = arcsini (a # 0).
34.7. Parametrik ko‘rinishda berilgan quyidagi funksiyalarning
hosilalarini toping.
a) x = sin®t,y = cos’t.
b) x = acost,y = bsint.
c)x =al(t— sint) y = a(1 — cost).

t
Vi+t?'
34.8. y = x? + 1chizigga a) A(0,1); b) B(1,2);c) €C(—1,2) nugtalarda
o‘tkazilgan urinma va normal tenglamasini yozing.
34.9. y =2+ x — x? chizigga o‘tkazilgan urinma ganday nuqtadalarda

Ox o‘qgiga parallel bo‘ladi.
x?, agar x — ratsional

34.10. f(x) = { 0,agar x irratsional
hosilaga ega ekanligini isbotlang.

d)x = arcsm\/_z, y = arcco

funksiya fagat x = 0 nugtada

2 L
34.11. f(x) = {x sin,x# 0 funksiyaning hosilasi uzilishga ega
0,x=0
ekanligini isbotlang.
2¢in L
34.12. Qanday shartlarda y = {x StinZ, x# 0 funksiya
, x=0
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a) x = 0 da uzluksiz;
b) x = 0 da defferensiallanuvchi;
c) x = 0 da uzluksiz hosilaga ega.

x,x<0
34.13. f(x) = {ln(l +x),x >

4. O°z-o¢zini tekshirish savollari.

1. Hosilani hisoblashning sodda qoidalarini ayting va keltirib chigaring.

Asosiy elementar funksiyalarning hosilalari jadvalini yozing.

3. Teskari funksiyaning hosilaga ega bo‘lishi hagidagi teoremani ayting va
uni isbotlang.

4. Murakkab funksiyaning hosilaga ega bo‘lish hagidagi teoremani ayting va
uni isbotlang.

0 funksiyaning hosilasini toping.

N

35-§. Yugqori tartibli hosila va diferensiallar
Reja:
1. n-tartibli hosila.
2. Leybnis formulasi.
3. n-tartibli differensial.
4. Mustaqil yechish uchun misollar.
5. O¢z-o¢zini tekshirish savollari.

1. n-tartibli hosila.

a) Ikkinchi tartibli hosila. f(x) funksiya (a,b) intervalning barcha
nugtalarida hosilaga ega bo‘lsin. Agar f'(x) hosila x, € (a,b) nugtada
differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda bu hosila funksiyadan olingan hosila f(x)
funksiyadan x, nuqtada olingan ikkinchi tartibli hosila deyiladi va f"(x,),

F@(xy), EL) ey Kkabi belgilanadi.

dx2 '’
Demak

" [T+ Ax) — f(x0)
frx) = Jim, Bx -
f(x) hosila ko‘pincha birinchi tartibli hosila, ya’ni f(x) funksiyadan olingan

birinchi tartibli hosila deyiladi. Nolinchi tartibli f©@(x)  hosila deb
funksiyaning o‘ziga aytiladi,
ya'ni f© (x) = f(x).

35.1-misol. Agar a) f(x) = sinx, b) f(x) =e™* bo‘lsa, f"(x) ni
toping.

Yechish. a) f'(x) = 2sinx - cosx = sin2x bo‘lganligi uchun f"(x) =
2cos2x bo‘ladi.

b) f'(x) = —e™* bo‘lganligi uchun f"(x) = e™* bo‘ladi.
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35.2-misol. f(x) = |x3| funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. x # 0 bo‘lsin. Bu holda

x3 x>0
ffx)=10 x=0
—x3 x<0
bo‘lganligi uchun
I _ _ 3X2 x>0
FO=re={25 72, (35.1)
x = 0 bo‘lsa, u holda
lim Z2=L© _ i, 2E . (35.2)
x—0 X x-0 X
(35.1) tenglikdan agar x # 0 bo‘lsa
" _ 6X, x>0
fr) = {—6x, x<0
munosabatni olamiz. Agar x = 0 bo‘lsa, f’(0) = 0 ekanligidan foydalanib
"0) = I signx - 3x* . signx - 6x 0
f B xl—r}(l) X N xl—r>r(1) 1 N

munosabatni olamiz. Demak, f(x) = 6]|x| bo‘lar ekan.

Ikkinchi tartibli hosilaning fizik talginini ham berish mumkin. Faraz
gilaylik material nuqta to‘g’ri chiziq bo‘ylab s = s(t) gonuniyat (t vaqtga
bog’liq bosib o°tilgan yo‘Ini aniglash gonuniyati) bo‘yicha harakatlanayotgan
bo‘lsin. U holda bizga ma’lumki material nuqtaning t vaqtdagi oniy tezligi v =
s'(t) tenglik orqali aniglanadi. Ma’lumki,

Av  s'(t+ At) — s'(t)

At At
nisbat nugtaning t va t + At vaqt oralig’idagi o‘rtacha tezlanishini beradi. Bu
nisbatning limiti (Ax — 0 dagi) nugtaning t vaqtdagi tezlanishini beradi va u
s"(t) ga teng bo‘ladi.

Demak, s(t) yo‘lning t vaqt bo‘yicha ikkinchi hosilasi nugtaning t
vaqtdagi tezlanishini berar ekan.

Faraz qilaylik, funksiya x = @(t),y = y¥(t),t € (a,B) parametrik
ko‘rinishda berilgan va t, nugtada x"'(t,), y"'(t,) ikkinchi tartibli hosilalarga
ega bolsin. U holda y = (t) = (@~ 1(x)) = f(x) funksiya ikkinchi tartibli
hosilaga ega va bu hosila

!

144 lpé 1

= (%) . L 35.3
R (35.3)
" w{téfp{t—lp{t‘pl’té

= Yoo 35.4
xx (o1)’ (354)

formulalar orgali topiladi.
Hagigatdan ham, murakkab funksiyani diferensiallash goidasiga asosan
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144 \/ !/ I/ -1 ! ry\/ 1
Vxx = (yx)t "ty = (yx)t ) ((,0 (x))x = (lpx)t a
t
tenglik o‘rinli. Bu yerdan 1, =%§ ((34.21) formulaga asosan) tenglikni
t

hisobga olib

W), = (ﬂ) r_ Yo —Izlljé Pt
Pe)t Pt

t
munosabatni olamiz. Bu yerdan yuqoridagi oxirgi tenglikka asosan (35.4)

formulaning o‘rinli ekanligi kelib chigadi.
35.3-misol. Agar x = @(t) = cost, y =y(t) =tgt —t,t € (0,%)
bo‘lsa, y,, nitoping.

1 sin?t

; I e r_ 1= . s
Yechish. ¢, = —sint, y| — 1= tengliklar o‘rinli
. . ! int
bo‘Iganligi uchun y.. = % =— CS;;t va y!" uchun (35.3) formulaga asosan
t
., ( sint ) ro1 cos3t + sin2t - sint 1
Yo =\ cos?t) ¢ ol cos*t —sint

cos3t + sin2t - sint

sint - cos*t
ekanligini olamiz.

b) n-tartibli hosila. f(x) funksiyaning ikkinchi taribli hosilasidan
olingan hosila f(x) funksiyadan olingan uchinchi tartibli hosila deyiladi va
f"(x) yoki  f®(x) kabi belgilanadi. Shunga o‘xshash, f(x) funksiya uchun
ixtiyoriy tartibli hosila tushunchasini Kiritish mumkin.

Faraz qgilaylik, f(x) funksiya (a,b) intervalda f'(x), ..., f ™ P (x)
hosilalarga ega bo‘lsin. Agar x € (a,b) nuqgtada f ™V (x) funksiyaning
hosilasi mavjud bo‘lsa, u holda bu hosila f(x) funksiyadan olingan n — tartibli
hosila, ya’ni n — hosila deyiladi va f ™ (x) kabi belgilanadi.

Demak, agar f(x) funksiya n — tartibgacha ( n —hosilasi ham mavjud)
hosilaga ega bo‘lsa, u holda

fWx) = P ),
"D ae+Ay-f D @)
Wy - o L X
[ = fim, Av
bo‘ladi. Agar funksiya E to‘plamda n — tartibgacha hosilaga ( n —hosilasi ham

mavjud) ega bo‘lsa u holda funksiya E to‘plamda n marta diferensiallanuvchi
funksiya deyiladi. Agar funksiya E to‘plamda barcha tartibli hosilalarga
(ixtiyoriy tartibli hosilaga) ega bo‘lsa u holda bu funksiyani E to‘plamda cheksiz
tartibli differensiallanuvchi deyiladi.
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Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar x nuqtada n — tartibli
hosilaga ega bo‘lsa, u holda A va B o‘zgarmas sonlari uchun Af(x) + Bg(x)
funksiya ham n —tartibli hosilaga ega bo‘ladi va

(Af (x) + Bgx)" = Af ™ (x) + Bg™ (x) (35.5)
tenglik o‘rinli bo*ladi.

Ba’zi bir funksiyalarning n — tartibli hosilalarini hisoblash uchun
quyidagi formulalarni keltiramiz.

1) GH®W=1l-1...(l - (n—1)x™™ (35.6)
Xususiy holda, I = m bo‘lsa (m € N) u holda
n) _ m!' n=m
(™)™ = {O, n> m}' (35.7)

2) (ax)(") =a*-In"a,a>0a# 1.
Xususiy holda

(e¥)™ = e~ (35.8)
) ()" = 559
4) (In(x + @)™ = % (35.10)
5) (sinx)™ = sin (x +n- g) (35.11)
6) (cosx)™ = cos (x +n- g) (35.12)

(35.6)-(35.10) formulalarning o‘rinli ekanligini osongina ko‘rsatish
mumkin. (35.11) formulani isbotlaymiz. (sinx)’ = cosx bo‘lganligi uchun
cosx = sin(x +§) tenglikdan (35.11) formulaning n =1 da o‘rinli ekanligi
kelib chigadi. (35.11) formulani isbotlash uchun matematik induksiya usulidan
foydalanamiz. n =k da (35.11) formula o‘rinli deb olib, uning to‘g’ri
ekanligini n = k + 1 da ko‘rsatamiz.

(sinx)k+t = ((sinx)®) = (sin (x + k g)) "= cos (x + k- g)
n

2) =sin(x+(k+ 1)-%)
munosabatlardan (35.11) formulaning n = k + 1 da o‘rinli ekanligini olamiz.
Demak matematik induksiya usuliga ko‘ra (35.11) formula ixtiyoriy n € N da
o‘rinli. (35.12) formula ham shunga o‘xshash isbotlanadi.

(35.11), (35.12) formulalarning quyidagi Kko‘rinishlarini ham yozish
mumkin:

T
= sin(x+k-§+

s
(sinax)™ = a"sin (ax +n- E)' (cosax)™ =
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= acos (ax +n- g), a,b € R. (35.13)

35.4-misol. a) f(x) = sin*x; b) f(x) = 5——
tartibli hosilalarini toping.

funksiyalarning n-

Yechish. a ) sin®x = 3sinx — 4sin3x tenglikdan sin3x = Zsinx -

%sian munosabatni olamiz. (35.5) va (35.13) formulalarni go‘llab,

(sin3x)™ = Esin (x +n- E) - —nsin (3x +n- E)
4 2 4 2
munosabatni olamiz.
b) = SRR S tenglikni inobatga olib, (35.9) formuladan
x“—5x+6 x-3 xX—2

() 1 1

1
<x2 —5x + 6) = (hnenl ((x — )+l (x — 1)"“)
tenglikni hosil gilamiz.
2.Leybnis formulasi.
35.1-teorema: Agar u va v funksiyalar x nugtada n - tartibli hosilalarga
ega bo‘lsa, u holda u - v funksiya ham x nugtada nuqtada n - tartibli hosilaga
ega, hamda
(- )™ = @™ 4 clyWp0=D 4 £29,@,(=2) 4 .4 cn=1y, (=1, () 4
+u™y (35.14)

n(n—l)....’Eln—(k—l))’ 1<k<n
Bu formula Leybnis formulasi deyiladi va u quyidagi ko‘rinishda ham yozilishi

mumkKin:

tenglik o‘rinli, bu yerda C¥ =

(u-v)® =yn_ cky® y-k) (35.15)
bu yerda u(® = u,v® = v, 2 = 1.

Isbot. (35.14) formulani matematik induksiya usuli yordamida
isbotlaymiz. n =1 da bu formula (u-v) = u-v + v-u tengsizlikka asosan
o‘rinli. (35.14) formulani o¢rinli deb uni n + 1 hol uchun isbotlaymiz. u™+V va
v™*+D hosilalarni mavjud deb faraz qilib, (35.15) tenglikni x nugtada
differensiallab va

(u(k)v(n—k))' — yk+D,(n=k) 4 4 (k) (n+1-k)
tenglikni hisobga olib
(u-v)®D = yn_chy kD (=l yr_ ckyy (0 3, (+1-k) (35 16)
munosabni olamiz. (35.16) ning o‘ng tomonidagi yig’indilarning birinchisining
oxirgi hadini va ikkinchi yig’indining birinchi hadini ajratib olamiz. Hamda
birinchi yig’indidagi ajratib olingan oxirgi hadidan, qolgan qismining yig’ish
indeksini bittaga siljitib quyidagi munosabatni olamiz
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n n
z Chy U+ . (k) — (1) L, 4 z Chy ) p(n+1-k),

k=0 k=1

n n

z Chy®) . p(+1=K) — 4 .y (n+1) 4 z Cly () (n+1-K)
k=0 k=1

Bu tengliklardan

n
(u- )@+ = @+ 4 Z(C,’{_l + ClHuld y+i=l) 4 4 (n+1) .y,
k=1
munosabat kelib chigadi. C¥~1 + ck=ck, , tenglikdan foydalanib

n
(u-v)@*+D = Z Cr’f+1u(k) pM+1-K)
k=0
formulani olamiz. Bu esa Leybnis formulasining (n + 1) hol uchun to‘g’ri

ekanligini bildiradi.

35.5-misol. a) f(x) = x%sin2x - sin(2x — 1); b) f(x) = x?In(2x + 1)
funksiyalarninng n-tartibli (n > 2) hosilalarini toping.

Yechish. a) sin2x -sin(2x — 1) = %(cosl — cos(4x — 1)) tenglikdan
va (35.14) Leybnis formulasidan hamda (35.13) formuladan foydalangan holda
k > 2 da (x*)® = 0 ekanligini hisobga olib

2 2

(n—Dm

T) _

nn—1) (n—2)m
2 2 >
formulani, yani f(x) = x%sin2x - sin(2x — 1) funksiyaning n-tartibli hosilasini
topish formulasini olamiz.
b)(35.14) Leybnis formulasini va (35.10) ni hisobga olib (n > 2)

4" nm
f™(x) = —x%-—cos ((4x - 1)+ —> — nx
- 4" 1cos <4x -1+

A" 2c0s <4x — 1+

D" '(n - 1)! (—D"2(n —2)!
m) — . on . on—
M (x) = x? I 2" + 2xn Zx T D 21 4
D" -3 _
+n(n —1) T 2

munosabatni olamiz.
3. n- tartibli differensial.
f (x) funksiya (a, b) itervalda differensiallanuvchi bo‘lIsin. U holda uning

dy = f'(x)dx
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differensiali ikkita x va dx o‘zgaruvchiga bog’liq bo‘ladi. Funksiyaning bu
differensiali f funksiyaning birinchi (yoki birinchi tartibli) differensiali deyiladi.

Agar argumentning Ax orttirmasi bilan ustma-ust tushuvchi dx
differensialni tayinlab olsak, u holda dy differensial fagat x ga bog’liq
funksiya bo‘ladi. Bu funksiyadan olingan, ya’ni f'(x) dx funksiyadan
olingan differensial (bu yerda dx-o‘zgarmas) ikkinchi differensial yoki y =
f(x) funksiyadan x nuqtada olingan ikkinchi tartibli differensial deyiladi
vad?y yoki d?f  kabi belgilanadi. Bu yerda d(dy) = d?*y differensialni
hisoblashda erkli o‘zgaruvchining dx orttirmasini birinchi tartibli
differensialdagi kabi olingan deb faraz gilinadi.

f funksiya x nugtada ikkinchi tartibli hosilaga ega bo‘lsin. U
holda

dg =g (x)dx va d(Cg)=cdg
(C-o‘zgarmas) tengliklardan foydalanib,

d’y =d(dy) = d(f'(x)dx) = dxd(f'(x)) = dxf"(x)dx = f’(x)dx*
munosabatni olamiz. Shunday qilib, yuqgorida keltirilgan shartlarda y = f(x)
funksiyadan x nuqtada ikkinchi differensial mavjud va

d?y = f"(x)dx? = y"dx? (35.17)
tenglik o‘rinli ekan. Bu yerda dx? = (dx)?.

Shunga o‘xshash, y = f(x) funksiya x nugtagda n — tartibli hosilaga
ega bo‘lsa, n — differensialni d" 1y funksiyadan olingan differensial sifatida
aniqlash mumkin, ya’ni

d™y = d(d" 1y).
Erkli o‘zgaruvchining A x orttirmasi birinchi va keyingi tartibdagi barcha
differensiallarda bir xil olingan deb faraz qilib matematik induksiya usuli
yordamida osonlik bilan ko‘rsatish mumkinki

d™y = f™(x)dx™ (35.18)
(35.18) formuladan
d"y
n_—_ -2
o= dx™m

tenglikning, ya’ni  y = f(x)  funksiyadan olingan n —tartibli hoisla bu
funksiyadan olingan n — tartibli  differensialning erkli o‘zgaruvchi
differensialining n —darajasiga nisbatiga teng bo‘lishini olish mumkin.

(35.18) formuladan n>1 da d"x =0 -ekanligi, yani erkli
o‘zgaruvchining n —tartibli differensiali n>2  bo‘lganda nolga teng
bo‘lishi kelib chigadi.
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Agar uva v funksiyalarning n —tartibli u™  va v™ hosilalari
mavjud bo‘lsa, u holda A va B o‘zgarmas sonlar bo‘lganda n — tartibli
differensial quyidagi ko‘rinishlarga ega:
1) d"(Au + Bv) = Ad™u + Bd™v;
2) d™(uv) = ¥1_,Ckd*u - a"*v.
1) tenglikning isboti (35.18) va (35.5) dan kelib chigadi. 2) tenglikning isboti
(35.18) va (35.15) dan kelib chigadi.

4. Mustaqil yechish uchun misollar.

35.1. Quyidagi funksiyalarning berilgan nugtalardagi ko‘rsatilgan

tartibdagi hosilalarini toping.
5

1. y=xt-4x®+4, y™M@)=2 2 y=—1" -, y"(®) ="
(x-1)
3.y = % y"'(0) =? 4. y=arctgx, y"@)=?
5. :eﬁ’ "4y =9 6. :]-"'_X, (100) 1y — 7
y y™(4) V= Y (%)
35.2. Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan tartibdagi hosilalarini toping.
1. y=+1-x*arcsinx, y =? 2. y=In(x++/x*+1), y =?
3. y=¥x, y' =2 4, y=x’Inx, y =?
5.y=x’sin2x, y® =2 6. yzi, y®@ =7
X
7. y=sinxsin2xsin3x, y" =2 8. y=sinxInx, y® =2
9.y = x2e2%, y(20) =7 10. Zax+ﬁ, ™ _ o
y y y Kt O y

35.3. Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan tartibdagi differensiallarini
toping.

1.y= \%, d3y =? 2.y = xcos2x, d¥y =?

3.y =e*lnx, d*y =? 4.y = cosxchx, d®y =?

5.y =x"e*, d"y =? 6.y = me, d"y =?

35.4.Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan tenglamalarni

ganoatlantirishini isbotlang.
1. y=e*sinx, y" -2y +2y=0;
2. y=e*sinx, y"+2y' +2y=0;
35.5. Quyidagi parametrik shaklda berilgan y=y(x) funksiyalarning
ko‘rsatilgan tartibdagi hosilalarini toping:
1. x=at®, y=bt’; xj =?
2. x=t2+3t+1, y=t*-3t+L y, =2
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3. x=e“cosp, y=e“sing; y. =?
5. O¢z-o0¢zini tekshirish savollari.
. n —tartibli hosila ta’rifini ayting.
. n —tartibli differensial ta’rifini ayting.
3. Leybnis formulasini isbotlang.

N -

36-§. Differensiallanuvchi funksiyalar haqidagi asosiy teoremalar
Reja:
Lokal ekstremumlar va Ferma teoremasi.
Hosilaning nollari hagidagi Roll teoremasi.
Chekli orttirmalar hagidagi Lagranj teoremasi.
Lagranj teoremasidan kelib chigadigan ba'zi bir natijalar.
Chekli orttirmalar haqidagi Koshi formulasi.
Mustagqil yechish uchun misollar.
. O¢z-0¢zini tekshirish savollari.

1. Lokal ekstremumlar va Ferma teoremasi. f(x) funksiya x,
nugtaning biror 6 atrofida, ya’ni Ug(x,) = (xo — 6,x, + ) to‘plamda
aniglangan bo‘lsin. Barcha x € Us(x,) larda

f(x) = f(xo) (36.1)
tengszlik bajarilsa, u holda f(x) funksiya x, nugtada lokal minimumga ega
deyiladi. Shunga o‘xshash, barcha x € Ugs(x,) larda

f(x) = f(x) (35.2)
tengsizlik bajarilsa, u holda f(x) funksiya x, nuatada lokal maksimumga ega
deyiladi. Lokal maksimum va lokal minimum terminlari umumiy nom bilan
lokal ekstremumlar deyiladi.

Masalan, grafigi 36.1-chizmada tasvirlangan y = f(x) funksiya x; =
1, x, =2,x3=3,x4, =4 nuqgtalarda lokal ekstremumgaega x; =1, x3 =
3 nugqtalar lokal minimum nuqtalar, x, = 2, x, = 4 nuqtalar lokal maksimum
nugtalar bo*ladi.

NoUuswN R

0 1 2 3 4 x

36.1-chizma.

36.1-teorema (Ferma teoremasi). Agar f(x) funksiya x, nugtada lokal
ekstremumga ega bo‘lsa va bu nuqgtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda
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f'(x) =0 (36.3)
bo‘ladi.
Isbot. Faraz qilaylik f(x) funksiya x, nugtada lokal minimumga ega
bo‘lsin. U holda (36.1) ga asosan barcha x € Ug(x,) lar uchun
fO) = f(x0) =20 (36.4)
tengszlik bajariladi. Agar x € (xo — 6,x,) bo‘lsa, u holda x —x, <0 va
(36.4) ga ko‘ra

f(x)—f(xo) < 0 (36 5)
x-xo '
tengszlik bajariladi, agar x € (x4, xo + §) bo‘lsa, u holda
f(x)—f(xo) > 0 (36 6)
x—-xo '

tengszlik bajariladi. f funksiya x, nuqtada differensiallanuvchi bo‘lganligidan
(36.5) tengszlikning chap tomonida turgan ifodaning x — x, dagi limiti mavjud
va f(xy) = f'(xo) bo‘ladi. Ikkinchi tomondan limitlarning tengsizliklarga
bog’liq xossalaridan (36.5) dan
fl(xg) <0 (36.7)
tengszlikni olamz.
Shunga o‘xshash, (36.6) tengszlikda limitga o‘tib
f'(x0) 2 0 (36.8)
tengszlikni olamiz. (36.7) va (36.8) dan f'(x,) = 0 ekanligi kelib chigadi.
36.1-1zoh. Ferma teoremasi sodda geometrik ma’noga ega. Lokal
ekstremum nugtalarda y = f(x) funksiya grafigiga o‘tkazilgan urinma abssissa
o‘giga parallel bo‘ladi.
2. Hosilaning nollari hagidagi Roll teoremasi.
36.2-teorema (Roll teoremasi). Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada
uzluksiz va kesmaning chetki nuqtalarida teng qiymatlar gabul qilsa, ya’ni
f(a) = f(b) (36.9)
hamda bu funksiya (a, b) intervalda differensilallanuchi bo‘lsa, u holda shunday
¢ € (a, b) nuqta topilib
f')=0 (36.10)
bo‘ladi.

Isbot. M = sup f(x), m= inf _f(x) belgilashlarni
x€[a,b] x€la,b]

Kiritamiz. Veyershtrass teoremasiga ko‘ra cq,c, € [a,b] nugtalar topiladiki,
f(c) =m,  f(c,) =M tengliklar bajariladi.

Agar m = M Dbo‘lsa, u holda f(x) = const bo‘ladi va ¢ sifatida (a, b)
intervalning ixtiyoriy nugtasini olish mumkin.
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Agar m=+# M bo‘lsa,uholda m < M bo‘ladi va shuning uchun
f(cy) < f(c,) tengszlik bajariladi. (36.9) shartga ko‘ra c; va c, nugtalarning
aqalli bittasi [a,b] kesmaning ichki nugtasi bo‘ladi. Masalan, ¢, € (a, b)
bo‘lsin. ¢, ichki nugta bo‘lganligidan 36 > 0, Us(c;) < (a, b) bo‘ladi. Barcha
x € Us(cy) lar uchun f(x) = f(c;) = m bo‘lganligidan Ferma teoremasiga
ko‘ra f'(c;) =0 bo‘ladi, ya’ni (36.10) shart & = c¢; bo‘lganda bajariladi.
Shunga o‘xshash ¢, € (a, b) bo‘lgan hol garaladi.

Roll teoremasini qisgacha quyidagicha ham berish mumkin:
Differensiallanuvchi funksiyaning teng giymatlar gabul giluvchi ikkita nuqgtasi
orasida hosila nolga teng bo‘lgan agalli bitta nugta topiladi. f(a) = f(b) =0
hol uchun Roll toremasini yanada gqisgaroq quyidagicha aytish mumkin:
Differensiallanuvchi funksiyaning ikkita noli orasida, uning hosilasining agalli
bitta noli yotadi.

36.2-1zoh. Roll teoremasining geometrik ma’nosi:
36.2-teorema shartlarida shunday ¢ € (a, b) topilib, funksiya grafigiga (¢, £(£))
nuqgtada o‘tkazilgan urinma Ox o‘qiga parallel bo‘ladi.

36.3-1zoh. Roll teoremasining hamma shartlari muhimidir, 36.2, 36.3,
36.4-chizmalarda shunday funksiyalarning

—x,2<x<?2
i JER B =3

% 0\ | ki

36.2-chizma.

tJ

"

v A
2 f(x)=2—|x|
2 0 2,
36.3-chizma.
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'

¥ f(x)=x
2 /
-2 / 2 .

36.4-chizma.

Y

grafiklari chizilganki, bu funksiyalar Roll teoremasining bitta shartidan boshga
barcha shartlarini ganoatlantiradi. Bu funksiyalar uchun (-2,2) intervalda hosila
nolga teng bo‘lgan bironta ham nugta topilmaydi. (Roll teoremasining gaysi
sharti buzilayotganligini ko‘rsatishni mustaqil bajarish uchun goldiramiz).

3. Chekli orttirmalar hagidagi Lagranj teoremasi.

36.3-teorema (Lagranj teoremasi). Agar f(x) funksiya [a, b] kesmada
uzluksiz va (a, b) intervalda differensiallanuvhi bo‘lsa, u holda bu intervalda
shunday bitta ¢ nuqta topiladiki

fi(g) =18 (36.11)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Isbot. Shartga ko‘ra f (x) funjsiya [a, b] segmentda uzluksiz bo‘lib, uning
ichki nugtlarida chekli f'(x) hosilaga ega. Bu funksiya yordamida

b)) —
Fo0 = £ - f@) - LRI )

yordamchi funksiyani tuzaylik. Ravshanki, bu F(x) funksiya [a, b] kesmada
f)-f(a)

b—-a
hosilaga ega. F(x) funksiyaning x = a va x = b nuqtalardagi giymatlarini
hisoblaymiz: F(a) = F(b) = 0. Demak, F(x) funksiya Roll teoremasining
barcha shartlarini ganoatlantiradi. U holda a va b orasida shunday ¢ (a < ¢ <
b) nugta topiladiki, F'(¢) = 0 bo‘ladi. Shunday qilib,

0= Fp) = rep - LS
va bundan (36.11) formula kelib chigadi. Teorema isbot bo‘Idi.
Lagranj teoremasining geometrik ma’nosi quyidagicha: faraz qilaylik,

f(x) funksiya Lagranj teoremasining barcha shartlarini ganoatlantirsin. f (x)

aniglangan va uzluksiz bo‘lib, (a, b) intervaldaesa F'(x) = f'(x) —

funksiya grafigining A (a, f(a)), B (b, f(b)) nugtalarini to‘g‘ri chizig bilan
tutashtiramiz. f'(x) - bu f(x) funksiya grafigining (x, f(x)) nugtasidan
o‘tkazilgan urinmaning burchak koeffisiyentidir, ya’ni tga = f'(x). Shunday
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§(a<&<b) nugta topiladiki, f(x) funksiya grafigiga (&,f(§)) nuqtada
o‘tkazilgan urinma AB to‘g‘ri chizigga parallel bo‘ladi (36.5-chizma).

Y
V4 B

S
T

0 a ¢ b

36.5-chizma.

=y

(36.11) formulani boshgacha ham yozish mumkin: VX, €[a;b] nugtani olib,
unga ixtiyoriy Ax orttirma beramiz (x, + Axela; b]). [xo,xo + Ax] segment
uchun (36.11) Lagranj formulasini yozamiz:

f(xo + Bx) — fxo) = Ax - f7($), (36.12)
bunda V¢ € (xq,x9 + Ax). & = x5 + 8Ax, 0 < 6 <1 deb belgilasak
flxg+Ax) — f(xog) = Ax - f'(x9 + 6Ax) (36.13)

formulani hosil gilamiz.

Odatda (36.12) yoki (36.13) formula chekli orttirmalar hagidagi Lagranj
formulasi deb yuritiladi.

36.1-eslatma. Agar (36.11) formulada f(a)= f(b) deb olinsa, u holda
f'(¢) =0 (a < & < b)bo‘lib, Lagranj teoremasidan Roll teoremasining kelib
chigishini ko‘ramiz.

=V

36.6-chizma.

4.Lagranj teoremasidan kelib chigadigan ba’zi bir natijalar.

36.1-natija. Agar f(x) funksiya (a; b) intervalda differensiallanuvchi va
Vx € (a;b) da f'(x) =0 bo‘lsa, u holda f(x)=C = const, x € (a;b)
bo‘ladi.

Isbot. x, (a;b) intervalga garashli ixtiyoriy nuqgta bo‘lsa, Lagranj
teoremasini chetki nugtalari x va xo bo‘lgan kesmada f(x) funksiya uchun
go‘llab f(x) — f(xy) = (x — xo) f'(§) tenglikni olamiz. Bu yerda ¢ € (a; b),
f'(&) = 0 bo‘lganligi uchun f(x) = f(x,) = C ekanligi kelib chigadi.

201



36.2-natija.  Agar f(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz, (a;b)
intervalda differensiallanuvchi va barcha x € (a;b) larda f(x) =k (k-
o‘zgarmas ) tenglik bajarilsa, u holda

f(x) =kx + B, x €[a; b],
yani f(x) chizigli funksiya bo‘ladi.

Isbot. x € [a,b] bo‘sin [a,x] kesmada f funksiya uchun Lagranj
teoremasini qo‘llab f(x) — f(a) = k(x — a) tenglikni olamiz. Bu yerdan
f(x) =kx+ B,B = f(a) — ka ekanligi kelib chigadi.

36.3-natija. f(x) va g(x) funksiyalar biror (a;b) oraliqda uzluksiz, bu

oraliqda differensiallanuvchi bolib, f'(x)=g’(x), xe(a;b) bo‘lsa, u holda
bu funksiyalarning biri ikkinchisidan o‘zgarmas songa farq qiladi, ya’ni f(x)=

g(x)+c.
36.1-misol. x > 0 bo‘lganda quyidagi tengsizlikni isbotlang

In(1+x)>x-%, (36.14)
Ishot. @(x) = In(1+x), px) =x—=  bo'lsin.  ¢(0) = P(0),

o' (x) = ﬁ Y'(x) =1 — x tengliklardan va & > 0 bo‘lganda %5 >1-¢

tengsizlik o‘rinli bo‘lganligidan [0; x] kesmada ¢(x) va ¥(x) funksiyalarga
Lagranj teoremasini go‘llasak, shunday bir & € [0;x] nugta topilib, In(1 +

2
x) = ﬁfx x —x? = (1 — & )x tengliklar o‘rinli bo‘lishini ko‘ramiz. Bu

yerdan (36.14) tengsizlikning o‘rinli ekanligi kelib chigadi.

5.Chekli orttirmalar hagidagi Koshi formulasi.

36.4-teorema (Koshi teoremasi). Agar f(x) va g(x) funksiyalar [a; b]
kesmada uzluksiz, (a; b) intervalda differensiallanuvchi bo‘lib, bu intervalning
barcha nugtalarida g'(x) # 0 bo‘lsa, u holda aqalli bitta ¢ € (a;b) nugta
topiladiki,

fb)—f(a)_ f1(§)
g(b)-g(a) gr(§) (36.15)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Isbot. p(x) = f(x) + A1g(x), A € R funksiyani garaylik. A ni shunday
tanlaylikki, ¢(a) = @(b) bo‘lsin. Bu tenglik
f®) = f(@) +A(g(b) — g(@) =0 (36.16)
tenglikka teng kuchli. V&(a; b) uchun g'(¢) # 0 bo‘lganligidan g(a) # g(b)
munosabat kelib chigadi. Aks holda Roll formulasiga ko‘ra 3c € (a,b) g'(c) =
0 bo‘lar edi. Demak g(b) — g(a) # 0 bo‘lar ekan. Bu holda (36.16) dan

__f)-f@
 gb)-g(a (36.17)
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ekanligi kelib chigadi.

¢ funksiya ixtiyoriy A lar uchun [a,b] kesmada uzluksiz va (a;b)
intervalda differensiallanuvchi hamda A ning (36.17) formula bilan berilgan
giymatida a va b nuqtalarda teng giymatlar gabul giladi. Demak bu funksiya
Roll teoremasining barcha shartlarini ganoatlantiradi. Roll teoremasiga ko‘ra
&€ (ab) '(¢§) =0, ya’ni f'(§) +Ag'(§) =0 bo‘ladi. Bu yerdan

%z—)\ ekanligini olamiz. Bu tenglikdan va (36.17) dan (36.15) kelib
chigadi.

6. Mustaqil yechish uchun misollar.

36.1. Ushbu f(x)=2x*>-1 funksiya uchun [1;2] kesmada Ferma
teoremasining shartlari bajariladimi?

36.2. Ushbu f(x)=5v2x+1—x funksiya uchun [4; 40] kesmada Ferma

teoremasining shartlari bajariladimi?

36.3. Ushbu f(x)=xIn5—xInx funksiya uchun E 2,5} kesmada Ferma

teoremasining shartlari bajariladimi?

36.4. Ushbu f(x) =Insinx funksiya uchun [g;iﬂ kesmada Roll
teoremasining shartlari bajariladimi?

36.5.Ushbu

) f(x)=3¥x*>-3x+2, [L2]; 2) f(x)=4", [0; 7]
funksiyalarning  ko‘rsatilgan kesmada Roll teoremasining shartlarini
ganoatlantirishini tekshiring.

36.6. Ushbu  f(x)=sinx funksiya uchun [1;2] kesmada Roll

teoremasining shartlari bajariladimi?
36.7. Quyidagi 1) f(x)=x’-x xe[0;1]; 2) f(x)=sin2x, x[0; 27]

funksiyalar ~ ko‘rsatilgan  oraligda  Roll  teoremasining  shartlarini
ganoatlantirishini ko‘rsating va f’(c)=0 ni ganoatlantiruvchi ¢ sonlarni toping.
36.8. Quyidagi

) f(x)=xxe[L 2 2) f(x)=x%, xe[L3]; 3)f(x)=v1-x* xe[0;1]
funksiyalar uchun ko‘rsatilgan oraliqda o‘rta giymat haqgidagi teoremaning
shartlarini tekshiring va teorema tasdig‘ini qanoatlantiruvchi barcha ¢ sonlarni
toping.

36.9. Ushbu f(x)=3x* -5 funksiya [-2,0] kesmada Lagranj
teoremasining shartlarini ganoatlantiradimi? Agar ganoatlantirsa,

f(b) — f(a) = f'(§)(b — a) Lagranj formulasidagi ¢ nugtani toping.
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36.10. f (x) =In x funksiyaga [1; e] kesmada Lagranj formulasini qo‘llang
va unda gatnashadigan c ning giymatini toping.

36.11. f(x)=sin3x funksiya uchun [X;;X,] kesmada Lagranj formulasini
yozing.

36.12. f(x)=arcsin(2x) funksiya uchun [X; X, +AX] kesmada Lagranj
formulasini yozing.

36.13. f(x)=x" funksiyaning [0; a ] kesmada (n>0; a>0) Lagranj
teoremasining shartlarini ganoatlantirishini ko‘rsating.

36.14.y =| x| funksiya uchun [0;a] kesmada Roll teoremasi o‘rinli
emasligini ko‘rsating.

36.15. x*—-3x+c=0 tenglamaning (0;1) oraligda ikkita har xil ildizga
ega bo‘Imasligini isbotlang.

36.16. y = x>chizigda shunday nugtani topingki, unga o‘tkazilgan urinma
A(-1 1) va B(2;8) nuqtalarni birlashtiruvchi vatarga parallel bo*lsin.

7. O¢z-o0¢zini tekshirish savollari.
Ferma teoremasini ayting va uni isbotlang.
Roll teoremasini ayting va uni isbotlang.
Langranj teoremasini ayting va uni isbotlang.
Koshi teoremasini ayting va uni isbotlang.

P wh e

37-§. Teylor formulasi
Reja:
1. Lagranj ko‘rinishidagi goldiq hadli Teylor formulasi.
2. Peano ko‘rinishidagi goldig hadli Teylor formulasi.
3. Elementar funksiyalar uchun Makloren formulalari.
4. Mustaqil yechish uchun misollar.
5. O¢z-o¢zini tekshirish savollari.

1. Lagranj ko‘rinishidagi qoldig hadli Teylor formulasi. Tabiatda
ko‘pgina masalalar funksiyaning berilgan nugtadagi giymatini topishga bog‘liq
bo‘ladi. Funksiya murakkab bo‘lgan hollarda funksiyaning berilgan nugtadagi
giymatini hisoblash har doim ham yengil bo‘lavermaydi. Bunday hollarda,
nugtadagi qiymatini hisoblash noqulay bo‘lgan funksiyani, o‘ziga garaganda
sodda va hisoblash uchun qulay bo‘lgan funksiyaga yaqinlashtirish-
almashtirishga to‘g‘ri keladi. Berilgan f(x) funksiyani biror g(x) funksiyaga
yaginlashtirish-almashtirishda quyidagi ikki momentni e’tiborga olish
muhimdir:
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1) f(x) ga yaginlashadigan g(x) funksiyaning tanlab olinishi va uning
tuzilishi (soddaligi, hisoblash uchun qulayligi);

2) f(x) ni g(x) ga yaqginlashtirishdagi go‘yilgan xatolikni aniglash va uni
hisoblash.

Odatda yaqinlashadigan g(x) funksiya sifatida butun ratsional Pn(x)
ko‘phad olinadi.

1885 yilda buyuk nemis matematigi K.Veyershtrass [a,b] kesmada
uzluksiz bo‘lgan f(x)  funksiyani P,(x) ko‘phad bilan yaginlashtirish
mumkinligi  hagidagi  teoremani isbot qiladi, lekin bu teorema
R,(x)= f(x)—P,(x) ayirmani baholashni va uning nolga intilish tartibini
aniqlab bermaydi. Keyingi yillardagi ilmiy izlanishlar R,(x) ning nolga intilish
tartibi yaginlashtiriladigan f(x) funksiyaning hosilalarga ega bo‘lishiga bog‘liq
ekanligini ko‘rsatdi.

f (x) funksiya biror xo nugtaning biror atrofida yuqori tartibli hosilalarga
ega bo‘lsa, bu hosilalardan foydalanib, avvalo P,(x) ko‘phadni tuzish va f(x)
funksiyani bu ko‘phad bilan yaginlashtirish masalasini garash mumkin bo‘ladi.
Bu masalani yechishda Teylor formulasi muhim rol o‘ynaydi.

37.1-lemma. Agar f(x) funksiya x, nuqgtada n- tartibgacha hosilalarga
ega bo‘lsa, darajasi n dan oshmaydigan shunday B,(x) ko‘phad topiladiki,
quyidagi munosabatlar orinli bo‘ladi:

Pu(xo) = f(xo), B (xo) = f®(xp), k=1,2,.., n.  (37.1)
Bu ko‘phad quyidagi ko‘rinishda yoziladi

By (x) = f(x) + flﬁco) (x —xo) + fnz(jc") Gt — %)% + -+ +
+%(x — xo)" (37.2)
yoki
P) = Zf(k)(x ) (= xp)
kabi yoziladi.

Isbot: @(x) = (x — x3)™, m € N bo‘lsin. Unda ¢(x,) = 0 bo‘ladi.
0, agar k #m,
(k) _
¢ (x0) = {k!, agar k = m, (37.3)
bo‘ladi.  (37.3) dan (37.2) formula bilan berilgan B,(x) ko‘phad (37.1)
shartlarni ganoatlantirishligi kelib chigadi. Bu ko‘phad f (x) funksiyaning x,
nugtadagi n- tartibli Teylor ko‘phadi deyiladi.
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37.1-mashg. Agar Q,(x) — darajasi n dan oshmaydigan ixtiyoriy
ko‘phad bo‘lsa, u holda bu ko‘phadni quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

37.2-lemma. ¢@(x) va ¥(x) funksiyalar x, nugtaning 6 atrofida
aniglangan va quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
1) barcha x € Ug(x,) lar uchun ¢ ™*D(x) va ™Y (x) hosilalar mavjud;
2) p(xg) = @' (x9) = =+ = 9™ (xo) = 0,
P(xg) = ' (x0) = - = Y™ (xp) = 0; (37.4)
3) x € Us(xy) vak = 1,2,...,n + 1 lar uchun ¥ (x) = 0, p® (x) % 0.
U holda har bir x € Ug(x,) uchun uchlari x, va x nugtalarda bo‘lgan
intervalda ¢ nuqta topiladiki, quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi
() p™I(E)
Ppx)  Prr(e)
Isbot. Masalan, x € (x,, xo + &) bo‘lsin. Unda, [x,,x] segmentda ¢ va
Y funksiyalarga Koshi teoremasini go‘llab va ¢ (x,) = ¥ (x,) = 0 tengliklarni
¢’tiborga olib, (37.4) ga ko‘ra quyidagini olamiz:
() @) —lx) ¢’ (§y)
Y)Y —Plo) P’
Xuddi shunday, [x,; ;] kesmada ¢’ va ' funksiyalarga Koshi teoremasini
go‘llab, quyidagini topamiz:
"(§1) 1(§1)—@1(xo) 11(&3)
e = peres = v <e<é ®7.7)
(37.6) va (37.7) tengliklardan quyidagi munosabat kelib chigadi
o) _ 9’ _ o)
Y& P'ED P
0" ", 0@ p® . o™ ™ funksiyalarga mos oraliglarda ketma-ket Koshi
teoremasini qo‘llab quyidagi tengliklarni hosil gilamiz
0@ _ '€ _ . _ oME) _ o™
Y P& Y (&) Py
x € (xg,xy + 6) bo‘lganda (37.5) tenglik isbotlandi. x € (x, — &, x,) bo‘lgan
hol ham xuddi shunday garaladi.
37.1-Teopema. Shunday & > 0 son mavjud bo‘lib, f(x) funksiya x,

nugtaning & atrofida n + 1 — tartibligacha hosilalarga ega bo‘lsin. U holda
vx € Ug(x,) uchun uchlari x, va x nugtalarda bo‘lgan A intervalda ¢ nugta
topiladiki, quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi

(37.5)

Xo < &1 < «x. (37.6)

Xog <& <& <x<xy+6.

x0<E<fn<-"<fl<x<x0+5.
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, " ™

f(x) = flxg) + ! ETO) (x —x) + ! Z(!xO) (x —x0)2 + -+ fn—(!x")(x — xg)™ +
)
+ (n+1)!E (a = 20)™" (37.8)
: TAED) e
yoki f(x) = Zonxo(x —x0)* + (n+1)!§ (x — xo)" 1,
Isbot. x € Us(x,) va P,(x) =3¢ f(k)(x")( —x)" -

- s\ Xo n\X) = Zk=0 X — Xo f)

k!
funksiyaning Teylor ko‘phadi bo‘lIsin. Quyidagi belgilashni kiritamiz:

r(x) = f(x) — P (x). (37.9)
P,(x) ko‘phad 37.1-lemmadagi (37.1) shartni ganoatlantirganligi uchun (37.9)
munosabatdan

T(x) = 15 (x0) = =+ = 10 (x0) = 0 (37.10)
tengliklar kelib chigadi. ¢(x) = r,,(x), Y(x) = (x — xo)"™*t? funksiyalarni
garaymiz. Bu funksiyalar 37.2-lemmaning shartlarini ganoatlantiradi, shuning
uchun ular uchun (37.5) tenglik bajariladi, ya’ni

0 _ 1@  _ @ _ fmey

PYlx)  (x—xy)n+1 (n+1)! (n+1) '’
bo‘ladi, chunki PV (x) =0, p™D(x) = (n+ 1L (37.11) va (37.9)
tengliklardan (37.8) formula kelib chigadi. Teorema isbot bo‘ldi.

_ [ © n+1 :
37.1-eslatma. r,(x) = D (x — x0) funksiya Teylor

formulasining Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadi deyiladi. (37.8) formula x =
Xo bo‘lganda ham o‘rinli bo‘ladi.

37.1-natija. Agar ¢ va Y funksiyalar x > x, bo‘lganda n marta
differensiallanuvchi va ¢ ® (x,) = p® (xy), k = 0,1,2,...,n — 1, x > x, da
o™ (x) > ™ (x) shartlarni ganoatlantirsa, u holda x > x, da @(x) > ¥ (x)
bo‘ladi.

Isbot: n = 1 da natijaning tasdig’i Lagranj teoremasining natijasidan
kelib chigadi. f(x) = @(x) —y(x) belgilashni kiritamiz. U holda k =
0,1,2,..,n—1 larda f®(x,) = 0 va (37.8) formula bo‘yicha quyidagi tenglik
kelib chigadi

FEA (37.11)

1
fG0) == (= x)"f (D).
Agar x > x, bo‘lsa, u holda & > x,, f™ (&) = ™ (&) — ™ (&) va shuning
uchun f(x) > 0, ya’ni x > x, da @(x) > ¥(x) kelib chigadi.
37.1-misol. Quyidagi tengsizliklarni isbotlang:
a) |[sint —t| < g, t €ER;

5

3 3
b)x—%<sinx<x—%+’é—',x>0. (37.12)
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Yechish. a) n = 2 va x, = 0 da f(t) = sint funksiyaga (37.8) formulani

smg‘r

go‘llasak, sint =t — t2 tenglikni olamiz, bundan |sint — t| <= , t €

R tengsizlik kelib chlqadl.
b) Agar f(x) = sinx bo‘lsa, u holda £(0) = F@(0) = F®(0) =0,

£1(0)=1,f30) = -1, f™(x) = (sinx)™ = sin (x + ng)

n =5 vax, = 0 da (37.8) formulani go‘llab
B x3  x° 5.
sinx = x —§+asm (f + E)
5
formulani olamiz. Bundan x > 0 da |;sm (f +5 §)| < ’;—, bo‘lganligi uchun

(37.12) tengsizliklarning o‘ng tomoni kelib chigadi. n=3 va x, =0 da
f(x) = sinx funksiyaga (37.8) formulani qo‘llab, (37.12) tengsizliklarning
chap tomonini isbotlaymiz.

2.Peano ko‘rinishidagi qoldig hadli Teylor formulasi.

37.2-teorema. Agar f™(x,) hosila mavjud bo‘lsa, u holda quyidagi
formula o‘rinli bo‘ladi'

(k)
flx) = z ! ( %o) (x — x)* + o(x — xo)™, X = Xg. (37.13)

Ishot: f(")(xo) hosilaning mavjudligidan f(x) funksiyaning Us(x,)
atrofda aniglanganligi va n — 1 - chi tartibgacha hosilalarga ega bo‘lishligi
kelib chigadi. ¢(x) = 1,,(x), Y(x) = (x — xo)™*? belgilashlarni kiritamiz, bu
yerda 1, (x) funksiya (37.9) formuladan aniglanadi. Agar n + 1 nomerni n — 1
nomerga o‘zgartirsak, ¢(x) va ¥ (x) funksiyalar 37.2-lemmaning shartlarini

ganoatlantiradi. r,f")(xo):o ekanligini e’tiborga olib, 37.2-lemmani
go‘llasak, quyidagi formulani olamiz

@) T @-r"P(x)
(x—xo)™*1 nE-x) (37.14)

bu yerda & = &(x) va

Xo <E<x<xp+6Yyokixg—6 <x<E<x,. (37.15)
x = x, bo‘lganligi uchun (37.15) tengsizlikdan & — x, kelib chigadi.
f™(x,) hosilaning mavjudligidan va (37.10) munosabatning bajarilishidan
quyidagi limitning mavjudligi kelib chigadi

0 ) PO T )
lim 11m (x0)-
X—>Xg X — Xo X—Xo f — Xo

Shunday qilib, x = x, da (37.14) formulaning o‘ng tomonining limiti O ga teng
bo‘ladi, shuning uchun bu formulaning chap tomonining limiti ham mavjud va
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0 ga teng bo‘lishligi kelib chigadi. Bu 7,(x) = o((x — x¢)™), x = x, YOKi
f(x) — B,(x) = o((x — xo)™) ekanligini bildiradi, bundan (37.13) formula
kelib chigadi.

37.2-eslatma. (37.13) formula Peano ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor
formulasi yoki Teylorning lokal formulasi deyiladi.

3. Elementar funksiyalar uchun Makloren formulalari.

Agar x, = 0 va £f™(0) hosila mavjud bo‘Isa, u holda (37.13) formula
quyidagi ko‘rinishni oladi

(k)
f()—z:f ()(x)"+0(x"), x — 0. (%)

(*) formulaga f(x) funk5|yan|ng Makloren formulasi deyiladi.
Ushbu

f(x)=e*, f(x)=sinx, f(x)=cosx, f(x)=shx, f(x)=chx,
f(x)=@+x)", f(x)=In1+x)
funksiyalar uchun Peano ko‘rinishidagi qoldig hadli Makloren formulalari
quyidagicha bo‘ladi:

2 n

2F+o(x") 14 +7+ +—+o(x") (37.16)
. ( 1)k 2k+1 o x3 xS
Slnx_ZW-l-O(x )_X—y-l‘ﬁ—“'-l‘
( 1)11 2n+1
—_— n+2y, 37.17
T amyr o (37.17)
_yn (DR n+ly _ q X2 xt o Cpmxen 2n+1
€OSX = Yk=0""pp01 + o(x )=1 St + P + o(x ),
(37.18)
ala—1
(1+ x)% =ZCC’§xk+o(x") = 1+ax+(T)x2 +
k=0 '
+a(a L. IE(IX (k=1) x™+o(x™), (37.19)
(a—1)..(a—(k-1)
bu yerda ¥ = == IE? )
1 2 3 _—_1\yn—-1,n
In(1+x) = ;Cl=1( 1)k h +o(x™) :x—x?+x?+---+(1)—x+o(xn),
(37.20)
xususiy holda,
n
In(l—x) = X, +o(x") (37.21)
a1 K
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2k+1 x3 x5 2n+1

X
_ 2n+2y _ _ .
shx = Z(2k+1)'+°(" ) =xtgrtg Tt oo T
+o(x2"+2) (37.22)
chx = +o(x*"t) =1 + + A S, o(x?"t1) (37.23)

k= O(Zk)' (2n)!

a* :l+(lna)x+;(lna) X% +.. +i(lna) x”+o(x”+1), a>0, a=1l. (37.24)
Agar
F00 =D a(x=%) +o((x=%)"),  9(0=D b (x=%)" +0((x=%)")

bo‘lsa,

f(x)+g(x):zn:(ak +b )X  +o((x—X,)"), (37.25)
F00- 900 = €, (X x,)* +0((x-x,)"), (37.26)

k
bunda C.=>ab_,.
p=0

37.2-misol. Ushbu f(x) = sin (Zx + g) funksiyani o(x”) hadgacha
Makloren formulasiga yoying.
Yechilishi. Ma’lumki, 9 (x) = 2¥sin (2x + 5 + k) va

f®(0) = 2%sin (S + kZ)  bo‘lganligi sababli f(x) funksiya uchun

Peano ko‘rinishidagi goldig hadli Makloren formulasi (*) dan quyidagi
munosabatni hosil gilamiz:
N ok
n(2x+0) =Y = 7 2k + Dk + o™
Ssin X 4 L k' sin— X o\x

37.3-misol. Ushbu f(x) = arctgx funksiyani o(x”) hadgacha Makloren
formulasiga yoying.
Yechilishi. Ma’lumki,

(n—1)! vis
(n) = 7 . —
fW(x) = 11 D)2 sin [n (arctgx + 2)],
() = { 0, n juft bo’lganda,
/ (- 1) 2 (n —1)!, ntoqbo’lganda.

Demak, Peano ko‘rinishidagi qoldiq hadli (*) Makloren formulasiga
asosan,
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W3 x5 7 n-1 )
arctgx:x—?+?—7+...+(—1) 2 —+o(x")
bo‘ladi.
4. Mustaqil yechish uchun misollar.
37.1. Quyidagi funksiyalarning o(x™) hadgacha Makloren formulalarini

yozing.
1f() = ei 2 ) =NTFE 3100 =
4, f(x) = ln(S — 4X) 5. f(x) = (X + 5)62x. 6. f(X) _ lTl3+—x

7. f(x) =e*In(1+x),n=4
37.2. Teylor formulasidan foydalanib, quyidagi limitlarni hisoblang.

2

X
. COSx—14+— . In(1+x)-x . e¥—-1-x
1. lim —= 2. lim——— 3. lim =
x—0 X x—0 X x—0 X
tgx—x . arctgx—arcsinx 5\/1+2x 1
4. lim 5. lim - . 6. lim
x>0 sinx—x" x—0 tgx—sinx x—0 Vitx—V1-x

37.3. Quyidagi funksiyalarning ko’rsatilgan hadgacha Makloren
formulalarini yozing.

L f(x) = 22 funksiyani x* hadgacha, £)(0) =?
2. fx) = — L0 funksiyani x? hadgacha.

(1-2x)29(1+2x)°0
3. f(x) = Va™ +x (a > 0) funksiyani x? hadgacha.
4. f(x) = e2*=** funksiyani x> hadgacha.
5. O¢z-o¢zini tekshirish savollari.
1. Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasini yozing.
2. Peano ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasini yozing.
3. Elementar funksiyalar uchun Makloren formulalarini yozing.

38-§. Lopital qoidalari
Reja:
1. Lopitalning birinchi qoidasi.
2. Lopitalning ikkinchi goidasi.
3. Mustagil yechish uchun misollar.
4. Oz-o‘zini tekshirish savollari.

1. Lopitalning birinchi qoidasi (% ko‘rinishidagi anigmaslik). x — a da
f va g funksiyalar bir vaqtda cheksiz kichik yoki cheksiz katta funksiyalar

f()

bo* Iganda = nisbatning limitini hisoblashda “Lopital qoidalari” ni qo‘llash
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frix)

qulay bo‘ladi. Bu qoidalar f va g funksiyalarning hosilalari nisbati )

limiti yordamida fE ; nisbatning limitini hisoblash imkonini beradi.

ning

Agar f(x) va g(x) funksiyalar a nugtada differensiallanuvchi va f(a) =
g(a) =0,g'(a) # 0 bo‘lsa, u holda f va g funksiyalarga n = 1 bo‘lganda
Teylorning lokal formulasini go‘llab, quyidagilarni olamiz:

fx)=f"(a)(x —a) +o(x —a),
gx) =g'(@)(x —a) +olx —a).

Bundan

lim 22 = fjm 242 (38.1)

x-adx) x-ag’'(a)

tenglik kelib chigadi.
Xuddi shunday, agar

fl@)=f'(a) = =f"V(a) =0,
g@=g'@=-=9g""0a) =0, g™(a)#0
munosabatlar bajarilsa, u holda
Cpe_ ERE -t e -an o
im —— ' =
x-a g(x) x*aw( — )"+ o((x — a)) g™ (a)

n!

bo‘ladi.

38.1-misol. lim

x—o1 x3—-4x%+
Yechish. Belgilash olamiz f(x) =3x10 - 2x> -1, g(x) = x3 — 4x? + 3.
Unda f'(x) = 30x° — 10x%, g'(x) =3x2—-8x, f(1) = g(1) =0,
f'(1) =20,¢9'(1) = —5 va (38.1) formula bo‘yicha izlanayotgan limit -4 ga
teng bo‘lishini topamiz.
38.1- teorema (Lopitalning birinchi goidasi). f(x) va g(x) funksiyalar
(a, b) oraligda differensiallanuvchi,

10 _ 5_
22271 |imitni toping.

lim f(x)=0, lim g(x)=0, (38.2)
x—-a+0 x—-a+0
Vx € (a,b) lar uchun g’'(x) # 0, (38.3)
chekli yoki cheksiz
. 1)
xl—}g,r-}-() grx 4 (38.4)
limit mavjud bo‘lsin. U holda 11rrJ1ro 2( ; limit ham mavjud va A ga teng, ya’ni
xX—a
lim 22 = jim £® - 4 (38.5)

x—a+09(x) x—a+09g/(x)
Isbot. x € (a, b) bo‘lsin.

fl@) =g(a)=0 (38.6)
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deb olib, f(x) va g(x) funksiyalarni a nugtada aniglaymiz. U holda bundan
f(x) va g(x) funksiyalarning [a,x] kesmada uzluksizligi kelib chigadi. Koshi

teoremasiga ko‘ra, shunday ¢ € (a, x) nuqta topiladiki,
f) _ f)-fl@ _ f1(§)
= = 38.7
gx)  gx)-gla) gr§) ( )

munosabat bajariladi.

P
x—>a+0daé —a+0va (384) shartga ko‘ra xl}g}ro C3)

bo‘ladi. Shuning uchun (38.7) tenglikdan (38.5) tenglikning to‘g’riligi kelib
chigadi. Teorema isbot bo‘Idi.

38.1-eslatma. 38.1-teoremani (mos ravishda uning shartlarini o‘zgartirish
bilan) x > a—0 va x > a ( a — chekli son) to‘g’ri bo‘lishini ko‘rsatish
mumkin.

a = +oo (yoki a = —) bo‘lganda, agar xl_i,rfoof(x) = xl_iHloog(x) =0,
x> x, dag'(x) # 0 va xliToo ;:(i)

0°‘z kuchida goladi. Bu tasdiq 38.1-teoremada x =% almashtirish olish bilan

= A limit mavjud

= A limit mavjud bo‘lsa ham bu teorema

isbotlanadi.

2. Lopitalning ikkinchi goidasi (Eko‘rinishidagi anigmaslik).

38.2- teorema (Lopitalning ikkinchi goidasi). f(x) va g(x) funksiyalar
x > a oraliqda differensiallanuvchi, x > a da g'(x) # 0,

lim f(x) =0, lim g(x) = oo, (38.8)
xX—+0o0 X—+o00
va chekli
. frx)
o =4 39
limit mavjud bo‘lsin. U holda A ga teng bo‘lgan lirf g(—g limit ham mavjud,
X—>+00
ya’'ni
lim 22 = im £2 = 4, (38.10)

x—+0 g(X)  x—>+o0g/(x)
Isbot. (38.8) formuladan
da; >a: Vx> a; - |f(x)] >1, |gx)] > 1, (38.11)
munosabat kelib chigadi va x > a; da f(x) #0, g(x) # 0 bo‘ladi. (38.9)
limit uchun limit ta’rifiga ko‘ra ixtiyoriy & > 0 son uchun shunday

8, = 6,(¢) = a4 son topiladiki, barcha t > §; lar uchun
e _f'® €
A_E<g’(t)<A+E (3812)
tengsizlik bajariladi. x, > a; ni tayinlab, (38.8) dan foydalanib,
&, > x, sonni shunday tanlaymizki, Vx > 6, larda
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f(xo)
gx)

tengsizliklar bajariladi.
(38.10) formulani isbotlash uchun shunday 6§ > 0 son topilib, barcha x >

o larda

(38.13)

1 |g(x0)
2" 1g

e _f® e
A-i< e <A+2 (38.14)

tengsizlikning bajarilishini ko rsatish kerak. é son quyida tanlanadi. x > & deb
hisoblab, f va g funksiyalarga [x,, x] kesmada Koshi teoremasini qo‘llaymiz.
Bu teoremaga ko‘ra shunday ¢ € (x,, x) nuqta topiladiki,

fx)-fxo) _ fr(§)

I@-9G)  91®) (38.15)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. (38.11) va (38.13) munosabatlarni go‘llab, (38.15)
tenglikning chap tomonini quyidagicha almashtiramiz:

f)=f(xe) _ f(x) -1
g -glxe) g (go(x)) ’ (38.16)

_9&xo0)
bu yerda ¢ (x) = — Foms = 1+ B(x). (38.17)
£
Ravshanki, (38.8) shartga asosan x — +oo da f(x) — 0.
Shuning uchun

S

Ve>0, 38§ = 6,: Vx> 8 - |B(x)] < (38.18)

IAI
& > xo > &, bo‘lganligi uchun (38.16) va (38.17) munosabatlarga ko‘ra (38.12)
shartdan barcha x > §, lar uchun

A-5<IB(p0) " <a+t (38.19)

tengsizliklar bajariladi. Agar x > & bo‘lsa, unda (38.17) va (38.18)
munosabatlarga ko‘ra ¢(x) > 0 va shuning uchun (38.19) tengsizlik quyidagi
tengsizlikka teng kuchli:

(A=) +8@) <LB<(a+5)(1+5w) (38.20)
(38.18) tengsizlikni go‘llab, quyidagini olamlz

(A——)(1 +B(x)) = A——+(A——)

> 4-=—(141+35) 18I > A -
Xuddi shunga o‘xshash
(4+5) (1 +pG) < A+o+(141+5) 1Bl < 4 +e

Shunday qilib, barcha x > § lar uchun (38.14) tengsizlik bajariladi. Bu
(38.10) tasdigning to‘g’riligini anglatadi. Teorema isbot bo‘ldi.

g—A
> = E.
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38.2-eslatma. Agar A = +o0o yoki A = —oo bo‘lganda ham 38.2-teorema
o‘rinli bo‘ladi. 38.2-teoremax - a (x > a—0,x = a+0) (a— chekli son)
hollar uchun ham o‘rinli bo‘ladi.

38.3-eslatma. Lopitalning 38.1 va 38.2-teoremalaridan foydalanib, %vag
ko‘rinishidagi anigmasliklar ochiladi. Ko‘pincha har xil almashtirishlar
yordamida 0 - o0, 00 — 0,0° 0% 1% ko‘rinishidagi anigmasliklar % va g
ko‘rinishidagi anigmasliklarga keltiriladi.

38.4-eslatma. Agar chl_r)rcll f(x) =0, }Ci_r)r‘ll g(x) = o bo‘lsa, f(x)-g(x)
ifoda 0 - oo ko‘rinishdagi anigmaslikni ifodalaydi. Bu ko rinishdagi anigmaslikni
ochishda uni

e 9@
W

1 1
gx) f(x)

kabi yozish orqali g yokig ko‘rinishdagi anigmasliklarga keltirilib, Lopital

f(x)-g(x)

goidalari go‘llaniladi.
38.5-eslatma. Agar lim f (x) =+c0, limg(x)=+c0 bo‘lsa, f(x)-g(x) ifoda
oo — oo ko‘rinishdagi anigmaslikni ifoda giladi, uni ham quyidagi
1 1
f(x)- g0 =98 T
100 900
kabi yozish bilan % ko‘rinishdagi anigmaslikka keltiriladi va Lopital goidalari
go‘llaniladi.

38.6-eslatma. Agar x —a da f(x) funksiya 1, 0 va «, g(x) funksiya esa
mos ravishda, =, 0 va 0 ga intilganda (f(x))°* — daraja — ko‘rsatkichli ifoda
1%,0°,00° ko‘rinishdagi anigmasliklarni ifoda giladi. Bu ko‘rinishdagi
anigmasliklarni  ochish uchun, avvalo berilgan ifoda logarifmlanadi:
Iny=g(x)-Inf(x) , bu ifoda x—>a da 0-o0  ko‘rinishdagi anigmaslikni
ifodalaydi, ya’ni yuqorida o‘rganilgan holga keltiriladi.

Shunday qilib: 1) 0-oc yoki oo —oo  ko‘rinishdagi anigmasliklar
algebraik almashtirishlar natijasidag yokig ko‘rinishdagi anigmasliklarga
keltiriladi va ularga Lopital goidalari go‘llaniladi.

2) 1%,09 0% ko‘rinishdagi  anigmasliklar  logarifmlash  yoKki
(f(x))*%) =eo®(f)  ghakl o‘zgartirishlar orgali 0-o00  korinishdagi
anigmaslikka keltiriladi, so‘ngra uni % yokig ko‘rinishdagi anigmasliklarga

keltirib, Lopital qoidalari go‘llaniladi.
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38.2-misol. Agar @ > 0 bo‘lsa, lim l"—f = 0 tenglikni isbotlang.

X—+00 X
Yechish. Lopital qoidasi (38.2-teorema) ni go‘llab

o Inx _ 1/x _ 1
lim — = lim — = lim =0
x—+00 X% x—+00 ax % x—+00 ax%

munosabatni hosil gilamiz.

38.3-misol. Agar a > 0 bo‘lsa, liriloxalnx limitni hisoblang.
X—

Yechish. 0 - co ko‘rinishidagi anigmaslikni E ko‘rinishidagi anigmaslikga
keltirib va Lopital goidasini qo‘llab, quyidagini olamiz:

_ o Inx _ 1\x -1

lim x%lnx = lim — = lim = lim x¢ =0.
x—>+0 x->+0X~% x40 —qx~(@tD) g x5+0
38.4-misol. Agar r > 0,a > 1 bo‘lsa, lim = = 0 bolishini isbotlang.

X—>+oo

Yechish. m = [r] + 1 bo‘lsin. U holda r —m < 0. Lopital qoidasini m
marta qo°‘llab, quyidagini olamiz:

ox" orx™t orr=1D .. —-m+DxT™
lim — = lim =...= |lim =
x—>+0 ¥  x-+oaXlna xX—+00 aXln™a

38.7-eslatma. 38.2 va 38.4-misollardan ko‘rinadiki, x — 4+co da
logarifmik funksiya darajali x” funksiyaga nisbatan sekinrog o‘sadi, darajali
funksiya esa a*, a > 1 ko‘rsatkichli funksiyaga nisbatan sekinroq o‘sar ekan.

38.5-misol. Agar a>0,6>0 bo‘lsa, lim X _ 9 bo‘lishini

x—>+400 xP

isbotlang.
Yechish. lnx:é belgilash kiritib va 38.4-misoldan foydalanib,

quyidagini olamiz:

In%x
lim 5= 0
X—>+o0o X

2 —
38.6-misol. lim "X =3
-2 x° +3x—-10

Yechilishi. Ravshanki, f(x)=In(x?-3) , g(x)=x*+3x-10 funksiyalar
x—>2 da f(x)=In(x*-3)>0, g(x)=x*+3x—10 -0 . x=2 nugtaning x=+/3
nugtalarni oz ichida  saglamaydigan  ixtiyoriy  kichik  atrofida

2X
x> -3

limitni hisoblang.

f'(x) = , g'(x)=2x+3 hosilalar mavjud va g'(x)=2x+3=0 (x>—gj :

2X

1 2 .
lim 0 i X =8 i X _ 4 pavjud,
=2 0g'(X) *=22x+3 ©2(x*-3)(2x+3) 7

Demak, berilgan limitni hisoblashga Lopitalning birinchi qoidasini
go‘llash mumkin:
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In(x* —3) _lim 2X _4
2 X2 +3x=10 =2 (x*-3)(2x+3) 7

a

38.7-misol. Xlirj;:7 (a>0,a>0) limitni hisoblang.

Yechilishi. Bu holda, f(x)=x*,g(x)=e* bo‘lib, ular 38.2-teoremaning
barcha shartlarini ganoatlantiradi. Shuning uchun, Lopitalning ikkinchi
goidasiga ko‘ra,

X ax®?t
lim—=1im

x>0 @& x40 g ¥

=0,

chunki x - +o0o da asosi birdan katta ko‘rsatkichli funksiya darajali funksiyaga
garaganda tezrog o°sadi. Bu limitni Lopital goidasini k(k =[a]+1, a -k <0)
marta qo‘llab ham topish mumkin:

lim X* _lim ax“t . _lim aloe=1)..(a-k+1)x*™* _

x>0 @ x40 g ¥ X—>+00 akeax

0.

38.8-misol. lim—*—*_ limitni hisoblang.
1 nx—x+1

Yechilishi. Bu holda, f(x)=x*—-x, g(x)=Inx—x+1 bolib, ular 38.2-
teoremaning barcha shartlarini ganoatlantiradi, jumladan, x=1 nuqgtaning

ixtiyoriy Kichik atrofida f'(x)=x*(Inx+1) -1, g'(x)=§—1 hosilalar mavjud

bo‘lib, g'(x):i—lsto (x#1). Lekin, f'(x) va g'(x) funksiyalar ham o‘z

navbatida x = 1 nuqtaning Kichik atrofida 38.2-teoremaning barcha shartlarini
ganoatlantiradi. Shuning uchun, berilgan limitni hisoblashga Lopitalning
birinchi goidasini ikki marta qo‘llaymiz:

X X+1

lim— =X i XX D =X i etk ) 14 4 Inx |- x| = 2.
olInX—X+1  x-ot 1-x X1 X

38.9-miso|.xﬂggox“|nﬁ(3 (>0, p>0) limitni hisoblang.

Yechilishi. Bu holda lim (= lim x* =0,  lim g(x)= lim |nﬁ(1)=+oo.

x—>0+0 x—>0+0 x—>0+0 X

Demak, berilgan ifodaning x —»0+0 dagi limiti ( 0-o ) Ko‘rinishdagi

anigmaslikni ifodalaydi. Bu anigmaslikni ochish uchun, uni (%) yoki (fj

e 0]

ko‘rinishdagi anigmaslikka keltirib, Lopitalning birinchi goidasini go‘llashda,

soddalik uchun, In% =t, x=e"" almashtirishni bajarib, berilgan ifodaning limiti
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B
lim x“ ~Inﬁ[£J= lim L —0
x—0+0 X t—o+0 %
ni topamiz.
3.Mustaqil yechish uchun misollar.

38.1. Lopital goidalaridan foydalanib, quyidagi funksiyalarning
limitlarini hisoblang.

1 Iim3x2+5x—8 2 lim In(x* —15) ”mei"x—e‘2ax
oL AX?+3x—T T x>43x2-10x—8 =0 In(l+X)
J1+2x +1 sinax |
Y. . . nx
4, lim————. 5. lim ——. 6. lim .
x>1 24+ X +X x—0 sinbx x-0 Insin x
2
) el/x"_q . cosax a™ —x
7. lim ——=. 8. lim : 9. lim .
xX—co arctgxz—g x—0 cosbx x>l |nx
. tgx—x . xtgx—1 . sinax—sinbx
10. Iim-9X=X 11 lim == 12, |jm 222X
x>1 X —sin X x->0 X x>0 shax—shbx

4. O°z-o¢zini tekshirish savollari.
1. Anigmasliklarning turlarini ayting.
2. 0/0 ko‘rinishidagi anigmasliklarni ochishda Lopital goidasini ayting va uni
isbotlang.
3. /o ko‘rinishdagi anigmasliklarni ochishda Lopital qoidasini ayting va uni
isbotlang.
4. 0.0 ko‘rinishidagi anigmaslik ganday ochiladi?

39-§. Funksiyaning monotonlik oraliglari
Reja:

1. Intervalda differensiallanuvchi funksiyaning o‘sish va kamayish
oraliglari.
2. Funksiyaning qat'iy o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lishining yetarli shartlari.
3. Funksiyaning nugtada o‘suvchi (kamayuvchi ) bo‘lishi ta’rifi.
4. Mustaqil yechish uchun misollar.
5. O‘z-0‘zini tekshirish savollari.

1.Intervalda differensiallanuvchi funksiyaning o‘sish va kamayish
oraliglari.

39.1-teorema. (a, b) intervalda differensiallanuvchi f(x) funksiyaning
shu intervalda o‘suvchi bo‘lishi uchun

vx € (a,b) f'(x) =0 (39.1)
shartning bajarilishi zarur va yetarli. Shunga o‘xshash
vx € (a,b) f'(x)<0 (39.2)
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shartning bajarilishi bu f(x) funksiyaning (a,b) intervalda kamayuvchi
bo‘lishi uchun zarur va yetarli.
Isbot. Zaruriyligi. x, nugta (a, b) intervalning ixtiyoriy nugtasi bo‘lsin.
O‘suvchi funksiyaning ta’rifidan
Vx € (a,b),x > xy = f(x) = f(xp),
Vx € (a,b),x < xy = f(x) < f(xp)
munosabatlarning bajaralishi kelib chigadi. Bu yerdan agar x € (a; b) vax #

xobo‘lsa, u holda

f(x)_f(xO) > 0 (39 3)
x—xo '

tengsizlikning o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi. (39.3) ning chap tomoni x — x, da
f'(xo) limitga ega bo‘lganligi uchun, limitning tengsizlikka bo‘g’liq
xossalaridan (39.3) ga asosan Vx, € (a,b) uchun f'(x,) =0 tengsizlikni
olamiz.
Yetarliligi. (39.1) shart bajarilgan bo‘lsin. (a; b) intervalga garashli va
x; < x5, tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x; va x, nuqtalarni olaylik.
[x,, x,] kesmada f (x) funksiyaga Lagranj teoremasini go‘llab
flx) = fx1) = f'(E)(xz —x1), £€(a,b)
tenglikni olamiz. Bu yerdan f'(¢) = 0 bo‘lganligi uchun x, > x; tengsizlikni
ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x;, x, € (a, b) uchun
f(x2) = f(xq) (39.4)
tengsizlikni olamiz. Bu esa f(x) funksiyaning (a,b) intervalda o‘suvchi
ekanligini bildiradi.
2. Funksiyaning gat’iy o‘suvchi (kamayuvchi) be‘lishining yetarli
shartlari.
39.2-teorema. Agar barcha x € (a; b) uchun
f'(x) >0 (39.5)
shart bajarilsa, u holda f(x) funksiya (a; b) intervalda gat’iy o‘suvchi bo‘ladi.
Agar barcha x € (a; b) uchun
f'(x) <0 (39.6)
shart bajarilsa, u holda f(x) funksiya (a;b) intervalda gat’iy kamayuvchi
bo‘ladi.
Isbot. Teoremani (39.5) shart bajarilganda isbotlaymiz. x; va x, nuqgtalarni
(a, b) intervalga qarashli ixtiyoriy nugtalar bo‘lib, x; < x, bo‘lsin. Lagranj
teoremasiga asosan f(x,) — f(x;) = f'(§)(x, — x1), &€ € (a,b) tenglikni
olamiz. Bu yerdan (39.5) ga asosan f(x,) > f(x;) ekanligi kelib chigadi. Bu
esa f (x) funksiyaning (a, b) intervalda gat’iy o‘suvchi ekanligini bildiradi.
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1-izoh. 39.2-teoremaning (39.5) sharti f(x) funksiyaning qat’iy
o‘suvchi bo‘lishi uchun zaruriy shart bo‘la olmaydi. Masalan, f(x) = x3
funksiya R da gatiy o‘suvchi lekin (39.5) shart bajarilmaydi, chunki f'(0) = 0.

39.3-Teorema. Agar f(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz, (a,b)
intervalda differensiallaniuvchi va (39.6) shartni ganoatlantirsa, u holda bu
funksiya (a, b) intervalda gat’iy kamayuvchi bo‘ladi.

Bu teorema ham 39.2-teoremaga o‘xshash isbotlanadi.

39.1-misol. Agar 0 < x <~ bo‘lsa, uholda

sinx > %x (39.7)

tengsizlik o‘rinli.

Isbot. f(x) = % x # 0, £(0) = 1 funksiyani qaraylik bu funksiya
[Og] kesmada uzluksiz va (Og) intervalda differensiallanuvchi, hamda

flx) =
tgx > x bo‘lganligi uchun f'(x) <0, x € (Og) tengsizlik o‘rinli). Demak,

(of

Z‘Zx (x — tgx) < 0 tengsizlik ofrinli ( (0, g) intervalda cosx > 0 va

39.3-teoremaga asosan f(x) funksiya [Og] kesmada gat’iy kamayuvchi.

Shuning uchun Vx € (0; g) uchun f(x) > f(g) munosabat o*rinli, yani % >
%tengsizlik o‘rinli. Bu tengsizlikdan (39.7) munosabat kelib chigadi.
(39.7) tengsizlikning geometrik talgini:
(O; g) intervalda y = sinx funksiya grafigi y = %x funksiya grafigidan
yugoriga yotadi.
Ta’kidlash joizki, x € [0,%] uchun
> 2y (39.8)

X T

munosabat ham o‘rinli. (39.8) munosabat x = 0 va x = % bo‘lganda tenglikka
aylanadi (39.1-chizma).
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39.1-chizma.

3.Funksiyaning nugtada o‘suvchi (kamayuvchi ) bo‘lishi ta’rifi. f(x)
funksiya x, nugtaning biror Us(x,) atrofida aniglangan bo‘lsin.

Agar shunday é > 0 (5§ < §,) soni topilib
Vx € (xg — 8,x9) = f(x) < fxp),Vx € (x9,x0 +6) = f(x) > f(x) (39.9)
munosabatlar bajarilsa, u holda f(x) funksiya x, nugtada gat’iy o‘suvchi
deyiladi. (39.9) munosabat

vx € Ug(x,), LX) 5 (39.10)

X—Xq
munosabatning bajarilishiga ekvivalentdir.
Shunga o‘xshash, agar

vx € Us(xg), 2ZL2 < (39.11)

%o
munosabat bajarilsa, f (x) funksiya x, nugtada gat’iy kamayuvchi deyiladi.

39.4-teorema. Agar f'(x,) > 0 bo‘lsa, u holda f(x) funksiya x, nugtada
gat’iy o‘suvchi bo‘ladi. Agar f'(x,) < 0 bo‘lsa, u holda f(x) funksiya x,
nugtada gat’iy kamayuvchi bo‘ladi.

Isbot. Masalan, f'(x,) >0 bo‘lsin. Hosila ta’rifida berilgan & =
f'(xo) > 0uchun 38 > 0,Vx € Ug(x,)

PO TE) | < e

tengsizlik bajariladi. Bu yerdan (39.10) ning bajarilishi kelib chigadi. f'(x,) <
0 hol shunga o‘xshash isbotlanadi.

4. Mustagqil yechish uchun misollar.

39.1. Quyidagi funksiyalarni monotonlikka tekshiring.

l.y=3x—x% 2.y-= VX Xx>0). 3. y=X+SsinX.
Y y x+100( ) y
1_ 2
4. y=x"—Inx*. 5.y=x"e* (n>0,x=>0). 6. y= X+X2.
1+ X+X

7.y=2sinx+cosx, (0<x<27). 8.y= In(x+,/1+x2 )
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39.2. Quyidagi funksiyalarning o‘suvchi va kamayuvchi bo‘lish
oraliglarini toping.

_ sinX+Ccosx _(y_ o 4
1. = Tefoosd 2. y=(x-2)(2x+1)
3. y=3/(2x—a)a-x). 4. y= 2
1+ 2x
5. y=x-¢" 6.y =x-2sinx (0<x<2x).
X Ux
7.y= : 8. y= .
3/x2 —1 X +50

5. O¢z-o¢zini tekshirish savollari.

1. Funksiyaning o‘zgarmaslik shartini ayting va uni isbotlang.

2. Agar (a,b) intervalda f(x) va g(x) funksiyalar hosilalarga ega bo‘lib,
f'(x) =g'(x) bo‘lsa, u holda f(x) va g(x) funksiyalar ganday
munosabatda bo‘ladi?

3. Funksiyaning monotonlik shartini ayting va uni isbot giling.

40-§. Funksiyaning ekstremum giymatlari
Reja.
1. Ekstermumning zaruriy shartlari.
2. Ekstremumning yetarli shartlari.
3. Mustaqil yechish uchun misollar.
4. O‘z-o‘zini tekshirish savollari.

1. Ekstermumning zaruriy shartlari. Lokal ekstermum tushunchasi
yugoridagi paragraflarda kiritilgan edi. Ekstermumning zaruriy shartlarini Ferma
teoremasidan osongina keltirib chigarish mumkin. Ferma teoremasiga ko‘ra
f (x) funksiyaning lokal ekstermum nuqtalarini bu funksiya hosilasi nolga teng
bo‘lgan nugtalardan yoki hosila mavjud bo‘Imagan nuqgtalardan izlash kerak.

Biz bundan keyin lokal ekstremum so‘zi o‘rniga lokal so‘zini tushirib
goldirib ekstremum so‘zini ishlatamiz.

Berilgan funksiyaning hosilasi nolga teng bo‘lgan nugtalarni funksiyaning
statsionar nuqtalari, funksiya uzluksiz bo‘lib, hosilasi nolga teng yoki hosilasi
mavjud bo‘lmagan nuqgtalarni funksiyaning kritik nuqtalari deb ataymiz.
Shuning uchun funksiyaning ekstremum nugtalari  uning kritik nugtalari
to‘plami ichida yotadi (kritik nugtalari to‘plamiga garashli bo’ladi.)

1
x=0 nugta y=x2, y=x%y=|x|, y=|xlz, y=Vx_
funksiyalarning har biri uchun kritik nugta bo‘ladi. Lekin bu nugta y = x2, y =
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x|, y = |x|§ fuksiyalar uchun ekstremum nugta, y = x3, y = |x|3l funksiyalar
uchun ekstremum nuqta bo‘la olmaydi.

Demak, har ganday kritik nugta ekstremum nugta bo‘la olmaydi.

2. Ekstremumning yetarli shartlari. Dastlab qat’ly ekstremum
tushunchasini kiritamiz. Agar

36 > 0,Vx € Us(xg) — f(x) < f(xp) (40.1)
munosabat bajarilsa, u holda x, nugta f(x) funksiyaning gat’iy maksimum
nuqtasi deyiladi. Shunga o‘xshash

36 > 0,Vx € Us(xg) — f(x) > f(xp) (40.2)
munasabat bajarilsa, u holda x, nugta f(x) funksiyaning gat’iy minimum
nugtasi deyiladi.

Agar f(x) funksiya x, nugtaning Us(x,) atrofida aniglangan bolib, (x, —
8,xy) oraligida gat’iy o‘suvchi, (xq, xo + &) oraligda esa gat’iy kamayuvchi
bo‘lsa, u holda (40.1) shart bajariladi. Shuning uchun x, nuqtada gat’iy
maksumum nugtasi (f (x) — funksiyaning) bo‘ladi.

Shunga o‘xshash qat’ty minumumning ham vyetarli shartini berish
mumkin.

Endi diffirensiallanuvchi funksiyalar uchun gat’iy ekstremumning yetarli
shartlarni beramiz. Birinchi yetarli shartni berishda bizga “funksiya nuqgtadan
o‘tayotganda ishorasini o‘zgartiradi” tushunchasini kiritishimiz kerak bo‘ladi.

Agar f(x) funksiya x, nugtaning o‘yilgan Us(x,) atrofida aniglangan
bo‘lib, Vx € (xg—6,x9) uchun f(x) <0 va Vx € (xqxy+6) uchun
f(x) >0 bo‘lsa, u holda f(x) funksiya x, nugtadan o‘tayotganda o°z
ishorasini minusdan plusga o‘zgartiradi deymiz.

Shunga o‘xshash, x, nugtadan o‘tayotganda ishorasini plusdan minusga
o‘zgartirishi Kkiritiladi.

1-izoh. Agar x, nugta f(x) funksiyaning qat’iy ekstremum nugtasi
bo‘lsa, ya’ni (40.1), (40.2) shartlar bajarilsa, u holda f(x) — f( x,) ayirma x,
nugtaning o‘yilgan atrofida o‘z ishorasini saglaydi. Aksincha, agar f(x) —
f(x,) ayirma oz ishorasini Ug(x,)  da saglasa, u holda x, nugta f(x)
funksiyaning gat’iy ekstremum nuqtasi bo*ladi.

Agar bu ayirma x, nugtadan o‘tayotganda oz ishorasini o‘zgartirmasa,
u holda x, nugtada f(x) funksiya ekstremumga ega bo‘Imaydi.

40.1-teorema (Qat’iy ekstremumning birinchi yetarli sharti). f(x)
funksiya x, nuqgtaning biror atrofida ( x, nuqgtaning o‘zida differensiallanuvchi
bo‘Imasligi ham mumkin) differensiallanuvchi va x, nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u
holda
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a) agar f'(x) hosila x, nugtadan o‘tayotganda ishorasini minusdan
plusga o‘zgartirsa, ya’ni shunday § > 0 son topilib,

Vx € (xg—6,x0) = f'(x) <0, Vx € (xg +6,x5) — f'(x) >0 (40.3)
munosabat bajarilsa, u holda x, nuqgta f(x) funksiyaning gat’iy —minimum
nuqtasi bo‘ladi.

b) agar f'(x) hosila ishorasini x, nugtadan o‘tayotganda plusdan
minusga o‘zgartisa, u holda x, nuqta f(x) funksiyaning gat’iy maksimum
nuqtasi bo‘ladi.

Isbot. f'(x) hosila x, nugtadan o‘tayotganda ishorasini minusdan plusga
o‘zgartirsin. U holda (40.3) shart bajariladi.

Agar x € (xo — 6,x0) bo‘lib, ixtiyoriy nugta bo‘lsa, u holda f'(x)
funksiya (x,x) intervalda diffirensiallanuvchi va [x,x,] kesmada uzluksiz
bo‘ladi. Lagranj teoremasiga ko‘ra

f(x) = flxo) = f1(E)(x — x0), Xo —0<x<§<xp
munosabat bajariladi. f'(¢) < 0 bo‘lganligidan va x — x, < 0 ekanligidan
Vx € (xg — 8,x0) = f'(x) > f(xo) (40.4)
munosabatni olamiz. Shunga o‘xshash  f(x) funksiyaga, x € (x, +
8, x0) bo‘lganda, [x,, x] kesmada Lagranj teoremasini go‘llab
Vx € (xg +8,x0) = f'(x) > f(xo) (40.5)
munosabatni olamiz. (40.4), (40.5) shartlardan (40.2) tasdigning bajarilishi
kelib chigadi. Bu esa x, nuqgtaning f(x) funksiyaning gat’iy minimum nugtasi
ekanligini bildiradi. Qat’iy maksimum bo‘lgan hol shunga o‘xshash isbotlanadi.
2-izoh.  Agar x, nugta f(x) funksiyaning qat’iy ekstremum nuqtasi
bo‘lsa, u holda bundan f'(x) hosila x, nugtadan o‘tayotganda oz ishorasini
o‘zgartishi kelib chigmaydi. Masalan

1
£(x) ={x2 (2+E)’ x # 0
0, x=0
funksiya x = 0 nuqtada gat’ly minimumga ega, lekin (=4§,0) intervalda
kamayuvchi emas, (8,0) intervalda o‘suvchi emas (§ > 0). Demak, f'(x) bu
nugtadan o‘tayotganda o‘z ishorasini o‘zgartirmaydi.
40.2-teorema (lkkinchi yetarli shart). x, nugta f(x) funksiyaning
statsionar nuqtasi bolsin, ya’ni
f'(xo) =0 (40.6)
va f''(x,) hosila mavjud bolsin. U holda
a) agar f''(xy) > 0 bo‘lsa, u holda x, nugta f funksiyaning gat’iy
minimum nugtasi bo‘ladi.
b) agar f"(xy) <0 bo‘lsa, u holda x, nugta funksiyaning qat’iy
maksimum nuqtasi bo*ladi.
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Isbot. Agar f"(x,) >0 bo‘lsa, u holda 39.4-teoremaga ko‘ra f'(x,)

funksiya x, nugtada o‘suvchi bo‘ladi, ya’ni 3§ > 0,

Vx € (xg — 6,%0) = f'(x) < f'(x0) =0,

Vx € (x0,%0 +6) = f'(x) > f'(x0) =0
munosabatlar bajariladi. Bu yerdan f'(x) funksiya x, nugtadan o‘tayotganda
Ishorasini minusdan, plusga o‘zgartirishi kelib chigadi.

Demak, 40.2-teoremaga ko‘ra x, nugta f(x) funksiya uchun qat’iy
minimum nuqtasi bo‘lar ekan. Masalan, f(x) = x2 funksiya uchun f'(x) =0,
f"(x) = 2 bo‘lganligi uchun x, = 0 nuqta bu funksiya uchun gat’iy minimum
nuqta bo‘ladi.

3-izoh. Agar f'(xg) =0 va f"(x,) = 0bo‘lsa, u holda bu funksiya
x, hugtada ekstremumga ega bolishi ham mumkin (f(x) = x*, x, = 0), ega
bolmasligi ham mumkin (f(x) = x3,x, = 0).
40.3-teorema. f(x) funksiyadan x, nugtada f™(x,), n > 2 hosila
mavjud va
) =f"() = =f"V(x) =0 (40.7)
FM™(xe) #0 (40.8)
shartlar bajarilsin. U holda

a) agar n juft bo‘lsa, u holda x, nugta funksiyaning ekstremum nuqtasi
bo‘ladi: £ (x,) < 0 bo‘lsa, gat’iy maksimum, £ (x,) > 0 bo‘lsa, gat’iy
minimum bo‘ladi.

b) agar n toq bo‘lsa, u holda x, nugta funksiyaning ekstremum nugtasi
bo‘Imaydi.

Isbot. f(x) funksiyaning Peano Kko‘rinishidagi qoldig hadli Teylor
formulasidan va (40.7) dan

FGO) = Flr) = 220 (x — o) 4 (x — xo)" (40.9)
tenglikni olamiz. Bu tenglikni (40 8) dan foydalanib
£ = £ = 2280 (r — x)n(1 + a(x)) (40.10)

ko‘rinishida yozishimiz mumkin. Bu yerda x — x, da a(x) = 0(1) - 0,

chunki C - 0((x — x,)™) = 0((x — x,)™), C # 0 va C = const. Shuning uchun

36 > 0,Vx € Us(xy) = |a(x)] <§ tengsizlik o‘rinli. Bu yerdan vx € Ug(x,)
1+a(x)>0 (40.11)

ekanligi kelib chigadi. Bu tengsizlikni hisobga olib (40.10) dan

Vx € Us(xo), sign(f(x) — f(xo) = sign(f™(xp) - (x — x)™)  (40.12)
munosabatini olamiz.
a) n—juftbo‘lsin (n = 2k). U holda
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vx € Ugs(xy) = (x —x0)™ = (x — x4)?* > 0 va (40.12) dan
sign(f (x) — f(xo) = signf ™ (xg) - (x — x0)™)
ekanligini olamiz. Agar f™(x,) > 0 bo‘lsa, u holda Vx € Ug(x,) = f(x) —
f(xy) > 0 tengsizlik o‘rinli. Bu esa x, nugtaning f(x) funksiya uchun gat’iy
minimum nugta ekanligini bildiradi.
Shunga oxshash, agar f™(x) <0 bo‘lsa, u holda vx € U5(x,) —
f(x) — f(xy) <0 ekanligini olamiz. Bu esa x, nugtaning f(x) funksiya
uchun qat’iy maksimum nuqgta ekanligini anglatadi.
b) n = (2k + 1) bo‘lsin. U holda (40.12) dan f(x) — f(x,) ayirmaning
Xo nugtadan o‘tayotganda ishorasini o‘zgartirishi kelib chigadi, chunki (x —
xo)?*+D funksiya x, nugtadan o‘tayotganda ishorasini o‘zgartiradi. Bu esa x,
nugtaning f (x) funksiya uchun ekstremum nugta bo‘la olmasligini bildiradi.
3. Mustagqil yechish uchun misollar.
Quyidagi funksiyalarni ekstremumga tekshiring.

40.1. y=2+x-X". 40.2. y=(x-1)°

40.3. y= %x“ +x°—9x? + 7. 40.4. y=x‘e".
x4-
(x+1)3
40.7. y = sin3x + cos3x. 40.8. y = In(x? — 1) — 2arctgx.
Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan oraliglarda eng katta va eng
kichik giymatlarini toping.
40.9.y = x* — 8x% + 12. 40.10. y = x — 2+/x, x € [0; 5].

40.5. y = sinx + 0,5sin2x. 40.6.y =

40.11. y = x — arctgx. 40.12. y =2sinx+sin2x, XE|:O;g7Z:|.

40.13. y = x — 2lnx, x € E, e].
4. O°z-o°zini tekshirish savollari.

1.Funksiyaning ekstremum qiymatlarini ta’rifini ayting
2.Funksiya ekstremum giymatiga ega bo‘lishining zaruriy shartini ayting va
uni isbot qgiling.
3.Funksiya ekstremum giymatiga ega bo‘lishining yetarli shartlarini ayting
va uni isbot giling.
4.Funksiyaning eng katta va eng kichik giymatlarini ganday topamiz?

41-§. Vektor funksiyaning hosilasi va differensiali
Reja:
1.Vektor funksiyaning hosilasi.
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2.Vektor funksiyaning differensiali.
3. Mustaqil yechish uchun misollar.
4. O°z-o¢zini tekshirish savollari.
1.Vektor funksiyaning hosilasi. Agar
r(ty + At) — r(ty)
Atr—r>10 At
mavjud bo‘lsa, u holda bu limit r(t) vektor funksiyaning t, nugtadagi hosilasi
deyiladi va r (t,) yoki 7(t,) kabi belgilanadi. Demak

r'(ty) = Jim T“O”E‘““). (41.1)

Shunga o‘xshash ikkinchi tartibli hosila tushunchasini ham kiritish mumkun
. T + AY) — 77(E)
Py
Shunda o‘xshash yuqori tartibli hosila tushunchasini ham Kiritish mumkin.

Agar vektor funksiya r(t) = (x(t),y(t),z(t)) ko‘rinishda berilgan bo‘lsa, u
holda bu funksiyaning t, nugtada hosilaga ega bo‘lishi uchun x(t), y(t), z(t)
funksiyalarning t, nugtada hosilaga ega bo‘lishi zarur va yetarli. Bu holda

r'(to) = (x'(to), ¥ (to), 2’ (t)),

7' (to)] = Vx'2(to) + ¥'2(ty), +2'2(to)
tengliklar o‘rinli. Bu monosabatlarning o‘rinli ekanligidan, vektor funksiya
limitining ta’rifidan

r(ty + At) — r(ty)

lim

At—0 At
o x(tg+At) —x(ty) | y(to+At) —y(ty) . z(ty + At) — z(ty)
= | lim , lim , lim
At—0 At At—0 At At—0 At

tengliklar kelib chigadi.

Agar 7 (t,) hosila mavjud bo‘lsa, ur’(t) = (x"'(to), ¥ (to), 2" (to))
tenglik orqali aniqlanadi. Vektor funksiya hosilasining ta’rifidan Ar =
r'(to)At + a(ty)At tenglik kelib chigadi. Bu yerda a(At) funksiya At — 0da
Ar ham nolga intiladi. Demak. (41.1) tenglik bajariladi. Bundan esa t, nugtada
hosilaga ega bo‘lgan funksiya shu nuqgtada uzluksiz ham bo‘lishi kelib chigadi.

41.1-lemma. Vektor funksiyani differinsiallashning quyidagi goidalari
o‘rinli:

(r +13)" =1+7175, (41.2)
(fr)' =fr+fr, (41.3)
(ry,12)" = (r'rp) + (1)), (41.4)
[ry, 2] = [r '] + [y (41.5)
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Bu formulalar r;",r,", f" hosilalar mavjud bo‘lgan nuqgtalarda o‘rinli. (f-
skalyar funksiya). (41.2) va (41.3) lar bevosita hosila ta’rifidan kelib chqadi.
Endi  (41.4) formulani isbotlaymiz. n.(t), k=12 funksiya
argumentining At orttirmasiga mos keluvchi orttirmasini Ary, (t) = r,(t + At) —
r(t), k= 1,2 orttirma berilgan va skalyar funksiyaning xossalaridan hamda

lim 2 = 0 (i = 1,2),A1tirr(1) At, = 0 tenglamadan

At—0 At
At),r A — )
(ry,15) = limo (it + A0), 1, (¢ + tt)) (r1(£), m2(¢))

A A A
- 1[0+ (20 + (5200

= (r, 1) + (1, 72)
munosabatlarni olamiz. Bu munosabatlardan esa (41.4) tenglikning isboti kelib
chigadi.
Endi (41.5) tenglikni isbotlaymiz .
Vektor funksiya limitining 1° — 59 xossalaridan foydalanib

[rl(t):rz(t)H:to — lim [ri(ty + At) X ry(ty + At)] — [ry (), ry(ty)] _

At—0 At
lim [(7'1(% + At) — 7'1(t0)),7”2(t0 + At)] + [r1(to), r2(tg + At)] — [r1(tg), r2(to)]
At—0 At
ty + At) — t ty + At) — t
Ali?()([rl( 0 Ai 71( 0)],7”2(150 + A8 + [r4(to), r,(to Az ry( 0)> _

= [r{(to), 12(to)] + [12(t0), 71 (t0)]
munosabatni olamiz. Bu munosabat (41.5) tenglikning o‘rinli ekanligini
isbotlaydi.
2.Vektor funksiyaning differensiali.
41.1-ta’rif. r =r(t) vektor funksiyaning t =t, nuqtadagi Ar =
r(ty + At) — r(t,) orttirmasini
Ar = ar + (At)At (41.6)
ko‘rinishda tasvirlash mumkin bo‘lsa, u holda bu vektor funksiyani t, nugtada
differensiallanuvchi deyiladi, bu yerda Alir—?o e(At) = 0. (41.6) dagi a(At) vektor
funksiya r(t) vektor funksiyaning t, nugtadagi differensiali deyiladi va dr =
aAt kabi belgilanadi.
Demak, (41.6) munosabatni
Ar = dr + e(At)At (41.7)
ko‘rinishda ham yozishimiz mumkin.
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Ko‘rinib  turibdiki, agar vektor funksiya to nugtada
differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda u bu nugtada uzluksiz ham bo‘ladi.

Skalyar funksiyalarga o‘xshash, vektor funksiyaning
differensiallanuvchiligidan uning r'(t) hosilasining mavjudligi va uning a
vektorga tengligi kelib chigadi, hagigatdan ham (41.6) dan

Ar
AT e ~ Aimle teanl=a

kelib chigadi. Bu esa yugoridagi tasdigni isbotlaydi.
Aksincha, agar r'(t) = Al%moi—z hosila mavjud bo‘lsa, u holda

e(At) = i—: —r'(t) belgilashni olib, t, nugtada differensiyallanuvchi ekaniligi
va dr = r'(t)At tenglikning o‘rinli ekanligi ko‘rsatiladi.  t erkli o‘zgaruvchi
uchun ta’rif bo‘yicha dt = At deb olsak, u holda

dr
dr = r'dt, r' = T dr(t) = r'(t)dt

bo‘ladi. Bu tenglikdan va (41.7) dan

Ar = r'At + e(At)At
yoKi Ar =r'At + a(At) At - 0da (41.8)
munosabatni olamiz. Bu yerdan At -0 da a(At) =e(At)At =0 va
(At),a(0) = 0.

Faraz qilaylik t erkli o‘zgaruvchi bo‘lmasdan 7 o‘zgaruvchiga bog’liq
bo‘lib, t = t(7) funksiya ham 7, nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. t, =
t(t) nugtada r(t) vektor funksiya, t, nugtada t = t(r) funksiya
differensiallanuvchi bo‘lsin. Ochig ko‘rinib turishi uchun r' ni r{ orqali
belgilab va At = T — 1, belgilashni kiritib, (41.8) formuladan

Ar ,At - a(At)

At "t At At
tenglikni olamiz. a(At) = e(At)At = o(At) (At — 0) tenglikka ko‘ra va At —
0 da At — 0 bo‘lgani uchun &(o) = 0 deb olsak,

y a(At) _ A0 At _ 0
A%r—l}o N A'lcr—% € At

bo‘ladi. Shuning uchun r/ = r/t; bo‘ladi. Bu yerdan skalyar funksiyalarga
o‘xshash, vektor funksiya differensialining invariantligi kelib chigadi, ya’ni
dr = r{t,dt = r/dt.
Skalyar funksiya uchun o‘rnatilgan ko‘pgina faktlar vektor funksiya uchun ham
o‘rinli bo‘ladi. Ammo bu faktlarning barchasi doimo o‘rinli bo‘lavermaydi.
Masalan, r(t) = (cost,sint ), 0 <t < 2w vektor funksiyanig hosilasi

r'(t) = (—sint,cost) ga, uning moduli esa |r'(t)| = /(sint)2 + (cos t)? =
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1 ga teng. Lagranjning chekli ortirmalar hagidagi teoremasini bu vektor funksiya
uchun [0,27] kesmada qo‘llasak, 3 u € [0,27]

r(2m) — r(0) = 2nr'(u)
tenglik o‘rinli bo‘lishi kerak. Lekin bu tenglikning chap tomonida 0 vektor, o‘ng
tomonida esa nolga teng bo‘lmagan vektor funksiya turibdi. Demak, vektor
funksiya Lagranj teoremasining barcha shartlarini ganoatlantirsa ham Lagranj
teoremasining xulosa gismi o‘rinli bo‘Imas ekan.

Vektor funksiya uchun quyidagi tasdiq o‘rinli.

41.1-teorema. Vektor funksiya r(t) quyidagi shartlarni ganoatlantirsin.

a) [a, b] kesmada uzluksiz;
b) (a, b) intervalda differensiallanuvchi.
U holda shunday u € (a, b) nuqta topilib,
[r(b) —r(a)| < (b —a)|r'(W| (41.9)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. Agar r(a) = r(b), u holda (41.9) tengsizlikning chap tomonida 0
turganligi uchun bu tengsizlik Vu € (a, b) da o‘rinli bo‘ladi.

Faraz qilaylik, r(a) # r(b) bo‘lsin. |r(b) — r(a)| ifodani baholaymiz,
agar biror ¢ vektor uchun |c| = (c,e) (e — vektor c vektor yo‘nalishidagi birlik
vektor) tengsizlik o‘rinliligi uchun r(b) —r(a) vektor uchun quyidagi
munosabat o‘rinli

lr(b) —r(a@)| = (r(b) —r(a),e) = (r(b),e) — (r(a),e).
Bu yerda e vektor r(b) — r(a) yo‘nalishidagi birlik vektor. Bu tengsizlik o‘ng
tomonida
f@®) =), e) (41.10)

Sonli funksiyaning [a,b] segmentning chetki nuqgtalaridagi giymatlarining
ayirmasi turibdi, ya’ni

lr(b) —r(a)| = f(b) — f(a) (41.11)
tenglik o‘rinli.

Vektor funksiya r(t) [a,b] segmentda uzluksiz va uning ichki
nugtalarida differensiallanuvchi bo‘lganligi uchun f(t) funksiya ham [a, b]
segmentda uzluksiz va (a, b) da differensiallanuvchi bo‘ladi. Shuning uchun
skalyar funksiyalar uchun Lagranjning chekli ortirmalar hagidagi teoremasiga
ko‘ra 3u€ (ab), fb)—f(a)=/f"(wh-a) tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Bu yerdan skalyar ko‘paytmani differensiallash qoidasiga ko‘ra

f'@)=@'(0),e)
tenglama va
fb) —f(@ = ('(W,e)b—a), a<p<b (41.12)
munosabatga ega bo*‘lamiz.
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Ixtiyoriy ikkita x va y vektorlarning ko‘paytmasi uchun o‘rinli bo‘lgan
I, ¥l = Ix| - |yl - [cosxy| < |x] - |y|
tengsizlikka ko‘ra o‘rinli bo‘lgan
[ (), el < Ir'(Wllel = |r' (Wl
munosabatdan va (41.12) dan
fb) - f(a) <|r'|(b—-a), a<u<b

tengsizlikni olamiz.

Bu tengsizlikdan va (41.11) dan (41.9) munosabatning o‘rinli ekanligi
kelib chigadi.

Vektor funksiya r(t) uchun uning t, nugtada ixtiyoriy tartibili

hosilasini mavjud deb hisoblasak Teylor formulasi ham o‘rinli:
Tk(to)

r(t) = Xk=o—y (t — to)* + e(t — ty). (41.13)

Bu yerda e(t — ty) shunday vektor funksiyaki, ut - tyda &(t — ty) =
(t —to)* - e (t —ty), &(t —ty) = 0 munosabatlarni ganoatlantiradi.

Bu (41.13) formulani isbotlash uchun t, nuqgtada skalyar funksiyaning
Teylor formulasini yozish yetarli.

3. Mustaqil yechish uchun misollar.
41.1. Moddiy nugtaning harakat tenglamasi r = 3ti — 4tj ko‘rinishida bo‘lsa,
harakat trayekyoriyasi va tezligini toping.
41.2. Harakat tenglamasi r = 2(t — sint)i + 2(1 — cost)j ko‘rinishida bo‘lgan
harakat trayektoriyasini va tezligini toping.
41.3. r = (t3+t)i —4tj vektor funksiya godografida t=-1 nugtada
o‘tkazilgan birlik urinmani toping.
41.4. r = sint - i + cos?t - j + sintcost - k vektor funksiyaning  hosilasini

toping.
41.5.r = (t + cost) - i + t - j + sint - k vektor funksiyaning hosilasini toping.
416. a=t-i+t?-j+t3-k, b=i+t-j+t3-k vektorlar berilgan

bo*lsin. <-(a;b) ni toping.

41.7. x = %tz, y = %t?’, z= §t3 chizigga t=2 bo‘lganda o‘tkazilgan urinma
tenglamasini yozing.

41.8. r = cost-i+e'-j+ (t? + 1) - k vektor funksiyaning ikkinchi tartibli
hosilasini toping.

41.9. Harakat tenglamasi r = 2(t —sint)-i+ 2(1 —cost)-j bo‘lgan

harakatning tezlanishini toping. t = g bo‘lganda tezlanish vektorini toping.
41.10.a=t-i+t?-j, b=i+t-j bolsa, %(a,b) ni toping.
4. Oz-o‘zini tekshirish savollari.
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1.Vektor funksiya hosilasining ta’rifini ayting.
2.Vektor funksiyaning differensialini tushuntiring.
3.Vektor funksiyaning uzluksizligini tushuntiring.

42-§. Funksiya grafigining gavarigligi. Funksiyalarni to‘liq tekshirish va
ularning grafiklarini chizish
Reja:
1. Funksiya grafigining gavariqgligi.
2. Bukilish nuqtalari.
3. Funksiya grafigining asimptotalari.
4. Funksiyalarni to‘lig tekshirish va ularning grafiklarini chizish,
5. Mustagil yechish uchun misollar.
6. O°z-o¢zini tekshirish savollari.

1. Funksiya grafigining qavarigligi. f funksiya biror (a,b)
intervalda diferensiallanuvchi bo‘lsin. Ravshanki, (a, b) intervaldan olingan
istalgan ¢ uchun bu funksiya grafigining mos nugtasini (c, f(c)) ko‘inishda
yozish mumkin.

Bu funksiya differensiallanuvchi bo‘lgani uchun, uning grafigi har bir
nugtada urinmaga egadir. Ma’lumki, agar ¢ nuqta (a,b) intervalning
ixtiyoriy nugtasi bo‘lsa, grafikning (c, f(c)) nugtasidan o‘tkazilgan urinma
tenglamasi

K(x) = flc)+ f'(c)x—c) (42.1)
ko‘rinishga ega.

Boshgacha aytganda, f funksiya grafigining (c, f(c)) nugtasidan
o‘tkazilgan urinma (42.1) funksiyaning grafigi bilan ustma-ust tushadi.

Agar (a, b) intervalning ixtiyoriy x nugtasi uchun

f)<f@)+f'(c)x—c), a<x<hb, (42.2)
tengsizlik bajarilsa, u holda f funksiya grafigi o‘zining (c, f(c)) nugtasidan
o‘tkazilgan urinmadan pastda yotadi deyiladi.

Agar (a, b) intervalning ixtiyoriy x nugtasi uchun

f)=f@)+f'(c)x—c), a<x<b
tengsizlik  o‘rinli bo‘lsa, u holda f funksiya grafigi o‘zining (c, f(c))
nugtasidan o‘tkazilgan urinmadan yugorida yotadi deyiladi.

42.1-ta’rif. Agar Dbiror intervalda differensiallanuvchi funksiyaning
grafigi har ganday urinmadan yuqgorida yotsa, bu grafikning qavariglik
yo‘nalishi pastga garagan deb ataladi (42.1-chizma).

232



42.2-ta’rif. Agar biror intervalda differensiallanuvchi funksiyaning
grafigi har ganday urinmadan pastda yotsa, bu grafikning gavariglik yo‘nalishi
yugoriga garagan deyiladi (42.2-chizma).

Funksiya grafigining  qavariglik yo‘nalishi ikkinchi tartibli hosila
ishorasi yordamida aniglanadi.

42.1-teorema. Berilgan f funksiya (a,b) intervalda ikkinchi tartibli
hosilaga ega bo‘lsin. U holda

1) agar f"(x) = 0 bo‘lsa, f funksiya grafigining gavariglik yo‘nalishi
pastga garagan bo‘ladi;

2) agar f"(x) < 0 bo‘lsa, f funksiya grafigining gavariglik yo‘nalishi
yugoriga garagan bo‘jadi.

Isbot. Faraz gilaylik, c nugta (a, b) intervalning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lIsin.
Teylor formulasiga ko‘ra,

fO) =)+ @& —c) +EE2 (x - ¢y? (42.3)
tenglik o‘rinli.
Agar f"(x) = 0 bo‘lsa, (42.3) dan
f&x) = fle)+ fe)x—c)
tengsizlikka ega bo‘lamiz.
Bu tengsizlik f funksiya grafigi urinmadan yuqorida yotishini anglatadi.
Demak, ta’rifga asosan uning gavariqlik yo‘nalishi pastga garagan ekan. Agarda
f"(x) <0 bo‘lsa, isbot xuddi yuqoridagidek bo‘ladi (42.1 va 42.2-

chizmalarga garang).

Y

42.1-chizma.

Y

42.2-chizma.
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2. Bukilish nuqgtalari. Funksiya grafigining qavarigligi  funksiya
aniglanish sohasining turli intervallarida turli yo‘nalishlarga ega bo‘lishi
mumkin. Berilgan funksiyaning grafigini chizishda qgavariglik yo‘nalishlari
o‘zgaradigan nuqgtalar muhim ahamiyatga egadir.

42.3-ta’rif. Agar shunday 6 > 0 mavjud bo‘lsaki, ikki (c — &,c) va

(¢, ¢+ 6) intervallardan birida f funksiya grafigining gavariglik yo‘nalishi
pastga va boshgasida yuqoriga garagan bo‘lsa, grafikning (c¢f(c)) nuqtasi
bukilish (egilish) nugta deb ataladi.

42.2-teorema (Bukilish nugta uchun zaruriylik sharti). Berilgan
f funksiya c nugtaning biror atrofida ikki marta differensiallanuvchi bo‘lib,
ikkinchi tartibli f"(x) hosila ¢ nugtada uzluksiz bo‘lsin. Agar (c, f(c)) nuqgta
bukilish nugtasi bo‘lsa, f"(c) = 0 bo‘ladi.

Isbot. Teskarisini faraz gilish usuli bilan isbotlaymiz. Avval f"(c) > 0
bo‘lsin deylik. Shartga ko‘ra ikkinchi hosila ¢ nugtada uzluksiz. Shuning uchun,
28-§ dagi 2-xossaga asosan, ¢ nugtaning biror & — atrofida u ishorasini
saglaydi:

f'"(x)>0, c—6d<x<c+§é. (42.4)

Shunday ekan, 42.1-teoremadan f funksiya grafigining gavariglik
yo‘nalishi ¢ nugtadan chapda ham, o‘ngda ham pastga garaganligi kelib
chigadi. Bu esa (¢, f(c)) ning bukilish nugtaligiga ziddir.

Shunga o‘xshash, f"(c) < 0 tengsizlikdan f funksiya grafigi gavariglik
yo‘nalishining ¢ nugtadan o‘ngda ham va chapda ham yuqoriga garaganligi
kelib chigadi. Bu ham (c, f(c)) ning bukilish nugtaligiga ziddir. Demak,
f"(c) = 0 ekan.

42.2- teorema bukilish nugta uchun zaruriy shartni beradi. Lekin bu shart
yetarlilik sharti bo‘la olmaydi. Misol sifatida f(x) = x* funksiyani olish
mumkin. Bu funksiya uchun f"(x) = 12 x? > 0. Demak, f"(0) =0, lekin
funksiya grafigining gavariglik yo‘nalishi pastga garagan.

42.3-teorema (Bukilish nugta uchun birinchi vyetarlilik sharti).
Berilgan f funksiya ¢ nuqgtaning biror atrofida ikki marta differensiallanuvchi
bo‘lib f"(c) = 0 bo‘lsin. Agar ikkinchi tartibli hosila ¢ nugtadan chapda va
o‘ngda turli ishoralarga ega bo‘lsa, (c, f(c)) nuqgta f funksiya grafigining
bukilish nugtasi bo‘ladi.

Isbot. Bevosita 42.1-teoremadan kelib chigadi. Hagigatdan ham, bu
teoremaga ko‘ra f funksiya grafigining gavariqligi ¢ nuqtaning chap va o‘ng
tomonlarida turli yo‘nalishlarga ega. Shuning uchun, (c,f(c))— bukilish
nuqtadir.
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42.1-eslatma. Ravshanki, 42.3-teoremada ikkinchi tartibli hosilani ¢
nuqtaning o‘zida mavjudligini talab gilish shart bo‘lmasdan, bu hosilaning
c nugtadan chap va o‘ng tomonda turgan nuqgtalarda mavjud bo‘lib, o‘sha
¢ nugtadan chap va o‘ngda turli ishoralarga ega bo‘lishini talab gilish yetarlidir.

42.1-misol. f(x) = x,/|x|] funksiyani qaraymiz.

Bu funksiya butun sonlar o‘gida uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib,
uning hosilasi

3
P =2 IR

Ravshanki, f funksiya x = 0 nugtadan boshga barcha nugtalarda ikkinchi
tartibli hosilaga ega. Bu hosila nol nugtadan boshga nugtalarda

£100) 3 sign x
X) =

4 \[|x|
ga teng.

Ikkinchi tartibli hosila x = 0 nugtadan chapda va o‘ngda har xil
ishoralarga ega bo‘lgani uchun, funksiya grafigining gavarigligi chap va o‘ngda
turli yo‘nalishlarga ega va shuning uchun, (0,0) nugta bukilish nugtadir (42.3-
chizma).

Va

42.3-chizma,

Navbatdagi yetarlilik shartini tekshirish oson bo‘lsada, lekin u
o‘rganilayotgan funksiyaga ko‘proq shart qo‘yadi. Bu shartda funksiya uchinchi
tartibli hosilasining bukilishlikka tekshirilayotgan nuqtada mavjudligi talab
gilinadi.

42.4-teorema (Bukilish nuqta uchun ikkinchi yetarlilik sharti).
Berilgan f funksiya c nugtaning biror atrofida ikki marta differensiallanuvchi
bo‘lib, f'(c) =0 bo‘lsin. Agar ¢ nugtada uchinchi tartibli hosila mavjud
bolib, f® (¢) # 0 bo‘lsa, f funksiya grafigi (c, f(c)) nugtada bukilishga ega
bo‘ladi.

Isbot. Aniglik uchun f®(c) > 0 deylik. U holda, 39.4-teoremaga ko‘ra,
ikkinchi tartibli f"'(x) hosila ¢ nugtada o‘sadi, va f"'(c) = 0 bo‘lgani uchun,
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ikkinchi tartibli hosilasi ¢ nugtadan chapda manfiy va undan o‘ngda musbat
bo‘ladi. Shuning uchun 42.3-teoremaga asosan f funksiya grafigi (c, f(c))
nuqtada bukilishga ega.

Agar f""(c) = 0 bo‘lsa, 42.4-teorema f funksiyaning grafigi (c, f(c))
nugtada bukilishga ega bo‘lishi hagida hech ganday ma’lumot bera olmaydi.
Bu holda biror ijobiy natija olish uchun funksiyaning yuqoriroq tartibli
hosilalarini tekshirish lozim.

42.5-teorema. Faraz qilaylik, kK € N uchun f funksiya c nugtaning biror
atirofida 2k-tartibli hosilalarga ega bo‘lib, ¢ nugtada
@) =f") = =f)=0 (42.5)
bo‘lsin. Agar ¢ nugtada f@**D(c) # 0 bo‘lsin, (¢, f(c)) nugta f funksiya
grafigining bukilish nugtasi bo‘ladi.

Isbot. Ikkinchi tartibli hosila f"(x) uchun Teylor formulasidan
foydalanamiz. Bu formulaga asosan, ¢ va x nuqgtalar orasida shunday ¢
topiladiki, u uchun

(4) (5)
f”(.X) — fll(c) +f(3)(C)(X _ C) _I_f ( )( _ )2 f 3'(C) (x _ C)3 I
%( c)2k=3 4 ’;k)f)), (x — c)2k~2 (42.6)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Agar (42.5) munosabatni e’tiborga olsak, (42.6) dan

(2k) -
Fre = s —ome, o< et @27)

munosabatni olamiz.

Aniglik uchun 2k + 1 —tartibli hosila ¢ nugtada musbat bo‘lsin deb
faraz qilamiz, ya’'ni  f@**V(c) > 0 bo‘lsin. Natijada, 39.4-teoremaga asosan,
oldingi @ (x) hosilasining ¢ nugtada o‘sishi kelib chigadi. Boshgacha
aytganda, bu hosila ¢ nugtadan chapda bu nugtadagi qiymatdan kichik va
undan o‘ngda esa, bu giymatdan katta giymat gabul giladi. Bundan f 3% (¢)=0
bo‘lgan va ¢ nugta ¢ va x nuqtalar orasida yotgani uchun

x <c da f@R(&) <0 boladiva
x>c da fF@OE) >0 boladi (42.8)
degan shartning bajarilishi ma’lum bo‘ladi.

Demak, x — ¢*=2 funksiya juft bo‘lgani uchun ,

fEQ) (x — )2 (42.9)
ifoda ¢ nugtaning chap va o°‘ng tomonlarida turli ishoralarga ega.

Shunday qilib, (42.7) tenglikdan ikkinchi tartibli f"'(x) hosila ham xuddi
shunday xossaga ega ekani kelib chigadi. U holda 42.4-teoremaga ko‘ra f
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funksiya grafigi (c, f(c)) bo‘lganda ham isbot xuddi shu yo‘l bilan amalga
oshiriladi.
3.Funksiya  grafigining  asimptotalari.  Funksiya grafigi
o‘rganilayotganda ko‘pincha yaxshi ma’lum bo‘lgan shunday funksiya topishga
harakat gilinadiki, uning grafigi garalayotgan funksiya grafigiga iloji boricha
yaqin bo‘lsin. Ko‘p hollarda ana shunday funksiya sifatida
y=kx+b (42.10)
ko‘rinishga ega bo‘lgan chizigli funksiya olinadi.
42.4-ta’rif. Agar f funksiya
fx) =kx+b+ a(x) (42.11)
ko‘rinishga ega bo‘lib, bunda
xl_i)r+nooa(x) =0 (42.12)
bo‘lsa, (42.10) tenglik bilan aniglagan funksiya f funksiyaning x — oo dagi
asimptotasi deb ataladi.
Masalan, f(x) =

ega, chunki

2x2%43x+5
x+1

funksiya grafigi y = 2x + 1 asimptotaga

4 .
fx)=2x+1+ 3 (42.4-chizma).

Va

\5\/ y=2x+1

1

- Y

42.4-chizma.

Funksiyaning x — —oo dagi asimptotasi ham xuddi yugoridagidek
aniglanadi.

42.6-teorema. Berilgan f funksiya grafigi x - +c0 da (42.10)
asimptotaga ega bo‘lishi uchun quyidagi ikki

lim L9 = (42.13)
X->+00 X
va
lirjl [f(x) —kx] =k (42.14)
x>+ 00

limitlarning mavjud bo‘lishi zarur va yetarli.
Isbot. 1) Faraz qilaylik, (42.11) va (42.12) shartlar bajarilsin. (42.11)
tenglikni
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T=k+;+7 (42.15)

kabi yozib olamiz. Agar (42.12) ni e’tiborga olsak, (42.15) tenglikdan (42.13)
kelib chigadi va (42.11) tenglikdan esa (42.14) ni olamiz.

2) Endi (42.13) va (42.14) limtlar mavjud bo‘lsin deb faraz gilamiz.
Limitga o‘tish amali chizigli bo‘lgani uchun (42.14) tenglikni

lim |f(x) —kx—b| =0
x—+00

deb yozib olishimiz mumkKin.

Ravshanki, bunda (42.12) asimptotik tenglikka ega bo‘lamiz.

42.5-ta’rif. Agar quyidagi ikki lim f(x) yoki lim f(x) bir
x—-a+0 x—a—0

tomonlama limitlardan kamida bittasi +co yoki —co ga teng bo‘lsa, f funksiya
grafigi x = a vertikal asimptotaga ega deyiladi (42.5-chizmaga garang).

).-' 1#

1

Nia
NIA
w

.42 .5-chizma.

4. Funksiyalarni to‘lig tekshirish va ularning grafiklarini chizish.
Funksiyani hosila yordamida o‘rganish funksiya grafigini anigroq
yasashda katta ahamiyatga ega. y = f(x) funksiyani to°liq tekshirish va uning
grafigini yasashni quyidagi reja asosida olib borish mumkin.
1. Funksiyaning aniglanish sohasini topish. Funksiyaning juft, togligi hamda
davriyligini aniglash.
2. Funksiyani uzluksizlikka tekshirish va uzilish nugtalarini topish.
3. Funksiya grafigining koordinata o‘qlari bilan kesishish nugtalarini topish
va f(x) > 0va f(x) < 0 bo‘ladigan oraliglarni aniglash.
4. Funksiya grafigining asimptotalarini topish.
5. Funksiya hosilasi f'(x) ni hisoblash, monotonlik oraliglarini topish va
ekstremumga tekshirish.
6. Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi f"(x) ni hisoblash, funksiya
grafigining gavariqlik yo‘nalishlarini aniglash, bukilish nuqgtalarini topish.
7. Funksiyaning grafigini chizish.

42.8- misol. f(x) = x

(x+1)2
chizing.

funksiyani to‘liq tekshiring va grafigini
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Yechilishi. Bu funksiyani to‘liq tekshirish va uning grafigini chizishni
yugoridagi reja asosida olib boramiz.
1. Berilgan funksiya R ning barcha x # —1 nuqtalarida aniqlangan, ya’ni uning
(=x)*
(—x+1)?
+f(x) bo‘lganligi uchin funksiya juft ham, toqg ham emas. f(x +T) =
(x+T)3
(x+T+1)2
funksiyaning ta’rifiga ko‘ra bu funksiya davriy emas.
2. Bu funksiya (—oo,—1) U (—1, +0) oraligda uzluksiz, x = —1 nugtada esa
ikkinchi tur uzilishga ega.
3. Funksiyaning grafigi koordinata o‘glarini (0,0) nugtada kesib o‘tadi. (0, + o)
oraligda f(x) > 0 va (—, 0) oraligda f(x) < 0 bo‘ladi.

4. Endi funksiya grafigining asimptotalarini topamiz.  Ravshanki,
3

aniglanish sohasi (—oo, —1) U (—1,+0) oraligdan iborat. f(—x) =

= f(x) tenglik biror T # 0 son uchun bajarilmaganligi uchun davriy

x—1>1—r£1i0 T hmid Demak, x = —1 to‘g’ri chiziq funksiyaning vertikal

asimptotasi bo‘ladi. Og’ma y = kx + b asimtotani topish uchun quyidagi
limitlarni hisoblash kerak:

@
AT TG Tt
x3
b=x1£fw<f<x)—kx)=xL“Poo<m‘x>=‘2-

Bundan ko‘rinadiki, y = x — 2 to‘g’ri chiziq funksiyaning og’ma asimptotasi
ekan.
5. Funksiyaning hosilasi
) x3 " 3x2(x+1)2—-2x3(x+1) x2(x +3)

[ = <(x n 1)2> - G+ 1* BCEIOE
ga teng bo‘ladi va hosilaning ishoralarini aniglaymiz. Ravshanki, x = 0,x = —3
nugtalar funksiyaning statsionar nugtalari bo‘ladi. x = 0 nuqgta ekstremum nuqta
bo‘lmaydi chunki bu nuqgtadan o‘tishda f’(x) hosila o‘z ishorasini
o‘zgartirmaydi. x = —3 nuqgtadan o‘tishda f'(x) o‘z ishorasini plusdan minusga
o‘zgartirganligi uchun bu nugta funksiyaning maksimum nugtasi va f(—3) =
—= bo*ladi,

6. Endi funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini hisoblaymiz

1) = <x3 + 3x2>’ _ (Bx?2+6x)(x + 1) —3(x3 +3x*)(x + 1)?
(x +1)3 (x +1)°
6x
(x4 D*
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Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasidan ko‘rinib turibdiki, x < 0 (x = —1)
larda f"'(x) < 0vax > 0 larda f"'(x) > 0 bo‘ladi. Shuning uchun (—co. —1)
(—1,0) oraliglarda funksiya grafigining gavarigligi yugoriga, (0, +o) oraligda
esa funksiya grafigining gqavarigligi pastga garagan.

8. Aniglangan ma’lumotlar asosida funksiyaning grafigini chizamiz:

v A
3
x
flx) = ICEESE
y=x—2
3| 2 [T9"2 x
27
/ !
42.6-chizma.

5. Mustaqil yechish uchun misollar.
Quyidagi funksiyalar grafigining yuqoriga va pastga qavariqglik
oraliglarini, egilish nugtalarini toping.

421y =2x*—3x2+x—1. 42.2.y=x+x".

42.3.y = X+sinx. 42.4. y = edrctax,

42.5. y = xInx. 42.6.y = x> — 10x? + 3x.
Quyidagi funksiyalar grafigining egilish nuqgtalarini toping.
42.7.y = x* — 6x% + 5x. 42.8.y = x* — 12x3 + 48x2.

_ Inx )
429.y = N2 42.10. y = x“Inx.
Quyidagi funksiyalarni to*liq tekshiring va ularning grafiklarini chizing.
X4

42.ll.y=m- 42.12.y:\/7—31/x2—4.
42.13.y = x2In(x + 2). 42.14.y = x%e™.

42.15.y = L [ax+1)" + 4% 4216, KX L

. .y_g +1)° + . 10,y = 1

6.0°z-0°zini tekshirish savollari.
1. Funksiya grafigi gqavarigligi yo‘nalishining ta’riflarini ayting.
2. Funksiya grafigi qavarigligi yo*nalishining shartlarini ayting.
3. Funksiya grafigi egilishi nuqtasining ta’rifini ayting.
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4. Egilish nugtasi bo‘lishining zaruriy va yetarli shartlarini ayting.

5. Funksiya grafigi asimptotalarining ta’riflarini ayting.

6. Funksiya grafigining og‘ma asimptotaga ega bo‘lishining zaruriy va
yetarli shartlarini ayting va uni isbotlang.

VI bobni takrorlash uchun test savollari
Funksiyaning hosilasini toping: y = 3/x, (x > 0)

a) xx 2(1-—2Inx) b) xx 2(1 + Inx)
¢) xx 2(1 — Inx) d) —xx 2(1 — Inx)
Funksiyaning hosilasini toping: y = Intg G + %)

1 T 1 T
a) ——(lx—2kn| <2, kez) b)-——(lx—2kn| <%, keZ)
Vs

c)w%(lx—anI <§, k € N) d) —c()%(lx—Zkﬂ < )
d(arccos i) =7?

x|

dx dx dx
8) —==(x]>1) b)—==(x|>1) ¢)==x|>1
dx

d) == (x| > 1)
() =

) (2 <D b) on (xl < 1)
O arm (x> d) (< 1)

y = eS"™¥ cos(sinx) funksiya berilgan y'’(0) =?
a1l b)o c)2 d)3

— _11+_"x, y(100) pj toping.

) 19711(399—x) ) 19711(399—x) ) 19711(399+x)
2100(1_x)100m 299(1_x)100m 2100(1_x)100m
d) 19711(398—x)

2100(1_x)100m
y=21, y® =

-Xx
8! 9! 8! 8!
a) (1-x)° b) (1-x)° C) (1-x)8 d) (1+x)°

y = e¥lnx,d*y =?

a) e"(lnx+%—i+i—£)dx4

x%z  x3 x*




10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

d) e* (lnx +§—%+%+%)dx4

y = xcos2x, d1°y ni toping.

a) —1024(xcos2x + 5sin2x)dx*® b) —1024(xcos2x — 5sin2x)dx*°
¢) 1024 (xcos2x + 5sin2x)dx® d) —1024(xcos2x — 5sin2x)dx*°

y = e funksiyaning quyiga gavariglik va yuqoriga gavariglik
oraliglarini toping.

) i< =, x> b)x<-L x>1

V2 V2 V2
C) IxI< 1, |X|>% d)IXI<%, X > /2

y = x + sinx funksiyaning egilish nuqgtalarini toping
a) x=1+km, keZ b)x = 2kn, keZ
c) x=3kn, keZ d)x=km, kEZ

5
y = x + x3 funksiyaning quyiga gavariglik va yuqgoriga gavariglik
oraliglarini toping.
a) x>1, x<-1 b) x>0, x<-1 ¢) x>0, x<0 d) x>2, x<-1
y = xsin(Inx),x = 0 funksiyaning egilish nugtalarini toping.
a)x=ek”+§; keZ b) x=ek”+%; keZ
C)x=ek”+§; kezZ d)x=ek”+g; keZ
To‘g’ri javobni belgilang. Agar f(x) va g(x) funksiyalar f(x) va g(x)
chekli hosilalarga ega bo‘lsa, u holda ... funksiya ham hosilaga ega va ...
= f'(x)+g'(x) bo‘ladi.

!

0 19, L1009 ) 1)+ 900, | L)
¢) f(x)+g(x), [T(x)-g(x)"  d) f(x)-g(x), [f(x)-g(x)I
y =sinx funksiyaning hosilasi uchun to‘g’ri javobni belgilang.

a) y'=sinx b) y=- C) y'=cosx d) y'=—cosx

cos® x
Quyidagi javoblarning qaysi biri y =arcsinx funksiyaning differensialidan
iborat.

dx dx dx dx
a) dy=- b) dy=- C) dy= d) dy=
) & N ) dy 1+x° ) dy 1+ x? )y N

y=x"(x>0, ueR) funksiyaningn - tartibli hosilasini toping.
a) y" = p(u -1 -n=x*"* b))y = plp 1) (e —n)x
€) y = u(u—2).(u—nx d) vy = ulu =1 (u—n+1x*"
y =cosx funksiyaningn - tartibli differensiali nimaga teng?
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19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

217.

28.

29.

30.

a) d"y=cosxd"x b)d"y =sin" xd"x
C) d”y:co{x+n-%jdx” d) d”y:sin(x+n-ngx”

Quyidagi funksiyalarning gaysi biri uchun Roll teoremasining shartlari
bajariladi?

a) f(x)=x% -1<x<1 b) f(x)=x, 0<x<1

c) f(x)=x(1-x), 0<x<1 d) f(x)=x-[x], 0<x<1

y =log, x(a...0, a..1, x..0) nugtalar o‘rniga tegishli belgilarni qo’yib
funksiyaning hosilasi uchun to‘g’ri javobni belgilang.

a) (> = >), y’:%logae b) (>, = >). y’:%

©) (% =) y=Tloge  d) (= >) y'=log,e

Quyidagi tasdiglarning gaysi biri to‘g’ri?
a) 5x—2x’ :O(xz), x>0 b)x*-x=0(x) x—0

c) sinx=0(x*) x>0 d) cosx=0(x), x—0
f(x)=X—;+§—2—1X funksiya hosilasining x=1 giymatini toping.
a) 3,6 b) 2,5 c)4,5 d)4,6
f(x)=arctg(x® +1) funksiya hosilasining x =0 nuqtadagi giymatini toping.
a) 15 b)o ¢l d)-3
y =3" funksiyaning y"“ toping.
a) 3*In°3  b)3*In3 c) 3In*3  d) %
n
y =3x—x* funksiyaning monoton o°suvchi oralig'ini toping.
a) 1<X<-+0 b) 0<x<1 ¢)-1<x<1l d)-/3<x<.3
y = x> —4x+6 funksiyaning [-3, 10] segmentdagi eng kichik giymatini

toping.

a)-4 b)66 c)2 d)27

y = x> —4x+6 funksiyani [-3, 10] segmentdagi eng katta qiymatini toping.
a) 16 b)3 )66 d) 2

y =3x—x* funksiyaning monoton kamayuvchi oralig'ini toping.

a) 1<x<4o b)0<x<l c)x<-1, x>1 d) —/3<x<+3
f(x)=|x?-5x+6]| funksiyaning x=2 nugtadagi chap va o‘ng hosilalarini
toping.

a) 2va5 b)-lva2 c) -1lval d)-1lvab

Qaysi funksiyaning x=2 nuqgtada hosilasi mavjud emas?
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

a) fX)=|x-2] b)) f(x)=(x-2)> c¢) f(x)=(2-x)e*? d) f(x)=e*?
f(x) = Szinx funksiya grafigining vertikal asimptotasini toping.
X" =X
a)y=1 b)x=1 ¢)x=0 d) by =0
X2
feo = X +1

a) y=x+1 b)yy=x-1 ¢)y=1-x d) y=-1-x
f(x) =e" +x funksiya grafigining nechta og"ma asimptotasi bor?
a)l b) cheksiz ko’p «¢) 0 d) 2

F(x) = nx
—X

a)x=1 Db)y=1 ¢c)x=0 d)y=0

y = sinax funksiyaning n —tartibli hosilasini toping.

a) y™ = a"sin (ax + n%) b) y™ = sin (ax + ng)

funksiya grafigining x — +w0 da 0g ma asimptotasini toping.

stl funksiya grafigining vertikal asimptotasini toping.

¢) y™ = a™cos (ax + ng) d) y™ = a"sin(ax + nm).

f(x) =e" +x funksiya grafigining nechta og”ma asimptotasi bor?
a) cheksiz ko‘p b) 1 c)0 d) 2
f(x) =acrtgx funksiya grafigining nechta og ma asimptotasi bor?
a) cheksiz ko‘p b) 0 c)1 d) 2
f(x) =tgx,x + g + km, k € Z funksiya grafigining nechta vertikal

asimptotasi bor?
a)0 b) cheksizko’p )1 d) 2
x — 1 da cheksiz kichik bo lgan quyidagi funksiyalar orasidan f(x) =

Inx funksiya bilan bir xil tartibga ega bo"Iganini aniglang.
1

a) Jx b) 7x -1 ¢)x*  d) Ix-1
x — 0 da cheksiz kichik bo’lgan a(x) = ﬁ va B(x) = x +sinx

funksiyalar uchun quyidagi mulohazalardan gaysi biri o'rinli?
a) ekvivalent b) A(x) =o(a(x)) c¢) a(x) =o(B(x)) d)ekvivalent
emas, lekin bir xil tartibga ega.
f(x)=x*-5x3+x2-3x+4 ko’ phadni x-4 ning darajalari bo‘yicha yoying.
a) (x-4)*+11(x-4)3+37(x-4)>+21(x-4)-56
b) (x-4)*+5(x-4)3-10
c) 8(x-4)*-7(x-4)+8
d) 3(x-4)*+2(x-2)>-7
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42.

43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

tgx X

. - - I H . i e _e
Lopital qoidasi bo‘yicha hisoblang: m) tox—x

a2 b7 o8 d1

(x>0) ning o°sish va kamayish oraliglarini toping.

B X
y X+100

a) 0<x<10 da o‘suvchi, x>10 da kamayuvchi
b) 0<x<100 da o‘suvchi, x>100 da kamayuvchi
¢) 0<x<10da kamayuvchi, x>10da o‘suvchi
d) 0<x<100 da kamayuvchi, x>100 da o‘suvchi

Qaysi funksiyaning differensiali - ga teng?
X’ +a
. X 1 X
a) f(x):arcsmg b) f(x):garctgg
C) f(x):?zmilz d) f(x)=|n‘x+\/x2+a2

f(x) =" uchun £"(0) ni toping.
a) i70)=1 b) £(0)=2 ¢) t"(0)=5 d) f"(0)=2

e e
x — 1da cheksiz kichik bo"lgan quyidagi funksiyalar orasidan
f(x) = Inx funksiya bilan bir xil tartibga ega bo"lganini aniglang.

A)x—1 b)(x-1° c)y:ex—e+3d)3’/>:

x — 0 da cheksiz kichik bo’lgan a(x) = ﬁva B(X) = X + sinx

funksiyalar uchun quyidagi mulohazalardan qgaysi biri o rinli?
a) ekvivalent b) A(X) =o(a(x)) C) a(x) =o(B(x))
d) ekvivalent emas, lekin bir xil tartibga ega.

f(x) = 2% funksiyaning hosilasini toping.

a) f'(x)=2""I’2 D) fx)=2"In°2 c)fx)=2"In2 d)fx) =2

sinx . . : : o
7 funksiya grafigining vertikal asimptotasini toping.

fx) =~

a)y=1 b)yx=0 <¢)x=1 d)y=0

2

X
f(x) =
) X+1

aQy=x+1 b)y=x-1 ¢y=1-xX dy=-1-x
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VII BOB. ANIQMAS INTEGRAL

43-§. Aniqmas integralning ta'rifi, asosiy xossalari va integrallash jadvali
Reja:
1. Boshlang’ich funksiya tushunchasi.
2. Anigmas integral tushunchasi.
3. Anigmas integralning xossalari.
4. Elementar funksiyalarning anigmas integrallari uchun jadval.
5. Mustagil yechish uchun misollar.
6. O’z-0’zini tekshirish savollari.

1. Boshlang’ich funksiya tushunchasi.

Biz oldingi bobda moddiy nuqtaning harakat qonuni bo‘yicha oniy
tezligini topish masalasini garagan edik. Agar s = s(t) — moddiy nugtaning
harakat boshlangandan t vaqtda o‘tgan yo‘l bo‘lsa, u holda t vaqtdagi oniy
tezligi s(t) funksiyaning hosilasiga teng, ya’ni v = s'®.

Fizikada bu masalaga teskari masala ham uchraydi: ya’ni berilgan v =
v(t) tezlik bo‘yicha harakat gonunini topish masalasi, boshgacha aytganda
hosilasi v(t) ga teng bo‘lgan s(t) funksiyani topish masalasi garaladi.

f(x) va F(x) funksiyalar biror (a,b) intervalda aniglangan bo‘lsin.

43.1-ta’rif. Agar F(x) funksiya (a,b) intervalda differensiallanuvchi
bo‘lib, barcha xe(a,b) lar uchun

F'(x)=f(x) (43.1)
tenglik o‘rinli bo‘lsa, F(x) funksiya (a,b) intervalda f(x) funksiyaning
boshlang’ich funksiyasi deyiladi.

43.1-eslatma. Boshlang’ich funksiya tushunchasini boshga oraliglar
(chekli yoki cheksiz yarim intervallar, kesmalar) uchun ham Kiritish mumkin.

Kesmada boshlang’ich funksiya ta’rifini beramiz.

Agar f(x) va F(x) funksiyalar [a,b] segmentda aniglangan va F(x) funksiya
(a,b) intervalda differensiallanuvchi bo‘lib, [a,b] segmentda uzluksiz va hamma
xe(a,b) lar uchun (43.1) tenglik bajarilsa, u holda F(x) funksiya [a,b] segmentda
f(x) funksiyaning boshlang’ich funksiyasi deyiladi.

43.2-eslatma. Agar F(x) funksiya (a,b) intervalda f(x) funksiyaning
boshlang’ich funksiyasi bo‘lsa, u holda F(x)+C funksiya ham (C=const ning
Ixtiyoriy giymatida) f(x) funksiyaning boshlang’ich funksiyasi bo‘ladi.

43.1-misol. 1) f(x)=x* bo‘lsin. Bu funksiyaning R dagi boshlang’ich

. x° . : 5x*
funk3|yaS|F(x):€ bo‘ladi, chunki F'(x)=?:x .
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2) y=sinx funksiyaning R dagi boshlang’ich funksiyasi F(x)=-c0osx

bo‘ladi.

Teskari tasdiq ham o‘rinli.

43.1-teorema. Fi(x) va Fa(X) funksiyalar (a,b) intervalda
differensiallanuvchi va f(x) funksiyaning shu intervalda ikkita boshlang’ich
funksiyalari bo‘lsa, u holda barcha xe(a,b) lar uchun

F2(x)=F1(x)+C (C=const) (43.2)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. Fu(x)-F1(X)=G(x) belgilashni kiritamiz. Boshlang’ich funksiya
ta’rifiga va teorema shartiga ko‘ra barcha xe(a,b) lar uchun F{(x) = f(x),
F,(x) = f(x) tengliklar bajariladi. Bundan G(x) funksiyaning (a,b) intrervalda
differensiallanuvchiligi kelib chigadi va barcha xe(a,b) lar uchun G'(x) =0
bo‘ladi. Lagranj teoremasining natijasiga ko‘ra Vx € (a, b) lar uchun G(x) =
C = const yoki Fy(x)-F1(x)=C, ya’ni (43.2) tenglik o‘rinli. Teorema isbot
bo‘ldi.

Shunday qilib, f(x) funksiyaning barcha boshlang’ich funksiyalari bir-
biridan o’zgarmas songa farq qgilar ekan va istalgan boshlang’ich funksiyasi
F(x) + C (C = const) ko'rinishda ifodalanadi.

Demak, (a,b) intervalda berilgan f(x) funksiyaning boshlang’ich
funksiyasi o‘zgarmas son anigligida bir giymatli aniglar ekan. Boshlang’ich
funksiyalar ichidan biror Fi(x) funksiyasini ajratish uchun Fi(x) funksiyaning
grafigiga tegishli bo‘lgan M, (x,, y,) nugtani ko‘rsatish yetarli.

43.2-misol. f(x) = % funksiya uchun (1,2) nugtadan o‘tuvchi F;(x)
boshlang’ich funksiyasini toping.

Yechish. Bu funksiyaning barcha boshlang’ich funksiyalari

1
Fx)=—=+C
X

ko‘rinishda bo‘ladi. Shartga ko‘ra F; (1) = 2, C=3. Demak, F;(x) = —% + 3.

2.Anigmas integral tushunchasi.

43.2-ta’rif. f(x) funksiyaning biror A oraligdagi barcha boshlang’ich
funksiyalarining to‘plami {F(x) + C} (C = const) shu f(x) funksiyaning
anigmas integrali deb ataladi va [ f(x)dx kabi belgilanadi. Bunda [-integral
belgisi, f(x) —integral ostidagi funksiya, f(x)dx esa integral ostidagi ifoda
deyiladi.

Demak,

[fx)dx=F(x)+C (43.3)

formula o‘rinli bo*ladi.
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Izoh. Ta’rifga ko‘ra (43.3) ning o‘ng tomonida {F (x) + C} ifoda turishi
kerak edi. Lekin bu yozuv noqulaylik tug’dirganligi uchun (43.3) shaklda
yozishga kelishib olamiz.

Masalan: [ 3*dx = % + C bo’ladi, chunki, (% i+ C)’ = 3%,
Integral ostidagi ifodani, ya’ni f(x)dx ni F'(x)dx shaklida yoki
fx)dx=F"(x)dx=dF(x)
ko‘rinishda yozish mumkin.

Berilgan  funksiyaning anigmas integralini  topish amali uni
defferensiallash amaliga teskari amal bo‘lib hisoblanadi.

3. Anigmas integralning xossalari.

1-xo0ssa. d [ f(x)dx = f(x)dx (43.4)
tenglik o‘rinli, ya’ni agar differensial belgisi integral belgisidan oldin kelsa ular
o‘zaro qisqarar ekan.

Isbot. (43.3) formuladan foyadalanib

d f F)dx = d(F(x) + €) = dF(x) = f(x)dx

tenglikka ega bo lamiz.
2-x0ssa. [dF(x) =F(x) +C (43.5)
tenglik o‘rinli, ya’ni agar integral belgisi differensial belgisidan oldin kelsa ular
o‘zaro gisqarar ekan (C o‘zgarmasni hisobga olmagan holda).
Isbot. F(x) funksiya f(x) ning biror boshlang’ich funksiyasi bo’lsin:
F'(x) = f(x). U holda

j FOx)dx = F(x) + C (43.6)
tenglik o'rinli bo"ladi. Ikkinchi tomondan
jf(x)dx = jF’(x) dx =de(x). (43.7)

(43.6) va (43.7) dan (43.5) kelib chigadi.

Ayni paytda funksiya hosilasi hisoblanganda natija bitta funksiya bo‘lsa
ham uning anigmas integrali cheksiz ko p funksiya (ular bir-biridan o’zgarmas
songa farq giladi) bo’ladi. Anigmas integral deb yuritilishining sababi ham shu.

3-xossa. Agar f(x) funksiya biror A oraligda boshlang ich funksiyaga ega
bo'lsa, u holda kf(x) (k-ozgarmas son ) ham shu oraligda boshlang’ich
funksiyaga ega va k # 0 da

fkf(x)dx = kff(x)dx (43.8)

formula o'rinli bo’ladi.
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Isbot. f(x) funksiyaning boshlang’ich funksiyasi F(x) bo'lsin. U holda
F'(x) = f(x) va [ f(x)dx = F(x) + C bo'lib,

k j FOOdx = k(FG) + C ) = kF(x) + kC (43.9)

bo’ladi. Bunda C-ixtiyoriy o zgarmas son. Ushbu

(kF(x)) = kF'(x) = kf(x)
tenglik o'rinli bo’lishidan kf (x) funksiyaning boshlang ich funksiyasi kF (x)
ekanini topamiz. Demak,

f kf(x)dx = kF(x) + C; (43.10)

Bunda C; — ixtiyoriy o zgarmas son. Endi (43.9) va (43.10) munosabatlardan C
va C; 0 zgarmas sonlarning ixtiyoriyligi hamda k # 0 bolishidan (43.8)
formulaning o rinli ekani kelib chigadi.

4-xossa. Agar f(x) va g(x) funksiyalar biror A oraligda boshlang ich
funksiyalarga ega bo'lsa, f(x) + g(x) ham shu oraligda boshlangich funksiyaga
ega va

f[f(x) + g(x)]dx = jf(x)dx + .[g(x)dx (43.11)

formula o'rinli. Bu xossaning isboti 3-xossaning isbotiga o xshash bo‘ladi.
Odatda bu xossa integralning additivlik xossasi deyiladi.

Elementar funksiyalarning hosilalarini topish formulasiga garab, ularning
anigmas integrali uchun formulalarni yozish giyin emas.

4.Elementar funksiyalarning anigmas integrallari uchun jadval.

Boshlang'ich funksiya ta'rifidan hamda elementar funksiyalar hosilalari
jadvalidan foydalanib elementar funksiyalar anigmas integrallari jadvalini
keltiramiz.

1)[ 0dx = C; C — const; 2) [1ldx = [dx = x + C;

3)fx”dx=fln—:+6 (n# —1); 4) f%dx=1n|x|+C (x # 0);

1 1

5)f1+x2dx=arctgx+C; 6) fm=arcsinx+c;
7)faxdx=l(:l—a+C (a > 0); 8) [sinx dx = —cosx + C;
. ) 1 _ .

9) [cosxdx =sinx +C ; 10) fsinzxdx— ctgx+C ;

dx ] — .
11)fcoszx—tgx+C, 12)[ sh xdx = ch x + C;
13)[ ch xdx = shx + C; 14)fsh12xdx=—cthx+C;

1
15)fch2xdx—thx+C,

dx 1 X 1 x
16)fa2+x2 =—arctg=+C = ——arcctg =+ C;
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X a
X+a

17) | +C:

a?—x? _2a

d .
18) I# = arcgln§+ C = —arccos§+ C, x| <lal.;

d
19) Iﬁzln‘x+ x*+a’|+C, |x|<al.
20) f\/li—xzdx = —arccosx + C;
21) fafiiz = %lnla + x?| + C;

xdx
22) [ —azix2=iz a? +x%+ C;

2

23) [Va? — x%dx =§\/a2 — x?2 +%arcsin§+€, (a > 0);
2

24) [ xziazdx=§ xziazi%ln|x+\/xzia2|+6.

43.3-misol. Ushbu [ tg?xdx integralni toping.
Yechish: Integral ostidagi funksiyani

5 sinx 1—cos?x 1
t‘gx_c-:)szx_ cos? x _c-:)szx_1

ko‘rinishda yozib olamiz. Endi integrallashning sodda goidasidan foydalansak

1 1
ftgzxdx=f(cﬂszx—1)dx= fcﬂszxdx—fdx=tgx—x+c

munosabatni hosil gilamiz.
f dx
1+ cosx

43.4-misol. Ushbu
Yechish: 1+ cosx = 2 cnsgg bo‘lib,

integralni toping.

funksiyaning boshlang’ich

X
cosZ=

funksiyasi tg funksiya bo‘lganligi uchun

[=Z—=tgi+c boladi

1+cosx
5. Mustagqil yechish uchun misollar.
Quyidagi anigmas integrallarni hisoblang.
43.1. (3 —x?%)3dx. 43.2. [x*(5— x)*dx.
43.3. Ix3(6—x)2dx. 43.4. I(l— X 1—2x )1 —3x )dx.

—2\2
435. [ (22) dx. 43.6. I(++azjdx

X
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NG +2 3x+33x2+3

437. j 438. [ dx.
439. f“ 2 dx. 43.10. [ (1 - =) avxdx.
43.11. f(m ) gy 4312, [ T

43.14. jl_X2 d.  43.15. (224

6. O°z-o¢zini tekshirish savollari.

Boshlang’ich funksiya ta’rifini ayting.

Anigmas integral ta’rifini ayting .

Anigmas integralning xossalarini aytib bering.

Elementar funksiyalarning anigmas integrali jadvalini yozing.

B wbh e

44-§. O‘zgaruvchilarni almashtirish va be‘laklab integrallash
Reja:
1. O¢zgaruvchini almashtirib integrallash.
2. Bo‘laklab integrallash usuli.
3. Mustagqil yechish uchun misollar.
4. O°z-o‘zini tekshirish savollari.
1. O‘zgaruvchini almashtirib integrallash.
t=p(x) funksiya A intervalda aniglangan va differensiallanuvchi bo‘lsin.
Bu funksiyaning giymatlar to‘plami A= ¢ (A) bo‘lsin.
Agar U(t) funksiya A to‘plamda aniglangan va differensiallanuvchi bo‘lib
U'(t) = u(t) (44.1)
bo‘lsin, u holda A to‘plamda F(x)=U(p(x)) murakkab funksiya aniglangan va u
differensiallanuvchi va
F'(x) = [U(p@)] = U'(0()p' @) = u(p0))e'(x)  (44.2)
munosabat o‘rinli,
(44.1) va (44.2) dan, agar U(t) funksiya u(t) uchun boshlang’ich funksiya bo‘lsa,

u holda U(p(x)) funksiya u(p(x))¢'(x) funksiya uchun boshlang’ich funksiya
bo‘lishi, ya’ni

[u(t) dt = U(t)+C, (44.3)
Ju(e()e'(x)dx = U(p(x)) + C (44.4)

yoki
Ju(p())de(x) = U(p@) +C (44.5)
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tengliklarning o‘rinli ekanligi kelib chigadi. (44.4) yoki (44.5) formulaga
0 zgaruvchilarni almashtirish formulasi deyiladi. Bu formula (44.3) dan t =
@ (x) almashtirish natijasida kelib chigadi.
44.1-eslatma. (44.5) yoki (44.4) formula, agar f(x) = u(@(x))e’(x)
shaklida tasvirlansa, j x)dx integralni hisoblashga imkon beradi.

44.1-misol. fx2+a2 (a = const) integralni hisoblang.

Yechish. x? + a? = t almashtirish olamiz. Bunda 2xdx = dt bo‘lib,
xdx 1rdt 1 1 5 .
fx2+a2=§ T=Eln|t|+C=§ln(x +a)+C.
44.2-misol. [ eS"* cosx dx integralni hisoblang.
Yechish. sinx =t almashtirish olamiz, bunda cosx dx = dt bo‘lib ,

feSinxcosxdx=Jetdt=et+C=eSi“x+C

bo‘ladi.
. dx . . .
44.3—-misol. Ushbu fm integralni toping.

Yechish: Integralda 1 = t almashtirishni bajaramiz, bunda

—In|t +V1+t?|+c=

14

B
x\/_ \/ \/ s Vist2

14+V1+x2
X

+ 1 + +c=-In + ¢ bo‘ladi.

—In |-

44.4-misol. J =J'\/a2 —x*dx, a>o integral hisoblansin.

Yechish. Integral ostidagi funksiya kesmada aniglangan. Agar
x = o(t) = aSint,

t:a)(x):arcSing,

deb olsak, u holda

Va2 —x2 =/a?cos? x =acost, t e{—%%} a>o
bo‘ladi. Natijada

2 9 .
J :_[acost~acostdt=a—_[(1+coszt)dt=a_ g 5n2t)

tenglikka ega bo‘ldik.

2 2 2
: X X a”—x
sint=—, cost:\/l——2 :\/
a a a
xva®—x*

l.sin2t=sint~cost= 2
5 a
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tengliklar o‘rinli bo‘lganligidan
2 2

>, a’___ . x xvJa’-x
I\/a —X dx:?arcsm—+7+c

a 2
tenglikni olamiz.

2.Bo‘laklab integrallash usuli.
44.1-teorema. Agar u(x) va v(x) funksiyalar (a, b) intervalda aniglangan

va differensiallanuvchi bo‘lib, (a,b) intervalda IVdU integral mavjud bo‘lsa, u

holda shu intervalda _[UdV integral ham mavjud bo‘ladi va

_[udv=uv—_[vdu (44.6)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Isbot. u(x) va v(x) funksiyalar (a,b) intervalda differensiallanuvchi

bo‘lsa,
d(uv)=vdu+udv

tenglik ham o‘rinli bo‘ladi. Bundan udv:d(uv)—vdu. Bu tenglikning ikkala

tomoni uchun ham integral mavjud. Shuning uchun anigmas integralning 1° -
Xossasiga ko‘ra

judv=Id(uv)—Ivdu=uv—_[vdu (*)
tenglik kelib chigadi, bunda Id(U,V)=UV+C , C — o‘zgarmas son deU

integral tarkibiga kiradi.
Quyidagi funksiyalar sinfi bo‘laklab integrallash usuli yordamida
integrallanadi:
x“In™ x, x“Sinbx, x*Cosbx, x*e*.
44.5-misol.

u=Inx, du=1dx 1 L 3
1) szlnxdx= X o l==xInx- szdx:—x3lnx—X—+C
dv = x*dx v—X3 E 3 )

2)\]”:].(6'2?_—)()(2)” (nEN) u:(a2+X2)n! u__(a2+xz)n+l

Jn:(xz :‘a) +2nj ea )M dx (44.7)

2
d
J.(Xz +Xaz)n+l - )(( +a n+1 _I _aZJ.(Xz +;(2)n+l =J,—a’J,,

x+a

buni (44.7) ga go‘yib, quyldagl formulaga ega bo‘lamiz:
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J, —m+(.]n—a2\]nﬂ)2n

L x -l (44.8)
2na (x2 +a2) 2n a

bundan

nl =

Ma’lumki, J, :iarctgg, buni bilgan holda J, ni topish mumkin:

1 X 1 X
J,=——F——— tzarctg—
2a° x“+a° 2a a
J2 ni bilgan holda (44.8) dan Js topish mumkin va hokazo.

44.6-misol. Ushbu

I = j x? + a?dx
integralni toping

Yechish: u =4/x2+a? dv=dx deb belgilab, (*) formuladan
foydalanib, berilgan integralni quyidagi holga keltiramiZ'

x2+a?dx = x\x%2+a? - .[
j‘ \/xz +_a2

(44.9) ning o°ng tomonidagi integralni hisoblashda integrallar jadvalining 19 —
formulasidan foydalanamiz:

(44.9)

X +a —a dx
J—7—— NpoEwer _1—a2fm=l—azln|x+\/x2+a2| (44.10)
(44.10) ni (44.9) ga olib borib go‘yish natijasida,
[VxZ+aZdx === ta” a?zln|x+\/m| +C (44.11)

ekanligini topamiz.
44.7— misol: Ushbu
dx
n = Jm (a =const,n=1,2,...,)
integralni hisoblang.
Yechilishi: Bu integral yuqoridagi keltirilgan uch guruh integrallarning
birortasiga ham kirmaydi. Bu ko‘rinishdagi integrallarni hisoblash uchun

rekurrent formula keltirib chigaramiz: buning uchun u = m,dv = dx

deb belgilasak,
du = —2nx(x? + a®>) " ldx,v = x.
bo‘ladi.
U holda, (*) bo‘laklab integrallash formulasiga asosan,
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X
j(xz aZ)n (xz aZ)n + an (xz a2)n+1
2
m + 2nl, — 2na“l, 4.
bo‘ladi. Bundan I, ; ni topamiz:
x 2n—-1

2na?(x2+a2)* = 2na? In. (44'12)
Bu rekurrent formula I,, ., integralni hisoblashni I,, integralni hisoblashga, ya’ni
indeksi bitta kam bo‘lgan integralni hisoblashga keltiradi. (44.12) rekurrent
formula I; integral hisoblanganda I, integralni hisoblashda hech ganday
qiyinchilik tug’dirmaydi. Oz navbatida, I, berilganda (44.12) formulada n = 2
deb I; integral topiladi va hokazo n ning golgan boshga istalgan giymatiga
to‘g’ri kelgan integralni hisoblash hech qanday qiyinchilik tug’dirmaydi. I;
integral esa integrallar jadvalning 14 — formulasiga asosan hisoblanadi.

44.8-misol: Ushbu I,, = fsjlxx
ko‘rinishdagi integralni hisoblash uchun rekurrent formula keltirib chigaring.
Yechilishi: I, = [ =

yordamida hisoblaymiz:

j dx j dx
n sin™ x sin" 2 x sin? x

Iny, =

> 2

. integralni  bo‘laklab integrallash  usuli

1 dx
_|u=—=—=—,dv=———,du = (2 — n) sin' " x cosxdx,
sin" 2 x sin? x
v = —ctgx
cosx e )JCOS x
—n
sin™lx sin™ x

B COSX e )J 2 )f dx
© sintlyx n sin™ x n sin® "2 x

coSXx
=iy +2-n)l,— 2 —n)l,_,.
Bundan
CcOSX n—2
b= - (n—1)sin"1x 1 In-2 (44.13)

rekurrent formulani olamiz.

3. Mustagqil yechish uchun misollar.

O‘zgaruvchilarni almashtirish usulidan foydalanib, quyidagi anigmas
integralni hisoblang.

a1 [ZE a2 [VTH0de 43, [F—dx
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444, [ShXChX_ Gy 445, dx a4, [ XL
J Vsh®x+ch®x '[(arccosx)5\/1 j Ux® +3x+1
44.7. ji/l+35inxcosxdx 44.8. [x>(2 — 5x3)§dx.
\/1+Inx dx
44.9. | dx. 44.10. [ G

Ko’rsatma: 44.10-misolda  x +a = (b —a)sh®t  belgilashdan
foydalaning.

Bo‘laklab integrallash usulidan foydalanib, quyidagi anigmas
integrallarni hisoblang.
44.11. [ xcosxdx. 44.12. [xin3xdx. 44.13. [xe~dx. 44.14. [x3*dx.

44.15. | x”Inxdx(n;t—l). 44.16. [xarcigxdx. 44.17. [Inxdx

44.18. ng' e 44.19. f&lnzxdx. 44.20. [ arcsinxdx.

Quyidagi I, (n € N) integrallar uchun rekurrent formulalar keltirib
chigaring.
44.21. I, = [ sin"xdx, n> 2. 44.22. I, = [ cos™xdx, n > 2.
44.24. I, = [ x*In"xdx, a # —1.

4. O°z-ozini tekshirish savollari.
1.  Elementar funksiyalarning anigmas integrallar jadvalini ta’rif bo‘yicha
keltirib chigaring.
2. Anigmas integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish usulini sharhlang.
3. Anigmas integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish hagidagi teoremani
ayting.
4. Anigmas integrallarni bo‘llaklab integrallash hagidagi teoremani ayting.
5. Bo‘laklab integrallash formulasini yozing.
6. Qanday funksiyalar sinfi bo‘laklab integrallanadi?

45-§. Ratsional kasrlarni sodda kasrlarga yoyib integrallash
Reja:
1. Sodda kasrlarni integrallash.
2. To‘g’ri kasrlarni sodda kasrlarga yoyib integrallash.
3. Mustagil yechish uchun misollar.
4. O‘z-0¢zini tekshirish savollari.
1. Sodda kasrlarni integrallash. Ushbu

Adx (Bx+D)dx _
f(x_a)m’f m = 1;2; e (451)

(x2+px+q)™’
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ko‘rinishidagi kasrlar sodda kasrlar deyiladi, bunda A,B,D, a,p,q lar o‘zgarmas

sonlar, X*+px+q kvadrat uchhad esa haqiqiy ildizga ega emas.

Endi (45.1) ko‘rinishdagi sodda kasrlarning integrallari ganday
hisoblanishini ko‘rib chigamiz.

Agar m=1 bo‘lIsa, f——Alnlx—aI + C.
A
Agar m>1 bolsa, [ — (x—a)m = g 6

Quyidagicha belgilashni kiritamiz:
L (Bx + D)dx
")t px ™

2 2 2 2
2 — p R _p_ p_
x+px+q—(x+2) tq—-",.4 4>0, -, =ax+-=t deb
B(t—g) . .
olsak, I, = [ e dt bo‘ladi. Bu yerda agar m=1 bo‘lsa, bu integralni
hisoblab quyidagini olamiz:
p
Bx +D)dx B 2D — Bp X+7
( ) =—In(x* + px + q) + ———arcty Z_+D.

x2+px+q 2

V4q — p? _pr
4

Agar m>1 bo‘lsa, bu integralni hisoblab quyidagini olamiz:
f (Bx+D)dx — E . 1 . 1 (D _ —)f dt

(x?+px+q)™ 2 1-m (t?+a?)m-1 (t2+a2)m’
Bu tengllknmg o‘ng tomonidagi integral (44.12) formula yordamida hisoblanadi.
2. To‘g’ri kasrlarni sodda kasrlarga yoyib integrallash.
Ushbu

P(x) ag+ax+-+a,x"
Q(x) by + byx + -+ bpx™
( 89,8, 8,,00,0;,..,0, 0‘zgarmas sonlar neN,meN ) nishat kasr-ratsional

funk3|ya deyiladi, n=m, n>m bo‘lganda noto‘g’ri kasr, n<m bo‘lsa to‘g’ri kasr
deyiladi.
45.1-teorema. Har ganday to‘g’ri P(x) kasrlarning integralini (45.1)

Q(x)

shakldagi chekli sodda kasrlarning integrallari yig’indisi shaklida tasvirlash
mumkin.

Bu yoyilma maxraj Q(x) ning sodda ko‘paytuvchilarga ajralishiga bog’lig.
(Bu teorema algebra kursida batafsil isbot gilinadi).

Ma’lumki hagiqiy koeffisiyentli butun ko‘phad yagona ravishda haqiqiy
Xx-a va x>+rx+q (kvadrat uchhad ildizga ega emas deb faraz gilinadi)
ko‘rinishidagi ko‘paytuvchilarga yoyiladi. Bunda soddalik uchun Q(x) ning b,,
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koeffisiyentini 1 ga teng deb, bir xil ko‘paytuvchilarni (mavjud bo‘lsa)
birlashtirib, uni sxematik ravishda

Q(x)=(x-a)"..(x* + px+q)".. (45.2)
ko‘rinishida tasvirlaymiz, bunda k,...,m lar natural sonlar.
Agar Q(x) ko‘phadning darajasi n ga teng bo‘lsa, u holda

Y k+2) m=n

Algebra kursidan ma’lumki, to‘g’ri kasrning yoyilmasida (x-a)¢ shakldagi
ko‘paytuvchiga k ta sodda

A + a: > +...+—A* - (45.3)
x—a (x-a) (x-a)
kasrlar gruppasi, (x>+rx+q)™ shakldagi ko‘paytmaga esa m ta sodda
M, X+ N, M,x+ N, M_ X+ N_

X* + px+q ' (x2 + pX+ q)2 o (x2 + pX+ q)m 49

kasrlar gruppasi mos keladi, bunda A,M,N-noma’lum sonli koeffisiyentlar.
Shunday qilib, (45.2) yoyilmani bilgan holda kasr (45.3) va (45.4) shakldagi
sodda kasrlar yigindisi, ya’ni

P(X)_ A A A M, X+ N, M,x+ N, M _x+N,_

e R g TR Y T N vy e
shaklda tasvirlanadi, so‘ngra (45.5) ning o‘ng tomonida kasrlar yig’indisi
umumiy maxrajga keltiriladi (ravshanki umumiy maxraj Q(x) bo‘ladi). Undan
keyin (45.5) ning ikki tomonidagi maxraj tashlanib P(x)=R(x) tenglik hosil
bo‘ladi. Bu yerda R(x) (45.5) ning o‘ng tomonini umumiy maxrajga
keltirilgandan keyin hosil bo‘lgan ratsional kasrning suratida turgan ko‘phad. Bu
tenglikning har ikki tomonidagi x ning bir xil darajalari oldida turgan
koeffisiyentlarni topish uchun algebraik tenglamalar sistemasini hosil qilib,
noma’lum koeffisiyentlar topiladi. Bu usul noma’lum koeffisiyentlar usuli

deyiladi.
45.1-misol: Ushbu
dx
fx3 +1
integralni toping.
Yechish: x3 + 1 ni ko‘paytuvchiga ajratamiz: x3+ 1 = (x + 1)(x? —

x+1). U holdax1 = . =4 4 Bxe tenglikdan foydalanib

341 (x+1)(x%-x+1) x+1  x2—x+1
quyidagi munosabatni olamiz
1=Ax*—-x+1D)+Bx+C)(x+1)
=(A+B)x*+(-A+B+C)x+A+C.
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Bu yerdan

A+b=0

{—A +B+C=0

A+C=1
sistemaga ega bo‘lamiz. Sistemadan A = %,B = —g,C = % ekanligini topamiz.
U holda

1 1 —x + 2
x3+1_3(x+1)+3(x2—x+1)

tenglikka ega bo‘lamiz. Bundan esa

j dx _f dx +J —x + 2 dy —
x3+1 J3(x+1) 3(x2—x+1) *=
1, , 3

—xmP*,

—1l +1+1J dx =
—3n|x | 3 X =

=lln|x+1|—lj x—% dx+l.[ dx =
(-4 -

1 1 1
=—Inlx+1] —=In(x®> —x + 1) + —arctyg

3 6 V3
tenglik kelib chigadi.
45.2-misol: Ushbu

V3

2x + 3 P
x—2)(x+5 "

integralni toping.

Yechish: Integral ostidagi funksiyani sodda kasrlar yig’indisiga yoyamiz

2x + 3 A B
(x —2)(x + 5) “x—2 x+5
Noma’lum koeffitsiyentlarni topish uchun tenglikning o‘ng tomonini umumiy
maxrajga keltiramiz va ushbu
2x+3=A(x+5)+B(x—2)=(A+B)x+54A—2B

tenglikka kelamiz. Ikki ko‘phadning tengligidan foydalanib A va B larga
nisbatan ushbu

{ A+B=2

54—-2B =3

sistemaga kelamiz. Bu sistemadan A = 1, B = 1 ekanligini olamiz. U holda
2x + 3 1 1

x—2)(x+5) x—2 x+5
bo‘ladi. Endi bu tenglikni integrallab
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R —j x +f Y lnlx— 20+ Infx + 5]+ C
(x—2)(x+5) =y x+5_nx mx

munosabatni olamiz.
45.3-misol: Ushbu

f xdx
x3—3x+2
integralni hisoblang.

Yechish:  x3—3x+2=(x—1)%(x+2) bo‘lganligi uchun integral
ostidagi funksiyani sodda kasrlar orgali quyidagicha ifodalaymiz:

X X A B C

= = + + .
x3-3x+2 (x—-1)%x+2) x—1 (x—-1) x+2

A, B, C no‘malum koeffisiyentlarni topish uchun tenglikning o‘ng tomonini
umumiy maxrajga keltiramiz va ushbu
x=Alx—-1Dx+2)+B(x+2)+C(x—1)?
=A(x?+x—-2)+Bx+2)+C(x*>*—-2x+1)
=(A+C)x*+(A+B—-20)x—2A+2B+C
tenglikka kelamiz. Endi ikki ko‘phadning tengligidan foydalanib,
{ A+C=0

A+B—-2C=1
—2A+2B+C=0
sistemaga kelamiz. Bu sistemani yechib, A =

\DIN

,B = l,C =2 ekanligini
3 9

topamiz. U holda

2 1

X 9 3 9
= + +

x3—-3x+2 x—-1 (x—-1)?2 x+2

tenglikka kelamiz. Endi bu tenglikni integrallab
J xdx B ZJ dx N 1] dx Zf dx
x3-3x+2 9)Jx-1 3) (x—-12 9J)x+2

2
9ln|x+2|+C

5 nlx | — 3G -1
munosabatni olamiz.
3. Mustaqil yechish uchun misollar.

Anigmas koeffisiyentlar usulidan foydalanib, quyidagi anigmas
integrallarni hisoblang.

Xdx 2X+3

X+ g
.1 Ix+1 o 2003) 52 [ ™
53[5, dx. 454, [ 2 dx
i 2 _ ) x3-5x2+6x
455. |- X +1) *
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(x2+x+1)dx dx
5.1 | s X B8 [y
dx dx
45.9. jx“+1' 45.10. 'J(x2—4x+4XX2—4X+5)'

4. O‘z-o‘zini tekshirish savollari.

Ratsional kasrning (ratsional funksiyaning ) ta’rifini ayting ?

Qanday kasrga to‘g’ri (noto‘g’ri ) kasr deyiladi ?

Ko‘phadning ildizlari deb nimaga aytiladi ?

Har ganday  Q,(X) ko‘phadni ushbu Q,(X)=a,(Xx-a)(X-p)..(x-Vv)
ko‘rinishda tasvirlash haqgidagi (oily algebra kursidagi ) teoremani ayting.
Qanday kasrlarga soda kasrlar deyiladi?

P.(X)

m

6. —— to‘g’riratsional kasrni sodda kasrlar yig’indisi shaklida tasvirlang.

QM)

O

o

46-§. Ba’zi irrasional ifodalarni integrallash
Reja:

1. Kasr-chizigli irratsionallarni integrallash.
2. R(x,Vax? + bx + c) ko‘rinishdagi ifodalarni integrallash.
3. Mustaqil ishlash uchun misollar.
4. O*z-o‘zini tekshirish savollari.

1. Kasr-chizigli irratsionallarni integrallash.

Kelgusida R orqali ratsional funksiyalarni belgilaymiz. Masalan, R(u,v)

yozuv U va v o‘zgaruvchilarning ratsional funksiyasini bildiradi, ya’ni R(u,v)
funksiya R(u,v) = % ko‘rinishda tasvirlanadi, bu yerda P va Q u va v
o‘zgaruvchilarning ko‘phadi, bu ko‘phadlarning koeffisiyentlari esa u

u?-3uv+4viu3-1

o‘zgaruvchilarning  ko‘phadlaridir.  Masalan, R(u,v) =

utv+v—uv?

sin3x—3tgx+1 .
— — €Sa SINX va

funksiya u va v o‘zgaruvchilarning, R(sinx, cosx) = costx—2ctg’x
cosx larning ratsional funksiyasidir.
: b\"1 b\"2 b\" - .
Endi fR(x, (ax+ ) ,(ax+ ) ,...,(ax+ )n) dx  ko‘rinishdagi
dx+e dx+e dx+e
integrallarni, ya’ni kasr-chizigli irratsionallarni ganday hisoblanishini ko‘rib

chigamiz, buyerda r, € Q,k=1,2,...,n, a,b,d,e € R, ae — bd # 0.

Bu xildagi mtegrallarda% = tP almashtirish olinadi va bu integral ratsional

funksiyaning integraliga keltiriladi, bunda p soni r, 1y, ..., 1;, ratsional sonlarning
umumiy maxraji.
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2
46.1-misol. f%
keltirilsin.

Yechish. Bu integralda x = t® almashtirish olsak, berilgan integral
quyidagi ko‘rinishga keladi:
1+ 3vVx + x? t°(1 + 3t3 + t1?)
fS—i/F+?/Fdx:6j 5—th+1t°
Bu esa ratsional funksiyaning integralidir.
46.2-misol: Ushbu

dx integral ratsional funksiyaning integraliga

dx
fl +4/x
integralni toping.
Yechish: Integralda +/x =t almashtirishni  bajaramiz. Bunda
x = t?,dx = 2tdt bo‘lib,

f ax _ _ 2+dt—2f(1 L )dt—Zt 2in(l+1)+ 1
14++4x J 1+t 1+t) "
=2yx—2In(1++x)+c

munosabatga kelamiz.

T
46.1-eslatma. [ R (x (Z’;::) 1) dx ko‘rinishdagi integrallarni
hisoblashda 22 = ¢ almashtirish olinadi va bu integral ratsional funksiyaning

dx+e
integraliga keltiriladi, bunda p soni r; ratsional sonning maxraji.

2. R(x,Vax? + bx + c) ko‘rinishdagi ifodalarni integrallash.
J R(x,Yax? + bx + c)dx, a # 0, b*> —4ac # 0 ko‘rinishdagi  integrallar

quyidagi Eyler almashtirishlari yordamida ratsional funksiyaning integraliga
keltiriladi:

a) Agar a>0 bo‘lsa, Vax2 + bx + ¢ = +t + Vax.

b) Agar ¢>0 bo‘lsa, Vax? + bx + ¢ = +xt ++/c.

c) Agar b? — 4ac > 0 bo‘lsa, Vax? + bx + ¢ = +t(x — x;).
Bu yerda x; ax? + bx + ¢ kvadrat uchhadning ildizi.

46.3-misol: Ushbu f%

Yechish: Eyler almashtirishlarining biridan foydalanamiz.
V1 + x + x? = tx + 1 almashtirish olamiz. U holda quyidagiga kelamiz

dx integralni toping.

— — 2
1+x+x2=1t%x2+2tx+1. Bundan x =2=; dx = 2-——"_dt ni hosil
1-t (1-t2)2
— 2 \/ 2_
gilamiz. Demak, V1 +x + x2 = 1:; , t= % bo‘ladi.
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Shunday qilib,

1—+V1+x+x2 tht "
] dx=J =In|ll—-t*|+C =
xV1 4 x + x2 1-
VItx+aZ—1)
=In|l- . +C

tenglikni olamiz.
3. Mustagqil ishlash uchun misollar.
Quyidagi irratsional ifodalar gatnashgan anigmas integrallarni hisoblang.

x+ Va+ ¥ (2x—3)"?
46.1. f ) dx. 46.2. IW—de' 46.3. Imdx.

dx 1 |[x-2
46.4. 46.5. o 46.6. | - /—dx.
f \/_ J.‘{/(x—l)‘?’(x+2 ° fx x
46.7. [—— I 468 [(x-2 ) X gy
3(x+1)* (x-1)* 1-x

dx 1 \/F
46.9. '[x(1+2\/§+§/§)' 46.10. J.l+\/ﬁ

Eyler almashtirishlaridan foydalanib, quyidagi anigmas integrallarni
hisoblang.

46.11. flwm 46.12. J m
603 J iy =

x—Vx2+3x+2

—daX.
x+Vx2+3x+2

46.15. [xVx? —2x+2dx. 46.16. [
4. O°z-o¢zini tekshirish savollari.

1.[R (x (ax+b)rl (ax+b)rz - (a”b)rn) dx ko‘rinishdagi integrallar ganday

dx+e/ ’'\dx+e "\dx+e

topiladi?
2. Eyler almashtirishlarini ayting.

47-§. Binomial differensiallarni integrallash
Reja:
1. Binomial differensiallarni integrallash.
2. Mustaqil yechish uchun misollar.
3. O°z-o‘zini tekshirish savollari.
1. Binomial differensiallarni integrallash.

xm(a+bx”)de shakldagi binomial defferensiallarni integrallaymiz, bunda
a,b - hagiqiy sonlar, m,n,p - lar esa ratsional sonlar. Uning integrali
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Ix”‘(a+bx" )P dx (47.1)
quyidagi uchta holda rasional funksiyani integrallashga keladi:

1) Agar p - butun son bo‘lsa, x = t* almashtirish olinadi, bu yerda k-m,n
kasrlarning umumiy maxraji.

2) Agar m:l- butun son bo‘lsa, a + bx™ = t* almashtirish olinadi, bu

yerda s soni p kasrning maxraji.

3) Agar m+l, p - butunson bo‘lsa, ax™ + b = t* almashtirish olinadi,
n

bu yerda s soni p kasrning maxraji.
47.1-misol: Ushbu

f Vx
———dx
(1+3%)
integralni toping.
Yechish: Integral ostidagi funksiyani quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:
1 172
Lz — x3 (1 n xg)
(1+%x)
Bunda p=-2 butun son vam = iz n= % bo‘lganligi uchun berilgan integralda
x = t® almashtirishni bajaramiz. Bunda x = t®,dx = 6t>dt bo‘lib,
t3 t8
dex = J‘iétf‘dt = 6J‘7dt
(1+ V%) (1 +t2)? (1+t2)?

2
(1+t2)?

6t5 4t3 + 18t 24f dt 6J‘ dt
— [ _I_ — — -
5 14 t2 (14 t2)2

¢5
=6E—4t3+18t—24arctgt
(ot Laregl)
— 6|5+ -arc
2(1+2)2 2779
3t

6
= —t% — 4t3 + 18t — 21arctgt —
g 1+ t?

5
munosabatni olamiz.
47.2-misol: Ushbu

+c,

J’ x>dx
Vi-x2
integralni toping.
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Yechish: Integral ostidagi ifodani
S'CS
Vi-a?

ko‘rinishda yozib olamiz. Bunda P = —é,m = 5,n = 2 bo‘lganligi uchun,

- 1
=x>(1—x%)"2

integralda 1 — x? = t2 almashtirishni bajaramiz. Bunda
x? =1—t%x =V1—t2,dx = —=dt bo'lib,

e e R

t
=—f{_1— 2t2+t“]dt=—g+ 2?—t+c

1 5 2 3 1
=—§(1—x2]2 —|—§(1—5x:2)2— (1—-x%)z+c

bo‘ladi.
47.3-misol: Ushbu

J’ dx
xESJI +1
x

Yechish: m=-3,n=—-1,p= —% bo‘lganligi uchun, integralda

integralni toping.

1 +i = t almashtirishni bajaramiz. Bunda

L dx = ——"_dt bo‘lib
1] - {t5_1:]2 0o 1

d —5t*
f—xZJ’(tE_UE%'ﬁdt :—Sf(tE—l)t3dt

9 t-’-l:

= —SI(tE—tEJdt: —5—+ 51+c.

t
9
boladi. Bunda t = °[1 +i

2. Mustaqil yechish uchun misollar.
Binomial differensiallarni integrallash usulidan foydalanib, quyidagi

anigmas integrallarni hisoblang.
\/1+§/_

X4

471 [Jxtdx. 47.2. [x¥@exe)ax. 47.3.
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xdx x5dx dx
474, f\/Fx—z 47.5. fm 47.6. fﬁ
dx dx 3
477, [———_. 47.8. . 47.9. [ V3x — x3dx.
J-x(l+‘°\’/§)2 fx35/1+§ J

dx
47.10. fﬁ
3. O¢z-o¢zini tekshirish savollari.

1. xm(a+bx”)de ( a,b -haqgigiy sonlar, m,n,p— lar esa ratsional sonlar)
ko‘rinishdagi ifodalarni ratsionallashtirishda nechta hol bo‘lishi mumkin.
2. P butun son bo‘lganda (47.1) integral ostidagi ifoda ganday

almashtirish bilan ratsionallashtiriladi.
3. m+1

n
almashtirish yordamida ratsionallashtiriladi.
4. m+1

n
almashtirish yordamida ratsionallashtiriladi.

butun son bo‘lganda (47.1) integral ostidagi ifoda ganday

+P butun son bo‘lganda (47.1) integral ostidagi ifoda ganday

48-§. Trigonometrik funksiyalarni integrallash
Reja:

1.R(sinx, cosx) ko‘rinishdagi trigonometrik ifodalarni integrallash.
2.sin™xcos"x (m € Z,n € Z) ko‘rinishdagi ifodalarni integrallash.
3. Mustaqil yechish uchun misollar.
4. O*z-o‘zini tekshirish savollari.

1. R(sinx, cosx) ko‘rinishdagi trigonometrik ifodalarni integrallash.

R orqgali rasional funksiyani belgilaymiz. R(sinx,cosx) — sinx va COSX
larning rasional funksiyasi. Bu ko‘rinishdagi ifodalar

t:tgg (—7z<x<7z) (48.1)

universial almashtirish natijasida t ga nisbatan rasional funksiyaning integralini
hisoblashga keltiriladi. Hagigatdan ham, quyidagi

X
2tg —

Sinx = 2_ - 2t2
X

1-tg? = B

Cosx = 2 _1 t2

X = 2arctgt, dXZit2

1+t
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munosabatlardan foydalansak, u holda R(sinx,cosx) ifodaning integrali

IR(Sinx,coSX)aX:IR( 2t sz )

1+t 14+t% )14t
ko‘rinishga keladi. Bunda R 2 1-t) 2 funksiya t o‘zgaruvchinin
g ' 1+t2'1+t% )1+t2 y g g

ratsional funksiyasi va ratsional funksiyaning integralini hisoblasak R(sinx,cosx)
ifodaning integralini topgan bo‘lamiz.
. dx . .
48.1-misol. f@ integralni hisoblang.
1+tg2§)dx

2
2tgs

Yechish. Bu integralni f;;x = f( ko‘rinishda yozib olamiz va

t:tgg (—7r<x<7r)

almashtirishni go‘llaymiz. U holda dx ni topish uchun t = tggtenglikning ikki
tomonini differensiallaymiz:

!

1
dt = d(tgg) = (tgg) dx =E-C052§dx.

2 2
dt =

1+tg22 1+t2

Bu yerdan dx = 2cos? %dt = dt tenglikka ega bo‘lamiz.

Shunday qilib, berilgan integralni quyidagicha hisoblaymiz:
dx 1+t 2

i . dt =

sinx 2t 1+ t2

R(sinx,cosx) ifodaning integrali quyidagi almashtirishlar yordamida ham
hisoblanishi mumkin:

a) Agar R(—sinx, cosx) = —R(sinx, cosx) bo‘lsa, u holda t = cosx, x €
(0; ) almashtirish olinadi.

b) Agar R(sinx,—cosx) = —R(sinx,cosx) bo‘lsa, u holda t =

1 X
j?dt=lnt+C=ln|tg§|+C.

sinx, x € (—g ; g) almashtirish olinadi.

c) Agar R(—sinx, —cosx) = R(sinx, cosx) bo‘lsa, u holda t = tgx,x €

(=%;%) almashtirish olinadi
48.2-misol. [ sin®x cos*xdx integralni hisoblang.
Yechish. Bunda
R(sinx, cosx) = sin®x - cos*x, R(—sinx,cosx) = —R(sinx, cosx)
bo‘lganligi uchun t=cosx almashtirishni bajaramiz. U holda quyidagini hosil
gilamiz:
[ sin®x cos*xdx = — [(1 — cos?x)*cos*xd(cosx) = — [(1 — t?)?t*dt =

5
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5 7 9
j(t4 2t6+t8)dt——t—+i—t—+c
5 7 9

cos®x 2cos’x cos’x

5 "7 9
2. sin™xcos™x (m € Z,n € Z) ko‘rinishdagi ifodalarni integrallash.
Bu xildagi ifodalarni integrallashda quyidagi qoidalardan foydalanamiz:
a) Agar m+n juft son bo‘lsa, t=tgx yoki t=cosx almashtirish olinadi;
b) Agar m-+n tog son bo‘lsa, t=sinx yoki t=cosx almashtirish olinadi.
48.3-misol. [ sin~'x cos 3xdx integralni hisoblang.

Yechish. Bunda m+n=-4. Berilgan integralni quyidagicha yozamiz:
dx sinx d(cosx) d(tgx)
J o= osndx+J =—J +[=—=

Sinxcos-x cos3x sinxcosx - COS3X tgx )
Endi birinchi integralda t=cosx, ikkinchi mtegralda t=tgx almashtirish olsak,

J.SlTlXCOS 3x f

3. Mustagil yechish uchun mlsollar.
Trigonometrik funksiyalarni integrallash usulidan foydalanib, quyidagi
anigmas integralni hisoblang.

+ln|tgx| +C.

481, [SUX gy 482 [ Fgx. 483, [M*g

o 15 | s

cos* X4 dx sh? X d

dx .
484.[ 48.5 -[cosx 186 f
48.7. [tgxdx.  488. [ctg*xdx. 489 | Z?ns :
sm X dx

48.10. .[ x 48.11. f25mx+3cosx+3 48.12. fcos4x51nx

4. O‘z-o¢zini tekshirish savollari.

1. Ushbu IR(SinX,COSX)dX ko‘rinishdagi integral ostidagi funksiya
umumiy holda qanday almashtirish orgali ratsionallashtiriladi, bunda
R(sinx,cosx)- sinx va cosx larning ratsional funksiyasi.

2. R(—sinx,cosx) =—R(sinx,cosx) bo‘lganda, ganday almashtirish

orqgali integral ostidagi ifoda ratsionallashtiriladi.
3. R(sinx,—cosx) =—R(sinx,cosx) bo‘lganda, ganday almashtirish

orgali integral ostidagi ifoda ratsionallashtiriladi.
4. R(=sinx,—cosx) = R(sinx,cosx) bo‘lganda, ganday almashtirish

orgali integral ostidagi ifoda ratsionallashadi.
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V11 bobni takrorlash uchun test savollari

Anigmas integralni toping: [ xVx — 5dx.
a) %«/(X-S 5 +%/(x-5)3 +C b) g\/(x-5)3 +2\/(x-5)5 +C
0) %JE +2\/(x-5)3 +C d) /(x-5)° +/(x-5)* +C

dx
1+eX’

a) Xx—In(l+e*)+C b) x* —In(l+e*)+C
c) Xx+In(Ll+e*)+C d) x+Inl—e*)+C
Anigmas integralni toping: [ 2xvx? + 1dx.

a) %«/(XZ +1)°+C b) %\/(x2 +1)°+C
c)g\/(x2+1)3+c d) %xlx2+1+c

sinx

Anigmas integralni toping: [

Anigmas integralni toping: fmdx.
a) Jcosx +C b) —2+/cosx +C
c) 24/cosx +C d) —2vsinx +C
) i . . x%+1
Anigmas integralni toping: f—mdx
a) %\3/x3+ 3x+1+C b) %/(x3+ 3+ 1)°+C
c)%%/(x% 3+ 1)*+C d)%%/(x% 3+ 1)°+C

Anigmas integralni toping: fxzsx/x3 + 2dx.

a) %?/(x3 +2)+C b) %?/(X3 +2)°+C
c) %ﬂ(x"“ +2)+C d) %ﬂ(x"“ +2°+C

sinx
—dx.
coS?x

Anigmas integralni toping: [

1 1
a) +C b)- 1 +C ¢ ——+C d)- —+C
COSX COSX COS” X COS” X
2
Anigmas integralni toping: fx:+1 dx.
a) 1In‘x3+1‘+C b) EIn‘x3+1‘+C
3 6

269



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

c) %In‘x% 1‘+C

Anigmas integralni toping: fx‘;%

d) %In‘x6+ 1‘+C

a) In‘lnx‘+C b) %|n‘x|nx‘+c C) In‘lnx2‘+c d) %In‘x‘+c

Anigmas integralni toping: [ Inxdx.

a) X Inx- 2x
Anigmas integralni toping: [

b) x*Inx - x°

Intgx
sinxcosx

a) - EIn tgx + C b)—In tgx + C ¢) =

Anigmas integralni toping: [

a) -|n(3+eX)+c b)

c) - In(3- e'x)+ C

In(3+e ) +C

Anigmas integralni toping: f\/T

a) ya+x2

c) N ES'S (xz- 2

Anigmas integralni toping: f

24x3 )+ c

b)m(x +2)

c) xInx+x d)xInx- x

In tgx + C d) —In Jtox + C

— .- ax.
x(3+e"‘)

d) - In(3+e'x)+ C

+C

X
) A+ x? (x2 2)
24x3
x3dx

Vxt4a’

a) - %xZ\/x4+ 4 - In(x2+ VX' + 4+C)
b) 1xz»\/x4 + 4+ In(x2 + X'+ 4+ C)

c)2

a) arctgx + 1. i+C

d)

X 3x3

c) arctgx - l+ i+C

x 3

6+x4-

- 1xz»\/x4 + 4+ In(x2 + X'+ 4+ C)
Anigmas integralni toping: |

b) arctgx - 1. i+C
X

3x3

d) arctgx + 1+ i+C

x 33

Fagat to‘qri formulalar yozilgan javobni belgilang:

1)d| f(x)

x)dx = f(x)ix, 2)d [ f(

dx—f
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

a+l

X XAy _ A X
1+C, 8) J'a dx=a*-lna+c,

5) Idx=x+c, 6) jx“dx:ax“‘1+c, 7) '[x“dx:

a+

9) Iaxdx=$—a+c, 10) jd—;:In|x|+c, 11) Ilnxdx=§+c,

12) judv:u-v—jvdu, 13) Iudv:uv+jvdu
a) 1,3,45,7910,12 b) 1,3,45711,13 c) 2,6,811,13 d) 3,4,9,13.

| 2X+3 iy integralni hisoblang.

3X+2
a)3x—5lnx—2 b)gx—§lnx+g C)§x+glnx+E d)gx+§lnx+E
2" 9 9 2" 5 3 379 3
dx 3
ax’ +bx+c integral uchun gaysi javob to‘g’ri:
(D=b*-4ac, a=0)
1) D>0 bo‘lsa logarifmik funksiya
2) D>0 bo‘lsa rasional funksiya
3) D<0, a<0 bo‘lsa logarifmik funksiya
4) D<0, a>0 bo‘lsa arctg funksiyasi
5) D<0 bo‘lsa, anigmas integral mavjud emas.
a)1,2,3,4 b) 2,345 ¢)1,2,35 d) 1,2,4

xdx
I(x—2Xx+3):7

X—2
)  Inlxc — 2/2|x + 3| b) arctg ==

c) In|x=2]-|x+3| d)%ln|x—2|2-|x+3|3

. . . . x2+3
Anigmas integralni topmg:fxz_ldx
a) Inx- arctgx+C b) Inx + arctgx + C

Xx-1

Xx-1 +C
Xx+1

x+1

C) 21n +C d) x + 2In

Anigmas integralni toping: [ —— dx

x2+1
a) X +arctgx + C b) x- arctgx + C
c) x- arcsinx +C d) X + arcctgx + C
Anigmas integralni toping: fl—closx
a)-ctg§+C b) 2ctg%+C C) -tg%+C d) -20tg§+C
Anigmas integralni toping: fx4x+4 dx
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24,

25.

26.

217,

28.

1 x? 1 x? 1 X
a) Zarctg—+C D) ZarctgZ—+Cc C) zarctg=+ C d) 2arct
29795 24195 8 93 J

Anigmas integralni toping: fx\/%dx

a) —arcsingll +C b) arcsin ‘_1‘ +C
X

c) —2arcsinl71| +C d) arcsin lic
X

1

Anigmas integralni toping: | N dx

a) 2arcsinvx + C b) arcsinVx + C
c) 2arccos/x + C d) —2arcsinVx + C

Fagat noto“qri formula yozilgan javobni belgilang.

a)d [ f(x)dx = f(x) b) [0-dx=cC

a+l

gy — X dx _
C)jx dx—a+1+c d)IX_In|x|+c
f—\/ﬁ (a # 0, D =b?*—4ac) bo‘lsa, to’g’ri javobni belgilang:

a) D=>0 bo‘lsa, logarifmik funksiya
b) a<0 bo‘lsa, arksinus funksiya

c) a>0 bo‘lsa, logarifmik funksiya
d) D=0 bo‘lsa, logarifmik funksiya

fL (a # 0, D = b%? — 4ac) integral uchun gaysi javob to‘g’ri:

ax?+bx+c

a) D>0 bo‘lsa, logarifmik funksiya

b) D>0 bo‘lsa, rasional funksiya

¢) D<0, a<0 bo‘lsa, logarifmik funksiya
d) D<0, a>0 bo‘lsa, arctg funksiyasi

Inx 2
x

29. Anigmas integralnitoping:f( ) dx

a) —i(lnzx +2lnx +2) b) i(lnzx + 2lnx + 2)

c) 2x(lnx — 1) d) 2x(lnx + 1)

30. Anigmas integralni toping: [ xcosx dx

a) xsinx + cosx b) xsinx — cosx
C) 2xsinx + cosx d) 2xsinx — cosx
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Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari
9-§.
9.6. 252. 9.7.C&, - 7° - 13°. 9.9. 100102,
9.10.a) 2" 1-n. b) 2" 1-(n + 2).
16-§.
18k

16.7. x=2n+LneZ. Xx=— - kez. 16.8. x=kr,keZ.

169.x=7+2mnez. x=keZ. 16.10 X:SZ—Z,S;tZSm,meZ.
17-§.
17.1. 1)-1. 2) (—v5; -2]U[2;¥5). 3) 0;1. 4)[0;v2) 5)2;3. 6) [0;1).
2 1 1
7) [5;1) 8) [Z, E]' neN, n=2.

20-8.
208. 1. 1. 2. 15 3. 04 4. 0.5 0,75 6.2. 7.0.8. 0. 9. 0.
10. —8. 11. —. 12.0. 209. 1. 0.2 025 3.— 4.05 5. -
12 18 3
20.10. 1. § 2. % 3. i 4. a>1da1;a=1da05- 1<a<
1da0; a £ 1 dalimit mavjud emas. 5. 0. 6. 0. 7. § 8. E 9. %
10.0,5. 11. § 12. g 13. 3. 14. 2.
21-8.
21.2. 1.e%. 2. e7 1 3.e72%2 4.e.5.¢7>° 6.0.7.1.8.¢798 9, 0.
10. e 2.
24-8.
30
241. 1.1. 2.2 3. % 4.6. 5.10. 6.2nm(n —m). 7.575. 8. (5) .
3 2 2 2
n(n+1) 10
o.n 2z .10 —% 11.-1 121 13 1 14. L 15. (3) 16, ML)
2 2 3 2 2
17. 2— 18.2. 19, ”("2 D gn-2. 9. "(”“) 210 22.x + 5 23,07 +
ax + —2
3
1
24.2.1.1.273—4 25F6—E7m8-9—1o;
11.-2.12. 2 13. 2 14. 3 15.42 16.Z 17.-1 18 2_E 19 24 E
4 27 2 27 36 2 m n m n
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26-§.
a

26.1. 20. 26.2. 1,5. 26.3. 4. 26.4. - 26.5. g. 26.6. cosa. 26.7. 0,5sin2a.

26.8.2. 269 -6. 26.10. 28 26.11.1 26.12.% 26.13.——~_ 26.14. 25.
8 Ins 6 3 205
m -—-n

26.15.0.. 26.17. 1. 26.18. —— 26.19. e9*. 26.20. e6. 26.21.e72.
26.22. 0,25.

27-§.
27.2. 1.a=2. 2.a=4. 3.a=12. 4.a=1. 5.a=0. 6.a = .
27.3. 1. x = £2 — ikkinchi tur uzilish nugtalari. 2. x = 0,x = 1 — birinchi tur
uzilish nugtalari. 3. x = +2 — ikkinchi tur uzilish nuqgtalari. 4. x = 0 — ikkinchi
tur uzilish nugtasi. 5. x = 2, x = 1 — ikkinchi tur uzilish nugtalari.
6. x = 0,x = 1 — yo’qotilishi mumkin bo’lgan uzilish nuqtalari.
7. x = 0 — ikkinchi tur uzilish nugtasi. 8. x = 0,x = 1 — ikkinchi tur uzilish
nugtalari. 9. x = 0 — yo’qotilishi mumkin bo’lgan uzilish nuqtasi; x = wk (k €
Z,k # 0) lar ikkinchi tur uzilish nugtalari. 10. x = 0 — ikkinchi tur uzilish
nugtasi.

31-§.
31.2. Ha. 31.3. Yo’q. 31.4. 1. Tekis uzluksiz. 2. Tekis uzluksiz. 3. Tekis
uzluksiz emas. 4. Tekis uzluksiz emas. 5. Tekis uzluksiz emas. 6. Tekis
uzluksiz emas. 7. Tekis uzluksiz. 8. Tekis uzluksiz. 9. Tekis uzluksiz.
10. Tekis uzluksiz.

34-§.
34.1. 4;0. 34.2. a) 2(x + 1)?(7x* — 51x + 92). b) 40x(2x — 3)*1.
¢) —12x~* — 20x 75, d) U0 gy 2XE S LEE o,

(1+x)° 1—x6 \ 1—x3

1+2Vx+4x x+/x
8V x Vx| x+/ x+x

(x > 0). g) —9x%cos?x3sinx3.

f)

—1,5\/ctgx 2 1 1
sin?x n) xlnx’ 0) 2(1+Vx+1) P) sinx

x —2kn<m k€Z). q)1+x*(1+ Inx)+ x*x*" G + Inx + lnzx).

e) -sin2xcos(cos2x). m) (0 <

r) (sinx)¢°**cos2x.
343. 1. 1—12 2.-9000. 3.2. 4.2. 5 a®—ab —ac + bc. 6. ﬁ 7. ab(a +

2(m+2)
w2
1 '

X 1
344, 1.x, =—. 2.x,, = . 3.x, = .4 xl =
y x+1 y 1-x+y Y 1 Y

b +2). 8-1985! 9.0. 10. —

, x3 ]
S5.x; = 23 (i=1,2).
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34.5. 1. (sinx)**oS*(ctg?x — Insinx) — (cosx) T$"*(tg?x — Incosx), (0 <
. . 2_ .
o2k <, kez), 2 EUMCONI D g oy 4 L

dx dx dx sgna I
34.6. 1. PERY . \/ﬁ' 3. m 4, T 34.7. a) Ve = 1,

(0<x<1). b)y = —thgt O<|tl<m). c)y, = ctg% (t # 2km, k €
Z). d) y, =sgnt (0 < |t] < +o0).

35-§.
5% 1 5 197!1(399—x)
35.1. 1.360. 2. e 3.0. 4.-0,5. 5. —1—68 . b. 2100 (1) 1OV’ (x <1).
arcsinx+xvV1-x2 x 42 12

35.2. 1. 3.—x" 5. 4. x2(60Inx + 47).

(x2-1)V1-x2 ° 2. = (x2+1)V1+x2 125
5 20 (—xzsian + 50xcos2x + %Zssian). 6. e*Y10,(—1) A11+°1,
10 - 9 e (k—10), Ay =1. 7.-28sin2x—2'8sindx + 2830sin6x.

P
Ajo =

8. —; (%—@+ )Sm2x + (@_ﬂ+@+ 321nx) COS2X.
20 ,2x (=)™ tnly" ! (ad-By)
9.22%2%(x2 4+ 20x + 95). 10. Grro)T
35.3.1. — \/_dx (x > 0). 2. —1024(xcos2x + 5sin2x)dx*°.
3. e (lnx +———+ = )dx . 4. 8sinxshxdx®. 5. e (x +n2x" 1+
n?(n—-1)>? (-D™n!

x"‘1+---+n')d i T (lnx— ol )dx (x > 0).
37-§.

3711 Tpooz=xF +0(x™. 2. YR, (—DF

2!

1 k=3)!!
2Kkk!
2k 4

Kk
3. Z;ﬁ:o(—l)k X +o(x™). 4 In5- Z’,}ﬂ%(g) x® + o(x™).

x4+ o(x™).

n n 3oyn 1(1 DN g
5. K= 0 " (k+10)x + o(x™). 6. ln2+2k=1k(2k+ v )x +

o(x™. 7. x+ 5x2+5x3 + o(x™).

372. 1. =~ 2. - 3L 4 -2 5 -1 6
24 2 2 15
37.3. 1.14 2x + 2x?=2x* 4+ o(x*); —48. 2.1+ 60x + 1950x2 + o(x?).
3.a+——x— (72“—21)_1x2 +o(x?). 4.1+2x+ x2—3x3—5x4—ix +
ma™m 2m4qcm 3 15
o(x).
38-§.

2
381. 1.1 2% 33a & g 5.1. 6. 1. 7. —1. 8. (3)

9. lIna—1. 10. 2. 11. 1. 12. 1.
39-8§.

39.1. 1. (—o0; —1) U (1; +0) oraligda kamayadi, (—1; 1) oraligda o’sadi.
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2. (100; +0) oraligda kamayadi, (0;100) oraligda o’sadi. 3. Funksiya
o’suvchi. 4. (—o0;—1)U (0;1) oraligda kamayadi, (—1;0) U (1;+40)
oraligda o’sadi. 5. (n;+) oraliqda kamayadi, (0; n) oraligda o’sadi.

6. (—o0; —1) U (1; +0) oraligda o’sadi, (—1; 1) oraliqgda kamayadi.

8. Funksiya o’suvchi.

39.2. 1. (-Z+2mk;Z+2mk), (k €2) oraligda o'sadi, (5 + 2mk; > +
. . 1 11

an), (k € Z) oraligda kamayadi. 2. (—oo; _E) U (?; 2) U (2;+x)
oraligda o’sadi, (—%;%) oraligda kamayadi. 3. (—OO; 32—(1) oraligda o’sadi,
(%a; +00) oraligda kamayadi. 4. (—oo; —%) U (—%; +oo) U (2;) oraligda
o’sadi. 5. (—o;0) oraligda o’sadi, (0; +o0) oraligda kamayadi.

5 ) s 5 . i
6. (g,?n) oraligda o’sadi, (O;%) U (?n, 27‘[) oraligda kamayadi.
7. (—00; —\/§) U (\/§, +00) oraligda o’sadi, (—\/§; —1) ul-1;1)u (1; \/§)
oraligda kamayadi. 8. (—o0; —50) U (—50;0) U (0; 25) oraligda o’sadi,
(25; +0) oraligda kamayadi.

40-§.

40.1. x = 0,25 maksimum nugtasi, y = 2,25 maksimumi. 40.2. Ekstremumi
yo’q. 40.3. -3 va 2 minimum nugtalari, -40,25 va -9 minimumlari, 0
maksimum nugtasi, 7 maksimumi. 40.4. x = ++/2 maksimum nugtalari, y =
4e~? maksimumi, x = 0 minimum nuqtasi, y = 0 minimumi. 40.5. x =

—+2mk, k € Z lar minimum nugtalari, y = —%g minimumi, x = = +

2k, k € Z lar maksimum nugtalari, y = ¥ maksimumi. 40.6. x =0

.. . .. . . . 256
minimum nugtasi, y = 0 minimumi, x = —4 maksimum nugtasi, y = ——

maksimumi. 40.7. x = 2k, x = g + 2mk, k € Z lar maksimum nuqtalari,

y =1 maksimumi, x = %” + 2mk, k € Z lar maksimum nugtalari, y = —g

maksimumi, x = + 2k vax = 37” + 2nk, k € Z lar minimum nugqtalari,

y =—1 minimumi, x = % + 2mk, k € Z lar minimum nuqtalari, y = g

minimumi. 40.8. x = 1 minimum nugtasi, y = In2 —g minimumi.

40.9. 12; -4. 40.10. y = 5 — 2+/5; —1. 40.11. g— 1;1— g

3v3
2

40.12. :—1. 40.13. e — 2; 2 — 2In2.
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42-§.
42.1. (— o~ —) orallqda yugoriga gavariq, ( %) V) G +00) oraliqda
pastga qavariqg, x = + E eglllsh nugtalari. 42.2. (—oo; 0) oraliqda yugoriga

gavarig, (0; +0) oraligda pastga gavarig, x = 0 egilish nugtasi.
42.3. (2mk; ™ + 2mk) oraliglarda yugoriga gavariq, (m + 2mk; 2w + 2mk)

oraliglarda pastga gavariq, x = wk, k € Z egilish nugtalari. 42.4. (—oo; %)

oraligda yuqoriga gavariq, G +oo) oraliqda pastga gavariq, x = % egilish
nuqgtasi. 42.5. Pastga qavariq. 42.6. (—oo; 1) oraliqda yuqoriga gavarig,
(1; +o0) oraligda pastga gavariq, x = 1 egilish nuqtasi 42.7. x = +1.
42.8.x = 2,x = 4. 42.9.x = e8/3. 42.10. x—e
43-§.
431, 27x —9x% +2x5 —-x7 + (. 43.2. =2

Ve

825 3 — 125x* + 30x° ——x +

1y7+C. 433 %x6 15x +9x +C. 434 x—3x2+2 x ——x +C.

43.5.x—§—zzn|x|+c.43.6. aln|x|—“7—2‘1?+c. 43.7.—x\/x_—3\/x_+

15 22 4
C. 43.8. 1ixﬁ+22—12xﬁ+1,25x5+c. 439, — (142 x——x 41 ~x )+

w1433

C. 43.10. 4("}7)+ €. 4311 2x - 29275 + 230x7 + C.
43.12. In|x| — m+ C. 43.13. x —arctgx + C. 43.14. —x+- ln E +C.

43.15. x + 2In |i—:| +C.
44-§.
4
441, —1—x24+C. 442 1(1 +x3):+C. 443 —%(32 +8x 4

3x2)W2Z —x + C. 44.4. Fl (C’J‘i" +sh*x + ch4x) +C.

44.5. 0,25(arccosx)™* + C. 44.6. E \/(x +3x +1)° + C.

3 5
4.7.0,25%/(1 + 3sinx)* + C. 44.8. — 6155;‘ (2 —5x3)s + C.

449.0,755/(1 + Inx)* + C. 4410. Agar x+a>0,x+b>0 bolsa,
2ln(\/x+a+\/x+b)+C; Agar x+a<0,x+b<0 bo’lsa,
—2ln(vV=x —a+V—x—b) +C; 44.11. xsinx + cosx + C.

44.12. %len?;x —0,25x%+C. 44.13. —(x + e ™* + C.

n+1

1(lnx—;)+C

4414, (x
In3

) +C. 4415,
In3
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14x2

44.16. e +C.

44.19. xz (ln X — —lnx n ) +C. 44.20. xarcsinx + VI —x2 + C.

cosxsm" Ix n-1 sinx.cos™1x n-1
4421. I, = — - + - 1, 44.22. I, = - + - Lo,
sinx -2 x XIn"x n
44.23. In (—1)cos" 1x n—1.1"‘2 44.24. I a+1  a+1 L
45-§.
4
45.1. % +C. 452 Inlx—2|+Inlx + 5|+ C. 453, x% -

20 + Zlnlx + 2| + < Infx — 1] —g—éln|x+ 1+C. 454 x+-inlx| -

2lnlx - 2| +§ln|x —
2 3

n|[=*|+c.456. —Zinjx +

1] +%ln|x2 —x+ 1] +\/?§arctg (x —%) + C. 45.7. In|x — 3| —Earctg—+ C.

1. lx=1l 1 1 x2+2x+1 1 \/_
458. 2In|—| - Zarctgx + C. 459. —=in xz_ﬁx+1| + =

45.10. —— — arctg(x —2) +C.
46-§.
46.1. >Vx? +3Vx + 6arctg¥x +3In(1 + Vx) + C. 46.2. 4Vx+6%/x +

24" /x + 24ln|}fx - 1| + €. 463.25/@x—3)7 +C. 464, 6(;Vx-
“3x+ $x = n|¥x + 1]) + C. 465, f“/" +C.

46.6. —2t—ln| |+C t= |22,

X

46.7. 23/? + C. 46.8. (1—§)V1—x2—arcsinx+C.

3 xVx+1 3 48/x-1
46.9. =In arct + C. 46.10. 6t — 3t? +
4 (1+6\/§)2(1—6\/§+23x/5)2 2V7 977
1,5¢* + §t5 - §t7 +3In(1 + t2) — 6arctgt + C, t = Yx + 1.
— A/1— _ 4
46.11. In |Z—1| — 2arctgz +C, z = M 46.12. + lln Z _ 4
7 x 2(2z +1) [2z+1]3
C, z=x+V1+x+x2. 46.13. —2arctgl+x+f1+xxz+c.
46.14. Z(3-2t- —) bC, ¢ = X 46.15. {i[(z— 1%+
27 \¢ x—2 8 13

C-D3+[E-1D%+(z-1)" ]+[(Z—1)+(Z—1)_1]}+%ln|2—1|+
C,z=x+Vx2—-2x+2.
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5
46.16. o 6(Z+1)2 +32 lnlz —1] ——lnlz —2| - —lnlz +1]+

Vx2+3x+2

x+1

C, z=
47-§.

47.1. gx/(x + x2)3 — 1+82x\/x + x2 + éln(\/} +V1+x)+C.

47.2. 3arctg¥fx +C. 47.3.2(1+ Yx)* + C. 47.4. 0,625 — 223 + 3z +

C, z=V1+Va% 415, —z+272° =2+ C, z=VI+ 2,

3 2 317
47620~ Larctg 22 4 ¢, 2= 477, 3 (|
3 3 3
Vita® +1> jgaTCtQZN/lj_Z-}-x——l |1_\/1+x _\/l;-x s
2
47.8. 1,252* =222+ C, z="[1+2. 479, S L
? x 2(3 1) 4 z2-z+1
\/;arctng/;+6, = 23X 47.10. — ——arctgz+C zZ =
ez
—
48-§.

48.1. —33/cosx + %coszxi/cosx + C. 48.2. —sinx — ﬁ +C
48.3. —sinx + In |tg (g + §)| + C. 48.4. —ctgx — 0,5sinxcosx — 1,5x + C.

sinx

48.5.

+ gtgx + C.48.6. shx — arctg(shx) + C. 48.7. %tgzx +

cos3x

3cos3x

In|cosx| + C. 48.8. ctgx — gctg3x +x+C. 48.09. —gcosx —

2sin?x
iin |tg f| + €. 48.10. =sin3x — sinx + In |tg (E + £)| + C.
2 2 3 4 2
1
cosx  3cos?x

48.11. In|2tgZ+3| + C. 48.12. +In|tg3| +C.
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I-VII boblarda keltirilgan testlarning javoblari

| bobda keltirilgan testlarning javoblari

Il bobda keltirilgan testlarning javoblari

I11 bobda keltirilgan testlarning javoblari

IV bobda keltirilgan testlarning javoblari
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V bobda keltirilgan testlarning javoblari

VI bobda keltirilgan testlarning javoblari

V11 bobda keltirilgan testlarning javoblari
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