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Bu darslik universitetlarning matematika, mexanika, tadbiqiy 

matematika va informatika yo’nalishlari uchun mo’ljallangan bo’lib, 

amaldagi yangi bakalavrlar dasturi asosida yozilgan. Darslik to’rtta 

qismdan iborat bo’lib, unda umumiy topologiya elementlari, chiziqlar va 

sirtlar nazariyasi, tenzor analiz elementlari yoritilgan. Darslikdan 

magistr, aspirantlar va oliy o’quv yurtlari o’qituvchilari ham 

foydalanishlari nazarda tutilgan. 
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Ikkinchi nashrga so’z boshi 

 

 

 

 

 

 

S O’ Z   B O SH I 

 

Bu darslik bakalavrlar uchun tasdiqlangan o’quv rejasi asosida yozilgan 

bo’lib, matematika, amaliy matematika va mexanika yo’nalishlari uchun 

mo’ljallangan. Albatta, darslikni yozishda undan magistrlar va aspirantlar 

foydalanishi ham nazarda tutilgan. Darslik to’rtta bobdan iborat bo’lib, 

birinchi bob umumiy topologiya elementlariga bag’ishlangan. Ikkinchi, 

uchinchi boblarda chiziqlar va sirtlar nazariyasi o’rganiladi. Mexanika 

yo’nalishi rejasida tenzor hisobni o’rganish nazarda tutilganligini hisobga olib 

to’rtinchi bobda tenzor analiz elementlari yoritilgan. Differensial geometriya 

kursi bo’yicha o’zbek tilidagi birinchi darslikni M.A. Sobirov va A.Yo. 

Yusupov birgalikda yozishgan va 1956 yili chop ettirishgan edi. Bu birinchi 

darslik hajmi jihatdan juda katta bo’lib, chiziqlar va sirtlar nazariyasi bo’yicha 

juda ko’p ma’lumotlarni o’z ichiga olgan. Undan hozir ham talabalar 

foydalanib kelishmoqda. Lekin keyingi vaqtda o’quv rejasining o’zgarishi, 

differensial geometriya fanining tez rivojlanishi hamda mustaqil 

respublikamizda ta’lim sohasidagi qator qonunlarning qabul qilinishi ko’pgina 

fanlardan, shu jumladan, differensial geometriyadan ham yangi darslik 

yozilishini taqozo qilmoqda. 

Bu darslik muallifning O’zbekiston Milliy Universiteti mexanika-

matematika fakul’tetida o’qigan ma’ruzalari asosida yozildi. Albatta darslikda 

muallifning differensial geometriya kursini o’qitishga bo’lgan o’z nuqtai nazari 

ifoda etilgan. Darslik qo’lyozmasini o’qib, o’z fikr-mulohazalarini bildirgan 

professorlar, T.To’laganov, N.G’anixo’jaevlar va dotsent O’.Ilxomovga o’z 

minnatdorchiligimni bildiraman. 
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K i r i sh 

 

Differensial geometriya kursida uch o’lchamli fazodagi chiziqlar va 

sirtlar matematik analiz yordamida o’rganiladi. Ma’lumki, analitik geometriya 

kursida chiziqlar va sirtlarni o’rganish ularning tenglamalarini tekshirish 

yordamida amalga oshiriladi. Shuning uchun algebraik metodlar analitik 

geometriya kursida asosiy rol’ o’ynaydi. Differensial geometriya kursida biz 

chiziq va sirtlarni tenglamalar yordamida emas, balki fazodagi ma’lum 

xossalarga ega bo’lgan figuralar sifatida aniqlaymiz va ularni matematik analiz 

yordamida o’rganish uchun differensialanuvchi funksiyalar yordamida 

parametrlaymiz. Geometriyada matematik analiz metodlarini tadbiq qilishga 

Peterburg fanlar akademiyasi a’zosi L.Eyler katta hissa qo’shdi. U chiziqni 

parametrlash, sirt nuqtasida bosh yo’nalishlar kabi muhim tushunchalarni 

kiritdi va juda ajoyib teoremalarni isbot qildi. Differentsial geometriyaning 

asosiy masalalari sistematik ravishda yoritilgan birinchi asarni Gaspar Monj 

yozdi. Uning «Cheksiz kichiklar analizining geometriyaga tadbiqi» nomli kitobi 

1795 yili chop etildi. G. Monjning shogirdlari D’yupen, Men’e ham sirtlar 

nazariyasiga katta hissa qushdilar. 

Geometriya fani XIX asrda juda tez rivojlandi. 1826 yili buyuk 

matematik N.I. Lobachevskiy Evklid geometriyasidan farqli geometriya mavjud 

ekanligini ko’rsatdi. Bu geometriyada geodezik uchburchak ichki burchaklari 

yig’indisi 180o dan kichikdir. 1827 yili Gauss sirtning to’liq egriligi uning ichki 

geometriyasiga tegishli ekanligini isbotladi. 1854 yili B.Riman Lobachevskiy 

geometriyasini ham o’z ichiga oluvchi yangi geometriyani asoslab berdi. Bu 

geometriya Riman geometriyasi deb ataladi. Riman geometriyasida geodezik 

uchburchaklar ichki burchaklar yig’indisi 180o dan katta ham, kichik ham 

bo’lishi mumkin. 

XX asrda differensial geometriyaning rivojlanishida chiziqlar va sirtlar 

o’rniga har xil differensial strukturalar kiritilgan silliq ko’pxilliklarni 

o’rganish tendensiyasi paydo bo’ldi va rivojlandi. Bu ob’ektlarni (silliq 
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ko’pxilliklarni) o’rganish qulayligi shundaki, ular chiziqlar va sirtlar kabi 

Evklid fazosining qism to’plamlari sifatida emas, balki differensial struktura 

kiritilgan abstrakt topologik fazolar sifatida aniqlanadi. Ko’pxilliklar 

nazariyasida chiziqlar va sirtlar mos ravishda bir o’lchamli va ikki o’lchamli 

ko’pxilliklarni tashkil etadi. Hozirgi Ιvaqtda ko’pxilliklar nazariyasi geo-

metriya kursining asosiy qismlardan biri bo’lib qoldi. 

 

Ι   BOB 

 

U M U M I Y    T O P O L O G I YA    E L E M E N T L A R I 

 

 Bu bob differensial geometriya kursini o’rganishda zarur bo’ladigan 

umumiy topologiyaning asosiy tushunchalariga bag’ishlangan. 

 

§ 1. Evklid fazosidagi topologiya 

 

Haqiqiy sonlar to’plamini 1R  bilan belgilaymiz va 1≥n  uchun elementlari 

n ta tartiblangan haqiqiy sonlar ketma-ketligidan iborat  

( ){ }niRxxxxR inn ,,2,1,:,,, 121  =∈=  

to’plamda ( )nxxxx ,,, 21 = va ( )nyyyy ,,, 21 =  nuqtalar orasidagi masofani 

( ) ( ) ( ) ( )2222211, nn xyxyxyyxd −++−+−=   

formula bilan aniqlaymiz. Bu kiritilgan 1: RRRd nn →×  funksiya quyidagi 

shartlarni qanoatlantiradi. 

1) musbat aniqlangan: ixtiyoriy nRyx ∈,  juftlik uchun 0),( ≥yxd  bo’lib, 

0),( =yxd  bo’lishi uchun yx =  munosabatning bajarilishi zarur va 

etarlidir. 

2) simmetrik funksiyadir: ixtiyoriy yx,  juftlik uchun ),(),( xydyxd =  

munosabatlar o’rinli. 

3) uchburchak tengsizligini qanoatlantiradi: ixtiyoriy zyx ,,  uchta nuqta 

uchun ),(),(),( yzdzxdyxd +≤  tengsizlik bajariladi. 
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Yuqorida ),( yxd  funksiyaning 1, 2-shartlarni qanoatlantirishi ravshan. Bu 

shartlarning uchinchisi sizga matematik analiz kursidan ma’lum bo’lgan 
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tengsizlikni isbotlab, undan yuqoridagi ( )∗  tengsizligni keltirib chiqaramiz. 

Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi vektor ko’rinishda ( ) 222
, baba


≤  yozish 

mumkin. Bu tengsizlikda ( ) b,a


- { }kaaaa ,...,, 21=


, { }kbbbb ,...,, 21=


 vektorlarning 

skalyar ko’paytmasi bo’lib, ( )aaa  ,2 = , ( )bbb


,2 =  belgilashlar qabul qilingan. 

Skalyar ko’paytmadan iborat bo’lgan va haqiqiy sonlar to’lamida aniqlangan 

( ) ( )2btatf


+=  funksiyani qaraylik. Bu funksiyaning aniqlanishiga ko’ra 

( ) 0≥tf  munosabat o’rinlidir. Bu tengsizlikni ( ) ( ) 0,2 222 ≥++= btbatatf


 

ko’rinishda yozsak, u kvadrat tengsizlikka aylanadi. Uning diskriminanti 

uchun  

 

( ) 0, 222
≤− baba


 

 tengsizlikni yoza olamiz. Endi Koshi-Bunyokovskiy tengsizligidan foydalanib,  
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tengsizlikni hosil qilamiz.Bu tengsizlikdan yuqoridagi ( )∗ tengsizligi kelib 

chiqadi. 
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Endi ( )∗  tengsizligdan foydalanib, d  funksiya uchun uchburchak tengsizligini 

isbotlaylik.Buning uchun ( )nxxxx ,,, 21 = , ( )nyyyy ,,, 21 = , ( )nzzzz ,,, 21 =  

nuqtalar uchun kkkkkk yzbzxa −=−= ,  belgilashlar kiritsak, ( )∗  tengsizligdan 

),(),(),( yzdzxdyxd +≤  tengsizlik kelib chiqadi. Kiritilgan d  funksiya bilan 

birgalikda nR  metrik fazo bo’ladi. 

Evklid fazoda berilgan x  nuqta va 0>r  soni uchun 

( ) { }ryxdRyxB n
r <∈= ),(:  

to’plam markazi x  nuqtada va radiusi r  ga teng ochiq shar deb,  

( ) { }ryxdRyxB n
r ≤∈= ),(:  

to’plam esa markazi x  nuqtada bo’lgan va radiusi r  ga teng yopiq shar deb 

ataladi. 

Sonlar o’qida, ya’ni 1R  da )(xrB  ochiq shar ),( rxrx +−  ochiq interval, 

yopiq )(xrB  shar esa ],[ rxrx +−  yopiq kesma bo’ladi. 

Endi ochiq shar yordamida nR  fazoda ochiq to’plam tushunchasini 

kiritamiz. Berilgan A  to’plam va unga tegishli a  nuqta uchun 0>r  soni 

mavjud bo’lib AarB ⊂)(  bo’lsa, a  nuqta A  to’plamning ichki nuqtasi deyiladi. 

Hamma nuqtalari ichki nuqtalar bo’lgan to’plam ochiq to’plam deb ataladi. 

Demak, har qanday ochiq shar ochiq to’plam bo’ladi, chunki )(arBx∈  bo’lsa, 

{ } 0),(),,(min >−= xadrxadrx  soni uchun )(aBB rrx
⊂ bo’ladi. Haqiqatan )(xBy

xr
∈  

bo’lsa, rxadrxadxrxadxydxadyad =−+≤+≤+≤ ),(),(),(),(),(),(  ya’ni 

,),( ryad <  demak )()( aBxB rrx
⊂  bo’ladi. Endi biz bo’sh to’plamni ∅  bilan 

belgilab, uni ixtiyoriy to’plam uchun qism to’plam hisoblaymiz, va uni  
nR  fazoning ochiq qism to’plami deb qabul qilamiz. Ana shunda ochiq qism 

to’plamlar uchun quyidagi teoremani isbotlay olamiz. 

Teorema1. Ochiq qism to’plamlar uchun quyidagilar o’rinlidir. 

1. Butun fazo, ya’ni nR  ochiq to’plamdir. 

2. Bo’sh to’plam ochiq to’plamdir. 

3. Chekli sondagi ochiq qism to’plamlarning kesishmasi (umumiy 

qismi) ochiq to’plamdir. 
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4. Har qanday ochiq to’plamlar oilasi uchun bu oiladagi ochiq 

to’plamlar yig’indisi ochiq to’plamdir. 

Isbot.

nRa∈

 Teoremaning ikkinchi tasdig’i isbot talab qilmaydi, chunki bo’sh 

to’plamni ochiq to’plam deb e’lon qilganmiz. Agar  bo’lsa, 

ixtiyoriy 0>r  soni uchun nRarB ⊂)(  munosabat har doim o’rinli, 

shuning uchun ham nR  fazo ochiq to’plamdir. 

Endi mAAA ,...,, 21  ochiq to’plamlar berilgan bo’lsa, 
m

i
iAA

1=

=  

to’plamning ochiq ekanligini ko’rsataylik. Agar =A ∅  bo’lsa, ikkinchi 

punktga ko’ra A  ochiq to’plam bo’ladi. Shuning uchun ∅≠A  deb 

faraz qilib, A  ga tegishli ixtiyoriy a  nuqtaning ichki nuqta ekanligini 

ko’rsataylik. Agar Aa∈  bo’lsa, unda iAa∈  munosabat barcha i  lar 

uchun bajariladi. Ќar bir iA  ochiq to’plam bo’lganligi uchun shunday 

0>ir  soni mavjudki, ir AaB
i

⊂)(  munosabat bajariladi. Bu chekli 

sondagi ir  sonlarining eng kichigini r  bilan belgilasak, 

iAa
ir

BarB ⊂⊂ )()(  munosabat bajariladi. Demak ,)( AaBr ⊂  va a  nuqta 

A  to’plamning ichki nuqtasidir. Endi teoremaning 4-punktini 

isbotlaylik. Ochiq to’plamlardan iborat { }αA oila berilgan bo’lsin. 


α

αAA =  yig’indining ochiq to’plam ekanligini ko’rsataylik. Buning 

uchun A  to’plamga tegishli ixtiyoriy a  nuqta olib, uning ichki nuqta 

ekanligini ko’rsatamiz. Yig’indiga tegishli a  nuqta yig’indida 

qatnashayotgan αA to’plamlarning kamida birortasiga tegishli bo’ladi. 

Faraz qilaylik 
0α

Aa∈  bo’lsin. 
0α

A  to’plam ochiq bo’lganligi uchun 

birorta 0>r  mavjud bo’lib, 
0

)( αAaBr ⊂  munosabat bajariladi. Demak 

AaBr ⊂)(  va A  to’plam uchun a  ichki nuqta bo’ladi. Bundan esa, A  

ning ochiq to’plam ekanligi kelib chiqadi.  

Endi ochiq to’plam tushunchasidan foydalanib, yopiq to’plam 

tushunchasini kiritamiz. Berilgan F  to’plamning to’ldiruvchisi  
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FRCF n \=  ochiq to’plam bo’lsa, F  yopiq to’plam deb ataladi. Birinchi 

teoremadan foydalanib, yopiq to’plamlar uchun quyidagi teoremani 

isbotlash mumkin. 

Teorema-2. Yopiq qism to’plamlar uchun quyidagilar o’rinlidir. 

1. Butun fazo, ya’ni nR  yopiq to’plamdir. 

2. Bo’sh to’plam yopiq to’plamdir. 

3. Har qanday yopiq qism to’plamlar oilasi uchun shu oiladagi 

to’plamlar kesishmasi yopiq to’plamdir. 

4. Chekli sondagi yopiq to’plamlarning yig’indisi yopiq to’plamdir 

Biz nR  fazoning ( ),,,, 21 nxxxx =  ( )nyyyy ,,, 21 =  elementlari uchun  

( ) ( )nnn xxxxyxyxyxyx λλλλ ,,,,,,, 211111  =+++=+  

 qoidalar bilan yangi xyx λ,+  elementlarni aniqlashimiz mumkin. Bu erda λ 

haqiqiy son. Bu kiritilgan amallarga nisbatan nR  chiziqli fazo bo’ladi. Bu holda 
nR  fazoni chiziqli fazo sifatida qarasak, uning elementini vektor deb ataymiz. 

Chiziqli fazo uchun belgilashni o’zgartirmaymiz, chunki har gal tekst 

mazmunidan nR  fazoning metrik fazo yoki chiziqli fazo ekanligi ko’rinib 

turadi. Metrik nR  fazo nuqtalarining har bir yx,  juftiga boshi x  nuqtada, oxiri 

esa y  nuqtada bo’lgan xy  vektorni mos qo’ysak, bu vektor chiziqli nR  

fazoning elementi bo’ladi. Chiziqli nR  fazoda skalyar ko’paytma kiritilgandan 

keyin metrik nR  fazoni Evklid fazosi deb ataymiz. Demak, nR  fazoni Evklid 

fazosi deganimizda, unda d  funksiya yordamida metrika kiritilib, unga tegishli 

nuqtalarning har bir juftiga mos qo’yilgan vektorlar fazosida skalyar 

qo’paytma kiritilgandir. 

Evklid fazosida  

,,...,2,1,
1

niaxay i
j

ij

n

j

i =+=∑
=

 

 

ko’rinishdagi almashtirishda { }ijа  matritsaning determinanti noldan farqli 

bo’lsa, u affin almashtirish deb ataladi. Bu erda  
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belgilashlarni hisobga olib affin almashtirishni axAy +=  ko’rinishda yozishimiz 

mumkin. Agar A  matritsa ortogonal matritsa bo’lsa, F  akslantirish harakat 

(ortogonal akslantirish) deb ataladi. Ma’lumki, A  ortogonal matritsa bo’lsa, 

yx,  vektorlar uchun 

),(),(
−−−−

= yxyAxA  

 

tenglik o’rinlidir, ya’ni harakatda skalyar ko’paytma saqlanadi. Haqiqatan, A  

ortogonal matritsa bo’lsa 

EAAT =  

 

munosabat o’rinli bo’ladi. Bu erda TA  transponirlangan matritsa, E  esa birlik 

matritsadir. Shuning uchun 

),(),(),(
−−−−−−

== yxyAAxyAxA T  

 

tenglikni hosil qilamiz. Demak ortogonal akslantirishda skalyr ko’paytma 

saqlanishini ko’rsatish uchun ),(),(
−−−−

= yAAxyAxA T   tenglikni isbotlash 

yetarlidir. Buning uchun nR  fazoda birorta ortonormal { }neee ,,, 21   bazisni 

tanlab, x  va yA   vektorlarni bazis elementlari orqali ifodalaymiz: 

nnexexexx +++= 2211  , nnezezezyAz +++== 2211 . 

Endi ),(
−−

yAxA  skalyar ko’paytmani 

nnnnnnnn

nn

nn

azxazxazx

azxazxazx
azxazxazxyAxA









+++
+
+++++

++++=
−−

2211

2222221212

1121211111),(
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ko’rinishda yozib,undagi nxxx ,,, 21  o’zgaruvchilarni guruhpalasak 

)(

)(
)(),(

2211

22221212

12121111

nnnnnn

nn

nn

azazazx

azazazx
azazazxyAxA

++++
+
+++++
++++=

−−









 

munosabatni hosil qilamiz. Bu ifodadan  

),(),( zAxyAxA T
−−−

=  

tenglik kelib chiaqdi.Demak bizga analitik geometriya kursidan ma’lumki 

harakat ikki nuqta orasidagi masofani saqlaydi. Agar 0det >A  bo’lsa, ma’lumki 

F  harakat fazoda orientatsiyani ham saqlaydi.Haqiqatan bizga ortogonal  A  

matritsa va birorta  { }neee ,,, 21   bazis berilgan bo’lsa, 0det >A  bo'lganligi 

uchun { }neAeAeA ,,, 21   bazis berilgan { }neee ,,, 21   bazis bilan bir xil 

orientatsiyani aniqlaydi. 
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§ 2.Òopologik fazolar 

 

 Birorta Õ to’plam va uning ba’zi qism to’plamlaridan iborat }{ ατ G=  oila 

berilgan bo’lsin. Bu oila chekli sondagi elementlardan iborat bo’lishi yoki uning 

elementlari cheksiz ko’p bo’lishi mumkin. Berilgan τ  oilaga X to’plamning 

hamma qism to’plamlari tegishli bo’lishi ham mumkin. Shuning uchun biz 

indeks o’zgaruvchisi α  ning qanday to’plamga tegishli ekanligini ko’rsata 

olmaymiz. Biz X to’plamning ba’zi qism to’plamlaridan iborat τ  oiladan 

quyidagi shartlarining bajarilishini talab qilamiz:  

1) Õ to’plam τ  ga tegishli bo’lsin (ma’lumki, hað qanday to’plam o’zining qism 

to’plami bo’ladi. Shuning uchun u τ  oilaga tegishli bo’lishi ham mumkin, 

bo’lmasligi ham mumkin); 

2) Bo’sh to’plam τ  oilaga tegishli bo’lsin (bo’sh to’plam har qanday to’plamga 

qism to’plamdir, shuning uchun u X to’plamning qism to’plami sifatida 

τ oilaga tegishli bo’lishi mumkin yoki bo’lmasligi mumkin); 

3) τ oilaga tegishli har qanday ikkita to’plamning umumiy qismi (kesishmasi) τ  

oilaga tegishlidir. 

4) τ  oilaga tegishli qism to’plamlardan iborat ixtiyoriy { }
βα

G   îila uchun 

yig’indi 
βαβ

GU  ham τ  ga tegishli bo’lsin. Bu erda { }
βα

G  oila chekli sondagi 

elementlardan iborat yoki cheksiz ko’p elementlardan iborat bo’lishi mumkin. 

Shuning uchun bu erda ham biz indeksdagi o’zgaruvchi β  tegishli to’plamni 

ko’rsata olmaymiz. Shu jumladan, }{
βα

G oila τ  oila bilan ustma-ust tushishi 

ham mumkin. Yuqoridagi talab qilingan 4 ta shartlar bajarilgan taqdirda 

),( τX  juftlik topologik fazo deb ataladi, τ oila esa X  to’plamdagi topologiya 

deb ataladi. Demak, birorta to’plamni topologik fazoga aylantirish uchun uning 

yuqoridagi shartlarni qanoatlantiruvchi qism to’plamlaridan iborat birorta 

oilani ko’rsatish etarlidir. Agar ),( τX  topologik fazo bo’lsa, X  to’plamning ele-

mentlari nuqtalar deb, τ  oilaga tegishli X  to’plamning qism to’plamlari ochiq 

to’plamlar deb ataladi. Yuqoridagi keltirilgan 1) - 4) shartlarni topologik fazo 

aksiomalari deb ataymiz.Shunday qilib, biz hozir umumiy topologiyaning asosiy 
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tushunchasi -  topologik fazo tushunchasini kiritdik. Endi bir nechta misollar 

keltiraylik. 

1 - misol. Agar nRX =  bo’lsa, τ  bilan birinchi paragrafda kiritilgan nR  

fazodagi ochiq to’plamlar oilasini belgilaymiz. Birinchi teoremaga ko’ra, τ  

topologiya bo’ladi. Bu topologiya evklid topologiyasi deb ataladi.  

2 - misol. X - ixtiyoriy to’plam, τ  oila bo’sh to’plam va X  dan iborat 

bo’lsa, ),( τX  juftlik topologik fazo bo’ladi. Bu topologik fazoda faqat ikkita 

ochiq qism to’plam mavjud. 

3 - misol. X - ixtiyoriy to’plam, τ  oila X  to’plamning hamma qism 

to’plamlaridan iborat oila bo’lsin. Bu topologik fazoda ixtiyoriy qism to’plam 

ochiq to’plamdir. 

Bizga ),( τX  - topologik fazoda XA⊂ qism to’plam berilgan bo’lib, uning 

to’ldiruvchisi AX \  ochiq to’plam bo’lsa, A  to’plam yopiq to’plam deb ataladi. 

Òopologik fazo aksiomalaridan foydalanib yopiq to’plamlar uchun quyidagi 

xulosalarni isbotlash mumkin: 

1) X  yopiq to’plamdir; 

2) bo’sh to’plam yopiq to’plamdir; 

3) chekli sondagi yopiq to’plamlarning yig’indisi yopiq to’plamdir; 

4) ixtiyoriy yopiq to’plamlar oilasi uchun bu to’plamlar kesishmasi (umumiy 

qismi) yopiq to’plamdir; 

 Bu xossalarni isbotlash o’quvchilarga havola qilinàdi. 

Bizga ),( τX  - topologik fazoda  Xx∈ nuqta berilgan bo’lsin. Àgar U  

ochiq to’plam bo’lib, Ux∈  bo’lsa, U  to’plam xnuqtaning atrofi deyiladi. 

Shunday qilib, x nuqta tegishli bo’lgan ixtiyoriy ochiq to’plam shu nuqtaning 

atrofi deyilar ekan. Bizga XA ⊂  qism to’plam va Xx∈ nuqta berilgan bo’lib, 

x  nuqtaning birorta atrofi U  uchun AU ⊂  munosabat bajarilsa, x nuqta A  

to’plamning ichki nuqtasi deyiladi. A  to’plamning ichki nuqtalari to’plamini 

Aint  bilan belgilaymiz. Àgar x nuqtaning ixtiyoriy atrofi U  uchun ≠∩UA ∅ 

âà ≠∩UAX )\( ∅ munosabatlar bajarilsa x nuqta A  to’plamning chegaraviy 

nuqtasi deyiladi. Chegaraviy nuqtalar to’plamini A∂  ko’rinishda belgilaymiz. 
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4 – Ìisol.  ),(,1 baARX ==  bo’lsin. Bu yerda ba, - haqiqiy sonlar va 

ba < . Bu misolimizda },{),,(int baAbaA =∂= . 

5 - Ìisol. 1RX = , A  - hamma ratsional sonlar to’plami bo’lsin. Áu 

misolimizda XA =∂ , chunki ixtiyoriy haqiqiy son uchun unga yaqinlashuvchi 

ratsional sonlar ketma-ketligi mavjud. 

Bizga XA⊂  qism to’plam va Xx∈ nuqta berilgan bo’lsin. Agar x 

nuqtaning ixtiyoriy atrofida A  to’plamga tegishli nuqtalar mavjud bo’lsa, x 

nuqta A  to’plamning urinèø nuqtasi deyiladi. Berilgan A  to’plamning hamma 

urinish nuqtalari to’plami A  bilan belgilanadi va A  ning yopig’i deb ataladi. 

 Berilgan XA⊂  to’plam va  AA ∂,int  va A  to’plamlar uchun quyidagi 

teoremalar o’rinlidir. 

Òeorema-3. Har qanday A to’plam uchun AAA ∂∪= int  munosabat 

o’rinlidir. 

Òeorema-4. A to’plam ochiq to’plam bo’lishi uchun AA =int  

munosabatning bajarilishi zarur va etarlidir. 

Òeorema-5. Har qanday A to’plam uchun Α  yopiq to’plamdir.  

Uchinchi teoremaning isboti. Sizlarga ma’lumki BA =  munosabat 

ABBA ⊂⊂ ,  munosabatlarga teng kuchlidir. Äemak AAA ∪⊂ int   va 

AAA ∪⊃ int   munosabatlarni isbotlashimiz kerak. 

Àgar Ax∈  bo’lsa, x nuqtaning ixtiyoriy atrofida A  to’plamga tegishli 

nuqtalar mavjud. Àgar x nuqtaning ixtiyoriy atrofida AX \  to’plamga tegishli 

nuqtalar ham bo’lsa, unda Ax ∂∈  munosabat o’rinli , ya’ni x chegaraviy nuqta 

bo’ladi. Agar x nuqtaning birorta U  atrofida AX \  to’plamga tegishli nuqtalar 

bo’lmasa, unda AUx ⊂∈  munosabat o’rinli ,ya’ni x ichki nuqta bo’ladi, demak 

Ax int∈  .   Bu mulohazalarimizdan, AAA ∂∪⊂ int  ekanligi kelib chiqadi. Endi 

AAx ∂∪∈ int  bo’lsin. Demak, Ax int∈  yoki Ax ∂∈  munosabat bajariladi. Ikkala 

holda ham x nuqtaning ixtiyoriy atrofida A  to’plamga tegishli nuqtalar 

mavjud va demak Ax∈ . 

To’rtinchi teoremaning isboti o’quvchilarimizãà havola etilàdi. 
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 Beshinchi teoremaning isboti. BizΑ to’plamning yopiq to’plam ekanligini 

isbotlash uchun AX \  to’plamning ochiq to’plam ekanligini isbotlaymiz. Buning 

uchun AX \  ga tegishli ixtiyoriy x nuqtani qaraylik. Demak, x nuqta Α  ga 

tegishli emas va shuning uchun uning shunday U  atrofi mavjudki, bu atrofda 

A  ga tegishli nuqtalar yo’q, ya’ni =∩ AU ∅. Shuning uchun AXUx \⊂∈ , ya’ni 

x nuqta AX \  to’plamning ichki nuqtasidir. To’rtinchi teoremaga ko’ra AX \  

ochiq to’plamdir. 

 Teorema-6. Ixtiyoriy yopiq A to’plam uchun AA =  munosabat o’rinlidir. 

 Isbot. Har doim AA ⊂  bo’lganligi uchun yopiq A  to’plam uchun AA ⊃  

munosabatni isbotlash etarli. Buning uchun A  ga tegishli ixtiyoriy x nuqtani 

qaraylik. Agar AXx \∈  bo’lsa, AX \  ochiq òo’ïëàì bo’lganligi âà x urinish 

nuqtasi ekanligidan ∅≠∩ AAX )\(  munosabat kelib chiqadi. Bu qarama-

qarshilik Ax∈  ekanligini ko’rsatadi. 

Endi ),( τX  topologik fazo va birorta XA ⊂  qism to’plam berilgan bo’lsin. 

Berilgan A  to’plamni ham τ  topologiya yordamida topologik fazoga aylantirish 

mumkin. Buning uchun A  to’plamda { }ττ αα ∈∩= GGAA :  oila topologiya 

ekanligini ko’rsatamiz: 

1) τ∈X  bo’lganligi va AAX =∩  tenglikdan AA τ∈  kelib chiqadi. 

2) τ∈∅  bo’lganligi va ∅=∩∅ A  tenglikdan Aτ∈∅  kelib chiqadi. 

3) AAA τ∈21,  bo’lsa, AGG τ∈21,  to’plamlar mavjud bo’lib,  

 ( ) ( ) ( )212121 GGAGAGAAA  =∩∩=∩  tenglik o’rinli bo’ladi. Bu erda 

τ∈21 GG   bo’lganligi uchun AAA τ∈21   bo’ladi. 

4) Aτ  oilaga tegishli { }βA  to’plamlar oilasi berilgan bo’lsa, τ  ga tegishli βG  

to’plamlar mavjud bo’lib, ( ) 







==  

β
β

β
β

β
β GAGAA  tenglik o’rinli 

bo’ladi. Bu erda τ
β

β ∈G  bo’lganligi uchun 
β

βA  yig’indi Aτ  oilaga 

tegishli bo’ladi. 
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Demak ),( AA τ  juftlik topologik fazo bo’ladi. Bu holda Aτ  topologiyani A  

to’plamda X  topologik fazodagi τ  topologiya yordamida aniqlangan yoki 

keltirilgan topologiya deb ataladi. 
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§ 3. Metrik fazolar 

  

 Metrik fazolar topologik fazolarning juda muhim sinfini tashkil etadi. Bu 

fazolarda ixtiyoriy ikki nuqta uchun ular orasidagi masofa tushunchasi 

kiritiladi. Metrik fazolarning muhim turlari bilan siz birinchi kursda 

tanishgansiz. 

 Berilgan X - ixtiyoriy to’plam uchun to’g’ri XX × ko’paytmada 
1: RXX →×ρ  funksiya aniqlangan bo’lib, quyidagi shartlarni qanoatlantirsin: 

Xzyxyzzxyx
Xyxxyyx

Xyxyxyx
Xyxyx

∈∀+≤
∈∀=

∈∀=⇔=
∈∀≥

,,),,(),(),()4
,,),(),()3

,,0),()2
,,0),()1

ρρρ
ρρ

ρ
ρ

 

 Yuqoridagi shartlar metrik fazo aksiomalari deyiladi. Bu shartlar 

bajarilsa ),( ρX  juftlik metrik fazo deyiladi. ),( ρX  - metrik fazo, 0, >∈ rXx  

bo’lsa markazi x nuqtada va radiusi r  ga teng ochiq shar )(xUr  quyidagicha 

aniqlanadi: 

{ }ryxXyxU r <∈= ),(:)( ρ  

Ochiq shar yordamida metrik fazoda ochiq to’plam tushunchasini 

kiritish mumkin. Bizga XA ⊂  - qism to’plam, Ax∈ nuqta berilgan bo’lib, 

birorta 0>r  son uchun AxUr ⊂)(  munosabat bajarilsa x nuqta A  to’plamning 

ichki nuqtasi deyiladi. Hamma nuqtalari ichki nuqtalar bo’lgan to’plam ochiq 

to’plam deyiladi. Agar τ  oila sifatida ),( ρX  metrik fazoning hamma ochiq 

qism to’plamlari va bo’sh to’plamdan iborat oilani olsak, natijada ),( τX  juftlik 

topologik fazoga aylanadi. Bu topologiya ),( ρX  fazoda ρ  metrika yordamida 

kiritilgan topologiya deb ataladi. Endi τ  oilaning topologik fazo aksiomalarini 

qanoatlantirishini tekshiraylik.  

1) Xx∈  va r  ixtiyoriy son bo’lsa, XxUr ⊂)(  bo’lganligi uchun X to’plam τ  

oilasiga tegishlidir; 

2) Bo’sh to’plam τ  oilaga uning aniqlanishiga ko’ra tegishlidir;  

3) Ikkita to’plam τ  oilaga tegishli bo’lsa,ularning kesishmasi ham bu oilaga 

tegishli ekanligini ko’rsataylik. Agar τ∈21, AA  va ∅=∩ 21 AA  bo’lsa, ikkinchi 
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shartga ko’ra τ∈∩ 21 AA  munosabat o’rinlidir Faraz qilaylik, ∅≠∩ 21 AA  va 

21 AAAx ∩=∈  bo’lsin. Qaralayotgan 1A  âà 2A  to’plàmlar ochiq bo’lganligi 

uchun shunday 1r  va 2r  musbat sonlar mavjudki, 1)(
1

AxUr ⊂ , 2)(
2

AxUr ⊂  

munosabatlar bajariladi. Agar },min{0 21 rrr <<  bo’lsa, 21)( AAAxUr ∩=⊂  

munosabat bajariladi. Demak, 21 AAA ∩=  to’plam τ  oilaga tegishlidir; 

4)  Faraz qilaylik  }{ αA  - τ  oilaga tegishli to’plamlar oilasi bo’lsin.     

    Biz τα
α

∈A  ekanligini ko’rsatamiz. Buning uchun αAAx =∈  nuqtani 

qaraylik. Qaralayotgan x nuqta yig’indiga tegishli bo’lganligi uchun shunday 

indeks 0α  mavjudki, 
0α

Ax∈  munosabat bajariladi. Bu 0αA  to’plam ochiq 

bo’lganligi uchun shunday 0>r  son mavjudki, AAxUr ⊂⊂
0

)( α  munosabat 

bajariladi.Demak, τ∈A  va τ  oila topologik fazo aksiomalarini qanoatlantiradi. 

Misollar 

6 - Misol. yxyxRX −== ),(,1 ρ  

7-Misol. ∑
=

−==
n

i

iin yxyxRX
1

2)(),(, ρ , )...,,,( 21 nxxxx = , 

),...,,( 21 nyyyy = . 

8-Misol. ],[ baCX =  bilan ],[ ba  segmentda aniqlangan uzluksiz funksiyalar 

to’plamini belgilaymiz. Bu to’plamda )(),( tytx  funksiyalar uchun 

)()(sup),(
],[

txtyyxr
bat

−=
∈

 formula bo’yicha metrikani aniqlaymiz. Bu holda r  

uchun metrik fazo aksiomalarini tekshirish yengil, shuning uchun bu ishni 

o’quvchilarga havola etamiz. 

Endi metrik fazo uchun ichki, chegaraviy va urinish nuqtalarini 

kiritaylik. 

Faraz qilaylik  XA ⊂  - qism to’plam, Xx∈ nuqta berilgan bo’lib, 

ixtiyoriy 0>r  uchun ∅≠∩∅≠∩ )\()(,)( AXxUAxU rr  munosabatlar bajarilsa, x 

nuqta A  to’plamning chegaraviy nuqtasi deyiladi. Agar ixtiyoriy 0>r  uchun 

faqat ∅≠∩ AxU r )(  munosabat bajarilsa, x nuqta A  to’plamning urinish 
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nuqtasi deyiladi. Birorta 0>r  soni uchun AxUr ⊂)(  munosabat bajarilsa, 

xnuqta A  to’plam uchun ichki nuqta deyiladi. 

Teorema-7.Haqiqiy sonlar to’plamining har qanday ochiq qism 

to’plami chekli yoki sanoqli sondagi ochiq intervallar yig’indisidan 

iboratdir. 

Isbot. Faraz qilaylik 1RA⊂  ochiq to’plam bo’lsin. Ochiq to’plam 

ta’rifiga ko’ra Ax∈  nuqta uchun 0>r  soni mavjud bo’lib, 

( ) Arxrx ⊂+− ,  munosabat bajariladi. Biz AIx ⊂∈  munosabatni 

qanoatlantiruvchi intervallar yig’indisini xI  bilan belgilab, 

{ }xIyya ∈= :inf , { }xIyyb ∈= :sup  sonlarni kiritamiz. Bu erda −∞=a  

yoki +∞=b  bo’lishi ham mumkin. Yuqoridagi a va b sonlari 

aniqlanishiga ko’ra ( )baI x ,⊂  munosabat o’rinli bo’ladi. Agar ( )bay ,∈  

va xy ≠  bo’lsa, mumiylikni chegaralamas-dan yxa <<  deb faraz 

qilamiz. { }xIyya ∈= :inf  bo’lgani  uchun xIy ∈′  mavjud bo’lib, 

yya ≤′<  munosabat bajariladi. xI  intervalning aniqlanishiga ko’ra y′  

va x  nuqtalarni o’z ichiga oluvchi interval mavjud bo’ladi va Bu interval 

y nuqtani ham o’z ichiga oladi. Demak, xIy∈  ya’ni ( ) AbaI x ⊂= , . Agar 

yxAyx ≠∈ ,,  bo’lsa, xI  va yI  to’plamlar yoki kesishmaydi yoki ustma-

ust tushadi. Bu xI , Ax∈ , intervallarning har biridan bittadan ratsional 

son olib, ularni nomerlab chiqish mumki. Demak, bu intervallar oilasi va 

ratsional sonlar to’plamining birorta qism to’plami orasida bir qiymatli 

moslik mavjud. Shuning uchun ularning soni chekli yoki sanoqli bo’ladi.        

Yopiq to’plam ochiq to’plamning to’ldiruvchisi bo’lgani uchun, bu 

teoremadan har qanday yopiq to’plam  chekli yoki sanoqli sondagi ochiq 

intervallarni chiqarib tashlash ( ) ερ <0, xxn natijasida hosil bo’lishi kelib 

chiqadi.  

Metrik fazoda Xxn ∈  ketma-ketlik berilgan bo’lib, birorta Xx ∈0  

nuqta uchun ∞→n  bo’lganda ( ) 0, 0 →xxnρ  bo’lsa, nx  ketma-ketlik 0x  

limitga ega deyiladi, ya’ni nx  ketma-ketlik 0x  limitga ega do’lishi uchun. 
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0>∀ ε  uchun  N  nomer mavjud bo’lib, Nn ≥  bo’lganda ( ) ερ <0, xxn  

tengsizlik bajarilishi kerak.  

Agar 0>∀ ε  uchun N  mavjud bo’lib, Nmn ≥,  bo’lganda 

( ) ερ <mn xx ,   munosabat  bajarilsa, nx  ketma-ketlik  fundamental ketma-

ketlik deb ataladi.  Tekshirib ko’rish mumkinki, har qanday 

yaqinlashuvchi ketma-ketlik fundamental bo’ladi. Lekin, fundamental 

ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo’lishi shart emas.  

 Ta’rif. Berilgan ( )ρ,X   metrik fazoda ixtiyoriy fundamental 

ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo’lsa, bu fazo to’liq metrik fazo deyiladi. 

Misollar.  

1. Haqiqiy sonlar to’plami 1R  evklid metrikasi bilan birgalikda to’liq 

metrik fazo ekanligi matematik analiz kursidan isbotlanadi.  

2. Biz yqorida ko’rib o’tgan nR  evklid fazosining   to’liqligi 1R ning to’liq 

fazo ekanligidan  bevosita kelib chiqadi.Bizga nR fazoda ( ){ }px   fundamental 

ketma-ketlik berilgan bo’lsin.Demak berilgan 0>ε  son uchun εNN =  soni 

mavjud bo’lib, qp,  sonlari N dan katta bo’lganda ( ) ( )( ) 2
2

1
ε<−∑

=

n

k

q
k

p
k xx  

tengsizlik bajariladi. Bu yerda  ( ) ( ) ( )( )p
n

pp xxx ,...,1= . Har bir nk ,...,1=  uchun  

( )p
kx kootdinatalar Nqp >,  bo’lganda ( ) ( ) ε<− q

k
p

k xx   tengsizlik bajariladi, ya’ni  

( ){ }p
kx ketma-ketlik fundamental ketma-ketlik bo’ladi. Demak ( ){ }p

kx  ketma-ketlik 

yaqinlashuvchi ketma-ketlikdir. Agar     ( )n
knk xx

∞→
= lim  va ( )nxxx ,...,1=   bo'lsa, 

xx p

p
=

∞→
lim  munosabat o’rinli bo’ladi. 

3. Endi ],[ ba  segmentda aniqlangan uzluksiz funksiyalar to’plami 

],[ baCX =  to’liq metrik fazo ekanligini isbotlaylik. Bu to’plamda )(),( tytx  

funksiyalar uchun )()(sup),(
],[

txtyyxr
bat

−=
∈

 formula bo’yicha metrika aniqlanadi. 

Agar [ ]baC ,   fazoda ( ){ }txn  fundamental ketma-ketlik berilgan bo’lsa,har qanday  

0>ε  soni uchun  εNN =  soni mavjud bo’lib, Nmn >,  bo’lganda 
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( ) ( ) ε<− txtx mn  tengsizlik  bta ≤≤  oraliqdagi hamma t lar uchun  

bajariladi.Bundan  ( ){ }txn  ketma-ketlik  birorta ( )tx  funksiyaga tekis 

yaqinlashadi.Yuqoridagi tengsizlikda ∞→m da limitga o’tsak  Nn >  bo’lganda  

( ) ( ) ε≤− txtxn  munosabat hamma t  lar uchun bajarilishini ko’ramiz. Demak  

( ){ }txn  ketma-ketlik  uzluksiz ( )tx  funksiyaga [ ]baC ,  fazo metrikasida 

yaqinlashadi. 

4. Biz 2l  bilan ∞<∑
∞

=1

2

k
kx  shartni qanoatlantiruvchi haqiqiy sonlar   

{ } ,,,, 21 nxxxx =  ketma-ketliklaridan iborat to’plamni belgilaymiz. Bu fazoda  

{ } ,,,, 21 nxxxx =  va { } ,,,, 21 nyyyy =  elementlar orasidagi masofa 

( ) ( )∑
∞

=
−=

1

2,
k

kk xyyxρ  formula bilan aniqlanadi.Berilgan  { } ,,,, 21 nxxxx =  

va { } ,,,, 21 nyyyy =  elementlar uchun ∞<∑
∞

=1

2

k
kx  va ∞<∑

∞

=1

2

k
ky  tengsizliklar 

o’rinli bo’ganligi uchun ( ) ( )222 2 kkkk yxyx +≤−  munosabatdan ( )∑
∞

=
−

1

2

k
kk xy  

qatorning  yaqinlashuvchanligi kelib chiqadi., Biz isbotlagan    

( ) ( ) ( )∑∑∑
===

−+−≤−
n

k
kk

n

k
kk

n

k
kk yzzxyx

1

2

1

2

1

2 tengsizlikda ∞→n da limitga 

o’tsak  quyidagi   ( ) ( ) ( )∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=
−+−≤−

1

2

1

2

1

2

k
kk

k
kk

k
kk yzzxyx tengsizlik kelib 

chiqadi. Bu tengsizlik 2l  fazodagi kiritilgan masofa uchburchak tengsizligini 

qanoatlantirishi kelib chiqadi. 

Endi  biz 2l fazoning to’liq metrik fazo ekanligini isbotlaylik.Agar ( ){ }nx  

fundamental ketma-ketlik  bo’lsa ∀  0>ε   uchun shunday N  soni topilib,  

ushbu  ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ερ <−= ∑
∞

=

2

1

2 ,
k

m
k

n
k

mn xxxx   tengsizlik barcha Nmn >, lar uchun 

bajariladi. Bu yerda ( ) ( ) ( ) ( )( )...,...,,, 21
n

k
nnn xxxx =  bo’lib,  ixtiyoriy k uchun 

( ) ( )( ) ε<− 2m
k

n
k xx  tengsizlik bajariladi. Bundan har bir k  uchun ( ){ }n

kx  haqiqiy 

sonlar ketma-ketligi fundamental ekanligi kelib chiqadi. Demak ( ){ }n
kx  
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yaqinlashuvchi , ketma-ketlidir.Agar ( )n
knk xx

∞→
= lim  bo’lsa, ( ),...,...,2,1 kxxxx =   

belgilash kiritib,   

 ∑
∞

=
∈<

1
2

2 ,)
k

k lxxa ε ; ( )( ) 0,lim) =
∞→

xxb n

n
ρ    

munosabatlarni ko’rsatamiz. 

Yuoqoridagi ( ) ( )( ) ε<−∑
∞

=

2

1k

m
k

n
k xx  tengsizlikdan  chekli  M soni uchun  

( ) ( )( ) ε<−∑
=

M

k

m
k

n
k xx

1

2
 tengsizlik kelib chiqadi.Bu tengsizlikda  ∞→m limitga o’tsak 

( )( ) ε≤−∑
=

M

k
k

n
k xx

1

2
 tengsizlik kelib chiqadi. Endi  ∞→M  da limitga o’tsak 

( )( ) ε≤−∑
∞

=1

2

k
k

n
k xx  munosabat kelib chiqadi. Demak ( )( )∑

∞

=
−

1

2

k
k

n
k xx qator 

yaqinlashadi. Berilgan ( )( )∑
∞

=1

2

k

n
kx  qatorning  yaqinlashishini hisobga olsak,  ∑

∞

=1

2

k
kx  

qatorning  yaqinlashishi kelib chiqadi. Yuqoridagi keltirilgan ( )( ) ε≤−∑
∞

=1

2

k
k

n
k xx  

tengsizlikda ε  soni ixtiyoriy kichik bo’ganligidan 

( )( ) ( )( ) 0lim,lim
2

1
=−= ∑

∞

=∞→∞→ k
k

n
kn

n

n
xxxxρ  munosabat kelib chiqadi. Demak 2l  fazoda 

∞→n  da ( ) xx n → bo’ladi. 

  4.Endi ]1,1[ +−  segmentda aniqlangan va uzluksiz  funksiyalar to’plamida 

boshqa   

( ) ( ) ( )( ) 2
11

1

2 )(, ∫
−

−= dttytxyxρ  

ko’rinishda metrika kiritib, uni [ ]1,1
2

+−C  bilan belgilaymiz.Bu fazoning to’liq 

metrik fazo emasligini isbotlaylik.   Buning uchun 
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( )















≤≤

≤≤−

−≤≤−−

=

11,1

11,

11,1

t
n

agar

n
t

n
agarnt

n
tagar

tnϕ  

ko’rinishda uzluksiz funksiyalar ketma-ketligini olamiz. Bu funksiyalar uchun  

( ) ( )( ) ( )∫
−

≤−
1

1

2

,min
2

mn
dttt mn ϕϕ  

 

tengsizlik o’rinli bo’lib,uning fundamental ketma-ketlik ekanligini ko’rsatadi. 

Bu funksiyalar  [ ]
2

1,1−C  fazodagi birorta funksiyaga ham yaqinlashmaydi. Buni 

ko’rsatish uchun,  [ ]
2

1,1−C  fazoga tegishli  f  funksiya o’lsak,  0<t  bo’lsa 1− ga 

teng ,   0≥t  bo’lsa 1+ ga teng bo’lgan ψ  funksiya uchuin 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 2
1

1

1

22
1

1

1

2
1

1

2
1

2)( 







−+








−≤− ∫∫∫

−−−
dtttdtttfdtttf nn ψϕϕψ  

tengsizlik o’rinli bo’ladi.Bu tengsizlikning chap tomomidagi integral f  

funksiya uzluksiz bo’lganligi uchun noldan farqli bo’ladi.Lekin ( )tnϕ  

funksiyalar aniqlanishiga ko’ra  

( ) ( )( )∫
−

∞→
=−

1

1

2 0lim dtttnn
ψϕ  

tenglik o’rinli bo’ladi.Shuning uchun 

 

( ) ( )( )∫
−

−
1

1

2 dtttf nϕ  

ifoda ∞→n  da nolga intila olmaydi.Biz bu misolda  

 

( ) ( )( ) ( )∫
−

≤−
1

1

2

,min
2

mn
dttt mn ϕϕ  



 24 

tengsizlikdan foydalandik.Uni isbotlash uchun Koshi-Bunyakovskiy 

tengsizligining 

quyidagi integral ko’rinishidan  

                            ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ ⋅≤






 b

a

b

b

b

a
dttydttxdttytx 22

2

  

foydalanish mumkin.Bu tengsizlikni isbotlashni va uning yordamida  

( ) ( ) ( )( ) 2
11

1

2 )(, ∫
−

−= dttytxyxρ  

Metrika uchburchak tengsizligini qanoatlantirishini tekshirish yo’quvchilarga 

havola etiladi. 
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Endi to’liq metrik fazolarni xarakterlovchi quyidagi muhim teoremani 

isbotlaylik. 

Teorema-8 (ichma-ich joylashgan sharlar prinsipi).Metrik fazo to’liq 

metrik fazo bo’lishi uchun undagi har qanday ichma-ich joylashgan va 

radiuslari nolga intiluvchi sharlar ketma-ketligi  umumiy nuqtaga ega bo’lishi 

zarur va etarlidir. 

Isbot.1)Bizga to’liq ( )ρ,X metrik fazo va unda radiuslari nolga 

intiluvchii, ichma-ich joylashgan  ,,,, 21 nBBB yopiq sharlar ketma-ketligi 

berilgan bo’lsin, ya’ni  ⊃⊃⊃⊃ nBBB 21 , ∞→n da 0→nr , nB  sharning 

radiusi nr . Biz bu sharlarning markazlaridan tuzilgan { }nx  ketma-ketlikni 

qaraymiz va uning fundamental ketma-ketlik ekanligini ko’rsatamiz.Sharlarga 

qo’yilgan shartlarga muvofiq nm >  bo’lganda ( ) nmn rxx <,ρ  tengsizlik o’rinli 

bo’ladi. Lekin ∞→n da 0→nr  bo’lganlidan { }nx  ketma-ketlikning 

fundamental ketma-ketlik ekanligi kelib chiqadi. ( )ρ,X metrik fazo to’liq 

bo’lganligi uchun { }nx  ketma-ketlik x limitga ega. Sharlar uchun  

 ⊃⊃⊃⊃ nBBB 21  munosabatdan x nuqta har bir nB  shar uchun urinish 

nuqtasi bo’ladi va sharlarning yopiqligidan nBx ∈  munosabat kelib chiqadi. 

2).Endi ( )ρ,X metrik fazoda ichma-ich joylashgan va radiuslari nolga 

intiluvchi har qanday sharlar ketma-ketligi umumiy nuqtaga ega bo’lsin.Bu 

fazoda fundamental { }nx  ketma-ketlikning limitga ega ekanligini ko’rsataylik. 

Qaralayotgan { }nx  ketma-ketlik fundamental bo’lganligi uchun shunday 1n  

soni mavjudki 1nn > da ( )
2
1,

1
<nn xxρ  tengsizlik o’rinli bo’ladi. Markazi 

1nx nuqtada va radiusi birga teng sharni 1B bilan belgilaymiz. Keyin 2n  sonini 

shunday tanlaymizki, uning uchun  12 nn > va 2nn > da ( )
22

1,
2
<nn xxρ  tengsizlik 

o’rinli bo’ladi. Markazi 
2nx nuqtada va radiusi 

2
1

 teng sharni 2B bilan 

belgilaymiz. Bu jarayonni davom ettirib,
knnn xxx ,,

21
  nuqtalarni 
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tanlaganimizdan keyin 1+kn  sonini shunday tanlaymizki, uning uchun  

kk nn >+1 va 1+> knn da ( ) 12
1,

1 +<
+ knn k

xxρ  tengsizlik o’rinli bo’ladi. Markazi 

1+knx nuqtada va radiusi k2
1

 teng sharni 1+kB bilan belgilaymiz. Bu jarayonni 

davom ettirib, radiuslari nolga intiluvchii, ichma-ich joylashgan 

 ,,,, 21 nBBB - yopiq sharlar hosil qilamiz.Teorema shartiga ko’ra bu sharlar 

umumiy x  nuqtaga ega bo’ladi.Bu x  nuqta  ,,,, 21 nBBB - yopiq sharlarning 

markazlaridan iborat  ,,,
21 knnn xxx  ketma-ketlik uchun limit nuqta bo’ladi. 

Qaralayotgan { }nx  ketma-ketlik fundamental bo’lganligi uchun u 

yaqinlashuvchi qismiy  ,,,
21 knnn xxx  ketma-ketlik limitiga yaqinlashadi. 

 Metrik fazolar shunday bir ajoyib xususiyatga egaki, bu xususiyat 

Xàusdorf aksiomasi deb ataladi.Agar ),( ρX   metrik fazoda Xyx ∈, nuqtalar 

berilgan bo’lib, yx ≠  bo’lsa,
2

0 dr <<   shartni qanoatlantiruvch r soni uchun 

)(),( yUxU rr   sharlar o’zaro kesishmaydi, bu erda ),( yxd ρ=  . Biz topologik 

fazolar uchun ham Xausdorf aksiomasining bajarilishini talab qilamiz. Bu 

aksioma quyidagicha ta’riflanadi. 

Xausdorf aksiomasi. Berilgan ),( τX   topologik fazoda ixtiyoriy o’zaro 

farqli x , y X∈  nuqtalar uchun ularning o’zaro kesishmaydigan atroflari 

mavjud bo’lsa,bu fazoda Xausdorf aksiomasi bajarilgan deyiladi. 

Xausdorf aksiomasi bajarilgan topologik fazolar Xausdorf fazolari 

deyiladi. Biz bu haqda alohida ta’kidlamasdan kurs davomida hamma 

topologik fazolar uchun Xausdorf aksiomasi bajarilgan deb faraz qilamiz. 

Yuqorida ta’kidlaganimizdek, metrik fazolarda bu aksioma har doim 

bajarilgan. 

Endi topologik fazolarga qaytaylik. Bizga ),( τX  topologik fazoda 

,...2,1,}{ =∈ nXxn   ketma-ketlik va x X∈ nuqta berilgan bo’lsin. Agar x  

nuqtaning ixtiyoriy U  atrofi uchun shunday son 0>N  mavjud bo’lib, Nn >  da 
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Uxn ∈  munosabat bajarilsa, }{ nx  - ketma-ketlik x nuqtaga yaqinlashadi 

deyiladi va xx
n n =∞→
lim  (yoki 

∞→
→

n
n xx ) ko’rinishda yoziladi.  

Teorema-9. Xausdorf fazosida har qanday yaqinlashuvchi ketma-ketlik 

yagona limitga egadir. 

Isbot. Faraz qilaylik }{ nx  yaqinlashuvchi ketma-ketlik uchun xxn
n

=
∞→

lim  

munosabat o’rinli bo’lsin. Agar yxn →  va y ≠ x  bo’lsa, 1U  va 2U  bilan mos 

ravishda x va y  nuqtalarning o’zaro kesishmaydigan atroflarini belgilaymiz 

(Xausdorf aksiomasi ). Berilgan }{ nx  - ketma-ketlik x  va y  nuqtalarga 

yaqinlashganligi uchun shunday 21, NN  sonlar mavjudki, 1Nn ≥  äa 1Uxn ∈  va 

2Nn ≥  bo’lganda 2Uxn ∈  munosabat bajariladi. Agar },max{ 21 NNn ≥  bo’lsa, 

21 UUxn ∩∈  munosabatni olamiz. Demak, ∅≠∩ 21 UU . Bu ziddiyatdan y  = x  

bo’lishi kelib chiqadi.  

 

§ 4. Bog’lanishli va kompakt to’plamlar 

 

I. Bog’lanishli to’plamlar. 

Faraz qilaylik ),( τX   topologik fazo, XA ⊂  - qism to’plam berilgan 

bo’lsin. Ikkita ochiq 1G  va 2G  qism to’plamlar mavjud bo’lib, 

1 2

1 2

1 2

1) ( ) ( )
2) ( ) ( )
3) ( ) , ( )

A A G A G
A G A G
A G A G

= ∩ ∪ ∩
∩ ∩ ∩ =∅
∩ ≠∅ ∩ ≠∅

 

munosabatlar bajarilsa, A to’plam bog’lanishsiz to’plam deyiladi. Agar bu 

shartlarni qanoatlantiruvchi 1G  va 2G  ochiq to’plamlar mavjud bo’lmasa, A  

to’plam bog’lanishli to’plam deyiladi. 

Berilgan A  to’plam uchun XA =  holni qaraylik. Bu holda 

2211 , GGXGGX =∩=∩  bo’lganligi uchun yuqoridagi shartlar quyidagi 

ko’rinishda yoziladi. 
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∅≠∅≠

∅=∩

∪=

21
1

21
1

21
1

,)3

)2

)1

GG
GG

GGX
 

Demak, agar )3),2),1 111  shartlarni qanoatlantiruvchi ochiq 1G  va 2G  

qism to’plamlar mavjud bo’lsa, X fazoni bog’lanishsiz topologik fazo deb 

ataymiz. Aks holda, ya’ni bu )3),2),1 111  shartlarni qanoatlantiruvchi 1G , 2G  

to’plamlar mavjud bo’lmasa, X fazoni bog’lanishli topologik fazo deb ataymiz. 

Teorema-10. Bog’lanishli to’plamning yopig’i ham bog’lanishli 

to’plamdir. 

Isbot. Faraz qilaylik ),( τX  - topologik fazoda bog’lanishli XA ⊂   qism 

to’plam berilgan bo’lsin. Agar A  bog’lanishsiz to’plam bo’lsa, ochiq 1G  va 2G  

qism to’plamlar mavjud bo’lib, quyidagi  

∅≠∩∅≠∩

∅=∩∩∩

∩∪∩=

AGAG
AGAG

AGAGA

21

21

21

,
)()(

)()(
 

munosabatlar bajariladi. To’plam yopig’i aniqlanishiga ko’ra AA ⊂  munosabat 

o’rinli bo’lganligi uchun  

,)( 11 AGAAG ∩=∩∩ ,)( 22 AGAAG ∩=∩∩ )()( 21 AGAGA ∩∪∩=  tengliklar 

o’rinlidir.  

Bu erda 1G  va 2G  ochiq to’plamlar, ∅≠∩ AG1 , ∅≠∩ AG2  bo’lganligidan, 

∅≠∩ AG1  va ∅≠∩ AG2  munosabatlar kelib chiqadi va nihoyat 

∅=∩∩∩ )()( 21 AGAG  tenglikdan ∅=∩∩∩ )()( 21 AGAG  tenglik kelib chiqadi. Bu 

munosabatlar birgalikda A to’plamning bog’lanishsiz to’plam ekanligini 

ko’rsatadi. Bu ziddiyatdan A  to’plamning bog’lanishli ekanligi kelib chiqadi. 

 Teorema-11. Bizga }{ αA  bog’lanishli to’plamlar oilasi berilgan bo’lib, 

ularning umumiy qismi bo’sh bo’lmasa, ya’ni ∅≠
α

αA  bo’lsa, 


α

αAA =  to’plam ham bog’lanishli to’plamdir. 

Isbot. Faraz qilaylik A to’plam bog’lanishsiz bo’lsin. Bog’lanishsiz 

to’plam ta’rifiga ko’ra shunday ochiq 1G  va 2G  to’plamlar mavjudki, 
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)()( 11 AGAGA ∩∪∩=  

∅=∩∩∩ )()( 21 GAGA  

∅≠∩∅≠∩ 21 , GAGA  

 munosabatlar o’rinlidir.  

Birinchi munosabatdan ixtiyoriy α  uchun )()( 21 GAGAA ∩∪∩= ααα  tenglik 

kelib chiqadi. Undan tashqari, ikkinchi munosabatdan va AA ⊂α  ekanligidan 

∅=∩∩∩ )()( 21 GAGA αα  tenglik kelib chiqadi. 

Demak, )()( 21 GAGAA ∩∪∩= ααα  va αA  bog’lanishli bo’lganligi uchun 

∅=∩∅=∩ 21 , GAGA  tengliklardan birortasi o’rinlidir. 

Agar birorta 0α  uchun ∅=∩ 10
GAα  bo’lsa unda 20

GA ⊂α  bo’ladi. Lekin 


α

α ∅≠A  munosabatdan hamma α  lar uchun 2GA ⊂α  ekanligi kelib chiqadi. 

Bundan esa ∅=∩ 1GA  tenglikni hosil qilamiz. Bu qarama-qarshilik teorema 

isbotini yakunlaydi.   

Endi agar Xx∈  bo’lsa, H  bilan x  nuqta tegishli bo’lgan hamma 

bog’lanishli to’plamlar yig’indisini belgilaylik. Bu to’plamlarning hammasiga x  

tegishli bo’lganligi uchun 9-teorema sharti bajariladi. Demak, H  bog’lanishli 

to’plamdir. Bu H  to’plamni x  tegishli bo’lgan bog’lanishlilik komponentasi 

deb ataymiz. Aniqlanishiga ko’ra H  to’plam x  tegishli bo’lgan bog’lanishli 

to’plamlarning eng kattasidir. 

Teorema-12. Har xil ikki nuqtalar uchun ular tegishli bo’lgan 

bog’lanishlilik komponentalari yoki kesishmaydi yoki ustma-ust tushadi. 

Isbot. Berilgan x , y ∈X nuqtalar uchun x≠ y  bo’lsa, ular tegishli bo’lgan 

bog’lanishlilik komponentalarini xH  va yH  bilan belgilaylik. Agar ∅≠∩ yx HH  

bo’lsa, 9-teoremaga ko’ra yx HHH ∪=  to’plam bog’lanishli bo’ladi va 

bog’lanishlilik komponentasining ta’rifiga ko’ra yx HHH ==  tenglik kelib 

chiqadi.   

Teorema-13. Bog’lanishlilik komponentasi yopiq to’plamdir.  

Isbot. Faraz qilaylik H  to’plam x  nuqta tegishli bo’lgan bog’lanishlilik 

komponentasi bo’lsin.Yuqoridagi 8-teoremaga ko’ra H  bog’lanishli 
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to’plamdir. Komponenta ta’rifiga ko’ra x  ∈H  munosabatdan HH = tenglik 

kelib chiqadi. Demak, H  yopiq to’plamdir.   

 

II. Kompakt to’plamlar 

 

 Bizga ),( τX  - topologik fazo, XA⊂   qism to’plam va ochiq 

to’plamlardan iborat birorta   }{ αA  oila berilgan bo’lsin. Berilgan oila uchun 

AA ⊃
α

α  munosabat bajarilsa }{ αA  oila A to’plamning ochiq qobig’i deb 

ataladi. Agar qobiq chekli sondagi to’plamlardan iborat bo’lsa, u chekli qobiq 

deb ataladi.  

Ta’rif. Berilgan A to’plamning ixtiyoriy ochiq qobig’idan chekli qobiq 

ajratish mumkin bo’lsa, A to’plam kompakt to’plam deb ataladi.  

Tabiiyki , bu ta’rifda agar XA =  bo’lsa , unda biz kompakt fazo ta’rifini 

olamiz. Faqat bu erda }{ αA  oila X uchun qobiq bo’lsa, unda AA ⊃
α

α  

munosabat  XA =
α

α  munosabatga teng kuchlidir. 

Teorema - 14. Berilgan X topologik  fazo  kompakt va  XA ⊂  yopiq qism 

to’plam bo’lsa, A  kompakt to’plamdir. 

Isbot. Faraz qilaylik }{ αA   îèëà À to’plam uchun ochiq qobiq bo’lsin. 

Berilgan A to’plam  yopiq bo’lganligi uchun AX \  î÷iq to’plam va 

}\{}{ AXA ∪α  oila X uchun qobiq bo’ladi. . Berilgan X kompakt fazo bo’lganligi 

uchun }\{}{ AXA ∪α  oiladan X uchun chekli qobiq ajratish mumkin. Ajratilgan 

chekli qobiqqa tegishli qism to’plamlar kFFF ,...,, 21  bo’lsin. Agar }{
1iF k
 oilada 

AX \  to’plam bo’lmasa, }{ iF  oila }{ αA  dàn ajratilgan A ning chekli qobig’i 

bo’ladi. Agar }{ iF  oilada AX \  bo’lsa , unda bu oiladan AX \  ni chiqarib, A  

uchun chekli qobiq hosil qilamiz. Demak, A  kompakt to’plamdir. Teorema 

isbotlandi.   

Teorema - 15. Berilgan X topologik fazo xausdorf fazosi, XA⊂  - 

kompakt to’plam va AXx \∈  bo’lsa, A to’plamni va x  nuqtani ochiq to’plamlar 
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yordamida ajratish mumkin,ya’ni kesishmaydigan ochiq 1G  va 2G  to’plamlar 

mavjud bo’lib, 21, GxGA ∈⊂  munosabatlar o’rinli bo’ladi. 

Isbot. Biz A  to’plamga tegishli ixtiyoriy y  nuqtani olsak, Xausdorf 

aksiomasiga ko’ra ochiq kesishmaydigan yx GG ,  to’plamlar mavjud  bo’lib 

yx GyGx ∈∈ ,  munosabatlar bajariladi.Har bir  y  nuqta uchun  olingan yG  

ochiq  to’plam mavjudligidan }:{ AyGy ∈  oila hosil bo’ladi. Bundan tashqari  

}:{ AyGy ∈ oila A  to’plam uchun ochiq qobiq bo’ladi va A to’plam kompakt 

bo’lganligi uchun bu oiladan A  uchun chekli qobiq ajratish mumkin. 

Ajratilgan chekli qobiqqa tegishli ochiq to’plamlar ,
1yG  

myy GG ,...,
2

to’plamlardan iborat bo’lsa,bu ochiq to’plamlar bilan 

kesishmaydigan x nuqtaning atroflàrini mos ravishda )(,...),(),( 21 mxxx yGyGyG  

ko’rinishda belgilaymiz. Agar 
iy

m

i
GG

1
1

=
=  , )(

1
2 ix

m

i
yGG

=
=   bo’lsa, ravshanki 1GA⊂ , 

2Gx∈  va ∅=∩ 21 GG  munosabatlar bajariladi.  

Teorema - 16. Topologik X fazo Xausdorf fazosi va XA⊂  - kompakt 

to’plam bo’lsa, A  yopiq to’plamdir. 

Isbot. Berilgan A  to’plamning yopiq ekanligini ko’rsatish uchun AX \  

to’plamning ochiq ekanligini ko’rsatamiz. Agar ixtiyoriy AXx \∈  nuqta bo’lsa, 

15-teoremaga ko’ra shunday ochiq G  to’plam mavjudki, AXGx \⊂∈  

munosabat bajariladi. Demak x nuqta AX \  to’plam uchun ichki nuqta va x 

nuqtaning ixtiyoriy ekanligidan AX \  to’plamning ochiq to’plam ekanligi kelib 

chiqadi.   

Teorema - 17. Evklid fazosida berilgan  A  to’plamning kompakt to’plam 

bo’lishi uchun uning yopiq va chegaralangan to’plam bo’lishi zarur va etarli .  

Isbot. Zarurligi. Metrik fazoda to’plam birorta shar ichida yotsa, u 

chegaralangan to’plam deyiladi. Berilgan A  to’plam kompakt bo’lsa, evklid 

fazosi nR  ning Xausdorf fazo ekanligidan A  to’plamning yopiq to’plam ekanligi 

kelib chiqadi (teorema-16). Endi A  to’plamning chegaralanganligini 

ko’rsataylik. Buning uchun birorta Ax∈  nuqtani olib, markazi shu nuqtada 

bo’lgan )}({ xBn  sharlar oilasini qaraymiz, bu erda ...,2,1=n  . Bu sharlar oilasi 
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A  uchun ochiq qobiq bo’ladi va A  kompakt to’plam bo’lganligi uchun bu 

oiladan chekli qobiq ajratish mumkin. Agar chekli qobiq 

)(),...,(),( 000 21
xBxBxB

knnn  sharlardan iborat bo’lsa, N  bilan knnn ,, 21  

sonlarning eng kattasini belgilaymiz. Bu yårdà )(xBn  markazi x  nuqtàdà, 

radiusi n bo’lgan ochiq shardir. Bu holda )(xBA N⊂  munosabatdan A  

to’plamning chegaralanganligi kelib chiqadi.  

Yetarliligi. Teoremaning yetarliligini isbotlash uchun, nR  da 

}|:|{ rxRxQr ≤∈=  kubning kompaktligini isbotlaymiz. Buning uchun esa ishni 

yopiq kesmaning kompaktligini isbotlashdan boshlaymiz.  

Lemma 1. Haqiqiy sonlar fazosida ixtiyoriy yopiq kesma  kompakt 

to’plamdir.  

Isbot. Biz ],[ ba  yopiq kesma uchun uning }{ αU   ochiq qobig’ini qaraylik. 

Agar x∈ ],[ ba  va ],[ xa  segment uchun chekli qobiq mavjud bo’lsa , bunday x 

nuqtalar to’plamini À bilan belgilaymiz. Ravshanki , À bo’sh emas,chunki 

Aa∈ . Bundan tashqari, birorta 0α  uchun 
0α

Ua∈  bo’lsà, a  nuqtà o’zining 

birortà atrofi bilan Uα 0  to’plamdà yotadi. Shuning uchun À to’plamga a  

nuqtadan boshqa nuqtalar hàm tegishli. Demak, agar }:sup{ Axxc ∈=  bo’lsa, 

ac >  ekanligi ravshan.Bu erda }:sup{ Axxc ∈=  bo’lganligi uchun ixtiyoriy 

yetarli kichik 0>ε  ó÷óí ],[ ε−ca  kesma uchun }{ αU oiladan tegishli chekli qobiq 

ajratish mumkin. Biz c nuqta tegishli bo’lgan ochiq to’plamni Uα1
 bilan 

belgilasak, 
1α

U to’plam ochiq bo’lganligi uchun birorta yetarli kichik 0>ε  

uchun  ( )
1

, αεε Ucc ⊂+−  munosabat o’rinli bo’ladi. Àãàð 0>ε  sonni tanlashda 

],[ ε−ca  segment uchun chekli qobiq mavjud va  ( )
1

, αεε Ucc ⊂+−   munosabat 

o’rinli bo’lsa,  ],[ ε−ca  segmentning chekli qobig’iga Uα1
 to’plamni qo’shsak, 

],[ ca  segment  uchun chekli qîbiq hîsil bo’ladi. Demak, Ac∈  munosabat 

o’rinli bo’ladi.   Endi bc =  tenglik o’rinli ekanligini isbotlaylik. Àgar bc <  

bo’lsà, ε  sonni shunday kichik qilib îlamizki, 
1

],[ αεε Ucc ⊂+−  munosabat 

bajarilsin. Bu holda ],[ ca  segmentning chekli qîbig’i ],[ ε+ca  uchun hàì chekli 
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qîbiq bo’ladi. Bu esà ñ nuqtaning àniqlanishigà ziddir. Demak, bc =  tenglik 

o’rinlidir. Låmmà isbotlandi.  

 Evklid fazosida berilgan ( ) },,2,1,||,,,{ 21 nirxRxxxxQ i
n

nr  =≤∈==  

to’plam yopiq kub deyiladi. 

Lemma-2. Evklid fazosida berilgan yopiq kub   kompakt to’plamdir.  

Isbot. Yopiq rQ  kubni n  ta ],[ rr−  segmentning to’g’ri ko’paytmasi 

sifatida yozamiz. Shunda lemma-2 ikkita kompakt to’plamning to’g’ri 

ko’paytmasi kompakt to’plam ekanligidan kelib chiqadi. Bu fakt quyidagi 

teorema ko’rinishda yozib,keyinchalik isbotlaymiz. 

Teorema-18. Bizga YX ,  topologik fazolarda YBXA ⊂⊂ ,  - kîmpàêò 

to’plamlar berilgan bo’lsà, BA×   to’g’ri  ko’paytma ham YX ×  topologik 

fazoda kompakt to’plamdir.  

Endi bevosita 17-teorema isbotiga qaytaylik. Biz qarayotgan A  to’plam 

chegaralangan bo’lganligi uchun uni o’z ichiga oluvchi rQ  kub mavjud. 

Berilgan A  to’plam yopiq bo’lganligi uchun uning to’ldiruvchisi ARn \  ochiq 

to’plamdir. Endi }{ aU  oila A  to’plamning ochiq qobig’i bo’lsa, }\{}{ ARU n
a ∪  

oila rQ  kubning ochiq qobig’i bo’ladi. Biz qarayotgan rQ  kub kompakt to’plam 

bo’lganligi uchun bu oiladan rQ  kub uchun chekli qobiq ajratish mumkin. 

Ќosil bo’lgan qopiqdan Rn\ A to’plamni chiqarib A  to’plam uchun }{ aU  oiladan 

ajratilgan chekli qobiq hosil qilamiz. Teorema isboti tugadi.   

 

 

 

III.Topologik fazo bazasi 

 

Bizga  ),( τX  - topologik fazo va }{ aUB =  - ochiq to’plamlar oilasi berilgan 

bo’lsin, ya’ni har bir α  uchun  τ∈aU munosabat o’rinlidir. Agar ),( τX  

topologik fazoning ixtiyoriy ochiq qism to’p-lamini B oilaga tegishli to’plamlar 

yig’indisi sifatida yozish mumkin bo’lsa, B oila ),( τX  topologik fazoning bazasi 

deb ataladi.  
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Misol. Biz evklid fazosini qaraylik, ya’ni nRX =  va τ  esa evklid 

topologiyasi bo’lsin. Bizga ma’lumki, ixtiyoriy Ax∈  uchun shunday 0>xr  

mavjud bo’lib, AxB
xr

⊂)(  bo’lsa A to’plam ochiq deyiladi. Demak, A ochiq 

to’plam bo’lsa, )(xBA
xrx

= , ya’ni A to’plamni ochiq sharlar yig’indisi sifatida 

yozish mumkin. Bundan kelib chiqadiki, nR  fazoda hamma ochiq sharlardan 

va bo’sh to’plamdan iborat oila Evklid topologiyasi uchun baza xosil qiladi. 

Umuman olganda bu faêò ixtiyoriy ),( ρX  metrik fazo uchun o’rinlidir, ya’ni 

ochiq sharlar va bo’sh to’plamdan iborat oila metrik fazo uchun bazani tashkil 

qiladi. Endi topologik fazo bazasining asosiy xossalarini o’rganamiz.  

Teorema - 19. Berilgan }{ aUB =  oila ),( τX  topologik fazoning bazasi 

bo’lishi uchun ixtiyoriy Xx∈ nuqta  va uning ixtiyoriy U  atrofi uchun B ga 

oilaga tegishli va UUx ⊂∈
0α

 munosabatni qanoatlantiruvchi 
0α

U to’plamning 

mavjudligi zarur va etarlidir.  

Isbot. Zarurligi. Faraz qilaylik  }{ aUB =  oila baza, Xx∈  va U  to’plam x 

nuqtaning atrofi bo’lsin. Berilgan U to’plam ochiq bo’lganligi uchun u B oilaga  

tegishli  ochiq to’plamlar yig’indisidan iborat va ulardan birortasi albatta x 

nuqtani o’z ichiga oladi.  

Yetarliligi. Berilgan }{ aUB =  oila teorema shartlarini qanoatlantirsa, 

uning baza ekanligini ko’rsataylik. Ixtiyoriy ochiq A to’plamni qaraylik. Agar 

Aa∈  bo’lsa, teorema shartiga kura BUa ∈  mavjud bo’lib, AUa a ⊂∈  munosabat 

bajariladi. Shuning uchun a
Aa
UA

∈
=   tenglik o’rinli bo’ladi. Teorema isbotlandi.    

Teîrema -20. Bizga ),( τX  topologik fazo va uning }{ aUB =  oiladan iborat  

bazasi berilgan bo’lsa, quyidagi munosabatlar o’rinlidir:  

1) 
α

α XU =   

2) Ixtiyoriy 
1α

U , 
2α

U to’plamlar va ixtiyoriy 
21 αα UUa ∩∈  nuqta uchun   

BU ∈
3α   mavjud bo’lib, 

213 ααα UUUa ∩⊂∈  munosabat bajariladi.  
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Isbot. Bu erda 1) munosabat bazaning ta’rifiga ko’ra ravshan bo’lganligi 

uchun 2) munosabatni ko’rsatamiz. Agar 
21 αα UUa ∩∈  bo’lsa, 

1α
U ∩ 

2αU  ochiq 

to’plam ekanligidan 1-teoremaga ko’ra 3α
U  mavjud bo’lib , 

213 ααα UUUa ∩⊂∈  

munosabatlar bajariladi.  

Teorema-21. Berilgan X to’plam va uning qism to’plamlaridan iborat 

}{ βUB =   oila uchun quyidagi uchta shartlar bajarilsa, ya’ni: 

1) Berilgan oilaga teshili to’plamlar yiғindisi berilgan X to’plamni 

qoplasa: XU =β
β
 ; 

2) Bo’sh to’plam berilgan oilaga tegishli bo’lsa: B∈∅ ; 

3) Berilgan oilaga tegishli ixtiyoriy 
1β

U , 2β
U to’plamlar va                

 ixtiyoriy 
21 ββ UUa ∩∈  íóqòà uchun BU ∈

3β  mavjud bo’lib,   

 
223 βββ UUUa ∩⊂∈  munosabat o’rinli bo’lsa, 

 X to’plamda shunday yagona τ  topologiya mavjudki ),( τX  topologik fazo 

uchun B oila baza bo’ladi.  

Isbot. Berilgan X to’plamda τ  oilani quyidagicha aniqlaymiz.Biz B oilaga 

tegishli to’plamlarni va ularning yig’indisidan iborat hamma qism 

to’plamlardan iborat  oilani τ bilan belgilaymiz. Teoremaning 1) va 2) 

shartlariga ko’ra X va bo’sh to’plam τ  oilaga tegishli bo’ladi. Bundan tashqari 

τ  oilaning aniqlanishiga ko’ra unga tegishli to’plamlarning yig’indisi τ  ga 

tegishli. Demak, τ∈21, AA  bo’lsa, τ∈∩ 21 AA  ni ko’rsatishimiz kerak. Agar 

21 AAa ∩∈  bo’lsa, teoremaning 3-shartiga ko’ra BUa ∈  mavjud va 21 AAUa a ∩⊂∈  

bo’ladi. Demak, 
21

21
AAa

aUAA
∩∈

=∩ . Bu esa τ∈∩ 21 AA  ekanligini bildiradi.Demak  

τ  oila topolgiya aksiomalarini qanoatlantiradi.Bu topologiyaning aniqlanishiga 

ko’ra B  oila uning uchun baza bo’ladi.  

 

§ 5. Uzluksiz akslantirishlar 

 



 36 

Bizga X, U - ixtiyoriy to’plamlar berilgan bo’lib , X to’plamning har bir, 

elåmentiga U to’plamning bitta elementi mos qo’yilgan bo’lsa, X to’plamni U 

to’plamga akslantiruvchi moslik yoki akslantirish berilgan deyiladi va YXf →:  

ko’rinishda yoziladi.  

Agar YXf →:  akslantirish berilgan bo’lsa, Xx∈  uchun )(xfy =  

element x  nuqtaning aksi (yoki obrazi), Yy∈  uchun ( ) ( ){ }yxfXxyf =∈=− :1  

to’plam y  nuqtaning asli (yoki proobrazi) deyiladi. Berilgan XA ⊂  qism 

to’plam uchun uning obrazi ( ) }:)({ AxxfAf ∈= , YB ⊂  qism to’plam uchun 

uning proobrazi ( ) ( ){ }1 :ваf B x x A f x B− = ∈ ∈  ko’rinishda aniqlanadi. 

Agar ( ) YXf =  bo’lsa, f  akslantirishni “ustiga” akslantirish, ( ) YXf ≠  bo’lganda 

esa “ichiga” akslantirish deb ataymiz. 

Berilgan  “ustiga” akslantirish f  uchun Xxx ∈21,  va 21 xx ≠  

munosabatlardan )()( 21 xfxf ≠ munosabat kelib chiqsa, f  o’zaro bir qiymatli 

akslantirish deyiladi.  

Ta’rif. Bizga YX ,   topologik fazolar, YXf →:  akslantirish va Xx∈  

nuqta berilgan bo’lsin.Agar )(xfy =  nuqtaning ixtiyoriy V  atrofi uchun x 

nuqtaning U  atrofi mavjud bo’lib, )(1 VfU −⊂  munosabat bajarilsa f  

akslantirish x nuqtada uzluksiz deyiladi.  

Agar f  akslantirish biror A  to’plamga tegishli hamma nuqtalarda 

uzluksiz bo’lsa, u A  to’plamda uzluksiz deyiladi. Agar f  akslantirish X 

fazoning hamma nuqtalarida uzluksiz bo’lsa, u uzluksiz akslantirish deyiladi.  

Teorema-22. Berilgan f  akslantirish uzluksiz bo’lishi uchun ixtiyoriy 

YG ⊂  ochiq to’plamning to’liq proobrazi )(1 Gf −  ochiq bo’lishi zarur va 

etarlidir.  

Isbot. Zarurligi. Faraz qilaylik f  uzluksiz akslantirish, YG ⊂  ochiq 

to’plam bo’lsin. )(1 Gf −  ochiq ekanligini ko’rsatishimiz kerak. Agar )(1 Gfx −∈  

bo’lsa, ( ) Gxf ∈  bo’ladi. f  akslantirish x nuqtada uzluksiz bo’lganligi uchun x 

ning shunday U  atrofi mavjudki, )(1 GfU −⊂  bo’ladi. Bundan esa )(1 GfUx −⊂∈  

kelib chiqadi. Demak, )(1 Gf −  ochiq to’plamdir.  
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Yetarlilik. Endi ixtiyoriy YG ⊂  ochiq to’plam uchun )(1 Gf −  ochiq to’plam, 

Xx∈  bo’lsin. )(xfy =  nuqtaning ixtiyoriy atrofi V  ni qarasak, u ochiq 

bo’lganligi uchun )(1 VfU −=  ochiq to’plam bo’ladi. Undan tashqari )(1 Ufx −∈  va 

)(1 VfU −⊂ . Demak f  akslantirish x nuqtada uzluksizdir. Bu erda x ixtiyoriy 

nuqta bo’lganligi uchun f  uzluksiz akslantirish bo’ladi.  

Umuman olganda, uzluksiz akslantirishda ochiq to’plamning obrazi î÷èq 

bo’lishi shart emas. Misol uchun, ),(2 yxRX =  va ),(2 vuRY =  fazolar uchun f  

akslantirish )cos,(sin),( xxyxf =  qoida bilan aniqlansa, ( ){ }1:, 222 <+∈ yxRyx  

doiraning obràzi 2R  da ochiq to’plam emas. Agar f  akslantirish 

( )yeyeyxf xx sin,cos),( =  qoida bilan berilsa, ( ) ( ){ }0,0, =≤= yxyx  yopiq to’plam 

obrazi yopiq emas.  

Teorema-23. Bizga ZYX ,,  - topologik fazolar,   uzluksiz ikkita  

YXf →: , ZYg →:  - akslantirishlar berilgan bo’lsa, ularning 

kompozitsiyasi,ya’ni ZXgf →:  akslantirish ham uzluksizdir. 

Isbot.  Bu teoremani isbotlash uchun yuqoridagi 22-teoremadan 

foydalanamiz.Faraz qilaylik ZG ⊂  ochiq to’plam bo’lsin.Biz  )(1 Gh−  to’plamning 

ochiq ekanligini ko’rsatishimiz kerak,bu erda gfh = . Proobraz uchun uning 

aniqlanishiga ko’ra ( )( )GgfGh 111 )( −−− =  tenglik o’rinlidir. Teorema shartiga ko’ra 

ZYg →: akslantirish uzluksiz bo’lganligi uchun 22-teoremaga ko’ra ( )Gg 1−  

to’plam ochiq to’plamdir.Bundan tashqari YXf →:  akslantirish ham uzluksiz 

bo’lganligi uchun shu teoremaga ko’ra  ( )( )GgfGh 111 )( −−− =  to’plam ham ochiq 

to’plamdir.Demak yuqoridagi 20-teoremaga ko’ra ZXgf →:  akslantirish 

ham uzluksizdir.  

 

Teorema - 24. Bizga YX ,  - topologik fazolar, YXf →:  uzluksiz akslan-

tirish, XA ⊂  - kompakt to’plam berilgan bo’lsa, )(Af  to’plam ham kompakt 

to’plamdir. 

Isbot. Ochiq to’plamlardan iborat }{ aU  oila )(Af  to’plamning ochiq 

qobig’i bo’lsin.Teorema shartiga ko’ra f  uzluksiz akslantirish bo’lganligi 
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uchun ( )αα UfV 1−=  to’plam hamma α  lar ó÷óí ochiq to’plam bo’ladi. 

)(AfU ⊃α
α
  munosabatdan AV ⊃α

α
  munosabat kelib chiqadi. Demak, }{ αV  

oila A  uchun ochiq qobiq bo’ladi. A  kompakt to’plam bo’lganligi uchun bu 

qobiqdan chekli qoplama ajratish mumkin. Ajratilgan chekli qoplama 

elementlari 
m

VVV ααα ,...,,
21

 to’plamlar bo’lsin. Shunda ularning obrazlari 

m
UUU ααα ,...,,

21
 to’plamlar )(Af  to’plam uchun }{ aU  oiladan ajratilgan chekli 

qobiqni tashkil etadi.  

Teorema-25. Bizga YX ,  - topologik fazolar, YXf →:  uzluksiz akslanti-

rish, XA ⊂  - bog’lanishli to’plam  berilgan bo’lsa, )(Af   to’plam ham 

bog’lanishli to’plamdir. 

Isbot. Agar )(Af  bog’lanishsiz to’plam bo’lsa, bo’sh bo’lmagan ochiq 1G  

va 2G  to’plamlar mavjud bo’lib, ( )( ) ( )( )21)( GAfGAfAf ∩∪∩= , 

( )( ) ( )( ) ∅=∩∩∩ 21 GAfGAf  va ∅≠∩ 1)( GAf , ∅≠∩ 2)( GAf  munosabatlar baja-

riladi. Akslantirish f  uzluksiz bo’lganligi uchun )( 1
1

1 GfA −=  va )( 2
1

2 GfA −=  

to’plamlar X  ning ochiq qism to’plamlari bo’ladi. 

Bundan tashqari ∅≠∩ 1)( GAf , va ∅≠∩ 2)( GAf  munosabatlardan 

∅≠∩ AA1  va ∅≠∩ AA2  kelib chiqadi. Bundan tashqari )()( 21 AAAAA ∩∪∩=  

munosabat ham o’rinlidir. Demak A  bog’lanishsiz. Bu ziddiyat teoremani 

isbotlaydi.   

Teorema - 26. Yopiq kesma ],[ baI =  bog’lanishli to’plamdir.  

Isbot. Faraz qilaylik ],[ ba  bog’lanishsiz bo’lsin. U holda ochiq va bo’sh 

bo’lmagan 1U  va 2U  to’plamlar mavjud bo’lib, )()( 21 UIUII ∩∪∩= , ∅≠∩ 1UI , 

∅≠∩ 2UI  va ∅=∩∩∩ )()( 21 UIUI  munosabatlar o’rinli bo’ladi.  

Endi I  ni topologik fazoga aylantiramiz. Buning uchun I  ning qism 

to’plami A  uchun 1R  da ochiq G  to’plam mavjud bo’lib, GIA ∩=  bo’lsa, A  ni 

ochiq to’plam deb e’lon qilamiz. Hosil bo’lgan I  ning ochiq qism to’plamlari 

oilasi I  da topologiyani hosil qiladi va topologik fazîga aylanadi. Bu 

topologiyada I  va ∅ ham ochiq to’plamdir. Agar I  bog’lanishsiz bo’lsa I  da 
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ochiq va bo’sh bo’lmagan 21, UU  to’plamlar mavjud bo’lib ∅=∩ 21 UU  va 

21 UUI ∪=  munosabatlar bajariladi. Endi  

( )




∈
∈

=
2

1

,1
,0

Ux
Ux

xf  

qoida bilan berilgan akslantirishni qaraylik. Agar 1RG ⊂  - ochiq to’plam bo’lsa 













∈∉

∉∈
∉∉∅

∈

=−

G1,G02

G1,G01

G1,G0,
G10,  I,

)(1

U

UGf  

tenglik o’rinlidir. IUU ,,, 21∅  to’plamlar ochiq bo’lganligi uchun 22 - 

teoremaga ko’ra f  uzluksiz funksiyadir. Koshi teoremasiga ko’ra funksiya 0 

va 1 oralig’idagi hamma qiymatlarni qàbul qilishi kerak. Bu ziddiyat 

teoremani isbotlaydi.   

Bizga X  - topologik fazo va  Xf →]1,0[:  - uzluksiz akslantirish bo’lsin. 

Bu erda ]1,0[=I  kesmadagi topologiya yuqoridagi 25 - teorema isbotidagi êàáè 

evklid topologiya yordamida aniqlanadi. Agar )0(fx = , )1(fy =  bo’lsa, biz x va 

y  nuqtalar f  yo’l yordamida tutashtirilgan deb ataymiz. Agar XA ⊂  - qism 

to’plamning har qanday ikki nuqtasini shu to’plamda yotuvchi yo’l yordamida 

tutashtirish mumkin bo’lsa, A  to’plam chiziqli bog’lanishli to’plam deyiladi.  

Teorema-27. Chiziqli bog’lanishli to’plam bog’lanishli to’plamdir.  

Isbot. X  - topologik fazo, XA ⊂  - chiziqli bog’lanishli to’plam bo’lsin. 

Ta’rifga ko’ra, A  ga tegishli ixtiyoriy x , y  nuqtalar uchun uzluksiz XIf →:  - 

akslantirish mavjud bo’lib, xf =)0( , yf =)1(  va AIf ⊂)(  bo’ladi. Agar A  

bog’lanishsiz to’plam bo’lsa, ochiq bo’sh bo’lmagan 1G  va 2G  to’plamlar 

mavjud bo’ëib )()( 21 GAGAA ∩∪∩= , ∅≠∩ 1GA , ∅≠∩ 2GA  munosabatlar 

bajariladi. 1GA∩  to’plamdan x nuqtani, 2GA∩  to’plamdan y  nuqtani olaylik. 

A  chiziqli bog’lanishli bo’lganligi uchun XIf →:  yo’l mavjud bo’lib, xf =)0( , 

yf =)1(  va ]1,0[=I  uchun AIf ⊂)(  bo’ladi. Yuqorida isbot qilingan 

teoremalarga ko’ra ])1,0([)( fIf =  bog’lanishli to’plamdir. Lekin 

)()( 21 GAGAA ∩∪∩=  tenglikdan ))(())(()( 21 GIfGIfIf ∩∪∩= , tenglik olamiz. 
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1)( GIfx ∩∈ , 2)( GIfy ∩∈  bo’lganligidan ∅≠∩ 1)( GIf , ∅≠∩ 2)( GIf  kelib 

chiqadi. Bundan )(If  bog’lanishsiz to’plam ekanligi kelib chiqadi. Bu ziddiyat 

A  bog’lanishli to’plam ekanligini ko’rsatadi. 

Umuman, bog’lanishli to’plam chiziqli bog’lanishli bo’lmasligi 

mumkinligini quyidagi misol ko’rsatadi.  

Misol. 

}11,0:),{(}0,1sin:),{(, 22 <<−=∪≠=∈== yxyxx
x

yRyxARX  

bo’lsin. Ravshanki, A  bog’lanishli, lekin chiziqli bog’lanishli emas.  

Teorema-28. Faraz qilaylik X  - topologik fazoda chiziqli bog’lanishli 

{ }αA  to’plamlar oilasi berilgan bo’lsin. Agar ular umumiy nuqtaga ega ,ya’ni  

∅≠
α

αA  bo’lsa.ularning yiғindisi 
α

αA to’plam ham chiziqli bog’lanishli 

bo’ladi. 

Isbot. Berilgan to’plamlar yig’indisi bo’lgan 
α

αAA =  to’plamga tegishli x, 

u nuqtalarni yo’l bilan tutashtirish mumkinligini ko’rsatamiz. Buning uchun 


α

αAa∈  nuqtani olamiz, va 
1α

Ax∈ , 
2α

Ay∈  bo’lsin deb faraz qilayliq. Shunda 

1αAa∈ , 
2α

Aa∈  munosabatlar o’rinli bo’lgani uchun x  va y  larni a  bilan mos 

ravishda 1f , 2f  yo’llar yordamida tutashtiramiz. Shunda  

( )
( )

( )













∈−





∈

=
1,

2
112

2
1,02

2

1

ttf

ttf
tg   

formula bilan aniqlangan g  yul uchun xg =)0( , yg =)1(  tengliklar o’rinli 

bo’ladi. 

  Endi bu teoremadan foydalanib, X  topologik fazoning a  nuqtasi uchun 

uning chiziqli bog’lanishlilik komponentasi tushunchasini kiritamiz. Berilgan a  

nuqta tegishli bo’lgan hamma chiziqli bog’lanishli to’plamlar yig’indisi 

yuqoridagi teoremaga ko’ra chiziqli bog’lanishli to’plam bo’ladi. Ana shu 

to’plamni a  nuqtaning chiziqli bog’lanishlilik komponentasi deb ataymiz va 

)(aL  bilan belgilaymiz. 
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Teorema-29. Bog’lanishli X  topologik fazoning har bir nuqtasi chiziqli 

bog’lanishli atrofga ega bo’lsa, X  chiziqli bog’lanishli fazo bo’ladi. 

Isbot. Topologik X  fazoning a  nuqtasi uchun )(aL  to’plamni qaraylik. 

Bu to’plamning ochiq to’plam ekanligini ko’rsataylik. Agar )(aLb∈  bo’lsa, )(bV  

bilan b  nuqtaning chiziqli bog’lanishli atrofini belgilaymiz. Shunda )()( aLbV ⊂  

bo’ladi. Demak )(aL  ochiq to’plamdir. Endi )(aL  to’plam uchun 

)()( aLaL = tenglikni isbotlaylik. Buning uchun )(aLb∈  nuqta olib, uni a  nuqta 

bilan yo’l orqali tutashtirish mumkinligini ko’rsatamiz. Urinma nuqta ta’rifiga 

ko’ra, b  nuqtaning har bir atrofida )(aL  to’plamga tegishli nuqtalar bor. Agar 

)(bV  to’plam b  nuqtaning birorta chiziqli bog’lanishli atrofi bo’lsa, bu atrofda 

)(aL  to’plamga tegishli nuqtalar bor. Demak a nuqta b  bilan yo’l orqali 

tutashtirish mumkin. Bundan )(aLb∈  kelib chiqadi. Bundan )(aL  to’plamning 

yopiq to’plam ekanligi kelib chiqadi. Berilgan X  topologik fazo bog’lanishli 

bo’lganligi uchun har qanday bo’sh bo’lmagan bir vaqtda ochiq va yopiq 

bo’lgan to’plam X  bilan ustma-ust tushadi. Demak ( )aLX = , va X  chiziqli 

bog’lanishdir. 

 

Topologik akslantirishlar 

(Gomåomorfizmlar) 

 

Uzluksiz akslantirishlar ichida bizning kursimiz uchun muhim 

akslantirishlardan biri topologik akslantirishdir. Topologik akslantirish 

goìåomorfizm deb ham ataladi. Bu paragrafda topologik akslantirish 

tushunchasini kiritib, misollar keltiramiz âa uning biz uchun zarur asosiy 

xossalarini keltiramiz. Bizga YX ,  - topologik fazolar, YXf →:  - akslantirish 

berilgan bo’lsin. Agar f  akslantirishga teskari 1−f akslantirish  mavjud va f , 

1−f  akslantirishlar uzluksiz bo’lsa, f  topologik akslantirish yoki gomåomorfizm 

deb ataladi.  

Topologik akslantirishga eng sodda misol qilib xxf =)(  qoida bilan 

aniqlangan ayniy XXf →:  akslantirishni olishimiz mumkin.  



 42 

Topologik akslantirish ta’rifidan bevosita kelib chiqadiki, agar f  

topologik akslantirish bo’lsa, unga teskari akslantirish 1−f  ham topologik 

akslantirish bo’ladi. Endi f  uchun teskari akslantirish mavjud bo’lishi uchun 

zarur va etarli shartlarga e’tibor beraylik. Teskari akslantirish Y  ning har bir 

nuqtasiga X  ning bitta nuqtasini mos qo’yadi. Demak, ixtiyoriy Yy∈  uchun 

birorta Xx∈  mavjud bo’lib, yxf =)(  tenglik o’rinli bo’lishi kerak. Buning 

uchun esa YXf =)(  bo’lishi, ya’ni f  ustlama akslantirish bo’lishi kerak. 

Bundan tashqari 1−f  teskari akslantirish Yy∈  nuqtaga bitta Xx∈  nuqtani mos 

qo’yganligidan 21 xx ≠  bo’lganda )()( 21 xfxf ≠  bo’lishi, ya’ni o’zaro bir qiymatli 

akslantirish bo’lishi zarurdir.  

Shunday qilib, f  ga teskari akslantirish 1−f  mavjud bo’lishi uchun f  

ning ustlama va o’zaro bir qiymatli akslantirish bo’lishi zarur va etarli. Agar 

X  va Y  topologik fazolar uchun YXf →:  topologik akslantirish mavjud bo’lsa, 

X  va Y  topologik fazîlar o’zaro gomeomorf yoki topologik ekvivalent fazolar 

deb ataladi. Topologik fazolarning topologik akslantirishda saqlanib qoladigan 

(ya’ni biridan ikkinchisiga o’tadigan) xossalarè topologik xossalar deb ataladi. 

Topologiya fanida topologik fazolarning, geometrik figuralarning topologik 

xossalari o’rganiladi.  

Endi bir nechta misollar keltiraylik. 

Misol 1. ),( baX = , ),( dcY =  bo’lib, X , Y  fazolarda topologiya 1R  dagi 

topologiya yordamida aniqlanadi. Shunda YXf →:  akslantirishni 

cax
ab
cdxf +−

−
−

= )()( formula yordamida aniqlasak, f  gomeomorfizm bo’ladi, 

chunki f  chiziqli funksiya, uzluksiz va unga teskari funksiya ham uzluksizdir.  

2. 



−=

2
;

2
ππX , ]1,1[−=Y , xxf sin)( =  bo’lsin. Bizga ma’lumki, xxf sin)( =  

uzluksiz va unga teskari funksiya yx arcsin=  ]1,1[−  da aniqlangan va 

uzluksizdir. Shuning uchun YX →  gomeomorfizmdir.  

3. 





−=

2
;

2
ππX , 1RY =  bo’lsa, tgxxf =)(  gomeomorfizm bo’ladi.  
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4. Ixtiyoriy ),( ba  interval 1R  ga gomeomorfdir. Bu erda gomeomorfizm 







 −

−
−

=
2

)()( ππ
ab
axtgxf formula yordamida aniqlanadi. 

 

5. Tekislikda }:),{( 2222 RyxyxD <+=  ochiq doira tekislikka 

gomeomorfdir. 

Bu yerda  

( )












+−+−
=

2222
,,

yxR
y

yxR
xyxf  

formula bilan 22: RDf →  akslantirishni aniqlasak, f gomeomorfizm bo’ladi. 

Buni tekshiraylik. Bu akslantirishning uzluksizligi 

22
),(

yxR
xyxu
+−

= , 
22

),(
yxR

yyx
+−

=υ  

funksiyalariing uzluksizligidan kelib chiqadi. Endi unga teskari akslantirish 

mavjud va uzluksizligini ko’rsataylik. Teskari 221 : DRf →−  akslantirishni  

( )












++++
=−

2222

1

1
,

1
,

yx
Ry

yx
Rxyxf  

formula bilan aniqlaymiz. Bu akslantirishning uzluksizligi  

( ) ,
1

,
22 yx

Rxyx
++

=µ  ( )
221

,
yx

Ryyx
++

=ϕ  

funksiyalarning uzluksizligidan kelib chiqadi. Endi ),(1 yxf −  akslantirish 

haqiqatan ham f akslantirishga teskari akslantirish ekanligini ko’rsataylik. 

Buning uchun ( ) ( )( ) ( )yxyxyxf ,,,, =ϕµ  tenglikni 

isbotlaymiz:

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )yx

yx
yxR

R

yx
Ry

yx
yxR

R

yx
Rx

yxyxR
yx

yxyxR

yxyxyxf

,

1

1
,

1

1

,,
,,

,,

,,,,

22

22

22

22

22

22

2222

=

























++

+
−

++

++

+
−

++
=

=












+−+−
=

ϕµ
ϕ

ϕµ

µϕµ

 

Demak, f akslantirishdir gomeomorfizmdir. 
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6. Evklid fazosida, ya’ni nR  da ixtiyoriy nD  ochiq shar nR  ga 

gomeomorfdir. Buni ko’rsatish uchun nR  fazoda koordinata boshini nD  

sharning markaziga joylashtirib dekart koordinatalar sistemasini kiritib 
nn RDf →:  akslantirishni  

( )












−−−
=

xR
x

xR
x

xR
xxxxf n

n ,,,,,, 11
21   

formula bilan aniqlaymiz. Bu erda 22
2

2
1 nxxxx +++=  , R  – nD sharning 

radiusidir. 

Teskari akslantirish  

( )








+++
=−

x
Rx

x
Rx

x
Rxxxxf n

n 1
,,

1
,

1
,,, 21

21
1   

formula yordamida aniqlanadi. Ikkala f , 1−f  akslantirishlar ham uzluksiz 

bo’lganligi uchun f  gomeomorfizmdir. 

 Endi topologik akslantirishning ba’zi bir muhim xossalarini keltiraylik. 

Topologik akslantirishning ta’rifidan bevosita har qanday topologik 

akslantirish uchun unga teskari akslantirish ham topologik akslantirish 

ekanligi kelib chiqadi.  

Teorema 30. Bizga YXf →: , ZYg →:  - gomeomorfizmlar berilgan 

bo’lsa, ular yordamida qurilgan ZXgf →:  akslantirish ham 

gomeomorfizmdir. 

  Isbot. Berilgan f  va g  akslantirishlarning uzluksizligidan 23-teoremaga 

ko’ra gf   akslantirish ham uzluksizdir. Ular topologik akslantirishlar 

bo’lganligi uchun ularga teskari akslantirishlar ham uzluksizdir. Shuning 

uchun 111)( −−− = gfgf   akslantirish uzluksizdir. Teorema isbotlandi. 

Teorema 29. Faraz qilaylik YXf →:  - uzluksiz akslantirish, X  - kompakt fazo, 

Y  - Xausdorf fazosi bo’lsin.Agar f  akslantirishga teskari 1−f akslantirish  

mavjud bo’lsa, f  - gomeomorfizm bo’ladi.  

Isbot. Teoremani isbotlash uchun teskari 1−f  akslantirishning 

uzluksizligini ko’rsatish kerak. Buning uchun ixtiyoriy ochiq XG ⊂  - 
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to’plamning 1−f  akslantirishga nisbatan proobrazi Y  da ochiq ekanligini 

ko’rsatishimiz kerak. Agar G  - ochiq bo’lsa, GX \  yopiq to’plamdir. Biz 

bilamizki GX \  to’plamning 1−f  akslantirishga nisbatan proobrazi )\( GXf  

to’plamdan iborat. Kompakt topologik fazoda GX \  to’plam yopiq to’plam 

bo’lganligi uchun 14-teoremaga ko’ra GX \  to’plam kompakt bo’ladi, 23-

teoremaga ko’ra esa uning uzluksiz akslantirishdagi obrazi )\( GXf  ham 

kompakt to’plam bo’ladi.Teorema shartiga ko’ra topologik Y fazo xausdorf 

fazosi bo’lganligi uchun 16-teoremaga ko’ra )\( GXf  to’plam yopiq 

to’plamdir.Engil tekshirib ko’rish mumkin bo’lgan )\(\)( GXfYGf =  tenglikdan 

)(Gf  to’plamning ochiqligi kelib chiqadi. Teorema isboti tugadi. 

Endi 18-teorema isbotiga qàytaylik. 

Bu teorema isbotini, agar YX ,  kompakt fazolar bo’lsa, xyx →),(  qoida 

bilan aniqlangan XYXpr →×:  akslantirishda (proeksiya) yopiq to’plamning 

obrazi yopiq to’plam ekanligini ko’rsatishdan boshlaymiz.  

Bizga YX ×  to’g’ri ko’paytmaning yopiq qism to’plami F  berilgan 

bo’lsin. Uning obrazi prF  to’plamning X  topologik fazoda yopiq to’plam 

ekanligini ko’rsatish uchun uning to’ldiruvchisi prFXG \= to’plamning ochiq 

to’plam ekanligini ko’rsatishimiz kerak. Buning uchun Gx ∈0  nuqtani 

qaraylik. Bu nuqta uchun FYXYx \),( 0 ×⊂  munosabat 

bajariladi.To’ldiruvchi X Y F× \  ochiq to’plam bo’lgani uchun ixtiyoriy 

Yy∈  nuqta uchun ),( 0 yx  juftlik birorta yy VxVyxU ×= )(),( 00  atrofi bilan 

FYX \× to’plamda yotadi. Bu erda )( 0xVy to’plam  0x  nuqtaning X fazodagi 

atrofi va u GxVy ⊂)( 0  munosabatni qanotlantiradi.Ochiq to’plamlardan iborat 

{ }YyVy ∈:  oila Y  fazo uchun ochiq qobiq bo’ladi va Y  kompakt bo’lganligi 

uchun bu oiladan { }niYyV iiy ,2,1,: =∈  chekli qobiq ajratish mumkin. Biz 

iyV to’plamlarga mos keluvchi 0x  nuqtaning atroflarini ( )0xV
iy  ko’rinishda 

belgilasak,ularning kesishmasi ( )0xVV
iy=  ochiq to’plam bo’ladi va GV ⊂  
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munosabatni qanoatlantiradi. Demak, G  ochiq to’plamdir. Bundan esa prF  

to’plamning yopiq to’plam ekanligi kelib chiqadi.  

 Endi agar }{ aU  îilà BA×  to’plamning îchiq qîbig’i bo’lsà, undan BA×  

uchun chekli qîbiq ajratish mumkinligini isbotlash kerak.Biz umumiylikni 

chegaralamagan holda XA = va YB =  tengliklar bajarilgan deb hisoblaymiz 

Har bir α  uchun ochiq qobiqqa tegishli }{ aU  to’plam 21
ααα UUU ×=  ko’rinishdagi 

to’plamlar yig’indisidan iborat bo’ladi, ya’ni 21
ααα UUU ×=  ko’rinishdagi 

to’plamlar BA×  fazo uchun baza bo’ladi. Bu yerda XU ⊂1
α , YU ⊂2

α  ochiq 

to’lamlardir. Biz umumiylikni chegaralamagan holda  har bir α  uchun }{ aU  

to’plam 21
ααα UUU ×=  to’g’ri ko’paytmadan iborat bo’lsin deb hisoblaymiz. 

Birorta Ax∈  nuqta uchun Bx ×}{  to’plamni qàrayliê. Bu to’g’ri Bx ×}{  

ko’paytma B  to’plamga gomeomorf bo’lgani uchun kompakt to’plamdir. 

Shuning uchun αU  îiladan Bx ×}{ to’plam  uchun chekli qobiq ajratish mumkin. 

Agar 
xxx

k
UUU ααα ,...,,

21
 to’plamlar Bx ×}{ to’plam uchun }{ αU  oiladan 

ajratilgan chekli qobiq bo’lsa, 
k

i

x
x i

UG
1=

= α
to’plam ochiq to’plam bo’lganligi 

uchun uning xx GYXF \×=  to’ldiruvchisi  yopiq to’plam bo’ladi. Yuqorida 

isbotlaganimizga ko’ra to’ldiruvchining XYXpr →×:  proeksiyadagi obrazi 

xprF  yopiq to’plamdir.Agar xA  to’plam xprF  to’plamning to’ldiruvchi bo’lsa, 

to’ғri BAx × ko’paytma uchun xx GBA ⊂×  munosabat bajariladi. Demak, 

xxx
k

UUU ααα ,...,,
21

to’plamlardan iborat  oila to’g’ri BAx ×  ko’paytma  

uchun ham }{ αU  qobiqdan ajralgan chekli qobiqdir. Endi }:{ AxAx ∈  oila A  

to’plam uchun qobiq va A  kompakt bo’lganligi uchun undan A  uchun chekli 

qobiq ajratish mumkin. Bu oiladan A  uchun ajralgan chekli qobiq 

mxxx AAA ,...,,
21

 to’plamlardan iborat bo’lsin. Demak AA
m

i
xi
⊃

=


1
. Biroq har bir 

BA
ix ×  uchun }{ αU  dan chekli 

1 2
, ,...,i i i

ki

x x xU U Uα α α  qobiq ajratish mumkin. 
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Lekin BABA
m

i
xi

×⊃×
=


1

)(  bo’lganligi uchun }{ αU  dan BA×  uchun ham chekli 

qobiq ajratish mumkin. Demak, BA×  kompakt to’plamdir.  

 

Bu qism oxirida matematikada muhim rol o’ynaydigan topologik 

akslantirishlardan biri bo’lgan stereografik proeksiyani kiritamiz. 

Bizga uch o’lchamli 3R  evklid fazosida birorta sfera berilgan bo’lsin. Bu 

sferani 2S  bilan, sfera bilan bitta umumiy nuqtaga ega bo’lgan tekislikni П  

bilan, ularning umumiy nuqtasini S  bilan belgilaylik. Endi sferaning S  

nuqtasiga diametral qarama – qarshi joylashgan nuqtasini N  bilan belgilab, 

sferaning N  nuqtadan boshqa hamma nuqtalari to’plami bilan П  tekislik 

nuqtalari orasida gomeomorf moslikni o’rnatmoqchimiz. Buning uchun 

sferaning N  nuqtadan farqli M  nuqtasi uchun NM  to’g’ri chiziqning П  

tekislik bilan kesishish nuqtasini MP  bilan belgilab ПNSP →}{\: 2  akslantirishni 

MPMP =)(  qoida bilan aniqlaymiz.  

 

 

 

 

 

 

Chizma-1. 

 

Endi bu akslantirishning gomeomorf akslantirish ekanligini isbotlaylik. 

Buning uchun 3R  fazoda koordinata boshini sfera markaziga joylashtirib OZ  

o’qini ON  to’g’ri chiziq bo’yicha yo’naltirib dekart koordinatalar sistemasini 

kiritamiz. Shunda 

( ){ }222232 :,, RzyxRzyxS =++∈=  

tenglik o’rinli bo’lib, П  tekislik 0=+ Rz  tenglama bilan aniqlanadi. Endi sfera 

nuqtalarining koordinatalari zyx ,,  bilan, П  tekislik nuqtalarining 

koordinatalarini YX ,  belgilab, P  akslantirish uchun formula hosil qilamiz. 

 



 48 

Sferadagi ),,( zyxM  va ),0,0( RN  nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chiziq Ï  tekislik 

bilan  









−−
y

zR
Rx

zR
R 2,2  nuqtada kesishadi. Shuning uchun 

{ } Π→NSP \: 2  

akslantirish 









−−
= y

zR
Rx

zR
RzyxP 2,2),,(  formula 

bilan beriladi. Bu erda  

x
zR

RzxX
−

=
2),( , y

zR
RzyY
−

=
2),(   (1) 

funksiyalar uzluksiz bo’lganligi uchun P  uzluksiz akslantirishdir.  

Endi P  akslantirishga teskari 1−P  akslantirishni topish uchun ),0,0( RN  va 

),,( RYXQ −  nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chiziqning sfera bilan kesishish 

nuqtasini topamiz. Bu kesishish nuqtalari ),0,0( RN  va ),,( zyxM  nuqtalar 

bo’lib, M  nuqtaning koordinatalari  
















++
−+

=

++
=

++
=

222

322

222

2

222

2

4
4)(

,
4

4

,
4

4

RYX
RyxRz

Y
Ryx

Ry

X
Ryx

Rx

  (2) 

ko’rinishga ega bo’ladi. Demak (2) formulalar { }NSP \: 21 →Π−  akslantirishni 

aniqlaydi. 

Yuqoridagi keltirilgan (2) sistemadagi ),( YXx , ),( YXy , ),( YXz  

funksiyalar YX ,  o’zgaruvchilarga nisbatan uzluksiz funksiyalardir. Shuning 

uchun 1−P  akslantirish uzluksizdir. Quyidagi 2-chizmada sferani Rccz <= ||,  

tekislik bilan kesganda hosil bo’ladigan aylanalar stereografik proyeksiyada 

aylanalarga o’tishi tasvirlangan. 
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Chizma-2 

 

I - bobga doir mashq va masalalar 

1.  Metrik fazoda har qanday yaqinlashuvchi ketma-ketlikning 

fundamental ekanligi ko’rsatilsin. 

2.  Metrik fazoda berilgan Y  to’plamning yopiq bo’lishi uchun Y  to’plam 

nuqtalaridan iborat barcha yaqinlashuvchi ketma-ketliklarning limiti Y  

to’plamga tegishli bo’lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin. 

3.  Metrik fazoda ixtiyoriy to’plamning yopig’i yopiq to’plamligi 

ko’rsatilsin. 

4.  Metrik fazoda yaqinlashuvchi ketma-ketlikning limiti yagonaligi 

isbotlansin. 

5. Haqiqiy sonlar to’plamida ichma-ich joylashgan, uzunligi nolga 

intiluvchi yopiq kesmalar ketma-ketligining kesishmasi bo’sh emasligi 

ko’rsatilsin. 

6.  Haqiqiy sonlar to’plamining qism to’plami ochiq bo’lishi uchun uning 

o’zaro kesishmaydigan, chekli yoki sanoqli sondagi ochiq intervallarning 

birlashmasidan iborat bo’lishi zarur va etarli ekanligi isbotlansin. 

7.  Evklid tekisligida bitta nuqtasini chiqarib tashlangandan so’ng ochiq 

bo’lib qoladigan yopiq to’plamga misol keltiring. 

8.  Kesishmasi ochiq bo’lmagan ochiq to’plamlar sistemasiga misol 

keltiring. 

9.  Shunday yopiq to’plamlar sistemasiga misol keltiringki, ularning 

birlashmasi yopiq bo’lmagan to’plamdan iborat bo’lsin. 
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10.  Tekislikda { }]}2;0[;sin,cos:),(1 πβββ ∈=== ryrxyxS  aylana berilgan. 

Aylanadagi απβ n=  (α -irratsional son), Zn∈ , burchakka mos keluvchi 

nuqtalar to’plamini A  bilan belgilaymiz. Bu to’plamning aylanada zich 

ekanligi, ya’ni  1SA =  tenglik isbotlansin. 

11. Bizga X  topologik fazoda XA ⊂ qism to’plam berilgan bo’lsa, uning 

uchun quyidagi munosabatlar o’rinli ekanligi isbotlansin.  

1) AAA ∂∪=


 

2) BABA ∂∪∂⊂∪∂ )(  

3) ( ) BABA ∂∂∂  ⊂  

4) ∂ AA ∂⊂  

5) AAX ∂=∂ )\(  

6) AA ∂⊂)(int∂  

7) AAA ∂= \int  

12. Ta’rif. Berilgan X  -topologik fazo, XA⊂ qism to’plam uchun XA =  

tenglik o’rinli bo’lsa, A to’plam hamma yerda zich deyiladi. Bizga ),( τX  

topologik fazoda ikkita ochiq  21, YY to’plamlar berilgan bo’lsin. Agar 1Y  va 2Y  

to’plamlar hamma yerda zich bo’lsa, ularning 21 YY ∩  kesishmasi   ham hamma 

yerda zich ekanligi isbotlansin. 

13. Ta’rif. Berilgan  X  topologik fazoga tegishli har bir nuqtaning 

atroflari uchun sanoqli baza mavjud bo’lsa, X  fazoda sanoqlilikning I-

aksiomasi bajarilgan deyiladi. Agar X  topologik fazoning sanoqli bazasi 

mavjud bo’lsa, X  fazoda sanoqlilikning 2-aksiomasi bajarilgan deyiladi. 

Sanoqlilikning ikkinchi aksiomasi bajarilgan topologik fazoda sanoqlilikning 

birinchi aksiomasi bajarilishi ko’rsatilsin. 

14. Evklid fazosida ochiq sharning yopig’i yopiq shar, sfera esa ochiq 

hamda yopiq sharlarning chegarasi ekanligi isbotlansin. 

15.  Berilgan X  to’plamdagi ixtiyoriy topologiyalar oilasining kesishmasi 

X  to’plamda topologiya bo’lishi ko’rsatilsin.  
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16. Berilgan X  to’plamni ikkita yopiq to’plamlarning ayirmasi 

ko’rinishida tasvirlash mumkin bo’lishi uchun, XX \
−

 to’plamning yopiq bo’lishi 

zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.  

17. Berilgan A  to’plam yopiq bo’lishi uchun, AAA int\=∂  bo’lishi zarur va 

yetarli ekanligi isbotlansin. 

 18. Topologik X  fazo va XA ⊂ qism  to’plam berilgan bo’lsin. Berilgan A  

to’plam yopiq bo’lishi uchun uning barcha urinish nuqtalari  o’ziga tegishli 

bo’lishi zarur va etarli ekanligi isbotlansin. 

19. Berilgan X  topologik fazoning sanoqli va hamma erda zich qism 

to’plami mavjud bo’lsa, X  separabel topologik fazo deyiladi. Metrik fazo 

separabel bo’lishi uchun unda sanoqlilikning ikkinchi aksiomasi bajarilishi 

zarur va yetarli ekanliligi ko’rsatilsin. 

20. Berilgan A to’plam uchun AAA int\=∂ tenglik o’rinli bo’lganda, faqat 

va faqat shu holdagina A  to’plamning ochiq bo’lishi isbotlansin. 

21. Uzluksiz akslantirishlarning superpozitsiyasi uzluksiz akslantirish 

bo’lishi isbotlansin. 

22. Bizga YX ,  topologik fazolar, YXf →:  uzluksiz, biektiv akslantirish 

berilgan bo’lsin. Agar X  fazoda ajralgan nuqta mavjud bo’lmasa, u holda Y  

fazoda ham ajralgan nuqta mavjud emasligi isbotlansin. 

23. Bizga YX ,  topologik fazolar va  YXf →:  akslantirish berilgan 

bo’lsin. Berilgan  f  - akslantirirish uzluksiz bo’lishi uchun Y  topologik 

fazodagi ixtiyoriy G  yopiq to’plamning proobrazi )(1 Gf −  yopiq bo’lishi zarur 

va etarli ekanligi ko’rsatilsin. 

24. Ixtiyoriy uzluksiz :f [ ]1;0 → [ ]1;0  akslantirish kamida bitta qo’zg’almas 

nuqtaga egaligi isbotlansin. 

25. Teskarisi uzluksiz bo’lmagan o’zaro bir qiymatli uzluksiz 

akslantirishga misol keltiring. 

26. Bizga YX ,  topologik fazolar, YXf →:  uzluksiz akslantirish berilgan 

bo’lsin.To’ғri YX × ko’paytmaning qism to’plami bo’lgan ))}(,{( xfxG =  to’plam 

f  akslantirishning grafigi deyiladi. Grafikning ,ya’ni G  to’plamning X fazoga 

gomeomorfligi isbotlansin. 
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27. Bizga YX ,  topologik fazolar va YXf →:  akslantirish berilgan 

bo’lsin. Berilgan f  akslantirish uzluksiz bo’lishi uchun quyidagi shartning 

bajarilishi zarur va etarliligi isbotlansin: ⊂∀A X  uchun f ( )A ⊂ ( )Af . 

28. Bizga ),( dX  metrik fazo berilgan bo’lsa, ),( yxd  funksiya to’g’ri YX ×  

ko’paytmada uzluksiz ekanligi isbotlansin. 

29. Bizga YX ,  topologik fazolar, YXf →:  akslantirish berilgan bo’lsin. 

Berilgan f akslantirish uzluksiz bo’lishi uchun quyidagi munosabatning 

bajarilishi zarur va etarliligi isbotlansin: YA ⊂∀  uchun )()( 11 AfAf −− ⊂  

30. To’g’ri chiziqdagi ixtiyoriy ikkita ochiq (yopiq) interval o’zaro 

gomeomorfligi isbotlansin. 

31. Bizga YX ,  topologik fazolar berilgan bo’lsa,ularning to’g’ri YX ×  

ko’paytmasining X  ga proeksiyasi uzluksiz akslantirish ekanligi isbotlansin. 

32. Evklid fazosida yopiq shar va yopiq kub gomeomorfligi ko’rsatilsin. 

33. Lokal bog’lanishli bo’lmagan, bog’lanishli topologik fazoga misol 

keltiring. 

34. Haqiqiy sonlar to’plamida lokal bog’lanishsiz cheksiz qism to’plamga 

misol keltiring. 

35. Chiziqli bog’lanishli bo’lmagan bog’lanishli to’plamga misol keltiring.  

36. Agar A  va B  bog’lanishli to’plamlar  bo’lib, ∅≠BA  bajarilsa,u 

holda BA  to’plam ham bog’lanishli bo’lishini isbotlang. 

37. Berilgan 1RA ⊂  to’plam bog’lanishli bo’lishi uchun uning intervaldan 

iborat bo’lishi zarur va etarli ekanligi ko’rsatilsin. 

38. Bog’lanishli topologik fazoning uzluksiz akslantirishdagi obrazi 

bog’lanishli to’plam bo’lishi isbotlansin. 

39. Evklid fazosi bog’lanishli fazo ekanligi isbotlansin. 

40. Berilgan X  topologik fazo yagona bog’lanishlilik komponentasidan 

iborat bo’lishi uchun, X  bog’lanishli fazo bo’lishi zarur va yetarli ekanligi 

ko’rsatilsin. 

41. Chiziqli bog’lanishli, lekin lokal chiziqli bog’lanishli bo’lmagan 

topologik fazoga misol keltiring. 
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42. Faraz qilaylik ( )dX ,  kompakt metrik fazoda o’zaro kesishmaydigan, 

yopiq A  va B  to’plamlar berilgan bo’lsin. U holda, ( ) 0, >BAd  ekanligi 

isbotlansin. 

43. Faraz qilaylik X  metrik fazoda bo’sh bo’lmagan { }nA kompakt 

to’plamlar berilgan bo’lib, ular 
∞

=

∅≠⊃
1

21 ...,
i

iAAA  va 0)( →= nnAd ε  shartlarni 

qanoatlantirsin. Bu holda 
i

iA   to’plam bitta nuqtadan iboratligi isbotlansin. 

Bu yerda )(Ad  son A  to’plamning diametridir. 

44. Bizga YX ,  topologik fazolar va YXf →:  uzluksiz, biyektiv akslantirish be-

rilgan bo’lsin. Agar X  kompakt fazo va Y  Xausdorf fazosi ekanligi ma’lum bo’lsa, 

berilgan f  topologik akslantirish (gomeomorfizm) ekanligi isbotlansin. 

45. Faraz qilaylik X  kompakt fazo va 1: RXf →  uzluksiz funksiya 

berilgan bo’lsin. Berilgan f  funksiyaning chegaralanganligini va X  kompakt  

fazoda o’zining eng katta va eng kichik qiymatlariga erishishi isbotlansin. 

46. Faraz qilaylik X  to’la metrik fazo va XA ⊂  qism to’plam berilgan 

bo’lsin. Berilgan A  to’plam nisbiy kompakt bo’lishi uchun (ya’ni A kompakt 

to’plam bo’lishi uchun) A  to’plamning chegaralangan qism to’plam bo’lishi 

zarur va yetarli ekanligi isbotlansin. 
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II BOB 

 

CH I Z I Q L A R    N A Z A R I YA S I 

 

 Bu bobda biz differensial geometriya kursining asosiy ob’ektlaridan biri 

bo’lgan egri chiziq tushunchasini kiritamiz, uning berilish usullarini va asosiy 

geometrik xarakteristikalarini o’rganamiz.  

 

§ 1. Egri chiziq va uning berilish usullari 

 Ta’rif-1: Fazodagi (yoki tekislikdagi) γ  to’plam birorta ochiq intervalning 

topologik (gomeomorf) akslantirishdagi obrazi bo’lsa, u elementar egri chiziq 

deb ataladi.  

 Bu ta’rifga ko’ra, birorta 3);(: Rbaf →  akslantirish uchun, f a b(( ; )) = γ  

tenglik o’rinli bo’lib, f a b:( ; ) →γ  topologik akslantirish bo’lsa, γ  elementar 

egri chiziq deb ataladi.  

 Biz f a b R:( ; ) → 3  akslantirish yordamida berilgan elementar γ  egri 

chiziqni qaraylik. Ochiq ( ; )a b  intervalga tegishli ixtiyoriy t  nuqtaga mos 

keluvchi nuqtani γ ( )t  bilan belgilasak, f  gomeomorfizmni t t→ γ ( )  

ko’rinishda yoza olamiz.Bu γ ( )t  nuqtaning koordinatalarini )(),(),( tztytx  

funksiyalar bilan belgilasak, f  akslantirish 

))(),(),(( tztytxt →  

ko’rinishda bo’ladi. Shuning uchun quyidagi tengliklar sistemasi γ  chiziqning 

parametrik tenglamalari deyiladi: 

x x t
y y t a t b
z z t

=
= < <
=









( ),
( ), ( )
( ),

1  

 Tabiiyki, f − uzluksiz akslantirish bo’lganligi uchun, )(),(),( tztytx  

koordinatalar t  o’zgaruvchining uzluksiz funksiyalaridir. Agar γ  elementar 
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egri chiziq y f x= ( )  funksiyaning grafigi bo’lsa, uning parametrik 

tenglamalari )(, tfytx ==  ko’rinishda bo’ladi. Elementar egri chiziqning 

parametrik tenglamalari topologik f akslantirish yordamida aniqlanadi. 

Shuning uchun, agar γ  chiziqni boshqa gomeomorfizm yordamida aniqlasak, 

uning parametrik tenglamalari o’zgaradi. Birinchi bobda ko’rdikki, har 

qanday ikki ochiq interval o’zaro gomeomorfdir. 

 Shuning uchun, 3),(: Rbaf →  akslantirish yordamida aniqlangan 

elementar γ  egri chiziqni ixtiyoriy ),( dc  intervalning boshqa gomeomorf 

akslantirishdagi obrazi deb qarash mumkin. Haqiqatdan, agar 

),(),(: badcg →  gomeomorfizm bo’lsa, unda γ  chiziqni 3),(: RdcF →  

akslantirish yordamida bera olamiz. Bu erda F akslantirish 

))(()( ττ gfF = qoida bilan aniqlanadi. Gomeomorfizmlarning kompozitsiyasi 

sifatida F  ham gomeomorfizmdir. Demak, har bir elementar egri chiziqni 

cheksiz ko’p usullar bilan parametrlash mumkin. 

 

 

 

 

 

 

Chizma-1 

 

 

 

 

 

 

Chizma-2 
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Differensial geometriya kursida egri chiziq (1)  ko’rinishdagi parametrik 

tenglamalar yordamida o’rganiladi, ya’ni γ  chiziqnini aniqlovchi f  

akslantirish tanlanib, uning parametrik tenglamalari yoziladi. 

Bu holda γ  chiziqni parametrlangan elementar egri chiziq deb ataymiz. 

Matematik analiz asosiy matematik apparat bo’lganligi uchun 

)(),(),( tztytx  funktsiyalarga qo’shimcha shartlar qo’yamiz.  

Ta’rif-2. Berilgan γ  elementar egri chiziqni differensiallanuvchi 

)(),(),( tztytx  funksiyalar yordamida parametrlash mumkin bo’lsa, u silliq 

elementar egri chiziq deb ataladi.  

 Izoh: Zarur bo’lgan hollarda, biz yuqori tartibli hosilalarning mavjud va 

uzluksiz bo’lishini talab qilamiz. 

 Misollar:  

1. Har qanday to’g’ri chiziq elementar egri chiziqdir. Haqiqatdan, agar l  

to’g’ri chiziq  









+=
+∞<<∞−+=

+=

.
,
,

0

0

0

ctzz
tbtyy

atxx

 

parametrik tenglamalar bilan berilgan bo’lsa, t x at y bt z ct→ + + +( , , )0 0 0  

moslik ( ; )−∞ +∞  interval bilan l to’g’ri chiziq nuqtalari o’rtasida topologik 

akslantirish bo’ladi. 

2. Ochiq intervalda aniqlangan har qanday uzluksiz funksiyaning grafigi 

elementar egri chiziqdir. Haqiqatdan ham, agar y f x= ( )  funksiya ),( ba  da 

aniqlangan va uzluksiz bo’lsa, x x f x→ ( , ( ))  moslik ),( ba  interval bilan 

y f x= ( )  funksiya grafigi nuqtalari o’rtasida gomeomorf akslantirishni beradi.  

3. Biz birinchi kursda o’rgangan ikkinchi tartibli chiziqlardan faqat parabola 

elementar egri chiziq bo’ladi. Haqiqatdan parabola ochiq intervalning 

topologik akslantirishdagi obrazidir, chunki parabolani uzluksiz funksiyaning 

grafigi sifatida tasvirlash mumkin.  
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 Ta’rif-3. Bog’lanishli γ  to’plamga tegishli har qanday M  nuqtaning 

birorta U M  atrofi mavjud bo’lib, γ  to’plamning U M  atrofdagi qismi elementar 

egri chiziq bo’lsa, γ  sodda egri chiziq deb ataladi.  

 Aylana elementar egri chiziq emas, chunki u hech qanday ochiq 

intervalga gomeomorf emas. (nima uchun? bu savolga javobni o’quvchilar 1-

bobdan topishi mumkin). Lekin u sodda egri chiziqdir. Buni ko’rsatish uchun 

aylana yotuvchi tekislikda dekart koordinatalar sistemasini kiritamiz va 

umumiylikni chegaralamasdan koordinata boshi aylana markazida deb 

hisoblaymiz. Shunda radiusi R  ga teng aylananing parametrik tenglamalari 

quyidagicha bo’ladi:  

[ ]x R t y R t t= = ∈cos , sin , ;0 2π . 

Agar M t( )0 nuqta aylananing ( cos ; sin )R t R t0 0  nuqtasi bo’lsa, etarli 

kichik ε > 0  uchun  

 

t R t R t t t t→ ∈ − +( cos ; sin ), ( ; )0 0ε ε  

akslantirish ( ; )t t0 0− +ε ε  intervalni uning obraziga gomeomorf 

akslantiradi. Demak, ixtiyoriy M t( )0  nuqta uchun uning yetarli kichik 

atrofida aylana elementar egri chiziqqa aylanadi. 

 Sodda egri chiziq strukturasi haqidagi quyidagi teoremani isbotsiz 

keltiramiz. 

 Teorema-1. Har qanday sodda egri chiziq yoki elementar egri chiziqdir, 

yoki aylanaga gomeomorfdir.  

Endi chiziqlar oilasini yana kengaytiramiz. 

Buning uchun umumiy egri chiziq tushunchasini kiritamiz. Bizga sodda γ  egri 

chiziq berilgan bo’lib, M  esa unga tegishli nuqta bo’lsin. Agar U M  to’plam 

M  nuqtaning atrofi bo’lsa, U M ∩γ  kesishmani M  nuqtaning γ  chiziqdagi 

atrofi deb ataymiz. Natijada, γ  topologik fazoga aylanadi (I-bobdagi keltirilgan 

topologiya tushunchasiga qarang). 
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Agar f R:γ → 3  akslantirish uchun ixtiyoriy M ∈γ  nuqtaning γ  da U  atrofi 

mavjud bo’lib, )(: UfUf U →  topologik akslantirish bo’lsa,      f lokal 

topologik akslantirish deyiladi.Sodda egri chiziqning lokal topologik 

akslantirishdagi obrazi umumiy egri chiziq deyiladi. Quyidagi chizmalarda, 

sodda egri chiziq bo’lmaydigan umumiy egri chiziqlar ko’rsatilgan. 

      

 

 Chizma-3        Chizma-4 

 

Bundan keyin, kurs davomida biz egri chiziq deganda, elementar egri 

chiziqni, sodda egri chiziqni yoki umumiy egri chiziqni tushunamiz. Umumiy 

egri chiziqlarning ta’rifiga ko’ra u o’ziga tegishli ihtiyoriy nuqtaning etarli 

kichik atrofida elementar egri chiziqning topologik akslantirishdagi obrazidir. 

Shuning uchun, umumiy egri chiziqni ham ixtiyoriy nuqtasining atrofida ( )1  

ko’rinishdagi parametrik tenglamalar yordamida berish mumkin. Tabiiyki, 

agar bizga  

btatzztyytxx <<=== ),(),(),(  

tengliklar sistemasi berilgan bo’lsa, bu sistema birorta egri chiziqning 

parametrik tenglamalari sistemasi bo’ladimi, degan savol tuђiladi. Bu savolga 

qisman quyidagi teorema javob beradi. 

 Teorema-2: Silliq x x t y y t z z t= = =( ), ( ), ( ) funktsiyalar hosilalari 

har bir );( bat∈  uchun 0)()()( 222 >′+′+′ tztytx  shartni qanoatlantirsa,  
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=
∈=

=
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),(),(

),(

tzz
battyy

txx

 

tenglamalar sistemasi umumiy egri chiziqni aniqlaydi. 

 Bu umumiy egri chiziq ),( ba  intervalning f t x t y t z t: ( ( ), ( ), ( ))→  

akslantirishdagi obrazidir. 

 Isbot: Biz etarli kichik δ > 0  uchun ( ; )t t0 0− +δ δ  da f  akslantirishning 

topologik akslantirish ekanligini ko’rsatamiz. Buning uchun esa etarli kichik 

δ > 0  uchun f ning o’zaro bir qiymatli ekanligini ko’rsatish etarlidir.  

 Bu faktni teskarisini faraz qilish yordamida isbotlaymiz. Faraz qilaylik, 

har qanday kichik δ > 0  uchun ham f akslantirish o’zaro bir qiymatli 

bo’lmasin, { }δk  ketma-ketlik nolga intiluvchi ketma-ketlik bo’lsin. Farazimizga 

ko’ra, ixtiyoriy δk  uchun ),(, 00
21

kkkk tttt δδ +−∈  lar mavjud bo’lib, t tk k
1 2≠  va 

x t x tk k( ) ( ),1 2=  y t y tk k( ) ( ),1 2=  z t z tk k( ) ( )1 2=  shartlar bajariladi. 

O’rta qiymat haqidagi teoremaga ko’ra, shunday θk
1 , θk

2 , ),( 213
kkk tt∈θ  lar 

mavjud bo’lib, ,0)( 1 =′ kx θ  ,0)( 2 =′ ky θ  0)( 3 =′ kz θ  tengliklar bajariladi. { }δk  

ketma-ketlik nolga intilgani uchun { },θk
1

 { },θk
2

 }{ 3
kθ  ketma-ketliklar k →∞  

da t 0  ga intiladi. Hosilalar uzluksiz bo’lganligi uchun yuqoridagi tengliklardan 

k →∞  limitga o’tib, 0)()()( 000 =′=′=′ tztytx  tengliklarni hosil qilamiz. Bu 

esa teorema shartiga ziddir. � 

 Endi ),( yx  koordinatalar sistemasi kiritilgan tekislikda 

0),( =yxϕ  

tenglamani qaraylik. Koordinatalari bu tenglamani qanoatlantiruvchi nuqtalar 

birorta egri chiziqni aniqlashi mumkin, yoki aksincha aniqlamasligi ham 

mumkin.  
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 Teorema-3.  Bizga differensiallanuvchi ),( yxϕ  funktsiya berilgan bo’lib, 

koordinatalari 0),( =yxϕ  tenglamani qanoatlantiruv-chi nuqtalar to’plami 

=M { }0),(:),( =yxyx ϕ  bo’lsin. Agar ( ; )x y M0 0 ∈  nuqtada ϕ ϕx y
2 2 0+ >  

munosabat bajarilsa, ),( 00 yx  nuqtaning shunday atrofi mavjudki, M  

to’plamning bu atrofdagi qismi elementar egri chiziq bo’ladi. 

 Isbot: Faraz qilaylik, ),( 00 yx  nuqtada ϕ y ≠ 0  bo’lsin. Shunda oshkormas 

funksiya haqidagi teoremaga asosan shunday δ ε> >0 0,  sonlari va 

( ; )x y0 0− +δ δ  intervalda aniqlangan f x( )  silliq funktsiya mavjud bo’lib, bu 

intervalda ϕ( ; ( ))x f x = 0  tenglik o’rinli bo’ladi, va 

{( ; ( )): ( , )}x f x x x x∈ − +0 0δ δ  to’plam M  to’plamning 

},:),{( 00 εδ <−<−= yyxxyxU  to’plamdagi qismi bo’ladi. Ravshanki, 

M  to’plam ),( 00 yx  nuqtaning U  atrofida y f x= ( )  funksiyaning grafigi 

bo’ladi. Funksiyaning grafik yuqorida isbotlaganimizga ko’ra elementar egri 

chiziq bo’ladi.�  

 Misol. Biz 9),( 22 −+= yxyxϕ  funksiyani qarasak, 

=M { }0),(:),( =yxyx ϕ  to’plam radiusi 3 ga teng aylanadan iborat bo’ladi. Bu 

aylanaga tegishli ixtiyoriy nuqtada qaralayotgan funksiya teorema shartlarini 

qanoatlantiradi. 

Ba’zi bir egri chiziqlarning parametrik tenglamalarini,  

x t
y y t a t b
z z t

=
= < <
=









,
( ),
( ),

 

 

ko’rinishda, yoki  

y y x
z z x a x b
=
= < <





( ),
( ),  
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ko’rinishda yozish mumkin. Ba’zi masalalarni yechishda bunday ko’rinish 

qulaylik tug’diradi. Shu sababli, qaysi hollarda egri chiziqlarni shunday 

ko’rinishda yozish mumkin degan savolga quyidagi teorema javob beradi.  

 Teorema-4: Silliq elementar egri γ  chiziqning parametrik tenglamalari 

( )1  ko’rinishda bo’lib, t a b0 ∈( , )  uchun 0)( 0 ≠′ tx  bo’lsa, ),,( 000 zyx  

nuqtaning kichik atrofida γ  ni, 

y x
z x a x b
=
= < <





ϕ
ψ

( ),
( ),  

 tenglamalar yordamida aniqlash mumkin. 

 Bu erda, x x t y y t z z t0 0 0 0 0 0= = =( ), ( ), ( )  

 Isbot: Haqiqatdan ham, oshkormas funksiya haqidagi teoremaga ko’ra, 

shunday δ > 0  soni va ( , )x x0 0− +δ δ  intervalda aniqlangan silliq 

t f x= ( )  funktsiya mavjud bo’lib, u t f x0 0= ( )  va x x f x= ( ( ))  

tengliklarni qanoatlantiradi. x x f x= ( ( ))  teglikni x x= 0  nuqtada 

diffrensiallab, )()(1 00 xftx ′⋅′=  tenglikni hosil qilamiz. 

 Demak, ( , )x x0 0− +δ δ  oraliqda t f x= ( )  funksiya monoton 

funksiyadir.  

 Shuning uchun x t f x→ = ( )  akslantirish ( , )x x0 0− +δ δ  ni 

( ( ), ( ))f x f x0 0− +δ δ  ga topologik akslantiradi. Demak, 

f x t f x( ) ( )0 1 0− < < +δ δ  bo’lganda γ  ni 

y y f x x
z z f x x x x x
= =
= = − < < +

( ( )) ( )
( ( )) ( ),

ϕ
ψ δ δ0 1 0 1

 

 ko’rinishda aniqlash mumkin. � 

 To’rtinchi teorema fazoviy chiziqlar uchun quyidagicha bo’ladi.  

 Teorema-5. F x y z( , , )  va G x y z( , , )  uch o’zgaruvchili silliq funksiyalar, 

M  esa koordinatalari  
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=
=

0),,(
0),,(

zyxG
zyxF

 

sistemani qanoatlantiruvchi nuqtalar to’plami bo’lsin. Agar ( , , )x y z M0 0 0 ∈  

nuqtada  










zyx

zyx

GGG
FFF

 

matritsaning rangi ikkiga teng bo’lsa, ),,( 000 zyx  nuqtaning shunday atrofi 

mavjudki, M  ning bu atrofdagi qismi silliq elementar egri chiziq bo’ladi.  

 Isbot. Umumiylikni chegaralamasdan 

F F
G G

y z

y z
 

determinant, ( , , )x y z0 0 0  nuqtada noldan farqli bo’lsin, deb faraz qilamiz. 

Oshkormas funktsiyalar haqidagi teoremaga asosan shunday δ δ δ1 2 3, ,  musbat 

sonlar mavjudki, ( , )x x0 1 0 1− +δ δ  intervalga tegishli har bir x  uchun 

sistema  

F x y z
G x y z

( , , )
( , , )

=
=





0
0  

yagona y x z x( ), ( )  yechimga ega bo’ladi va bu yechim  

y y x z z x0 2 0 3− < − <( ) , ( )δ δ  

tengsizliklarni qanoatlantiradi. Demak, ( , , )x y z0 0 0  nuqtaning 

{( , , ): , , }x y z x x y y z z0 1 0 2 0 3− < − < − <δ δ δ  atrofida M  to’plam  

x t
y y t x t x
z z t

=
= − < < +
=









,
( ),
( ),

0 1 0 1δ δ
 

parametrik tenglamalar bilan aniqlanuvchi elementar egri chiziq bo’ladi.� 
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 Ta’rif-4. Silliq γ  egri chiziqni uniga tegishli har qanday nuqtaning birorta 

atrofida ixtiyoriy t a b∈( ; )  uchun 0)()()( 222
>′+′+′ tztytx  shartni 

qanoatlantiruvchi differensiallanuvchi x t y t z t( ), ( ), ( )  funksiyalar yordamida 

parametrlash mumkin bo’lsa, u regulyar egri chiziq deb ataladi.  

 Biz bu bobda asosan regulyar egri chiziqlarni o’rganamiz. Agar γ  egri 

chiziqning har bir nuqtasi atrofida k  marta differentsiallanuvchi 

x t y t z t( ), ( ), ( )  funksiyalar yordamida aniqlanuvchi regulyar parametrlash usuli 

mavjud bo’lsa, chiziqni k  marta differentsiallanuvchi chiziq deb ataymiz.  

 

Mashqlar va masalalar 

 

1. Ikkinchi tartibli chiziqlardan qaysi biri bizning kursimizda kiritilgan 

ma’noda chiziq bo’lishini tekshiraylik.  

Sizga ma’lumki, ikkinchi tartibli chiziq 

)2(0222 332313
2

2212
2

11 =+++++ ayaxayaxyaxa  

 tenglama bidan aniqlanadi. Agar  

δ =
a a
a a

11 12

21 22
 

 

determinant noldan farqli bo’lsa, (2) tenglama yagona markazga ega bo’lgan 

ikkinchi tartibli chiziqni aniqlaydi. Bunday chiziqlar markaziy chiziqlar deb 

ataladi.  

Markaziy chiziqlar ellips, giperbola va ikkita kesishuvchi to’g’ri 

chiziqlardan iboratdir. Bulardan ellips sodda chiziq bo’ladi. Giperbola esa 

ikkita elementar chiziqdan iborat. Ikkita kesishuvchi to’ђri chiziqlar esa biz 

kiritgan ma’noda bitta chiziq bo’lmaydi. Agar δ = 0  bo’lsa, ikkinchi tartibli 

chiziq yoki markazga ega bo’lmaydi, yoki cheksiz ko’p markazga ega bo’ladi. 

Demak bu holda, (2) tenglama parabola, ikkita parallel to’ђri chiziq yoki 

ustma-ust tushuvchi ikkita to’g’ri chiziqlardan birortasini aniqlaydi.  
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Parabolaning kanonik tenglamasi  

′ = ′ >y px p2 2 0,  

ko’rinishda bo’ladi. Demak, parabola ′ =
′

x
y

p

2

2  funksiyaning grafigi va 

elementar chiziqdir. Ikkita parallel to’g’ri chiziqlar esa ikkita elementar 

chiziqdan, ustma-ust tushuvchi to’g’ri chiziqlar esa bitta elementar chiziqdan 

iborat.  

2. Parabolaning regulyar chiziq ekanligini isbotlaylik. Buning uchun 

uning tenglamasini  

y px p2 2 0= >,  

kanonik ko’rinishda yozamiz. Agar ty =  tenglik bilan parametr kiritsak, 

parabola 

x
t
p

y t t

=

= − ∞ < < +∞







2

2
,

.
 

parametrik tenglamalarga ega bo’ladi. Bu erda ′ + ′ = + >x y
t
p

2 2
4

24
1 0  

bo’lganligi uchun parabola cheksiz ko’p marta differensiallanuvchi regulyar 

chiziqdir.  

3. Bizga ′ =y ky  differensial tenglama berilgan bo’lsin. Uning echimi  

′ =y Ce kx
 ko’rinishda bo’ladi. Yechimning grafigi  

x t
y Ce tkt

=
= − ∞ < < +∞





,
.  

parametrik tenglamalarga ega bo’lgan regulyar chiziqdir. 

4. Tekislikda 

x t
y t t
=
= − ∞ < < +∞





2

3

,
,  
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parametrik tenglamalar bilan berilgan chiziq regulyar emas, chunki u M t( )= 0  

nuqta atrofida regulyar parametrlash usuliga ega emas.  

5. Tekislikda  





+∞<<∞−−=
−=

ttty
tx

,
,1

3

2

 

parametrik tenglamalar bilan berilgan chiziq umumiy chiziq bo’ladi, chunki 

M t1 1( )= −  va M t2 1( )=  nuqtalar tekislikda ustma-ust tushadi. Bu umumiy 

chiziq  

x t
y t t
=
= − ∞ < < +∞





,
,  

tenglamalar bilan aniqlangan elementar chiziqning  

f t t t t( ) ( , )= − −2 31  

formula bilan aniqlangan f R:γ → 2
 lokal topologik akslantirishdagi obrazidir 

(4-chizma). 

6. Bernulli lemniskatasi (3-chizma). Tekislikda har biridan berilgan F1  va F2  

nuqtalargacha bo’lgan masofalarning ko’paytmasi F1  va F2  nuqtalar orasidagi 

masofa yarmining kvadratiga teng bo’lgan nuqtalar to’plami Bernulli 

lemniskatasi deb ataladi. Bernulli lemniskatasining umumiy chiziq ekanligini 

ko’rsatamiz. Buning uchun tekislikda OX  o’qi sifatida F1 F2  to’ђri chiziqni, OY 

o’qi sifatida F1 F2  kesma o’rtasidan o’tuvchi va OX  o’qiga perpendikulyar 

to’ђri chiziqni olib, F F C1 2 2=  belgilash kiritamiz. Shunda Bernulli 

lemniskatasiga tegishli ixtiyoriy ),( yxM  nuqta uchun  

( ) ( )x C y x C y C+ + − + =2 2 2 2 2
 

tenglik o’rinli bo’ladi. Bu tenglikni kvadratga ko’tarib soddalashtirish 

natijasida, quyidagi tenglamani hosil qilamiz.  

x x y y C y x4 2 2 4 2 2 22 2 0+ + − − =( ) . 
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Endi x y= =ρ ϕ ρ ϕcos , sin  formulalar yordamida qutb koordinatalar 

sistemasiga o’tsak 

ρ ϕ2 2 22= C cos  

 tenglamani hosil qilamiz. Endi bu chiziqning umumiy chiziq ekanligi  

x
y
=
= ≤ ≤





cos ,
sin ,

ϕ
ϕ ϕ π0 2  

tenglamalar bilan aniqlangan aylananing  

f M C: ( ) ( cos , )ϕ ϕ ϕ→ 2 2
 

formula yordamida aniqlangan lokal topologik akslantirishdagi obrazi Bernulli 

lemniskatasi bilan ustma-ust tushishidan kelib chiqadi. 

 

 § 2. Vektor funksiyalar uchun differensial hisob  

 

Bizning kursimizda vektor analiz muhim rol o’ynaydi. Shuning uchun bu 

paragrafda qisqacha vektor-funksiyalar ustida to’xtalamiz. 

 Birorta G  to’plam berilgan bo’lsin. Agar G  to’plamning har bir 

nuqtasiga aniq bitta vektor mos qo’yilgan bo’lsa, G  to’plamda vektor funksiya 

berilgan deyiladi. Bu moslikni )( prp 
→  ko’rinishda yozamiz.  

 Vektor-funksiya uchun limit tushunchasi skalyar funksiyalar limiti kabi 

kiritiladi. 

Ta’rif. Berilgan )( pr  vektor-funksiya va o’zgarmas a  vektor   uchun 

p p→ 0  da ( ) 0→− apr 
 munosabat bajarilsa, )( pr  vektor 0pp →  da 

a  limitga ega deyiladi va ( ) apr 
→  ko’rinishda yoziladi. 

 Bu yerda ( )aaa  ,= bo’lib, ( )aa ,  esa skalyar ko’paytmadir. Agar 

fazoda kiritilgan dekart koordinatalar sistemasida  

{ } { }321 ,,,)(),(),()( aaaapzpypxpr ==


  



 67 

bo’lsa,  0pp → da  ( ) apr 
→  munosabat  quyidagi uchta munosabatga 

ekvivalentdir: 

,)( 1
0

apx
pp→

→  ,)( 2
0

apy
pp→

→  .)( 3
0

apz
pp→

→  

 Vektor-funksiya limiti uchun quyidagi teorema o’rinlidir. 

Teorema-6. Berilgan ( ) ( )ppr ρ
 ,  -vektor-funksiyalar va λ( )p − skalyar 

funksiya G  to’plamda aniqlangan bo’lib, ular uchun 0pp → da  ( ) apr 
→  , 

0pp →  da  ( ) bp


→ρ  va 0)(lim
0

λλ =
→

p
pp

 tengliklar bajarilsa, quyidagi 

munosabatlar o’rinlidir; 

 ,)()().1
0

bappr
pp


±→±

→
ρ  

 ,)()().2 0
0

aprp
pp


λλ

→
→  

 ),())(),(().3
0

bappr
pp



→
→ρ  

 ( ) ( )[ ] ],[,).4
0

bappr
pp



→
→ρ  

Bu yerda [,]− vektor ko’paytma belgisi. 

Isbot.  

1). Vektor funksiya limiti ta’rifga ko’ra, 

bacpprpd


±=±= ),()()( ρ   

belgilashlar kiritib 

( )*0)(
0pp

cpd
→
→−


 

munosabatni isbotlaymiz. Buning uchun  

bpaprbpaprcpd


−+−≤−±−=− )()())(())(()( ρρ  

tengsizlikni yozib olamiz. Bu tengsizlikning o’ng tomonidagi ifoda p p→ 0  da 

nolga intiladi. Shuning uchun (∗ ) munosabat o’rinli bo’ladi.  
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2). Ikkinchi munosabat 

.)()()(

)()()()()()(

0

00

apaprp

aapapprpaprp




λλλ

λλλλλλ

−+−≤

≤−+−=−
 

tengsizlikdan kelib chiqadi.  

3). Teoremaning uchinchi tasdig’ini isbotlash uchun skalyar ko’paytmalarni 

vektorning dekart koordinatalari orqali ifodalash yetarli.  

4). Siz analitik geometriya kursidan bilasizki,  

Agar, 

)}(),(),({)()},(),(),({)( 222111 pzpypxppzpypxpr == ρ


 

bo’lsa,  

 [ ]








=
)()(
)()(

,
)()(
)()(

,
)()(
)()(

)(),(
22

11

22

11

22

11
pppx
pypx

pxpz
pxpz

pzpy
pzpy

ppr ρ


 

tenglik o’rinli bo’ladi. Vektor-funksiya limiti ta’rifiga asosan p p→ 0  da 

bpapr


→→ )(,)( ρ          bo’lgani uchun  

312111 )(,)(,)( apzapyapx →→→  va 

.)(,)(,)( 322212 bpzbpybpx →→→  

munosabatlar o’rinli bo’ladi.  

Bu erda }.,,{},,,{ 321321 bbbbaaaa ==


  

Shuning uchun,  

[ ]








→
→ 21

21

13

13

32

32 ,,)(),(
0 bb

aa
bb
aa

bb
aa

ppr
pp

ρ


 

 munosabatni hosil qilamiz. � 

 Vektor funksiyalar uchun uzluksizlik va differensiallanuvchanlik 

tushunchalari skalyar funksiyalar uzluksizligi va diffrensiallanuvchiligi 

tushunchalari kabi kiritiladi. 



 69 

 Agar  )()( 0
0

prpr
pp



→
→  munosabat bajarilsa, )( pr  vektor-funksiya p0  

nuqtada uzluksiz deyiladi. Limit ta’rifiga ko’ra )( pr  vektor-funktsiyaning p0  

nuqtada uzluksizligi )(),(),( pzpypx  funksiyalarning p0  nuqtada 

uzluksizligiga ekvivalentdir.  

 Teorema-7. Berilgan )( pr  va −)( pρ


vektor funksiyalar va λ( )p  

funksiya p0  nuqtada uzluksiz bo’lsa, λ( )p ⋅ ),( pr  )()( ppr ρ


± , )](),([ ppr ρ


 

vektor funksiyalar va ))(),(( ppr ρ


 funksiya ham p0  nuqtada uzluksizdir.  

Bu teorema 1-teoremadan bevosita kelib chiqadi.  

 Endi hosila tushunchasini kiritamiz. Vektor funksiya aniqlangan G  

to’plam sonlar o’qining qism to’plami bo’lsa, )( pr  vektor-funksiya bir 

o’zgaruvchili vektor-funksiya bo’ladi. Agar p G0 ∈  nuqta uchun  

h
prhpr

h

)()(lim 00
0


−+

→
 

 mavjud bo’lsa, uni )( 0pr′  bilan belgilaymiz va )( pr  vektor-funksiyaning p0  

nuqtadagi hosilasi deb ataymiz.  

Agar  

)()()(lim 0
00

0
pr

h
prhpr

h




′=
−+

→  

tenglikni koordinatalar orqali yozsak u 

{ })(),(),()( 0000 pzpypxpr ′′′=′  

ko’rinishda bo’ladi. Demak, −)( pr vektor-funksiya p0  nuqtada hosilaga ega 

bo’lishi uchun { }′ ′ ′x p y p z p( ), ( ), ( )0 0 0  hosilalarning mavjud bo’lishi zarur 

va yetarlidir. 

 Agar G  to’plam tekislikdagi birorta soha bo’lsa, p u v= ( , )  belgilash 

kiritamiz. Bu holda )( pr  va uning koordinata funksiyalari 
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x u v y u v z u v( , ), ( , ), ( , )  ikki o’zgaruvchili funksiyalar bo’ladi. Demak, endi 

xususiy hosilalar haqida gapirishimiz mumkin.  

Yuqoridagi hosila tushunchasidan foydalanib,  

{ }uuu zyxvur
u

′′′=′ ,,),(
 va { }vvvv zyxvur ′′′= ,,),('  

tengliklarni hosil qilamiz. 

 Hosilalar uchun quyidagi teoremani isbotlaymiz.  

 Teorema-8. ),( pr −)( pρ


vektor-funksiyalar va λ( )p  funksiya p0  

nuqtada differensiallanuvchi bo’lsa, quyidagi munosabatlar o’rinlidir:  

,))()(().1 rrprp 
λλλ +′′=′  

),()())()(().2 pprppr ρρ
 ′±=′±  

)),(),(())(),(())(),(().3 pprpprppr ρρρ
 ′+′=′  

)].),([)](),([])(),([).4 ρρρ
 ′+′=′ prpprppr  

Isbot.  

1). Berilgan )( pr  vektor-funksiyani λ( )p  ga ko’paytirib  

{ })()(),()(),()()()( pzppyppxpprp λλλλ =


 

tenglikni yozsak, darhol bu tenglikdan  

rpprpprp  ′+′=′ )()()())()(( λλλ  

munosabat kelib chiqadi. 

2). Ikkinchi tenglik isbotini o’quvchilarga qoldirib, 3-va 4-tengliklarni 

isbotlaylik. Uchinchi tenglikda skalyar ko’paytma skalyar miqdor bo’lganligi 

uchun uning hosilasini topish uchun  

h
pprhphpr

h

))(),(())(),((lim
0

ρρ


−++
→  

limitni hisoblaymiz. 

Buning uchun  

))()(),((
))(),()(())(),(())(),((

phppr
hpprhprpprhphpr

ρρ
ρρρ





−++
++−+=−++

 

tenglikdan foydalanib,  
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).)()(),((lim

))(,)()((lim))(),((

0

0

h
phppr

hp
h

prhprppr

h

h
ρρ

ρρ









−+
+

++
−+

=′

→

→
 

tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglikning o’ng tomoni  

))(),(())(),(( pprppr ρρ
 ′+′  

miqdorga tengdir. 

4-tenglikni isbotlash uchun  

h
pprhphprppr

h

)](),([)(),([lim])(),([
0

ρρρ


 −++
=′

→  

tenglikda 

)](),([)](),([)](),([
)](),([)](),([)](),([

pprhpprhppr
hphprpprhphpr

ρρρ
ρρρ





−+++−
−++=−++

 

munosabatdan foydalanish yetarlidir.� 

Endi bir o’zgaruvchili )(tr  vektor-funksiya uchun integral tushunchasini 

kiritaylik. Agar )(tr  vektor-funktsiya uchun diffrensiallanuvchi )(tρ


 vektor-

funksiya mavjud bo’lib, )(tr = )(tρ
′  tenglik bajarilsa, )(tρ


 vektor-funksiya 

)(tr  vektor-funksiyaning aniqmas integrali deyiladi va quyidagi ko’rinishda 

yoziladi.  

∫= dttrt )()( 
ρ  

 Aniq integral esa quyidagi formula yordamida aniqlanadi.  

),()()( abdttr
b

a
ρρ


−=∫  

 Vektor-funksiyaning integrallari uchun quyidagi formulalar bevosita 

integral va hosila ta’riflari yordamida isbotlanadi: 

,)()()( ∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a
dttrdttrdttr 

 bu erda, a c b≤ ≤ . 
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,)()( ∫∫ ⋅=⋅
b

a

b

a
dttrdttr 

λλ  bu erda, λ − o’zgarmas son.  

),)(,())(,( dttrdttr
b

a

b

a
∫∫ = ρρ


 bu erda, −r o’zgarmas vektor.  

],)(,[)](,[ ∫∫ =
b

a

b

a
dttrdttr ρρ


 bu erda, −r o’zgarmas vektor.  

 Bu tengliklardan uchinchisini isbotlab, qolganlarini o’quvchilarga havola 

etamiz. 

Buning uchun  

∫∫ == dttrttrt ))(,()(),)(,()( ρλρµ


 

belgilashlar kiritamiz va −r o’zgarmas vektor ekanligini hisobga olib, 

µ λ( ), ( )t t − skalyar differensiallanuvchi funksiyalarning hosilalarini 

topamiz.  

 ))(,()()),(,()( trttrt ρλρµ


=′=′  ya’ni hosilalari tengdir. Demak,  

 ∫∫ ′=′
b

a

b

a
dttdtt )()( λµ


 

sistemalar ham teng bo’ladi.  

 Endi differensiallanuvchi vektor-funksiya uchun quyidagi muhim 

teoremani isbotlaymiz.  

 Teorema-9. Biror segmentda aniqlangan )(tr  vektor-funksiya uchun 

quyidagilar o’rinlidir:  

1). )(tr  vektor funksiyaning uzunligi o’zgarmas bo’lishi uchun 

)()( trtr  ′⊥ shartning bajarilishi zarur va yetarlidir. 

2). )(tr vektor-funksiyaning yo’nalishi o’zgarmas bo’lishi uchun, )(//)( trtr  ′  

shartning bajarilishi zarur va yetarlidir. 



 73 

 Isbot. 1). Uzunlik kvadrati uchun ))(),(()( 2 trtrtr 
= tenglik o’rinli   

bo’lganligi uchun,  ))(),((2)( 2 trtrtr
dt
d  ′=  tenglik o’rinli bo’ladi. Demak,  

0))(),(()( 2 =′⇔= trtrconsttr 
. 

2). Agar )(tr vektor-funksiyaning yo’nalishi o’zgarmas bo’lsa, uni 

ettr 
⋅= )()( λ  ko’rinishda yozamiz, bu erda e


 vektor )(tr  yo’nalishdagi birlik 

vektordir.Yuqoridagi tenglikni differensiallab  ettr 
⋅′=′ )()( λ  tenglikni hosil 

qilamiz. Demak r  va r ′ vektorlar kollineardir.  

Agar r  va r′  kollinear bo’lsa, ya’ni birorta )(tλ funksiya uchun 

)()()( trttr 
⋅=′ λ  tenglik o’rinli bo’lsa, )(tr vektorning yo’nalishi o’zgarmas 

ekanligini ko’rsataylik. Buning uchun )()()( tetrtr 
=  tenglikni yozib, uni 

differensiallaymiz. Bu yerda )(te  birlik vektor va uning yo’nalishi )(tr  

yo’nalishi bilan bir xildir. Agar 0)(


=tr  bo’lsa, )(te vektor sifatida yo’nalishi 

ixtiyoriy differensiallanuvchi birlik vektor-funksiyani olish mumkin. Demak, 

endi 

 )()()()()( tetrtetrtr  ′+′′=′  tenglikni hosil qilamiz. Bundan esa, 

)()()()(')()()( tetrttetrtetr  λ=+′
 

yoki   0)(')()()()()(


=+




 −′ tetrtetrttr λ  tenglik kelib chiqadi.  

 

Bu yerda )(te  va )(te′  o’zaro perpendikulyar vektorlar bo’lganligi uchun bu 

tenglikdan 0)( 

=
dt

ted
 kelib chiqadi. Demak, )(te  - o’zgarmas vektordir. � 

Bu paragraf oxirida n −marta differensiallanuvchi )(tr  vektor funksiya 

uchun Teylor qatorini keltiramiz. Vektor funksiya uchun Teylor qatorini 
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yozish uchun fazoda dekart koordinatalar sistemasini aniqlovchi ortonormal ,i


 

,j


 k


 bazisda  

ktzjtyitxtr
 )()()()( ++=  

tenglikni yozib, x t y t z t( ), ( ), ( )  funksiyalar uchun Teylor qatorini yozamiz:  

),(
!!

)(...
!2

)()()()( 1
)(

2
tt

n
t

n
ttxttxttxtxttx

nn
n ∆

∆
+

∆
++

∆′′+∆′+=∆+ ε  

),(
!!

)(...
!2

)()()()( 2
)(

2
tt

n
t

n
ttyttyttytytty

nn
n ∆

∆
+

∆
++

∆′′+∆′+=∆+ ε  

),(
!!

)(...
!2

)()()()( 3
)(

2
tt

n
t

n
ttzttzttztzttz

nn
n ∆

∆
+

∆
++

∆′′+∆′+=∆+ ε  

Bu tengliklardan 

),(
!!

)(...
!2

)(")(')()( )(
2

tt
n
t

n
ttrttrttrtrttr

nn
n ∆

∆
+

∆
++

∆
+∆+=∆+ ε


 

 qatorni hosil qilamiz. Bu yerda 

)},(),,(),,({),( 321 tttttttt ∆∆∆=∆ εεεε


 

 va 0),(
0→∆

→∆
t

ttε


 munosabat o’rinlidir.  

Masalan, n = 1 va n = 2  bo’lganda  

),()(')()( tttttrtrttr ∆∆+∆+=∆+ ε


 

),(
!2!2

)(")(')()(
22

tttttrttrtrttr ∆
∆

+
∆

+∆+=∆+ ε


 

 qatorlar hosil bo’ladi.  

 

 

 

Mashqlar va masalalar 
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1. Birorta [ , ]a b  kesmada aniqlangan )(tr  vektor funksiya uchun ,0)(


≠tr  

0)('


≠tr  va '//)( rtr 
 shartlar har bir t a b∈[ , ] uchun bajarilsa, 

)(trr 
=  

tenglama to’g’ri chiziq kesmasini aniqlashini ko’rsataylik. 

Buning uchun )(')()( trttr  λ=  tenglikni yozib )(
)()(

tr
trte 




=  vektorning 

o’zgarmas vektor ekanligini ko’rsataylik. Hosilani hisoblab  

0
)(

)(')(')(')('

)(

)(
))('),(()()(')(

)( 3

2222

2














=

−
=

−
=

tr

trtrtrtr
tr

tr
trtrtrtrtr

te
dt
d λλ

 

tenglikni olamiz. Demak )(tr  yo’nalishi o’zgarmas vektor va uning uchi to’g’ri 

chiziq kesmasini chizadi.  

2. Tekislikdagi birorta G  sohada aniqlangan differensiallanuvchi ),( vur  

vektor-funksiya berilgan. Berilgan ),( vur  vektor-funksiyaning uzunligi 

o’zgarmas bo’lishi uchun, 0),(),( == vu rrrr 
 tengliklarning bajarilishi zarur 

va yetarlidir. Bu faktni isbotlash uchun 

),(2 rrr 
=  

tenglikdan foydalanamiz. Agar constvur =),(  bo’lsa,  

),(2),(0 2
urrrr

du
dr

du
d 

===  

),(2),(0 2
vrrrr

du
dr

du
d 

===  

tengliklardan 0),(),( == vu rrrr 
 tengliklar kelib chiqadi.  

Endi ,urr 
⊥  vrr 

⊥  bo’lsin deb faraz qilaylik. Bu holda  

0),(22 == urrr
du
d 

, 0),(22 == vrrr
du
d 
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tengliklardan ),( vur  funksiyaning o’zgarmas ekanligi kelib chiqadi.  

3. Tekislikdagi birorta G  sohada aniqlangan differensiallanuvchi ),( vur  

vektor-funksiyaning ,ur


 vr  vektorlarning ikkalasiga ham kollinear bo’lishi 

uning yo’nalishi o’zgarmas ekanligiga teng kuchli ekanligini ko’rsataylik.  

  Agar ),( vur  vektor-funksiyaning yo’nalishi o’zgarmas bo’lsa, uni 

evuvur  ),(),( λ=  ko’rinishda yozish mumkin. Bu yerda λ( , )u v − skalyar 

funksiya bo’lib, −e o’zgarmas birlik vektordir. Bu ko’rinishdan ,),( evur uu
 λ=  

evur vv
 ),(λ=  tengliklarni hosil qilamiz. Demak ),( vur  vektor ,ur


 vr


 

vektorning ikkalasiga ham kollineardir.  

Endi ,),(),( urvuvur  λ=  ,),(),( vrvuvur  λ=  tengliklar o’rinli deb faraz 

qilib, ),(
),(),(

vur
vurvue 




=  vektorning o’zgarmas vektor ekanligini ko’rsataylik. 

Buning uchun ,0
→

=e
du
d 

 ,0
→

=e
dv
d 

 tengliklarni isbotlaymiz.  

0
),(

),(

3

2222

3

2

2



















=

−
=

−
=

−
=

r

rrrr

r

rrrrr

r

r
rrrrr

e
du
d uuuuuu

u
u λλ

 

Xuddi shunday  

03

2222 






=
−

=
r

rrrr
e

dv
d vvvv µµ

 

tenglikni olamiz. Demak evurvur  ),(),( =  bo’lib, r  vektorning yo’nalishi 

o’zgarmasdir.  

4. Birorta G  sohada aniqlangan differensiallanuvchi ),( vur  vektor-

funksiyaning xususiy hosilalari ,ur


 vr


 vektorlar nol vektor bo’lishi ),( vur  ning 

o’zgarmas vektor bo’lishiga teng kuchli ekanligini ko’rsataylik.  

Xususiy hosilalar uchun  
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0


=ur , 0


=vr  

tengliklar o’rinli bo’lsa, ),( vur  ning koordinata funksiyalari uchun 

0,0
0,0
0,0

==
==
==

vu

vu

vu

zz
yy
xx

 

tengliklarni hosil qilamiz. Demak x u v y u v z u v( , ), ( , ), ( , )  funksiyalar 

o’zgarmasdir. Bundan esa 

)},(),,(),,({),( vuzvuyvuxvur =


 

vektorning o’zgarmas ekanligi kelib chiqadi. Aksincha, ),( vur  vektor-

funksiyaning o’zgarmas vektor ekanligidan x u v y u v z u v( , ), ( , ), ( , )  funksiyalar 

o’zgarmas bo’lishi kelib chiqadi. Bundan esa  

0


=ur , 0


=vr  

 tengliklar hosil bo’ladi. 

 

 

§ 3. Egri chiziq urinmasi va normal tekisligi 

 

Elementar γ  egri chiziqning M  nuqtasidan o’tuvchi urinma tushun-

chasini kiritib, uning tenglamasini keltirib chiqaraylik. Buning uchun M  

nuqtadan l  to’g’ri chiziqni o’tkazaylik, N  bilan M  ga yaqin bo’lgan γ  

chiziqning birorta nuqtasini belgilaylik. Egri chiziqdagi M  va N  nuqtalar 

orasidagi masofani d  bilan, N  nuqtadan l −  to’g’ri chiziqqacha bo’lgan 

masofani h  bilan belgilaylik. Agar, N  nuqta M  ga yaqinlasha borsa, tabiiyki, 

d  va h  masofalar nolga intiladi. Lekin, 
h
d

 ifodaning nimaga intilishi haqida 

hech narsa deya olmaymiz. 

 Ta’rif γ: Egri chiziq  ning N  nuqtasi M  ga intilganda 
h
d

 ifoda nolga 

intilsa, l − to’g’ri chiziq, γ  ning M  nuqtadagi urinmasi deb ataladi. 
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Chizma-5 

 

 Agar ϕ  bilan l  va MN  to’g’ri chiziqlar orasidagi burchakni belgilasak, 

sinϕ =
h
d

 bo’ladi. Demak, agar l − urinma bo’lsa, N  nuqta M  ga intilganda, 

MN  to’g’ri chiziq l − to’g’ri chiziqqa intiladi. Aksincha N  nuqta M  ga 

intilganda MN  to’g’ri chiziq birorta l − to’g’ri chiziqqa intilsin. Shunda, 

ravshanki l − urinma bo’ladi.  

 Teorema-9. Regulyar egri chiziqning har bir nuqtasidan yagona urinma 

o’tadi. Agar γ  egri chiziq, )(trr 
=  tenglama yordamida berilgan bo’lsa, M t( )0  

nuqtadagi urinma )( 0tr ′  vektorga paralleldir.  

 Isbot. Avvalo, M t( )0  nuqtadan o’tuvchi urinma )( 0tr ′  vektorga parallel 

ekanligini ko’rsataylik. Chiziqning M t( )0  nuqtasi parametrning t0 − qiymatiga, 

N  nuqta parametrning t t0 + ∆  qiymatiga mos kelsa, ( ) rttrd −∆+= 0  bo’ladi. 

l  to’g’ri chiziq va ΜN  to’g’ri chiziqlar orasidagi burchakning sinusi 
h
d

 ga 

teng bo’lganligi uchun vektor ko’paytmaning aniqlanishiga muvofiq 

( ) ( ) etrttrh  ),( 00 −∆+=  bo’ladi. Bu erda r bilan urinmaga parallel birlik 

vektorni belgilaganmiz. l  to’g’ri chiziq M  nuqtadan o’tuvchi urinma bo’lgani 

uchun, 

lim
∧ →

=
t

h
d0

0 bo’ladi. Demak,  

M 
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( ) ( )[ ]
( ) ( ) 0

,
lim

00

00

0
=

−∆+
−∆+

→∆ trttr
etrttr

t




 

Lekin, kasrning surat va maxrajini ∆t ga bo’lsak,  

 
( ) ( )[ ]
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )[ ]
( )0

0
0

00

00

00

00 ,
,

,
tr

etr

t
trttr

e
t

trttr

trttr
etrttr

t ′
′

 →

∆
−∆+







∆
−∆+

=
−∆+
−∆+

→∆ 












  

munosabatni hosil qilamiz, teorema shartiga ko’ra γ  regulyar  egri chiziq 

bo’lgani uchun ( ) ,00


≠′ tr  va demak, ( )[ ] .0,0


=′ etr   

Bundan kelib chiqadiki, ( )0tr ′  va e


 vektorlar paralleldir. 

Endi M  nuqtadan o’tuvchi va ( )0tr ′  vektorga parallel l  to’g’ri chiziq 

urinma bo’lishini ko’rsataylik. Yuqoridagi hisob-kitobdan ko’rinib turibdiki, 

( )[ ]
( ) ;

,
lim

0

0

tr
etr

d
h

t ′
′

=
→∆





 

Endi bu erda, 
( )
( )0

0

tr
tre
′
′

= 




, bo’lganligi uchun ( )[ ] .0,0 =′ etr 
 Demak l  

urinmadir. � 

Yuqoridagi teoremadan foydalanib, urinmaga quyidagicha ta’rif 

berishimiz mumkin. 

 Ta’rif. Regulyar γ  egri chiziq ( )trr 
=  tenglama bilan aniqlansa, ( )M t0  

nuqtadan o’tuvchi va ( )0tr′  vektorga parallel to’ђri chiziq γ  ning ( )M t0  

nuqtasidan o’tuvchi urinmasi deb ataladi. 
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Chizma-6 

 

 Analitik geometriya kursidan bilamizki, agar to’g’ri chiziqning bitta 

nuqtasi va yo’naltiruvchi vektori (ya’ni unga parallel vektor) berilgan bo’lsa, 

uning tenglamasini tuza olamiz. Regulyar γ  egri chiziq ( )trr 
=  tenglama bilan 

aniqlansa uning ( )M t0  nuqtasidan o’tuvchi urinma tenglamasi 

( ) ( ) ( ),000 trtrt ′+=
 λρ  (λ -parametr) 

ko’rinishda bo’ladi. 

  

Regulyar egri chiziq parametrik tenglamalar yordamida, ya’ni,  

  
x x t
y y t a t b
z z t

=
= < <
=









( )
( ) ,
( )

 

sistema yordamida aniqlangan bo’lsa, ( )M t0  nuqtadan o’tuvchi urinma 

tenglamasi 

  )()()( 0

0

0

0

0

0

tz
zz

ty
yy

tx
xx −

=
−

=
−

 

ko’rinishda bo’ladi. Bu erda ( ) )(),(, 000000 tzztyytxx === .  

Regulyar egri chiziq y y x z z x= =( ), ( )  tenglamalar yordamida berilsa, 

uning urinma tenglamasi 

   

  
x x y y

y x
z z
z x

−
=

−
=

−0 0

0

0

01 ' '( ) ( )
   

ko’rinishda bo’ladi. 

Agar fazodagi egri chiziq 
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( )
( )

ϕ
ψ

x y z
x y z
, ,
, ,

=
=





0
0

 

tenglamalar yordamida aniqlangan va 
ϕ ϕ ϕ
ψ ψ ψ

x y z

x y z









  matritsaning rangi 

ikkiga teng bo’lsa, ( )M x y z0 0 0, ,  nuqtadan o’tuvchi urinma tenglamasi 

x x y y z z
y z

y z

z x

z x

x y

x x

−
=

−
=

−0 0 0

ϕ ϕ
ψ ψ

ϕ ϕ
ψ ψ

ϕ ϕ
ψ ψ

 

ko’rinishda bo’ladi. Bu yerda xususiy hosilalar ( )M x y z0 0 0, ,  nuqtada 

hisoblangan. Haqiqatan, birinchi paragrafdagi teoremaga ko’ra, ( )M x y z0 0 0, ,  

nuqta atrofida γ  egri chiziq 

 

x x t
y y t
z z t

=
=
=








( )
( )
( )

 

tenglamalar yordamida aniqlanadi. 

Demak, 

( ) ( )ϕ ψx t y t z t x t y t z t( ), ( ), ( ) , ( ), ( ), ( )≡ ≡0 0   

tengliklarni differensiallab, 

  

 
ϕ ϕ ϕ
ψ ψ ϕ

x y z

x y z

x y z
x y z

' ' '

' ' '

+ + =
+ + =

0
0  

tengliklarni olamiz. Bundan esa 

 
x y z

y z

y z

z x

z x

x y

x y

' ' '

ϕ ϕ
ψ ψ

ϕ ϕ
ψ ψ

ϕ ϕ
ψ ψ

= =    

munosabatni hosil qilamiz. 
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 Ta’rif. Egri chiziqning M  nuqtasidan o’tuvchi va urinmaga 

perpendikulyar ravishda o’tadigan tekislik egri chiziqning M  nuqtasidagi 

normal tekisligi deb ataladi. 

Normal tekislik tenglmasi 

 ( )( ) ( )( ) ( )( )x t x x y t y y z t z z' ' '
0 0 0 0 0 0 0− + − + − =  

ko’rinishda bo’ladi. 

 

 

 3-paragrafga doir mashq va masalalar 

 

1-masala. Chiziq 0XY tekislikda  

y x x= + +2 4 3  

funksiyaning grafigidan iborat. Absissasi −1 ga teng bo’lgan M  nuqtadan 

o’tuvchi urinma va normal tenglamasini tuzing.  

Yechish: Buning uchun avvvlo M  nuqtaning ordinatasini topamiz: 

y0
21 4 1 3 0= − + ⋅ − + =( ) ( ) . Endi chiziqning parametrik tenglamalarini 

x t
y t t t

=
= + + − ∞ < < +∞





2 4 3, . 

 ko’rinishda yozib, urinma va normal tenglamalarini mos ravishda  

x y+
=

1
1 2  va 

x y+
−

=
1

2 1  

va ko’rinishlarda yoza olamiz. Agar chiziq tenglamasini vektor ko’rinishida 

{ }34, 2 ++= tttr  

tenglama bilan yozsak, urinma va normal tenglamalarni ham mos ravishda  

{ } { } ,2,10,1 λρ +−=


 , { } { }λρ 1,20,1 −+−=


 

ko’rinishlarda yoza olamiz.  
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2-masala. Parabola 

y x x= − +2 6 5  

funksiyaning grafigidan iborat bo’lsa, uning qaysi nuqtalaridagi urinmalari 

x y− + =2 8 0  to’ђri chiziqqa perpendikulyar bo’ladi.  

Yechish: Parabolaning M x y( ; )0 0  nuqtasidan o’tuvchi urinma teng-

lamasi  

x x y y
x

−
=

−
−

0 0

01 2 6  

ko’rinishda bo’ladi. Bu tenglamani 

2 3 2 3 00 0 0 0( ) ( )x x y x x y− − − − + =  

ko’rinishda yozib, to’g’ri chiziqlarning perpendikulyarlik shartini yozamiz, 

1 2 3 2 1 00⋅ − − − =( ) ( )x  

va x0 2=  qiymatni topamiz. Endi ordinatasini topamiz.  

y0
22 6 2 5 3= − ⋅ + = − .  

Demak, nuqtadan )3,2(  o’tuvchi urinma berilgan to’g’ri chiziqqa 

perpendikulyar bo’ladi. Haqiqatan, bu nuqtadagi urinma tenglamasi 

2 7 0x y+ + =  ko’rinishda bo’ladi.  

3-masala. Chiziq x e y e z tt t= = =−, , 2
 parametrik tenglamalarga 

ega bo’lsa, parametrning t = 1 qiymatiga mos keluvchi nuqtadagi urinma va 

normal tekislik tenglamalarini tuzing. 

Yechish. Parametrning t = 1 qiymatiga mos keluvchi M x y z( , , )0 0 0  

nuqtaning koordinatalarini topamiz:  

x e e y e
e

z0
1

0
1

0
1

1= = = = =−, , .  

Endi urinma va normal tekislik tenglamalarini yozamiz.  
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 2
1

1

1
−

=
−

−
=

− z

e

e
y

e
ex

        –   urinma. 

 0)1(2)1(1)( =−+−−− z
e

y
e

exe     –    normal tekislik.  

  

 

 

§ 4. Yopishma tekislik va uning tenglamasi 

 

 Egri chiziq uchun yopishma tekislik tushunchasini kiritib, uning 

tenglamasini keltirib chiqaramiz. Egri chiziq γ  ning M  nuqtasidan o’tuvchi 

birorta α  tekislik va chiziqdagi M  ga yaqin N  nuqta uchun d  bilan M N,  

nuqtalar orasidagi masofani, h  bilan esa N  nuqtadan α  tekislikkacha bo’lgan 

masofani belgilaylik. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Chizma-7 

 

 Ta’rif. Chiziqdagi N  nuqta M  nuqtaga yaqinlashganda 
h

d 2  nolga 

intilsa, α  tekislik γ  ning M  nuqtasidagi yopishma tekisligi deb ataladi. 

 



 85 

 Teorema-10: Ikki marta differensiallanuvchi regulyar γ  egri chiziqning 

har bir nuqtasidan o’tuvchi yopishma tekislik mavjud bo’lib, urinma yopishma 

tekislikda yotadi. Agar egri chiziq ( )trr 
=  tenglama yordamida aniqlangan 

bo’lsa, ( )M t0  nuqtadan o’tuvchi yopishma tekislik ( ) ( )00 , trtr ′′′ 
 vektorlarga 

parallel bo’ladi. 

 Isbot: Regulyar γ  egri chiziqning ( )M t0  nuqtasidan o’tuvchi yopishma 

tekislik mavjud bo’lsa, uning ( ) ( )00 , trtr ′′′ 
 vektorlarga parallel ekanligini 

ko’rsataylik. Yopishma tekislikni α bilan, uning birlik normal vektorini e  bilan 

belgilaylik. Egri chiziq ( )M t0  nuqta atrofida ( )trr 
=  tenglama bilan 

aniqlangan bo’lsa, N  nuqtaga mos keluvchi parametrning qiymati t t0 + ∆  

bo’ladi ( N  nuqta M  nuqtaga yaqin bo’lganligi uchun). Shuning uchun M  va 

N  nuqtalar orasidagi masofa d  va N  nuqtadan α  tekislikkacha bo’lgan 

masofa h  uchun quyidagi tengliklar o’rinli bo’ladi; 

 

( ) ( )
( ) ( )( ).,

,

00

00

etrttrh
trttrd




−∆+=
−∆+=

 

Demak, 

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )2
0

2

2
00

2

0

220
0

2
0

00
2

,
2

,
!2,

tbtr

e
t
tatr

t
tr

tbttr

etattrttr

trttr
etrttr

d
h

∆+′









∆
∆

+
′′

+
∆
′

=
∆+∆′







 ∆+∆

′′
+∆′

=
−∆+

−∆+
= 















 

Bu erda, ( ) ( ) ( )tctbta ∆∆∆
 ,,2

 vektorlar ∆t → 0 da nol vektorga 

intiladilar. Shuning uchun, yuqoridagi tenglikda ∆t → 0 da limitga o’tsak, va 

α  yopishma tekislik bo’lganligi uchun 
h

d 2  ning limiti nolga teng ekanligini 

hisobga olsak 

 ( )( ) ( )( ) 0,,0, 00 =′′=′ etretr 
 

tengliklarni hosil qilamiz. Demak, α  tekislik ( ) ( )00 , trtr ′′′ 
 vektorlarga 

paralleldir. 
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 Endi yopishma tekislikning mavjud ekanligini ko’rsataylik. Buning uchun 

esa α  bilan ( )M t0  nuqtadan o’tuvchi va ( ) ( )00 , trtr ′′′ 
 vektorlarga parallel 

tekislikni belgilaymiz. Shunda 
( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]00

00

,
,

trtr
trtre

′′′
′′′

= 




 vektor α  tekislikning birlik 

normal vektori ekanligini hisobga olib, yuqoridagi hisob kitoblarni takrorlasak, 

( )( )

( ) ( )tctr
t

eta

d
h

∆+′
∆

∆

= 



0
2

2

2

2

,

 ni hosil qilamiz. ( ) ( )00 , trtr ′′′ 
 vektorlarning uzunligi 

∆t → 0  da mos ravishda ∆t 2
 va ∆t  larga nisbatan tezroq nolga intilishini 

hisobga olsak, 
h
d t∆ → →0 0  ni hosil qilamiz. Demak, α  yopishma tekislikdir. � 

 Izoh: Yopishma tekislik ( )0tr ′  va ( )0tr ′′  vektorlarga parallel bo’lganligi 

uchun, agar bu vektorlar o’zaro parallel bo’lsa, ( )M t0  nuqtadan o’tuvchi 

yopishma tekisliklar cheksiz ko’p. Lekin ( )0tr ′ , ( )0tr ′′  vektorlar parallel 

bo’lmasa, ( )M t0  nuqtadan o’tuvchi yopishma tekislik yagonadir. 

 Endi yopishma tekislik tenglamasini yozaylik. Buning uchun ( )0tr ′  va 

( )0tr ′′   vektorlarning boshlarini ( )M t0  nuqtaga joylashtirib, ( )P x y z, ,  bilan 

yopishma tekislik nuqtasini belgilasak, ( )0tr ′ , ( )0tr ′′  , MP  vektorlar 

komplanar vektorlar oilasini tashkil qiladi. Shuning uchun ularning aralash 

ko’paytmasi nolga teng bo’ladi. Ikkinchi tomondan, ularning aralash 

ko’paytmasi nolga teng bo’lgandagina ( )P x y z, ,  nuqta yopishma tekislikka 

tegishli bo’ladi. Demak, r  bilan R nuqtaning radius vektorini belgilasak, 

yopishma tekislik tenglamasini ( )( ) ( ) ( ) 0000 =′′′− trtrtrr 
 ko’rinishda yoza olamiz. 

 Agar egri chiziq ( ) ( ) ( )x x t y y t z z t= = =, ,  parametrik tenglamalar 

yordamida berilsa, yopishma tekislik tenglamasi 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x x y y z z
x t y t z t
x t y t z t

− − −
=

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0' ' '

' ' ' ' ' '
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ko’rinishda bo’ladi. 

Agar egri chiziq ( ) ( )F x y z Ф x y z, , , , ,= =0 0  tenglamalar yordamida 

berilsa, uning ( )M x y z0 0 0, ,  nuqtadan o’tuvchi yopishma tekislik tenglamasini 

keltirib chiqaraylik. 

 Buning uchun esa egri chiziqni ( )M x y z0 0 0, ,  nuqta atrofida 

 
( )
( )

y f x x x x
z g x
= − < < +
=





0 0δ δ
 

tenglama yordamida yozish mumkinligidan foydalanamiz. Buning uchun esa 

( )M x y z0 0 0, ,  nuqtada  

 rang
F F Fx y z

x y zϕ ϕ ϕ






 = 2  

bo’lsin deb faraz qilamiz. 

 Endi esa ( ) ( )x t y f t z g t= = =, ,  parametrik tenglamalarni 

yozib, yuqoridagi ko’rinishdagi yopishma tekislik tenglamasini olamiz. 

 ( ) ( )
( ) ( )

0
0
1

00

00

000

=
′′′′
′′
−−−

xgxf
xgxf
zzyyxx

 

Bu yerdagi )(),(),(),( 0000 xgxgxfxf ′′′′′′  hosilalar F  va Ô  funksiyalar hosilalari 

orqali topiladi. 

 Egri chiziqning ( )M t0  nuqtasidan urinma to’g’ri chiziqqa 

perpendikulyar holda o’tuvchi to’g’ri chiziq normal deb ataladi. Normallar 

ichidan biz uchun muhimlari bosh normal va binormaldir. 

Yopishma tekislikda yotuvchi normal bosh normal deb ataladi, yopishma 

tekislikga perpendikulyar normal esa binormal deb ataladi.  

Albatta yopishma tekislik yagona bo’lgan holdagina bu tushunchalar 

ishlatiladi. Endi bosh normal va binormal tenglamalarini yozaylik. 

( ) ( )00 , trtr ′′′ 
 vektorlar yopishma tekislikka parallel bo’lgani uchun vektor 
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ko’paytma ( ) ( )[ ]00 , trtr ′′′ 
 binormal uchun yo’naltiruvchi vektor bo’ladi. 

Demak binormal tenglamasi 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

x x
y t z t
y t z t

y y
z t x t
z t x t

z z
x t y t
x t y ti

−
=

−
=

−0

0 0

0 0

0

0 0

0 0

0

0 0

0 0

' '

'' ' '

' '

' ' ' '

' '

' ' ' '

,  

ko’rinishda bo’ladi. 

 Vektor ko’paytma ( ) ( ) ( )[ ][ ]000 ,, trtrtr ′′′′ 
 esa bosh normal uchun 

yo’naltiruvchi vektor bo’ladi. Shuning uchun bosh normal tenglamasi, 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

x x

y t
x t y t
x t y t

z t
z t x t
z t x t

y y

z t
y t z t
y t z t

x t
x t y t
x t y t

z z

x t
z t x t
z t x t

y t
y t z t
y t z t

i

−

−

=
−

−

=

=
−

−

0

0
0 0

0 0
0

0 0

0 0

0

0
0 0

0 0
0

0 0

0

0

0
0 0

0 0
0

0 0

0 0

'
' '

'' ' '
'

' '

' ' ' '
'

' '

' ' ' '
'

' '

' ' ' '

'
' '

' ' ' '
'

' '

' ' ' '

 

ko’rinishda bo’ladi. 

 

Chizma-8 

 

4-paragrafga doir mashq va masalalar 

 

1-masala. Egri chiziq mos ravishda  

x y z2 2 2 9+ + = , x y2 2 3− = .  
tenglamalar bilan aniqlangan sfera va giperbolik silindrning kesishish 

chizig’idan iborat. Uning M( ; ; )2 1 2  nuqtasidagi yopishma tekislik tenglamasini 

tuzing.  
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  Echish. Avvalo chiziqda x ni parametr sifatida olib chiziqning 

parametrik tenglamalarini yozamiz. Buning uchun M  nuqta atrofida 

z x y= − −9 2 2
 

y x= −2 3  

 tengliklar bajarilishini hisobga olib,  

x t
y t

z t

=
= −

= −









2

2

3
12 2

 

parametrik tenglamalarni yozamiz. Parametrning M( ; ; )2 1 2  nuqtaga mos 

keluvchi qiymati ma’lum: t x0 0 2= = .  Endi t0 2= .  nuqtada birinchi va 

ikkinchi tartibli hosilalarni topamiz.  

′ = ′′ =
′ = ′′ = −
′ = − ′′ = −

x t x t
y t y t

z t z t

( ) . ( ) .
( ) . ( ) .

( ) . ( ) .

0 0

0 0

0 0

1 0
2 3
2 3

 

 

Shunda yopishma tekislik tenglamasi  

x y z− − −
−

− −
=

2 1 2
1 2 2
0 3 3

0
 

ko’rinishda bo’ladi. Determinantni birinchi satri bo’yicha yozib va hadlarini 

ixchamlab  

4 9 0x y z− + − =  

tenglamani hosil qilamiz.  

2-masala. Chiziq x t y t z et= = =, ,2
 tenglamalar bilan berilgan 

bo’lsa, parametrning t = 0  qiymatiga mos keluvchi nuqtadagi urinma, bosh 

normal va binormal tenglamalarini yozing.  
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Echish. Buning uchun avvalo t = 0  ga mos keluvchi ( )M x y z0 0 0, ,  

nuqtaning koordinatalarini topamiz. Birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarni 

hisoblaymiz: 

 x y z0 0 00 0 1= = =, , ,  

 ′ = ′ = ′ =x y z0 0 01 0 1, , ,  

 ′′ = ′′ = ′′ =x y z0 0 00 2 1, , ,   

Endi quyidagi tenglamalarni yoza olamiz:  

x y z
1 0

1
1

= =
−

 -urinma tenglamasi 

 
x y z
1 4

1
1

=
−

=
−
−  -bosh normal tenglamasi 

 
x y z
2 1

1
2

= =
−
−  -binormal tenglamasi.  

 

§ 5. Egri chiziq yoyi uzunligi va uni hisoblash 

 

Fazoda γ egri chiziq, M  esa unga tegishli nuqta bo’lsin. Biz bilamizki 

M  nuqtaning γ chiziqdagi yetarli kichik atrofielementar egri chiziqdir. Shu 

elementar egri chiziq γ M
 ochiq ( ; )a b  intervalning f topologik akslantirishdagi 

obrazi bo’lsin. 

Agar c d a b, ( , )∈  va c d<  bo’lsa, γ M
 ning c d, − nuqtalarga mos 

keluvchi nuqtalari bilan chegaralangan yoyi uzunligi tushunchasini kiritamiz. 

Buning uchun [ , ]a b  kesmani n  ta qismga ajratuvchi 121 −<<< nttt   

nuqtalarni olib, ularning γ M
 chiziqdagi obrazlarini 121 ,, −nAAA   bilan 

belgilaylik. Uchlari 121 ,, −nAAA   nuqtalarda bo’lgan siniq chiziqni γ M
 chiziqqa 

ichki chizilgan siniq chiziq deb ataymiz. Agar M  ni o’z ichiga oluvchi birorta 

yoy uchun unga ichki chizilgan siniq chiziqlar uzunliklari yuqoridan tekis 

chegaralangan bo’lsa, γ egri chiziq M  nuqta atrofida to’g’rilanuvchi deyiladi. 
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Chizma-9 

Teorema-11. Regulyar egri chiziq o’ziga tegishli har qanday nuqta 

atrofida to’g’rilanuvchidir. 

Isbot. Elementar 
M

γ  egri chiziq,  

 ( )trr = , b  t  a <<   

tenglama bilan berilgan bo’lsin va parametrning M  ga mos keluvchi qiymati 

0t  uchun [ ] ( )badct ,,0 ⊂∈  munosabat bajarilsin.  

Bu erda, c d< ,  
M

γ  ga ichki chizilgan siniq chiziq Г  ning uchlari 

121 −<<< nttt   nuqtalarning obrazlari bo’lib, dtttс n <<<<< −121   bo’lsin, 

qulaylik uchun dtct n == ,0  belgilashlarni qabul qilib, Г  ning uzunligini 

yuqoridan baholaylik. 

 Siniq chiziqning 1, +ii tt  nuqtalarga mos keluvchi kesmasi uzunligi 

( ) ( )ii trtr 
−+1  teng, siniq chiziq uzunligi ( ) ( )∑

−

=
+ −

1

0
1

n

i
ii trtr 

 ga teng bo’ladi, agar 

( ) Ctr ≤′ 0


 bo’lsa, ( ) ( ) ( )∫
+

′=−+

1

1

i

i

t

t
ii tdtrtrtr 

 ni hisobga olib 

∑∑
−

=
+

−

=
+ −≤−≤−

1

0
1

1

0
1 )()()()(

n

i
ii

n

i
ii cdCttCtrtr 

ni hosil qilamiz.  

Bu erda ( ) Ctr ≤′  tengsizlik ( )tr ′  funksiyaning [ ]dc,  da uzluksizligidan 

kelib chiqadi. Demak, parametrning c  va d  qiymatlarga mos keluvchi 

f(b) 
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nuqtalar bilan chegaralangan yoyga ichki chizilgan ixtiyoriy siniq chiziq 

uzunligi ( )cdC −  son bilan chegaralangan.� 

Endi egri chiziq yoyi uzunligini hisoblash formulasini keltirib 

chiqaramiz. γ M
ning c d, − nuqtalarga mos keluvchi nuqtalarini M1,   2M  

bilan belgilab, 21 ММ ∪  yoyning uzunligi sifatida bu yoyga ichki chizilgan siniq 

chiziqlar uzunliklarining yuqori chegarasini qabul qilamiz. 

Yuqoridagi teoremaga ko’ra 21 ММ ∪  yoy uzunligi chegaralangan. Endi 

0,0 >δ>ε  bo’lib, Ã  siniq chiziqning uzunligi 21 ММ ∪  yoy uzunligidan ε  ga farq 

qilsin. 

Agar Ã  ning uchlari dtttс n =<<<= 10  nuqtalarning obrazlari bo’lsa, 

δ<−+ ii tt 1  shart bajarilsin deb talab qilamiz. Lekin bu shart bajarilmasa, Ã  ni 

shunday siniq chiziq Г  bilan almashtiramizki, Г  ning uchlari ichida Ã  ning 

uchlari ham bor, lekin Г  uchlari proobrazlari uchun δ<−+ ii tt 1  tengsizlik 

bajariladi. Г  ning uzunligi Ã  uzunligidan kichik bo’lmaganligi uchun uning 

uzunligi ham 21 ММ ∪  uzunligidan ε  dan kichik songa farq qiladi. 

Demak, berilgan 0,0 >δ>ε  sonlar uchun Ã  uzunligi 21 ММ ∪  yoy 

uzunligidan ε  dan kichik songa farq qiladi va δ<−+ ii tt 1  munosabat bajariladi 

deb faraz qilishimiz umumiylikni chegaralamaydi. 

Endi Ã  uzunligining ( ) ( )∑
−

=
+ −

1

0
1

n

i
ii trtr 

 ga tengligini hisobga olib, 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) + 

 
 
 

 
 
 ′ − ′ − + = − ∫ ∑ ∫ ∑ 

− 

= 
+ 

− 

= 
+ 

d 

c 

n 

i 
i i i 

d 

c 

n 

i 
i i t d t r t r t t t d t r t r t r 

1 

0 
1 

1 

0 
1 ′  

( ) ( ) ( ) ( ){ }∑∑
−

=
+

−

=
+ −−−+

1

0
1

1

0
1

n

i
iii

n

i
ii trtttrtr 

 

tenglikni yozib, uning hadlarini 0→δ  da baholaymiz. 

Bu tenglikning o’ng tarafidagi ikkinchi had integral ta’rifiga ko’ra 0→δ  

da nolga intiladi. Uchinchi had uchun esa  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∫∑ ∫∑∑
−

=

−

=

−

=
=

−

=
+ ′−′=′−−−

++ 1

0

1

0

1

0
1

1

0
1

11 n

i
i

t

t

n

i

t

t

n

i
iii

n

i
ii dttrdttrtrtttrtr

i

i

i

i


 

tenglikni hisobga olsak, 

( ) ( ) ( ) ( )∑ ∫∑∑
−

=

−

=
+

−

=
+

+

′−′≤′−−−
1

0

1

0
1

1

0
1

1

)()(
n

i

t

t
i

n

i
iii

n

i
ii

i

i

dttrtrtrtttrtr 
 

tengsizlikni hosil qilamiz. 

Bu tengsizlikning o’ng tarafi ( )tr ′  uzluksiz bo’lganligi uchun 0→δ  da 

nolga intiladi.  

Shunday qilib, ( )∫ ′
d

c
dttr  integral siniq chiziq Ã  uzunligidan berilgan 

ixtiyoriy sondan kichik songa farq qiladi. Ã  uzunligi esa 21 ММ ∪  yoy 

uzunlikdan ε  dan kichik songa farq qiladi. Berilgan ε  ning ixtiyoriy 

tanlanganligidan 21 ММ ∪  yoy uzunligi  

( )∫ ′
d

c
dttr  integralga tengligi kelib chiqadi. 

Shunday qilib, agar γ M
 egri chiziq, 

( )
( )
( )








=
<<=

=

tzz
btatyy

txx

 

parametrik tenglamalar yordamida berilsa, 21 ММ ∪  yoy uzunligi  

∫ ′+′+′
d

c

tdzyx 222

 

formula bo’yicha hisoblanadi. Agar γ M
 egri chiziq OXY tekislikda ( )xfy =  

funktsiyaning grafigi bo’lsa, 21 ММ ∪  yoy uzunligi 

 ( )∫ ′+
d

c

xdxf 21  ga tengdir. 
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Yoy uzunligini egri chiziqni parametrlash uchun ham ishlatish mumkin. 

Agar ( )batt ,,0 ∈  bo’lsa, 
M

γ −ning t0  va t  ga mos keluvchi nuqtalari bilan 

chegaralangan yoy uzunligini )(ts  bilan belgilab,  

.,0)(
,),()(
,),()(

0

0

0

ttt
tttst
tttst

==
<−=
>=

σ
σ
σ

 

qoida bo’yicha ( )tσ  funksiyasini aniqlasak, bu funksiya monoton o’suvchi 

funksiya bo’ladi. Chunki uning hosilasi ( )tr ′  ga teng va demak, har doim 

noldan katta. Agar ( )tσ  ga teskari funktsiyani ( )σ= tt  bilan belgilasak va 

( )trr 
=  da t  o’rniga qo’ysak, 

( )( ) ( )σρσ 
== trr  

tenglikni olamiz.  

Hosil bo’lgan tenglama γ M
ning tabiiy parametr yordamida aniqlangan 

tenglamasi, σ  esa tabiiy parametr deyiladi. 

Tabiiy parametrning muhimligi shundan iboratki, urinma vektor 

uzunligi har doim birga tengdir.  

Haqiqatdan ham, 

,
)(

1)(

.
−

′
′

=⋅′=′⋅′=
r
r

t
rtr 






ρ
σρ va .1)( =

⋅

σρ  

Bundan keyin, ρ  belgi ( )tr ning tabiiy parametr bo’yicha hosilasini bildiradi. 

Tabiiy parametrini esa s  bilan belgilaymiz. 

 

5-paragrafga doir mashq va masalalar 

 

1-masala. Vint chizig’i 
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x a t
y a t a b

z bt

=
= > >
=









cos ,
sin , ( , ).

.
0 0  

 

tenglamalar yordamida beriladi. Vint chizig’i tenglamalarini tabiiy parametr 

yordamida yozing.  

Echish. Buning uchun avvalo vint chizig’i uchun yoy uzunligini hisob-

laymiz ( )0(1M  va M t2 ( )  nuqtalar bilan chegaralangan yoy uzunligi)  

 

S a t a t b dt a b dt a b t
t t

= + + = + = +∫ ∫2 2 2 2 2

0

2 2

0

2 2sin cos .  

  

bu yerdan t
S

a b
=

+2 2  ni topib,  

x a
S

a b
y a

S
a b

z
b

a b
S

=
+

=
+

=
+















cos

sin

2 2

2 2

2 2

 

tenglamalarni hosil qilamiz. Tekshirish uchun 

 sin

 cos

 .

x
a

a b
S

a b
y

a
a b

S
a b

z
b

a b

= −
+ +

=
+ +

=
+















2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

 

 hosilalarni hisoblab, 

  x y z2 2 2 1+ + =  ni hosil qilamiz.  

2-masala. Yarim aylana  
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x t
y t t
=
= ≤ ≤





cos ,
sin . ( )0 π  

tenglamalar bilan berilgan bo’lsa, u tabiiy parametr bilan berilganligini 

ko’rsating.  

Yechish. Yoy uzunligini hisoblaymiz  

tdttts
t

=+= ∫
0

22 cossin  

va tenglikni hosil qilamiz. Demak, st =  parametr tabiiy parametrdir.  

3-masala. Chiziq  

x a y
xz a a

3 2

2

3
2 0
=
= ≠



 ( ).  

tenglamalar bilan berilgan bo’lsa, bu chiziqning y
a

=
3  va y a= 9  tekisliklar 

bilan chegaralangan yoyining uzunligini toping.  

Echish. Avvalo bu tekisliklar bilan berilgan chiziq bir martadan 

kesishadi. Birinchi y
a

=
3  tekislik bilan kesishish nuqtasi M a

a a
1 3 2
( , , ) , 

ikkinchi y a= 9  tekislik bilan kesishish nuqtasi M a a
a

2 3 9
6

( , , ).  

Endi chiziqning parametrik tenglamalarini  

x t

y
a

t

z
a

t

=

=

=















,
1

3

2

2
3

2  

ko’rinishda yozib, yoy uzunliklarini hisoblaymiz. 
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.99
6

23
3

9
26

3
11

2
1

22
2

2
)2(

4
44

4
1

3
3 3

2
3

3 2
2

22

23

22

44

3

22

2443

44

88443

4

4

4

4
2

aaaaaaaaa

t
at

adtt
at

dtadt
ta
ta

dt
ta

ta
dt

ta
attadt

t
a

a
tS

a
a

a

a

a
a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

=+
−+−

=−++−=

=







+






−=+=

+
=

=
+

=
++

=++=

∫ ∫∫

∫∫∫

 

 

§ 6. Egri chiziq egriligi va uni hisoblash 

 

Bizga regulyar γ –egri chiziq va M  unga tegishli nuqta berilgan bo’lsin. 

Berilgan M  nuqtadagi egrilik tushunchasini kiritib, uni hisoblash formulasini 

keltirib chiqaramiz. Buning uchun γ – egri chiziqda M  ga yaqin bo’lgan N  

nuqtani olib, bu nuqtalardan o’tuvchi urinmalar orasidagi burchakni ϕ∆  

bilan, MN
∪

 yoy uzunligini ∆S  bilan belgilaylik. Ravshanki, N  nuqta M  ga 

intilganda ∆ϕ va ∆S  miqdorlar nolga intiladi. Ammo 
∆
∆
ϕ
S  ifoda nimaga intili-

shini oldindan ayta olmaymiz. 

Ta’rif. Chiziqdagi N  nuqta M  ga intilganda s∆
∆ϕ

 ifodaning limiti 

mavjud bo’lsa, u γ  chiziqning M  nuqtadagi egriligi deb ataladi. 

Teorema-12: Ikki marta differentsiallanuvchi regulyar egri chiziq uchun 

S
k

NM ∆
∆

=
→

ϕlim
 
mavjud. Agar γ  chiziq ( )srr 

=  tenglama bilan tabiiy parametr 

yordamida berilgan bo’lsa, )( 0srk
→

=


 tenglik o’rinlidir. Bu yerda 0s  tabiiy 

parametrning M  ga mos keluvchi qiymatdir. 
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Chizma-10            Chizma-11 

 

Isbot. Faraz qilaylik, γ  egri chiziq ( )srr 
=  tenglama bilan tabiiy 

parametr yordamida berilgan, ( )
 sr , ( )ssr ∆+


 vektorlar mos ravishda M  va 

N  nuqtalarning radius vektorlari bo’lsin. Shunda ϕ∆  burchak ( )
 sr  va 

( )ssr ∆+


 vektorlar orasidagi burchakka teng.  

Shuning uchun ( ) ( )
2

2 ϕ∆
=−∆+ Sinsrssr 


. Bu tenglikdan, 

( ) ( )
s

Sin

s

Sin

s
srssr

∆
∆
⋅

∆

∆

=
∆

∆

=
∆

−∆+ ϕ
ϕ

ϕϕ

2

22
2





 

kelib chiqadi. Bu tenglikda 0→∆s  da limitga o’tsak, ( ) srk =  ni hosil 

qilamiz.� 

Endi ixtiyoriy parametr uchun egrilikni hisoblash formulasini keltirib 

chiqaramiz. Buning uchun ( )srr 
=  tenglikda s  ni t  ning funksiyasi sifatida 

qarab, ikkala tomonini t  bo’yicha differensiallaylik. Shunda srr ′= 
  ni hosil 

qilamiz. Demak, 
r
rr
′
′

= 


 . 

Endi bu tenglikni t  bo’yicha differensiallaymiz va  
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( )

2

),(
,

r

rr
rrrr

sr
′

′′
′′′

−′′′

=′
⋅⋅









 

ni hosil qilamiz. Bu tenglikni ikkala tomonini s′  ga bo’lib ( )
r

rrr
r
rr

′
′′′′

−
′
′′

=
⋅⋅








 ,

 

ni 

olamiz. Endi ikkala tomonini kvadratga oshirib,  

( )
6

222
2 ,

r
rrrrk

′

′′′−′′′
= 


 

tenglikni hosil qilamiz.  

Bundan esa 
[ ]

3

,
r

rr
k

′′

′′′
= 



 kelib chiqadi. ( ) 2, rrrr ′=′′=′


 ni hisobga olib 

va 
[ ]

2
3

2

,

r

rr
k

′

′′′
=





 ko’rinishda yozib ixtiyoriy parametr uchun egrilikni 

hisoblash formulasini olamiz. 

Agar ( ) ( ) ( ) ( ){ },,, tztytxtr =


 bo’lsa, formula  

 

( ) 2
3222

222

zyx

yx
yx

xz
xz

zy
zy

k
′+′+′

′′′′
′′

+
′′′′
′′

+
′′′′
′′

=

 

 

ko’rinishiga keladi. Agar γ  egri chiziq y f x= ( )  funksiyani grafigi bo’lsa, 

egrilik formulasi 

 
( ) 2

321 f

f
k

′+

′′
=   

ko’rinishga keladi. 

Endi, hamma nuqtalarida egriligi nolga teng bo’ladigan chiziqlarni 

topaylik. Ikki marta differensiallanuvchi egri chiziq tabiiy parametr yordamida 

)(srr =  tenglama yordamida berilgan bo’lsa, uning egriligi formula ( )srk =  
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bo’yicha hisoblanadi. Agar k = 0  bo’lsa, ( ) 0=sr  bo’ladi. Demak, ( ) 0=sr  

va ( ) bsasr


+=  bo’lib, ba
,  –o’zgarmas vektorlardir. Demak, egri 

chiziqning hamma nuqtalarida egriligi nolga teng bo’lsa, u yoki to’g’ri chiziq, 

yoki to’g’ri chiziqning ochiq kesmasidir. Albatta, bu tasdiqning teskarisi ham 

to’g’ridir (isbotlang). 

 

§ 7. Egri chiziqning buralishi va uni hisoblash 

 

Egri chiziqning berilgan M  nuqtasidagi buralishi tushunchasini 

kiritaylik. Bizga γ  egri chiziq va unga tegishli M  nuqta berilgan bo’lsin. M  

nuqtaga yaqin va γ  ga tegishli nuqtani N  bilan, ϕ∆  bilan bu nuqtalardan 

o’tuvchi yopishma tekisliklar orasidagi burchakni, s∆  bilan 
∪

MN  yoy uzunligini 

belgilaylik. 

             

 

Chizma-12       Chizma-13 

 

Ta’rif: N  nuqta M  nuqtaga intilganda S∆
ϕ∆

 ifodaning limiti γ  egri 

chiziqning M  nuqtadagi absolyut buralishi deyiladi va σ  bilan belgilanadi. 
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Teorema-13: Uch marta differensiallanuvchi regulyar γ  egri chiziqning, 

M  nuqtada egriligi noldan farqli bo’lsa, s∆
∆ϕ

 ifoda tayin limitga ega. Agar γ  

egri chiziq tabiiy parametr yordamida  

)(srr 
=  

 tenglama bilan berilgan bo’lsa, uning absolyut buralishi, 

2
r

rrr





=σ  

formula bo’yicha hisoblanadi. 

Isbot: Faraz qilaylik, M  nuqtadagi egrilik noldan farqli bo’lsin. Egrilik 

uzluksiz funksiya bo’lganligi uchun M  ga yaqin nuqtalarda ham egrilik 

noldan farqli bo’ladi 

Shuning uchun, M  nuqtaga yaqin nuqtalarda r  va r  vektorlar o’zaro 

nokollinear bo’ladi. Demak, har bir nuqtadan yagona yopishma tekislik o’tadi. 

Agar ( ) ( )sss ∆+


ββ ,  - vektorlar M  va N  nuqtadagi yopishma tekislikka 

perpendikulyar birlik vektorlar (ya’ni birlik binormal vektorlar) bo’lsa, 

)()(
2

sin2 00 sss
→→

−∆+=
∆ ββϕ

 

tenglik o’rinli bo’ladi. 

Shuning uchun  

( ) ( )
Sss

sss
∆
∆
⋅

∆

∆

=
∆

∆

=
∆

−∆+ ϕ
ϕ

ϕϕ
ββ

2

2
sin

2
sin2





 

tenglik o’rinli. Bu tenglikda 0→∆s  limitga o’tib, βσ =  tenglikni hosil qilamiz. 

Binormal β


 vektor birlik vektor bo’lganligi uchun ββ
 ⊥  bo’ladi. Agar 

( ) ( )srs
⋅

=
τ  bo’lsa, k

rv
..


=  – birlik boshnormal vektor, τ


 - birlik urinma 
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vektor bo’ladi. Shuning uchun [ ]ντβ


,=  bo’ladi. Demak, 





=



+



=

....

,,, vvv 
τττβ , chunki 0,

. 
=



 vτ . Bu tenglikdan, τβ 

⊥
⋅

 ekanligi kelib 

chiqadi. Demak, v


//
.

β . Shuning uchun, 







= νβσ


,

.

 tenglikni yoza olamiz. 

Bu tenglikka 
k

rr

k
rv







==

...
.. ,

,




 β  ifodalarni qo’yib, 2

.....

k

rrr 

=σ  formulani hosil 

qilamiz. Endi buralishni aniqlaylik. 
⋅

β

 vektor v  vektorga parallel bo’lganligi 

uchun egri chiziq bo’ylab harakat qilsak (s o’sa boshlaganda) yopishma tekislik 

urinma atrofida aylana boshlaydi. Agar yopishma tekislik buralishi yo’nalishi 

β

 dan ν


 ga yo’nalgan bo’lsa, (+) ishora bilan aks holda esa (-) ishora bilan 

olib, σ±=σ  formula bo’yicha buralishni kiritamiz. σ  ning ifodasini hisobga 

olib  

 2

......

k
rrr 

−=σ
 

formulani hosil qilamiz. 

Endi ixtiyoriy t  parametr uchun buralishni hisoblash formulasini 

keltirib chiqaramiz. Buning uchun yoy uzunligi S S t= ( )  parametr t  ning 

funktsiyasi ekanligidan foydalanamiz. Egri chiziq tenglamasi )(srr 
=  bo’lsa, 

2

22...
,

ds
tdr

ds
dtrr

ds
dtrr ⋅′+






′′=⋅′=


, 

3

3

2

2

2

23...
2

ds
rd

ds
dtr

ds
dt

ds
rdr

ds
rd

ds
dtr

ds
dtrr ⋅′+′′+⋅′′+





′′′=


 

ifodalarni buralish formulasiga qo’ysak 

[ ] 2, rr
rrr
′′′
′′′′′′

−= 


σ  
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formulani hosil qilamiz. 

Agar birorta chiziqning buralishi hamma nuqtalarda nolga teng bo’lsa, u 

albatta yassi chiziq bo’ladi, ya’ni birorta tekislikda yotadi (isbotlang). 

Yuqorida ko’rsatib o’tganimizdek, agar regulyar γ  chiziq  

btatrr <<= ),(
 

tenglama bilan berilib, har bir t  uchun )(tr ′  va )(tr ′′  vektorlar kollinear 

vektorlar bo’lmasa, γ  chiziqning har bir nuqtasiga ortonormal sistemani 

tashkil qiluvchi uchta vektorni mos qo’yish mumkin. Bu uchlik birlik urinma 

vektor, birlik bosh normal vektor va birlik binormal vektorlardan iborat. Bu 

uchlikni Frene uchligi deb ataymiz. Hozir biz fazodagi orientatsiyani saqlovchi 

harakat regulyar chiziqni regulyar chiziqqa o’tkazishini va bunda Frene 

uchligi ham yana Frene uchligiga o’tishini isbotlaymiz.  

Fazoda regulyar γ  egri chiziq  

btat <<= ),(ρρ 
 

tenglama bilan, uning F R R: 3 3→  harakatdagi obrazi F ( )γ   

btatrr <<= ),(
 

tenglama bilan berilgan bo’lsin. Agar  

{ })(),(),()( tztytxt =ρ  

bo’lib, F  harakat 

A
a a a
a a a
a a a

=

















11 12 13

21 22 23

31 32 33

 

 matritsa va 

{ }a a a a= 1 2 3, ,  

vektor yordamida berilgan bo’lsa, F x y z( , , )  nuqtaning koordinatalari  

x a x a y a z a
y a x a y a z a
z a x a y a z a

1 11 12 13 1

1 21 22 23 2

1 31 32 33 3

= + + +
= + + +
= + + +
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ko’rinishda bo’ladi. Shuning uchun )(tr  vektorning koordinatalari  

 x t y t z t1 1 1( ), ( ), ( )  

 funksiyalar bo’lsa,  

( ( ), ( ), ( )) ( ( ), ( ), ( ))x t y t z t F x t y t z t1 1 1 =  

tenglikdan 

)()( tAtr ρ′=′ 
 

formula kelib chiqadi. Bu tenglikda )(tr ′ va )(tp′ vektorlar ustun ko’rinishda 

yozilgan. Bu yerda A ortogonal matritsa bo’lgani uchun  

( ) ( ) ( )
[ ] [ ] [ ])(),()(),()(),(

,)(),()(),()(),(
,)()()(

tttAtAtrtr
tttAtAtrtr

ttAtr

ρρρρ
ρρρρ

ρρ

′′′=′′′=′′′

′′′=′′′=′′′

′=′=′







 

tengliklar o’rinli. Bu tengliklardan oxirgisi o’rinli bo’lishi uchun det A> 0  

shartni ham ya’ni F  harakat oriyentatsiyani saqlashini talab qildik. Bu 

tengliklardan 

[ ] )()(),(),(

)(

11

1

βντβνν

τ
ρ
ρ

ρ
ρτ
















AAAA

AA
A
A

r
r

===

=
′
′

=
′
′

=
′
′

=
 

formulalar hosil qilamiz. Bu formulalar γ  chiziqning Frene uchligi F  

akslantirishda F ( )γ  chiziqning Frene uchligiga o’tishini isbotlaydi.  

Bu formulalardan orientatsiyani saqlovchi harakatda chiziqlarning 

egriligi va buralishi ham o’zgarmay qolishi kelib chiqadi. Haqiqatdan, egrilik 

va buralish formulalaridan foydalanib,  
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22
1

1

2
3

22
3

2
1

,,

kk
rrr

k

r

rr
k

→→→→→→

→

→→

→

→→

′′′⋅′′⋅′
−==

′′′⋅′′⋅′
−=









′





 ′′′

==









′





 ′′′

=

ρρρσσ

ρ

ρρ

 

tengliklarni hosil qilamiz.  

 

§ 8. Frene formulalari 

 

Egri chiziq γ tabiiy parametr yordamida  

)(srr 
=  

tenglama bilan berilgan bo’lsin. Agar M  nuqta γ  ning parametrning s  

qiymatiga mos keluvchi nuqta bo’lsa, bu nuqtadan chiquvchi o’zaro ortogonal 

uchta vektor mavjudligini ko’rdik. 

  Bular, ( )
 sτ  – birlik urinma vektor, ( )

 sν  – birlik bosh normal vektor, 

( )


sβ  – birlik binormal vektorlardir. Egri chiziq γ  ning M  nuqta atrofidagi 

qismini tekshirishda M  nuqtani koordinata boshi sifatida, βντ
 ,,  –

vektorlarni koordinata o’qlarining yo’naltiruvchi vektorlar sifatida olaylik. 

Buning uchun, oldin βντ
 ,,  vektorlarning hosilalarini βντ

 ,,  vektorlar 

orqali ifodalaylik. Birinchidan, vkr 
==

...
τ  munosabatini bilamiz. Oldingi 

paragrafda νσβ  =  ni ko’rsatgan edik. Bularni va [ ]τβν  ,=  ni hisobga olib 





+








=

...
,, τβτβ v  dan βστν


−−= k  formulani hosil qilamiz. 

Demak, 
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=

−−=

=

νσβ

βστν

ντ







k

k

 

formulalari hosil qilamiz. 

Endi ( )ssr ∆+


 vektor-funksiyani Teylor qatoriga yoyaylik  

...
6

)(
2

)()()(
3

0

...2

0

...

00 +
∆

+
∆

+∆+=∆+
ssrssrsrsrssr 

 

M nuqta koordinata boshi bo’lganligi uchun 0)( 0


=sr  bu qatorda 

,,
...

vkrr 
==τ  τβσν  2kkkr −−=  munosabatlarni hisobga olib, 

( ) βσνστ











 









+

∆
−+










+

∆
+

∆
+










+

∆
−∆=∆+

6626

22222 skssksksssr

 

tenglikni hosil qilamiz. 

Endi zyx ,,  o’qlari mos ravishda βντ
 ,, vektorlar yo’nalishlariga ega 

ekanligidan foydalanib 







+
∆

σ−=

+
∆

+
∆
⋅=

+
∆

−∆=

6

62

6

2

2

2

skz

sksky

sksx

 

tenglamalarni hosil qilamiz. Bu tenglamalarda faqat egrilik va buralish 

qatnashmoqda. Demak, chiziqni aniqlash uchun uning hamma nuqtalarida 

egrilik va buralishni bilishimiz yetarli.  

Endi shu masalani muhokama qilaylik. Bizga parametrlangan regulyar 

γ  egri chiziq berilgan bo’lsa, uning ixtiyoriy nuqtasida uchta s t( ),  k t( ),  

σ ( )t  funktsiyalar aniqlangan. Bu funksiyalar uzluksiz va k t( ) ,> 0  s t( ) ,> 0  
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munosabatlar o’rinlidir. Agar parametr sifatida yoy uzunligini olsak, 

funksiyalar soni 2 ta bo’ladi. 

Teorema-14. Ikkita regulyar egri chiziqlarning yoylari γ 1  va γ 2  mos 

ravishda 

),(1 trr 
=     ),(2 trr 

=  

 tenglamalar yordamida berilib,  

∫ ∫ ′=′
t

a

t

a
dttrdttr )()( 21


 

tenglik ixtiyoriy ],[ bat∈  uchun o’rinli bo’lsin. Bundan tashqari har bir 

[ ]bat ,∈  uchun k t k t t t1 2 1 2( ) ( ), ( ) ( )= =σ σ tengliklar o’rinli 

bo’lsa, yagona F R R: 3 3→  harakat mavjud bo’lib,  

F ( )γ γ2 1=   

munosabat o’rinli bo’ladi.  

 Isbot. Bu chiziqlarning uzunliklari teng bo’lgani uchun  

∫ ∫ ′=′=
b

a

b

a
dttrdttrs )()( 210


 

belgilash kiritib, chiziqlar tenglamalarini tabiiy parametr yordamida yozamiz. 

Shunda ularning tenglamalari  

( )s1ρρ 
=  

( )s2ρρ 
=   

ko’rinishda bo’ladi. Endi har bir chiziqda tabiiy parametrning s = 0  

qiymatiga mos keluvchi nuqtalarini mos ravishda M1  va M2  bilan 

belgilaymiz. Bu nuqtalardagi Frene uchliklari mos ravishda, ( ) ( ) ( )0,0,0 111 βντ


 

va ( ) ( ) ( )0,0,0 222 βντ


 vektorlardan iborat bo’ladi. Bu uchliklar fazoda bir xil 

oriyentatsiyalarni aniqlagani uchun shunday F R R: 3 3→  harakat mavjudki, 
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u M2  nuqtani M1  nuqtaga, ( ) ( ) ( )0,0,0 222 βντ


 vektorlarni mos ravishda 

( ) ( ) ( )0,0,0 111 βντ


 vektorlarga o’tkazadi. Biz F ( )γ γ2 1=  tenglikni 

isbotlaymiz. Buning uchun F s( ( ))γ 2  nuqtaning radius-vektorini )(sρ  

bilan belgilab, ( ) ( ) ( )0,0,0 111 βντ 
 [ ]0,0),( sss ∈= ρρ 

 tenglama bilan 

aniqlangan regulyar egri chiziqning Frene uchligini 

})(),(),({ sss βντ


 bilan belgilaymiz. Shunda biz 

) ,0()0() ,0()0( 11 ννττ 
==  β β

→ →

=( ) ( )0 01  tengliklarga 

ega bo’lamiz. Harakatda vektorlarning skalyar ko’paytmasi saqlangani uchun 

k s k s s s( ) ( ), ( ) ( )= =2 2σ σ  

 tengliklar o’rinli bo’ladi. Demak, k s k s s s( ) ( ), ( ) ( )= =1 1σ σ  

tengliklar ham o’rinlidir. Endi )()( 1 ss ρρ 
=  tenglikni isbotlash uchun 

))(),(())(),(())(),(()( 111 sssssssh ββννττ


++=  

 funksiyani qaraymiz. Bu funksiya uchun h( )0 3=  tenglik o’rinli. Bu 

funksiyani differensiallaymiz 

))(),(())(),((

))(),(())(),(())(),(())(),(()(

11

1111

ssss

sssssssssh

ββββ

ννννττττ




++

++++=′

 

 

 va Frene formulalaridan foydalanib,  

))(),()((

))(),()(())(),()(())(),()((

))(),(()(),(())(),(())(),((

))(),(())(),(())(),(())(),(()(

11

111111

11111

1111111

ss

sssskksskk

ssssssssk

ssssksskssksh

νβσσ

βνσσνττν

νβσβνσβνστν

νβσντνττν









−−

−−+−+−=

=++−−

−−−+=′
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tenglikni hosil qilamiz. Bu erda k k= =1 1, σ σ  bo’lgani uchun 

′ =h s( ) 0 . Demak, h s h( ) ( )= =0 3  va )()( 1 ss ττ 
=  tenglik o’rinli 

bo’ladi. Bundan css 
+= )()( 1ρρ  tenglikni olamiz bu erda 

−c o’zgarmas vektor bo’lgani uchun )()( 1 oo ρρ 
=  tenglikdan oc 

=  

munosabat kelib chiqadi. Shunday qilib, biz F ( )γ γ2 1=  munosabatni 

isbotladik. 

 Teorema-15. Ikkita uzluksiz f s( )  va g s( )  funktsiyalar 

[ ]0;0 s oraliqda aniqlangan va f s( ) > 0  bo’lsa, tabiiy parametr yordamida 

parametrlangan regulyar egri chiziq mavjud bo’lib, uning egriligi hamda 

buralishi mos ravishda f s( ) , g s( )  funksiyalarga tengdir.  

 Isbot. Bizga M0  nuqta va ortonormal { }cba  ,,  sistema berilgan 

bo’lsin. Biz  βντ
 ,,  vektor funksiyalarga nisbatan 

νβ

βτν

ντ







g

gf

f

=

−−=

=

                (1) 

differensial tenglamalar sistemasini  

cba 
=== )0(,)0(,)0( βντ  

Boshlang’ich shartlar bilan qaraylik. Differensial tenglamalar sistemasining 

yechimi mavjudligi va yagonaligi haqidagi teoremaga asosan bu sistemaning 

],0[ 0s oraliqda aniqlangan yagona })(),(),({ sss βντ


 yechimi 

mavjud. Boshlang’ich shartlarga asosan s = 0  bo’lganda bu uchlik ortonormal 

sistemani tashkil qiladi. Biz ixtiyoriy ],0[ 0ss∈ uchun bu uchlikning 

ortonormal ekanligini ko’rsatamiz. Buning uchun X s( )  bilan birinchi satri 
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( )sτ vektordan, ikkinchi satri ( )sν  vektordan va uchinchi satri ( )sβ


 vektordan 

iborat matritsani belgilasak, (1) sistemani 

)()()( sXsAsX =′             (2) 

ko’rinishda yoza olamiz. Bu yerda 

A s
f s

f s g s
g s

( )
( )

( ) ( )
( )

= − −

















0 0
0

0 0
 

 Endi ( ) ( ) ( )sss βντ
 ,,  vektorlarning ortonormal sistema ekanligini 

ko’rsatish uchun ( )sX  matritsaning ortogonal matritsa ekanligini ko’rsatish 

yetarlidir. Demak, ixtiyoriy [ ]0,0 Ss∈  uchun  

X s X s ET ( ) ( ) =  

 tenglikni isbotlashimiz zarur va yetarli. Bu erda X sT ( ) −  transponirlangan 

matritsa, E −  birlik matritsadir. 

 Biz (2) tenglikdan 

d
ds X s X s A sT T T( ( )) ( ) ( )=  

tenglikni olamiz. Bu tenglikni hisobga olib, 

X s X sT ( ) ( )  

ko’paytmani differensiallaymiz. Shunda  

)()]()()[()()()()()()(

)()()()())()((

sXsAsAsXsXsAsXsXsAsX

sX
ds
dsXsXsX

ds
dsXsX

ds
d

TTTTT

TTT

+=+=

=+=

 

tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglikda A s A sT ( ) ( )= −  munosabatni hisobga 

olib,  

d
ds X s X sT( ( ) ( )) = 0  
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tenglikni hosil qilamiz. Demak, X s X sT ( ) ( )  o’zgarmas matritsa va 

X X ET ( ) ( )0 0 =  bo’lganligi uchun 

X s X s ET ( ) ( ) =  

tenglik hamma s lar uchun o’rinlidir. 

Shunday qilib, ixtiyoriy [ ]0,0 Ss∈  uchun ),(sτ ),(sν )(sβ


 vektorlar 

ortonormal sistemani tashkil qiladi. Endi  

dsss
s

)()(
0

0 ∫+= τρρ 
 

 tenglama bilan γ  chiziqni aniqlaymiz. Bu yerda 0ρ


- 0M  nuqtaning radius-

vektoridir. Bu chiziq uchun 

1)(),()( == sss ττρ 
 

)()()()( ssfss ντρ  ==  

)(sfk == ρ  

 bo’lganligi uchun 

oss  ≠)](),([ ρρ  

 munosabat kelib chiqadi. Demak, bu chiziq uchun buralish aniqlangan va  

[ ]( ) [ ]( )

[ ]( ) g
k

gf
k

gff
k

ff
k

fssff
k

==
−−

−=

=−=
+′

−=−=

2

2

2

2

222

),(,,

,,)()(,,

βββτνι

νντννντρρρσ





 

tenglik o’rinlidir. Demak, γ  chiziq teorema tasdig’ini qanoatlantiradi. Agar 

M0  nuqta o’rniga boshqa M  nuqta olsak, biz teorema shartini 

qanoatlantiruvchi va M  nuqtadan chiquvchi γ M  chiziqni hosil qilamiz. 
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Lekin, teorema-12 ga ko’ra, F R R: 3 3→  harakat mavjud bo’lib, F M( )γ γ=  

bo’ladi. �  

 

II-bobga doir mashq va masalalar 

 

 1. Parallelogramm diagonallari kvadratlarining yig’indisi tomonlari 

kvadratlarining yig’indisiga tengligini vektorlar yordami bilan isbotlang.  

2. Tomonlari a i j k= − +2 4 ,  b i j k= + −3 2  vektorlardan iborat 

parallelogrammning yuzi topilsin. 

  3. Tomonlari a i j k= − +2 3 5 ,  b i j k= + − ,  ,322 kjic ++=  

vektorlardan iborat parallelepipedning hajmi topilsin. 

4. Fazoda 0XYZ  dekart koordinatalar sistemasi kiritilgan va fazoda 

harakat qilayotgan M  nuqtaning 0XY  tekislikdagi proeksiyasi 

x y R2 2 2+ = aylanada ω  burchak tezlik bilan tekis harakat qiladi, 0Z  

o’qdagi proektsiyasi esa a  tezlik bilan tekis harakat qiladi. Parametrlar t  

sifatida vaqtni olib va t = 0  da M  ( ; ; )R 0 0  nuqtada bo’lishini bilgan holda, 

M  nuqta fazoda chizgan chiziqning parametrik tenglamalarini tuzing. Bu 

chiziq vint chizig’i deb ataladi (14-chizma).  

Javob: .,sin,cos atztRytRx === ωω  

5.Qanday chiziqning parametrik tenglamalari  

x t t y t t= − + = + −2 21 1,  

ko’rinishda bo’ladi. 

Javob: Parabola. 

6.Qanday chiziqning parametrik tenglamalari  

x a t y b t= =sin , cos2 2
 

ko’rinishda bo’ladi. 

7.Astroida deb ataluvchi va 

x y a
2
3

2
3

2
3+ =  
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chiziqning silliq chiziq ekanligini ko’rsating. 

Ko’rsatma: taytax 33 sin,cos ==  formulalar yordamida parametr 

kiritish kerak.  

8. Tekislikda giperbola  

x
a

y
b

2

2

2

2 1− =  

tenglama bilan berilgan bo’lsa, uning parametrik tenglamalarini yozing.  

9.Vint chizig’i  

x R t y R t z t= = =cos , sin , .2  

parametrik tenglamalari bilan berilgan bo’lsa, uning ( ; ; )R 0 0  nuqtasidagi 

urinma, yopishma tekislik, boshnormal va binormal tenglamalarini tuzing.  

10. Fazoda 

y z
x y

2 2

2 2

25
10

+ =
+ =





 

tenglamalar yordamida berilgan chiziqning P( ; ; )1 3 4  nuqtasidagi urinma va 

normal tekislik tenglamalarini tuzing.  

11. Astroida uzunligini toping.  

12. Parametrik tenglamalari  

x acht y asht z at= = =, , .  

ko’rinishda bo’lgan chiziqning M t1 0( )=  va M t2 1( )=  nuqtalari 

orasidagi yoyining uzunligini toping.  

13. y px2 2=  chiziq tenglamasini tabiiy parametr yordamida yozing. 

14. Qutb koordinatalar sistemasida  

)(ϕρρ 
=  

tenglama bilan berilgan chiziq yoyi uzunligini hisoblash formulasini yozing.  

15. 4-masalada berilgan vint chizig’ining egriligi va buralishini hisoblang. 

16. Giperbolik vint chizig’i  

x acht y asht z at= = =, , .  
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parametrik tenglamalari bilan berilgan, uning tenglamalarini tabiiy parametr 

yordamida yozing.  

17. Dekart yaprog’i deb ataluvchi chiziq tenglamasi  

x y axy3 3 3 0+ − =  

ko’rinishda bo’ladi. Uning P a a
( ; )
3
2

3
2  nuqtasidagi urinma va normal 

tenglamalarini toping (15-chizma).  

18. Parametrik tenglamalari  

 x t y t z tgt= = =sin , cos , .  

ko’rinishda bo’lgan chiziqning parametrning t0 4
=
π

 qiymatiga mos keluvchi 

nuqtasidagi egriligi va buralishini hisoblang. 

19. Vint chizig’ining hamma urinmalari 0XY  tekisligi bilan bir xil 

burchak ostida kesishishini isbotlang (4-masalaga qarang). 

 

      

 

  Chizma-14           Chizma-15 
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III  ÁÎÁ 
 

S I R T L A R    N A Z A R I YA S I 
 

§1. Sirt tushunchasi va sirtning berilish usullari 
 

Tekislikdagi ochiq doiraga gomeomorf to’plamni elementar soha deb 

ataymiz. 

Ta’rif-1. Fazodagi Ф  to’plam elementar sohaning topologik 

akslantirishdagi obrazi bo’lsa, uni elementar sirt deb ataymiz.  

Demak, Ф  to’plam elementar sirt bo’lsa, ФGf →:  - topologik 

akslantirish mavjud bo’lishi kerak. Bu erda 2RG ⊂  elementar soha, Ф  esa 3R  

dan keltirilgan topologiya yordamida topologik fazoga aylantirilgan.Agar Ô  

elementar sirt bo’lsa, ),( Gf   juftlik Ô sirtni parametrlash usuli deyiladi. 

Albatta 1G  boshqa elementar soha bo’lsa, G  va 1G  sohalar o’zaro 

gomeomorf bo’ladi va agar  GGg →1:  gomeomorfizm berilgan bo’lsa, 

ФGgf →⋅ 1:  gomeomorfizm Ô  sirtni parametrlashning boshsa  usulidir. 

Demak, elementar sirt uchun cheksiz ko’p parametrlash usullari 

mavjuddir. Birorta to’plamning elementar sirt ekanligini ko’rsatish uchun, 

uning uchun birorta parametrlash usulini ko’rsatish kerak. 

Agar Ф  sirt ),( Gf  parametrlash usuli bilan berilib, Gvu ∈),(  uchun f(u,v) 

nuqtaning koordinatalari );(),;(),;( vuzvuyvux ko’rinishda belgilsak 









=
=
=

),(
),(
),(

vuzz
vuyy
vuxx

  (1) 

sistema Ô  sirtning parametrik tenglamalari sistemasi deyiladi. 

Ta’rif-2. Fazodagi bog’lanishli Ô  to’plamga tegishli har bir nuqtaning 

birorta atrofida Ô  elementar sirtga aylansa, Ô  sodda sirt deyiladi.  

Ikkinchi ta’rifga izoh beramiz. Demak, Ф  sodda sirt bo’lshi uchun unga 

tegishli har bir Фp∈  nuqta uchun shunday )( pU  atrof ( 3R fazoda) mavjud 

bo’lib, kesishma ФpU ∩)(  elementar sirt bo’lishi kerak. 
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Keyinchalik kurs davomida sirt deganda elementar yoki sodda sirtni 

tushunamiz.  

Misollar. 

1) Har qanday tekislik elementar sirtdir, chunki tekislik doiraga 

gomeomorfdir.  

Agar ),,( 000 zyxM  tekislik nuqtasi, a  va b

 vektorlar tekislikka parallel 

bo’lsa, uni 

∞<<∞−+∞<<∞−++= vuvbuarr ,,0


 

ko’rinishida parametrlash mumkin. Bu yerda }{ 0,000 , zyxr =


vektor M  

nuqtaning radius vektoridir. 

2) Elementar G sohada aniqlangan −= ),( yxfz uzluksiz funksiyaning 

grafigi elementar sirtdir. Sababi, −→ ),()),(,,( yxyxfyx akslantirish 

(proektsiya) gomeomorfizmdir. 

 

 

Chizma-1 

3) Ikki o’lchamli sfera 2S  elementar bo’lmagan sodda sirtdir. Radiusi R  

ga teng 2S  sferaning markaziga koordinatalar boshini joylashtirsak, uni 
2R { }22223 :),,( RzyxRzyx =++∈=  to’plam sifatida qarashimiz mumkin. Bu  

sferaning sirt ekanligini isbotlash uchun unga tegishli birorta P  nuqtani 

olaylik. Bu P  nuqtadan farqli S  nuqtani janubiy qutb sifatida, unga diametrik 

qarama-qarshi bo’lgan N  nuqtani shimoliy qutb hisoblab, z  o’qini koordinata 

boshidan N  nuqta orqali o’tkazamiz, Oxy  tekisligi esa O  nuqtadan o’tuvchi va 

ON  ga perpendikulyar tekislikdir Bu tekislik va sfera kesishishidan hosil 

bo’lgan aylanani ekvator deb ataymiz. Endi u  bilan OQ  nur va Ox  o’qi 
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orasidagi burchakni, v  bilan OP  va OQ  nurlar orasidagi burchakni 

belgilaymiz. Bu yerda Q  nuqta NPS  meridianning ekvator bilan kesishish 

nuqtasidir, ,20 π<< u  
22
ππ

<<− v . Shunda 2S sferaning NS   meridian chiqarib 

tashlangan qismi ),(: vuP →ϕ  akslantirish yordamida [ ] 



−×

2
;

2
2;0 πππ  

elementar sohaga gomeomorf akslantiriladi va  

vzvuRyvuRx sin,cossin,coscos ===  tenglamalar yordamida parametrlanadi.  

 

 

 

Chizma-2 

 

4) Doiraviy silindrni ,cosuRx = ,sinuRy = vz =  tenglamalar sistemasi 

yordamida parametrlash mumkin. Bu erda +∞<<∞− u , +∞<<∞− v . Albatta 

silindr ham elementar sirt emas (3 -chizma).  

 

N 
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Chizma-3 

 

Agar biz { });();;();;(),( vuzvuyvuxvur =


 vektor funksiyani kiritsak (1) 

tenglamalar sistemasini bitta   

);( vurr 
= , Gvu ∈),(      (2) 

vektorni tenglama yordamida yoza olamiz. Bu tenglama Ô  sirtning vektor 

ko’rinishdagi tenglamasi deyiladi. Tabiiyki, Ô  sirt elementar sirt bo’lmasa, (1) 

va (2) tenglamalar uni birorta nuqta atrofida aniqlaydi. Agar Ô  elementar sirt 

bo’lsa, uni to’liq (1) yoki (2) tenglamalar yordamida aniqlash mumkin.  

 2. Sirtning oshkormas ko’rinishda berilishi.  

Bizga 3RG ⊂  ochiq to’plam va G  da aniqlangan silliq );;( zyxF  funksiya 

berilgan bo’lsin.  

Shunda { }0);;(:);;( =∈= zyxFGzyxФ  to’plam F  funksiyaning sath to’plami 

yoki sirti deyiladi. Agar 0≠gradF  bo’lsa, Ô  haqiqatdan ham sodda sirt 

bo’ladi. Haqiqatdan, agar Фzyxp ∈= );;( 000  nuqtada Fz ≠ 0 bo’lsa, oshkormas 

funksiya haqidagi teoremaga ko’ra, shunday ,0>δ ε > 0  sonlari va 

{ }δδ <−<−= 000 ,:);( yyxxyxG  sohada aniqlangan );( yxfz =  funksiya mavjud 

bo’lib, 0);( Gyx ∈  bo’lganda F x y f x y( ; , ( ; )) = 0  tenglik uchun, );( 000 yxfz =  va 

z f x y0 − <( ; ) ε  munosabatlar bajarilib,  

( ){ }εδδ <−<−<−= zzyyxxzyxП 000 ,,:;;  
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parallelipipedning Ô  bilan kesishmasi ( )yxfz ;=  funksiyaning grafigidan 

iboratdir. Demak, Ô  o’ziga tegishli har qanday nuqtaning yetarli kichik 

atrofida elementar sirt bo’ladi.  

 Bizning kursimizda asosiy metod matematik analiz bo’lganligi uchun, biz 

sirtlardan qo’shimcha shartlarni talab qilamiz. 

 Ta’rif-3. Berilgan Ф  sirt uchun unga tegishli ixtiyoriy nuqta atrofida 

),( Gf  parametrlash usuli mavjud bo’lib, bunda x u v y u v z u v( ; ), ( ; ), ( ; )  funksiyalar 

uzluksiz xususiy hosilalarga ega va 








vvv

uuu

zyx
zyx

 matritsaning rangi ikkiga teng 

bo’lsa, Ф  sirt regulyar sirt deyiladi, parametrlash usuli esa regulyar 

parametrlash deyiladi.  

 Sirtning regulyarlik shartini 0,


=



 →→

vu rr  ko’rinishda ham yozishimiz 

mumkin. Biz kursimizda asosan regulyar sirtlarni o’rganamiz.  

 Endi sirtlarning berilish usullari haqida quyidagi teoremalarni 

isbotlaylik. 

Teorema-1. Bizga G  sohada aniqlangan silliq x u v y u v z u v( ; ), ( ; ), ( ; )  

funktsiyalar berilib, har bir nuqtada rang 2=








vvv

uuu

zyx
zyx

 tenglik o’rinli 

bo’lsa,  









=
=
=

);(
);(
);(

vuzz
vuyy
vuxx

       Gvu ∈);(      

sistema regulyar sirtni aniqlaydi.  

 Isbot: Teoremani isbotlash uchun  

F { }Gvuvuzzvuyyvuxxzyx ∈==== );(),;(),;(),;(:);;(  

 to’plamning sodda sirt ekanligini ko’rsatamiz. Buning uchun esa Ô  to’plamga 

tegishli ixtiyoriy ( ));(),;(),;( 0000000 vuzvuyvuxp =  nuqtaning yetarli kichik 

atrofida Ô  elementar sirt ekanligini ko’rsatamiz. Birorta ε > 0  va 

{ }εε <−+−∈= 2
0

2
0 )()(:);( vvuuGvuG  ochiq doira uchun 
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));(),;(),;(();(: vuzvuyvuxvuf →  qoida bilan aniqlangan )(: εε GfGf →  

akslantirishni qaraymiz. Berilgan );(),;(),;( vuzvuyvux   funksiyalar uzluksiz 

bo’lganligi uchun f  ham uzluksiz akslantirishdir. Agar f  o’zaro bir qiymatli 

bo’lsa, uning teskarisi f −1 mavjud va uzluksiz bo’ladi ( f −1 uzluksizligi ham 

);(),;( vuyvux  va );( vuz  funktsiyalar uzluksizligi va teorema shartidandan kelib 

chiqadi), demak Ф  ning p0  nuqtani o’z ichiga oluvchi f G( )ε  qismi elementar 

sirt bo’ladi. 

 Shuning uchun birorta ε > 0  uchun f  akslantirishning o’zaro bir 

qiymatli akslantirish ekanligini isbotlaymiz. 

 Faraz qilaylik, ,0>iε ,0→iε i = 1 2 3, , ,... va 
i

Gε  doiraga tegishli ( ; )u vi i
1 1

 va 

( ; )u vi i
2 2  har xil nuqtalar uchun f ( ; )u vi i

1 1 = f ( ; )u vi i
2 2  tenglik o’rinli bo’lsin. 

Umumiylikni chegaralamasdan aniqlik uchun u ui i
1 2≤  va v vi i

1 2≤  deb faraz 

qilaylik.  

Shunda, 

x ( ; )u vi i
1 1 - x ( ; )u vi i

2 2 = 0 , y ( ; )u vi i
1 1 - y ( ; )u vi i

2 2 = 0 , z ( ; )u vi i
1 1 - z ( ; )u vi i

2 2 = 0  

tengliklardan va Lagranj teoremasidan 
 

0))(,())(,( 1
2121211 =−+− i
iiiviiiiu vvquxuuvpx  

0))(,())(,( 1
2221212 =−+− i
iiiviiiiu vvquyuuvpy  

0))(,())(,( 1
2321213 =−+− i
iiiviiiiu vvquzuuvpz  

 

tengliklarni olamiz. Bu yerda pi
1 , pi

2 , [ ]p u ui i i
3 1 2∈ , , qi

1 , qi
2 , [ ]q v vi i i

3 1 2∈ ,  va u ui i
2 1−  va 

v vi i
2 1−  sonlari bir vaqtda nolga aylana olmaydi.  

 Shuning uchun yuqoridagi tengliklardan  

 

=
);(
);(

12

11

iiv

iiu

qux
vpx

 );(
);(

22

12

iiv

iiu

quy
vpy

);(
);(

32

13

iiv

iiu

quz
vpz

=  
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munosabatni olamiz. Bu munosabatda xu , xv,  yu , yv  va zu , zv  funksiyalar 

uzluksizligidan foydalanib, i → ∞  limitga o’tsak,  

=
),(
),(

00

00

vux
vux

v

u =
),(
),(

00

00

vuy
vuy

v

u

),(
),(

00

00

vuz
vuz

v

u  

munosabatni olamiz. 

Bu munosabat esa teorema shartiga zid bo’lgan, 

rang
( )

2
00 ,

<








vuvvv

uuu

zyx
zyx

 

tengsizlikka teng kuchlidir. Demak, farazimiz noto’g’ri, va ε > 0  etarli kichik 

bo’lganda )(: εε GfGf →  akslantirish topologik akslantirishdir. Bundan esa, Ô  

to’plamning p0  nuqtani o’z ichiga oluvchi f G( )ε  qismi elementar sirt ekanligi 

kelib chiqadi.  

 Teorema-2. Regulyar Ô  sirt unga tegishli ),( 00 vup  nuqta atrofida,  

x x u v
y y u v
z z u v

=
=
=









( , )
( , )
( , )

, Gvu ∈),(  

parametrik tenglamalar yordamida berilib, p  nuqtada 
vv

uu

yx
yx

 determinant 

noldan farqli bo’lsa, shunday silliq f x y( , )  funksiya mavjudki p  nuqtaning 

atrofida Ô  sirt z = f x y( , )  funksiyaning grafigidan iboratdir.  

 Izoh. Biz regulyar sirtlarning parametrlash usulini  

 tanlaganimizda har doim xu , xv,  yu , yv , vu zz ,  hosilalar mavjud va uzluksiz 

bo’lishini talab qilamiz.  

Isbot. Teoremani isbotlash uchun, 




=
=

);(
);(

vuyy
vuxx

, 
000

000

),(
),(

yvuy
xvux

=
=

 sistemaga 

ga matematik analiz kursidagi teskari funksiyalar haqidagi teoremani 

qo’llaymiz. Bu teoremaga asosan shunday δ > 0 soni va 

{ }δδδ <−<−=Π ||,|:|),( 00 yyxxyx  sohada aniqlangan shunday differensiallanuvchi 

u u x y= ( ; ), v v x y= ( ; )  funksiyalar mavjudki, ular x( u x y( ; ), v x y( ; ) ) ≡ x,  

y( u x y( ; ), v x y y( ; )) ≡  tengliklarni qanoatlantiradi va u x y u( ; ) ,0 0 0=  v x y v( ; ) ,0 0 0=  
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munosabatlar o’rinli bo’ladi. Demak, p  nuqta atrofida Ô  sirt 

z z= ( u x y( ; ), v x y f x y( ; )) ( ; )=  funksiyaning grafigidan iboratdir. 

 

§2. Sirt ustida yotuvchi egri chiziqlar 

 

Regulyar Ô  sirtning Ôp∈  nuqta atrofida regulyar ( , )f G  parametrlash 

usuli  

),( vurr 
=    (1) 

tenglama yordamida berilgan, sirt ustida M  nuqtadan o’tuvchi γ  egri chiziq 

berilgan bo’lib, u 

),(tρρ 
=  .bta <<  (2) 

tenglama yordamida parametrlangan va )(Gf⊂γ  bo’lsin.  

Aniqlik uchun, M   sirt nuqtasi sifatida );( 00 vu  koordinatalarga, egri 

chiziq nuqtasi sifatida t parametrning t0  qiymatiga mos kelsin. Tabiiyki, har 

bir );( bat∈  uchun shunday ( ( ), ( ))u t v t G∈  nuqta mavjud bo’lib,  

 ))(),(()( tvturt 
=ρ  (3) 

tenglik o’rinli bo’ladi. Agar γ  silliq egri chiziq bo’lsa, )(),( tvtu  funksiyalar 

ham differensiallanuvchi funksiyalar bo’ladi. Buni isbotlash uchun Ô  sirtning 

regulyar sirt ekanligidan foydalanamiz. Ô  regulyar sirt bo’lganligi uchun 

rang 








vvv

uuu

zyx
zyx

= 2 tenglik o’rinli. Aniqlik uchun 
vv

uu

yx
yx

0≠  bo’lsin deb 

faraz qilib, 




=
=

);(
);(

vuyy
vuxx

 sistemani qaraymiz.  

Agar γ  silliq egri chiziq bo’lsa, )(tρ  vektor funksiyaning koordinatalari 

)(),(),( tztytx  differensiallanuvchi funksiyalar bo’ladi. Birorta );( bat ∈∗  uchun 

),( ∗∗ = txx ),( ∗∗ = tyy ).( ∗∗ = tzz  va ),( ∗∗ = tuu  )( ∗∗ = tvv belgilashlar kiritib, 





=
=

);(
);(

vuyy
vuxx
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sistemani 





=
=

∗∗∗

∗∗∗

yvuy
xvux

),(
),(

 

 

boshlang’ich shartlar bilan qaraymiz. Teskari funksiya haqidagi teoremaga 

asosan shunday 0,0 >> εδ  sonlari va  

{ }δδδ <−<−=Π ∗∗ ||,|:|),( yyxxyx  

sohada aniqlangan va differensiallanuvchi ),(),,( yxvvyxuu ==  funksiyalar 

mavjud bo’lib, ular 

),()),,(),,((,|),(|
),()),,(),,((,|),(|

∗∗∗∗

∗∗∗∗

==<−
==<−

yxvvyxvyxuyyyxvv
yxuuyxvyxuxxyxuu

ε
ε

 

munosabatlarni qanoatlantiradi. Biz umumiylikni chegaralamasdan 

{ }εεδ <−<−=Π ∗∗ ||,|:|),( vvuuvu  soha uchun GП ⊂δ  munosabat o’rinli deb 

hisoblaymiz. 

 Endi 00 >δ  sonini shunday tanlaymizki, 0|| δ<−∗ tt  bo’lganda 

δδ <−<− ∗∗ |)(|,|)(| tyytxx  munosabatlar bajarilsin. ),(),,(: yxzyx →π  qoida bilan 

aniqlangan 23: RR →π  proeksiya yordamida 0|| δ<−∗ tt  uchun  

( ) ( ))(),(),()(),( tztytxtytx π=  

tenglikni hisobga olib, 

( )
( ))(),()(

)(),()(
tytxvtv
tytxutu

=
=

 

differensiallanuvchi funksiyalarni aniqlaymiz. Bu funksiyalar ∗∗∗∗ == vtvutu )(,)(  

va ( ))(),()( tvturt 
=ρ  tengliklarni qanoatlantiradi va ∗t  nuqta atrofida aniqlangan 

funksiyalar bo’ladi. Bu ∗t  nuqta ixtiyoriy tanlangani uchun )(),( tvtu  funk-

siyalar ),( ba  oraliqning har bir nuqtasida differensiallanuvchidir. 

Agar γ  regulyar egri chiziq bo’lsa, u holda 

vrurt vu ′⋅+′⋅=′  )(ρ  

tenglikdan vu ′′, larning bir vaqtda nolga teng bo’lmasligi kelib chiqadi. 

Shunday qilib, γ  egri chiziqni 
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=
=

)(
)(

tvv
tuu

 

tenglamalar bilan berish mumkin. Bu tenglamalar γ  chiziqning ichki 

koordinatalardagi tenglamalari deb ataladi.  

Berilgan Ф  sirtda constvvtu === 0,   va ,0 constuu ==  tv =  tenglamalar 

bilan aniqlanuvchi egri chiziqlar koordinata chiziqlari deb ataladi. Koordinata 

chiziqlarining urinma vektorlari mos ravishda ur


 va vr


 vektorlardir     

(4-chizma). 
 

 

Chizma-4 

 

Ta’rif-1. Berilgan a  vektor sirt ustida yotuvchi  egri chiziqning p  

nuqtadagi urinma vektori bo’lsa, u Ф  sirtga p  nuqtadagi urinma vektor deb 

ataladi.  

 Teorema-3. Regulyar sirtning berilgan nuqtadagi urinma vektorlari 

to’plami ikki o’lchamli chiziqli fazodir.  

 Isbot. Ф  - regulyar sirt, p  - unga tegishli nuqta va a -birorta urinma 

vektor bo’lsin. 

 Agar Ф  sirt (1) tenglama yordamida regulyar parametrlangan, a  vektor 

u u t= ( ), v v t= ( ) tenglamalar yordamida aniqlangan egri chiziqning p  nuqtadagi 

urinma vektori bo’lsa,  

vrura vu ′⋅+′⋅=


,  



 125 

tenglik o’rinli bo’ladi. Demak, ixtiyoriy urinma vektorni ur


, vr


 -vektorlar 

yordamida chiziqli ifodalash mumkin. 

Bundan kelib chiqadiki, urinma vektorlar to’plamida, vu rr  ,  vektorlar 

bazisni tashkil qiladi.  

 Ta’rif-2. Berilgan Ф  sirtning );( 00 vup  nuqtasidan o’tuvchi va ),;( 00 vuru


 

);( 00 vurv


 vektorlarga parallel tekislik p  nuqtadagi urinma tekislik deb ataladi.  

 Urinma tekislik ta’rifida sirtning parametrlanish usuliga bog’liq ur


 va vr


 

vektorlar qatnashishiga qaramasdan urinma tekislik tushunchasi sirtning 

parametrlanish usuliga bog’liq emasligini quyidagi teorema ko’rsatadi: 

 Teorema-4: Bizga sirtning );( 00 vup  nuqtadan o’tuvchi Ï  tekislik 

derilgan bo’lib, q - sirtning p  ga yaqin nuqtalaridan biri, d  - p  va q  nuqtalar 

orasidagi masofa, h - q  nuqtadan Ï  tekislikgacha bo’lgan masofa bo’lsin. 

Shunda Ï  tekislik p  nuqtadagi urinma tekislik bo’lishi uchun,  

0lim =
→ d

h
pq

    ( ∗ ) 

tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir.  

 Isbot: Biz Ï  tekislikning birlik normal vektorini n bilan belgilaylik. 

Agar  Ô  sirt p  nuqtada ),( vurr 
=  tenglama bilan parametrlangan bo’lsa, q  va 

p  nuqtalar orasidagi masofa uchun 

),(),( 0000 vurvvuurd 
−∆+∆+= , 

h  uchun esa  

 ( )nvurvvuurh  ),,(),( 0000 −∆+∆+=  

formula o’rinli bo’ladi. Shunda, 

=
→ d

h
pq

lim =
→∆
→∆ d

h

v
u

lim
0
0 ( ) ( )0000

0
0 ,,

|),(|lim vurvvuur
nr

v
u





−∆+∆+
∆

→∆
→∆

 

bo’ladi. Bu erda,  =∆r ),,(),( 0000 vurvvuur 
−∆+∆+  ,0 uu ∆+ qv −∆+0υ  nuqtaga 

mos keluvchi argumentlardir.  
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 Zarurlik: Ï  urinma tekislik bo’lsin.Ta’rifga ko’ra, Ï  -tekislik vu rr  ,   

vektorlarga parallel bo’lgani uchun,  
[ ]
[ ]vu

vu

rr
rrn 




,
,

=  tenglik o’rinlidir.  

 Teylor formulasidan foydalanib, ε


+∆⋅+∆⋅=∆ vvuruvurr vu );();( 0000  tenglikni yozib  

va 0lim
0
0


=

→∆
→∆
ε

v
u

tenglikni hisobga olsak, 0lim =
→ d

h
PQ

 munosabat kelib chiqadi.  

 Etarlilik: Berilgan Ï  tekislik uchun ( )∗  tenglik o’rinli bo’lsin. U holda 

( )∗  tenglikda ∆u = 0 va ∆v = 0  hollar uchun 0);( =nru


 va 0);( =nrv


 tengliklarni 

hosil qilamiz. Demak, Ï tekislik urinma tekislikdir. 

 

    

 

Chizma-5      Chizma-6 
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§ 3. Sirtning birinchi kvadratik formasi 

 

Bizga uch o’lchamli 3R  evklid fazosida regulyar Ô  sirt berilgan bo’lsa, Ô  

sirtgaga urinma ФT P   fazoga tegishli ikkita ba
, vektorlar uchun ularning 

skalyar ko’paytmasini ),( baI


 bilan belgilaymiz. Bu skalyar ko’paytma 

yordamida Ô  sirtning birinchi kvadratik formasini aniqlaymiz. 

Urinma fazoda ur


 va vr


 vektorlar bazisni tashkil qilganligi uchun 

,21 vu raraa 
+=  vu rbrbb 

21 +=  

tengliklarni yozib,  

),( baI


vvuu rbarrbabarba 2
221221

2
11 ),()( 

+⋅++=  

ifodani hosil qilamiz. Demak, ),( baI


 ifodani hisoblash uchun, ba
,  

vektorlarning ur


 , vr


  bazisdagi koordinatalarini va ,2
urE 

=  ),( vu rrF 
=  va 

2
vrG 

=  funksiyalarni bilishimiz etarli.  

Birinchi kvadratik formani 

2
221

2
1 2),( GaFaaEaaaI +⋅+⋅=

  

ko’rinishda aniqlaymiz. Birinchi kvadratik forma yordamida quyidagi ishlarni 

bajarish mumkin: 

1. Sirt ustida chiziqlar uzunligini hisoblash.  

Bizga Ф  sirtning ),( Gf  parametrlash usuli  

),( vurr 
=  

tenglama yordamida berilib, sirtda ),(tuu =  ).(tvv =  tenglamalar bilan γ  

chiziq berilgan bo’lsin. γ  uchun parametrlarning t1  va t2  (t1 < t2 )  qiymatlariga 

mos keluvchi yoy uzunligini hisoblaylik.  

Bilamizki, bu yoy uzunligi R3  fazoda 

∫ ′=
2

1

2

1
)()(

t

t

t
t dttl ργ


 

formula bilan hisoblanadi. 

 Bu erda ))(),(()( tvturt 
=ρ  va vrurt vu ′+′=′  )(ρ  ekanligini hisobga olsak, 
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dtvGvuFuEl
t

t

t
t ∫ ′⋅+′′⋅+′⋅=

2

1

2

1

22 2)(γ  

formulani hosil qilamiz. 

2. Sirt ustida yotuvchi chiziqlar orasidagi burchak.  

Berilgan Ô  sirtda )(tρρ


=  va )(11 sρρ


=  tenglamalar bilan regulyar chiziqlar 

berilgan bo’lsin. Agar bu chiziqlar kesishsa (ya’ni )()( 010 st ρρ


=  tenglikni 

qanoatlantiruvchi ,0t 0s  lar mavjud bo’lsa), ),( 0
' tρ


 ( ),01 sρ′


 vektorlar orasidagi 

burchakni shu nuqtadagi egri chiziqlar orasidagi burchak deb ataymiz: Bu 

burchakning qiymati ϕ  bo’lsa, 

)()(
))(),((cos

010

010

st
st

ρρ
ρρϕ
′⋅′
′′

= 



 

tenglik o’rinlidir. Bu yerda,  

),()()( 000 tvrturt vu ′+′=′ 
ρ  

)()()( 010101 svrsurs vu ′+′=′


ρ  

tengliklarni hisobga olsak,  

 2
010101

2
01

2
000

2
0

010010010010

))(()()(2))(())(()()(2))((
)()())()()()(()()(cos

svGsvsuFsuEtvGtvtuFtuE
svtvGsutvsvtuFsutuE

′+′′+′⋅′+′′+′

′′+′′+′′+′′
=ϕ  

munosabatni hosil qilamiz. 

 

 

§4. Sirtlarni silliq akslantirish 
 

Bizga Ô  regulyar sirt va mRФg →:  akslantirish berilgan, r sirtning 

birorta nuqtasi bo’lsin. 

Ta’rif-1: Ô  sirtning p  nuqta atrofida ixtiyoriy silliq ( , )f G  parametrlash 

usuli uchun mRGfg →⋅ :  silliq akslantirish bo’lsa, g  akslantirish p  nuqtada 

silliq akslantirish deyiladi. Agar ),( Gf  parametrlash usuli ),( vurr 
=  tenglama 

bilan berilgan bo’lsa, g f⋅  akslantirish g  akslantirishning egri chiziqli ( , )u v  

koordinatalardagi ifodasi deyiladi.  

Izoh: Ta’rifga ko’ra g  silliq akslantirish bo’lishi uchun sirtning r nuqta 

atrofidagi ixtiyoriy ),( Gf parametrlash usuli uchun, mRGfg →⋅ :  akslantirish 
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differensiallanuvchi bo’lishi kerak. Bu erda G u v− −( , ) tekislikdagi elementar 

soha bo’lganligi uchun g f⋅  akslantirish m ta  

),(11 vugy =  

),(22 vugy =  

................... 

),( vugy mm =  

funksiyalar yordamida beriladi. Berilgan g  akslantirish silliq bo’lishi uchun bu 

funksiyalar differensiallanuvchi bo’lishi kerak. Lekin quyidagi teorema 

ko’rsatadiki, g  silliq akslantirish bo’lishi uchun birorta regulyar ),( Gf  

parametrlash usuli uchun fg ⋅  ning differensiallanuvchi bo’lishi yetarlidir.  

Teorema-5: Berilgan mRФg →:  akslantirish p  nuqtada silliq 

akslantirish bo’lishi uchun Ô  sirtning p  nuqta atrofidagi birorta regulyar 

),( 11 Gf  parametrlash usuli uchun g f G Rm⋅ →1 1:  akslantirishning 

differensiallanuvchi bo’lishi zarur va etarlidir.  

Isboti: Tabiiyki, bu erda faqat yetarlilik qismini isbotlash lozimdir. 

Demak, biz ixtiyoriy silliq parametrlash usuli ),( Gf  uchun g f G Rm⋅ →:  

akslantirishning differensiallanuvchi ekanligini ko’rsatishimiz kerak. p  

nuqtaning ),( 11 Gf  parametrlash usulidagi koordinatalari ),,( 00 sw  

( , )f G −parametrlash usulidagi koordinatalari ),( 00 vu  va )()( 11 GfGfW ∩=  

bo’lsin. Shunda )(1 WfU −=  to’plam ),( 00 vu  nuqtaning atrofi bo’ladi va bu 

atrofda g f g f f f⋅ = ⋅ ⋅ ⋅−( ) ( )1 1
1  tenglik o’rinli. Teorema shartiga ko’ra, 

g f⋅ −1 differensiallanuvchi akslantirishdir. Shuning uchun, biz f f U G1
1

1
− ⋅ →:  

akslantirishning differensiallanuvchi ekanligini ko’rsatishimiz kerak. Regulyar 

parametrlash usuli ),( 11 Gf  differensiallanuvchi  









=
=
=

),(
),(
),(

swzz
swyy
swxx

 

funksiyalar yordamida beriladi va 2=








sss

www

zyx
zyx

rang  tenglik o’rinlidir.  
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Faraz qilaylik, 0≠
ss

ww

yx
yx

 bo’lsin. Teskari funksiya haqidagi teoremani 





=
=

),,(
),,(

swyy
swxx

 
).,(
),(

000

000

swyy
swxx

=
=

 

sistemaga qo’llaymiz. Shunda silliq w w x y= ( , ),  s s x y= ( , )  funksiyalar mavjud 

bo’lib,  

).,()),,(),,((
),()),,(),,((

000

000

yxssyxsyxwyy
yxwwyxsyxwxx

==
==

 

tengliklar o’rinli bo’ladi. Uchinchi koordinatamiz ),()),(),,(( yxyxsyxwzz γ==   

yx,  larning funksiyasi bo’ladi. 

  Demak, r nuqta atrofida, ( )yx,  lar ichki koordinatalar bo’lib, sirt 

),( yxz ϕ=  funksiya grafigidan iborat bo’ladi. Shunda ),(),,(: yxzyx →π  

proeksiya va ),,( yxww =  ),( yxss =  funksiyalar yordamida berilgan 

),(),(:~ swyxf →  akslantirish differensiallanuvchi bo’lganligi uchun 

),,(~),,(1
1 zyxfzyxf π=−  akslantirish differensiallanuvchidir. Demak ff 

1
1
−

 ham 

differensiallanuvchidir. 

Bizga 21,ФФ  sirtlar va 3
1: RФg →  akslantirish berilib, 21)( ФФg =  bo’lsa, 

21: ФФg →  akslantirish berilgan deyiladi.  

Tabiiyki, 3
1: RФg →  differensiallanuvchi bo’lsa, 21: ФФg →  

differensiallanuvchi deyiladi. Agar g  differensiallanuvchi bo’lsa, 1Ф  sirtdagi 

silliq egri chiziqning obrazi 2Ф  sirtda silliq egri chiziq bo’ladi.  

Ta’rif-2: 1Ф  sirtdagi ixtiyoriy γ  egri chiziqning p  nuqtadagi urinma 

vektorini )(γg  egri chiziqning )( pg  nuqtadagi urinma vektoriga o’tkazuvchi 

2)(1 ФTФT pgp →  akslantirish g  akslantirishning p  nuqtadagi differensiali deb 

ataladi va )(Pdg  ko’rinishda belgilanadi.  

Bizga 33: RRg →  differensiallanuvchi akslantirish berilgan va )( 12 ФgФ =  

bo’lsa, )( pdg  akslantirishning p  nuqtadagi Yakobi matritsasi bilan ustma-ust 

tushishini ko’rsataylik.  

1Ф  sirt p  nuqta atrofida  
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 ),( vurr 
=    (1) 

 tenglama bilan berilgan va 2Ф  sirt )( pg  nuqta atrofida 

            ),( vuρρ


=       (2) 

 tenglama bilan berilgan bo’lsa, −),( vuρ vektor −)),().,(),,(( vuzvuyvuxg  

nuqtaning radius vektoridir. Endi −),( 00 vup nuqtadan o’tuvchi γ egri chiziq 

ichki koordinatalarda  





=
=

)(
)(

tvv
tuu

      (3) 

tenglamalar bilan berilgan va u u t0 0= ( ),  v v t0 0= ( ),  bo’lsa, γ  chiziqning p  

nuqtadagi urinma vektori )()( 00 tvrtura vu ′+′=


 vektordir.  

2Ф  sirtda )(γg  egri chiziqning )( pg nuqtada urinma vektori  

)()( 00 tvtub vu ′+′= ρρ


  (4) 

vektordir. 

Agar { }g x y z g x y z g x y z g x y z( , , ) ( , , ), ( , , ), ( , , )= 1 2 3  va x x u v0 0 0= ( , ),  

y y u v0 0 0= ( , ),  ),( 000 vuzz =  bo’lsa, azyxgIb 
⋅= ),,)(( 000  tenglik o’rinlidir.  

Bu erda,  

















=
),,(),,(),,(
),,(),,(),,(
),,(),,(),,(

),,)((

000
3

000
2

000
1

000
3

000
2

000
1

000
3

000
2

000
1

000

zyxgzyxgzyxg
zyxgzyxgzyxg
zyxgzyxgzyxg

zyxgI

zzz

yyy

xxx

 

 g akslantirishning p  nuqtadagi yakobi matritsasidir. 

Teorema-6. )( pdg  chiziqli akslantirishdir. 

Isboti. (4) formuladan ko’rinib turibdiki, agar a  vektor 1ФTP  fazoda 21,aa  

koordinatalarga ega bo’lsa, 
→

b  vektor ham 2)( ФT pg  fazoda xuddi shu 

koordinatalarga ega. Koordinatalarning chiziqliligidan )( pdg akslantirishning 

chiziqli ekanligi kelib chiqadi. 

 

§5. Izîmåtrik àkslàntirishlàr 
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 Tà’rif-1. Rågulyar 1Ф  và 2Ф  sirtlàr uchun 21: Φ→Φg  silliq àkslàntirish 

bårilgàn bo’lib, hàr qàndày 1Φ∈p  nuqtà uchun 2)(1:)( Φ→Φ pgp TTpdg  àkslàntirish 

skàlyar ko’pàytmàni sàqlàsà (ya’ni chiziqli izîmåtrik àkslàntirish bo’lsà), g  

izîmåtrik àkslàntirish dåyilàdi. 

 Dåmàk, g  izîmåtrik àkslàntirish bo’lsà, iõtiyoriy 1Φ∈p  nuqtà và 

iõtiyoriy 1, Φ∈ pTba


 våktîrlàr uchun 

)))((),)(((),( 21 bpdgapdgIbaI


=  

tånglik o’rinli bo’làdi. bu årdà 1I  và 2I  mîs ràvishdà 1Ô  và 2Ô  sirtlàrning 1-

kvàdràtik fîrmàlàridir. 

 Izîmåtrik àkslàntirishlàr hàqidà quyidàgi tåîråmàlàrni isbîtlàymiz. 

Tåîråmà-7. Izîmåtrik àkslàntirish diffåîmîrfizmdir. 

Isbît. Silliq 21: Φ→Φg  àkslàntirish uchun tåskàri àkslàntirish 

12
1 : Φ→Φ−g  màvjud và diffåråntsiàllànuvchi bo’lsà, g  diffåîmîrfizm dåyilàdi. 

Dåmàk izîmåtrik 21: Φ→Φg  àkslàntirishning diffeomorfizm ekànligini 

ko’rsàtish uchun 1−g  ning màvjud và diffåråntsiàllànuvchi ekànligini ko’rsàtish 

kåràk. 

Fàràz qilàylik, Ф1 sirt ),( 11 Gf  pàràmåtrlàsh usuli bilàn, 2Ф  sirt ),( 22 Gf  

pàràmåtrlàsh usuli bilàn bårilgàn bo’lsin. g Ф Ф: 1 2→  diffåråntsiàllànuvchi 

àkslàntirish bo’lgànligi uchun, tà’rifgà ko’rà 3
11 : RGfg →⋅  

diffåråntsiàllànuvchidir. Biz 3
22

1 : RGfg →⋅−  àkslàntirishning 

diffåråntsiàllànuvchi ekànligini ko’rsàtishimiz kåràk. Àkslàntirish g  izîmåtrik 

bo’lgànligi uchun uning diffåråntsiàli dg  chiziqli erkli våktîrlàrni chiziqli erkli 

våktîrlàrgà o’tkàzàdi. Hàqiqàtàn hàm, Ф1 sirtning p  nuqtàsidàgi 
p  và 

q  

urinmà våktîrlàri chiziqli erkli bo’lsà, 1||||
)|,(| 1 ≠qp

qpI




 bo’làdi. Ëåkin 

),,())(),(( 12 qpIqdgpdgI 
=  |,)(||| pdgp 

=  |)(||| qdgq 
=  

bo’lgànligi uchun 

1
|)(||)(|

|))(),((| 2 ≠
qdgpdg
qdgpdgI
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kålib chiqàdi. 

 Bu esà dg p dg q( ), ( ) 
 våktîrlàrning chiziqli erkli ekànligigà tång 

kuchlidir. Àgàr 
   
p df a q df b= =1 1( ), ( )  bo’lsà, dg p d g f a( ) ( )( ) = ⋅ 1 , 

dg q d g f b( ) ( )( ) 
= ⋅ 1  bo’làdi. Shuning uchun g f⋅ 1 àkslàntirishning ràngi ikkigà 

tångdir. ×unki g f⋅ 1 àkslàntirishning ràngi ikkidàn kichik bo’lsà, 

d g f a d g f b( )( ), ( )( )⋅ ⋅1 1

 
 våktîrlàr chiziqli bîg’lànishli bo’làdi. 

 Shundày qilib, G1  sîhàning iõtiyoriy nuqtàsidà g f⋅ 1 àkslàntirish ràngi 

ikkiga tång bo’làdi. Àgar f g f= ⋅ 1  akslantirish 









=

=

=

),(
),(
),(

3

2

1

vugz
vugy
vugx

  (1) 

funktsiyalàr yordàmidà bårilgàn bo’lsà, G1  ning hàr bir nuqtàsidà  

2
321

321

=










vvv

uuu

ggg
ggg

rang  

tenglik o’rinli bo’làdi. 

 Dåmàk, (1) tånglàmàlàr Ф2  sirtning rågulyar ),( 1Gf  pàràmåtrlàsh usulini 

àniqlàydi. 

 Tåskàri funksiya hàqidàgi tåîråmàgà àsîsàn ([2]gà qàràng) 1
1)( −gf  

màvjud. Dåmàk, 1
11

1 )( −− ⋅= gffg  hàm màvjud và g −1  ning diffåråntsiàllànuvchi 

ekànligi ),(),( 1
1 vufvufg =−  tånglikdàn kålib chiqàdi. 

 Bårilgàn silliq 21: ФФg →  àkslàntirish izîmåtriya bo’lishini tåkshirish 

uchun quyidàgi tåîråmàlàrdàn fîydàlànilàdi. 

Tåîråmà-8. Silliq 21: ФФg →  àkslàntirish izîmåtriya bo’lishi uchun bu 

àkslàntirishdà iõtiyoriy chiziqlàr yoyi uzunligi sàqlànishi zàrur và åtàrlidir. 

 Isbît. Izîmåtrik àkslàntirish 21: ФФg →  va 1Ф  dà yotuvchi γ  egri chiziq 

)(tρρ


=  tånglàmà yordàmidà bårilgàn bo’lsin. Shundà bu chiziq yoyi uzunligi 

∫ ′
2

1

|)(|
t

t

dttρ


 fîrmulà bilàn hisîblànàdi. Àgàr )(γg  chiziqning urinmà våktîri 

τ 1( )t  

bo’lsà, g  izîmåtrik bo’lgànligi uchun |)(||)(| tt ρτ ′=′   tenglik o’rinli. Dåmàk, 
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∫∫ ′=
2

1

2

1

|)(||)(| 1
t

t

t

t

dttdtt τρ 
. 

 Àksinchà, silliq 21: ФФg →  àkslàntirish bårilgàn bo’lib, u iõtiyoriy chiziq 

yoyi uzunligini sàqlàsin. Iõtiyoriy Φ∈p  nuqtà và 1ФTa p∈


 våktîrni qàràylik. 

Iõtiyoriy urinmà våktîr birîrtà egri chiziqning p  nuqtàsidàgi urinmà våktîri 

bo’lgànligi uchun, shundày silliq γ egri chiziq màvjudki, uning p  nuqtàdàgi 

urinmà våktîri 
a  gà tång. Fàràz qilàylik, γ  chiziq )(tρρ


=  tånglàmà bilàn 

bårilgàn va at 
=′ )( 0ρ  bo’lsin. Tåîråmà shàrtigà ko’rà 

∫ ∫ ′=′
t

t

t

t

dttdss
0 0

,|)(||)(| τρ 
   (2) 

bu årdà )()( γτ gt′  egri chiziqning urinmà våktîri. 

 Biz (2) tånglikning ikkàlà tîmîni t  bo’yichà diffårånsiàllàymiz và 

|)(||)(| 00 tt τρ ′=′ 
 tånglikni hîsil qilàmiz. Dåmàk diffårånsiàl )( pdg  iõtiyoriy 

a  

våktîrning uzunligini sàqlàydi, ya’ni |))((||| apdga 
= . Endi iõtiyoriy 

 
a b,  

våktîrlàr uchun  

)))((),)((()))(),)((()))((),)(((

)))((),)(((),(),(),(),(

222
1

22
1

22
1

12
1

12
1

12
1

1

bpdgapdgIbpdgbpdgIapdgapdgI

bapdgbapdgIbaIaaIbabaIbaI




=−−

−++=−−++=
 

 

 ni hîsil qilàmiz. Dåmàk, )( pdg  skàlyar ko’pàytmàni sàqlàydi. 

Tåîremà-9. Silliq 21: ФФg →  àkslàntirish izîmåtriya bo’lishi uchun Ф1 gà 

tågishli iõtiyoriy p  nuqtàning àtrîfi uchun Ф1 ning shundày ),( Gf  

pàràmåtrlàsh usuli màvjud bo’lib, 1Ф  và 2Ф  sirtlàrning ),( Gf  và 

( )Gfg ,⋅ pàràmåtrlàsh usullàri uchun hisîblàngàn 1-kvàdràtik fîrmàlàri 

kîeffitsiåntlàrining mîs ràvishdà tång bo’lishi zàrur và åtàrlidir. 

 Isbît. Àkslàntirish 21: ФФg →  izîmåtriya, 1Φ∈p  và p  ning àtrîfidà 1Ф  

sirtning ),( Gf  pàràmåtrlàsh usuli  

),( vurr  =  
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tånglàmà yordàmidà bårilgàn bo’lsin. Birinchi tåîråmàgà ko’rà g  -

diffåîmîrfizm, và ( )Gfg ,⋅  - 2Ф  sirtning pàràmåtrlàsh usuli bo’làdi. Fàràz 

qilàylik, 2Ф  ning bu parametrlash usuli  

),( vuρρ


=  
 tånglàmà bilàn bårilsin. Shundà  

))((),)(( vvuu rpdgrpdg 
== ρρ  

 tengliklardan g  izîmåtriya bo’lgànligi uchun  

2211 ),(),( EIrrIE uuuu === ρρ


 

2211 ),(),( FIrrIF vuvu === ρρ


 

2211 ),(),( GIrrIG vvvv === ρρ
  

 tångliklar kelib chiqadi. 

 Endi, àksinchà p  nuqtà àtrîfidàn Ф1 sirtning ),( Gf  pàràmåtrlàsh usuli 

và 2Ф  sirtning )(Pg  nuqtà àtrîfidàgi ( )Gfg ,⋅  pàràmåtrlàsh usullàri uchun  

),(),(
),,(),(
),,(),(

21

21

21

vuGvuG
vuFvuF
vuEvuE

=
=
=

 

tångliklàr o’rinli bo’lsin. 

 Shundà, vvuu rpdgrpdg ρρ


== ))((,))(( tångliklàrni hisîbgà îlib, 

),(),(),(),(
),,(),(),(),(
),,(),(),(),(

2211

2211

2211

vvvv

vuvu

uuuu

IvuGvuGrrI
IvuFvuFrrI
IvuEvuErrI

ρρ
ρρ
ρρ







===
===
===

 

 tångliklàrni hîsil qilàmiz. 

 Dåmàk, )( pdg  akslantirish vu rr  ,  våktîrlàrning skàlyar ko’pàytmàlàrini 

sàqlàydi. 

 Diffåråntsiàl )( pdg  chiziqli akslantirish ekanligidan và skàlyar 

ko’pàytmàning bichiziqliligidàn )( pdg  ning skàlyar ko’pàytmàni sàqlàshi kålib 

chiqàdi.  

§ 6. Sirtning ikkinchi kvàdràtik fîrmàsi 

 Ф  sirtning 2-kvàdràtik fîrmàsi hàm ФTp  gà tågishli våktîrlàr jufti uchun 

àniqlàngàn bichiziqli (ya’ni hàr bir àrgumånti bo’yichà chiziqli) funktsiya 
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yordamida aniqlanadi. Ф  sirtning p  nuqtàsidàgi birlik normal våktîrini n  

bilàn bålgilàylik. Ikkinchi kvàdràtik fîrmàni II bilàn bålgilàb, uni 
a T Фp∈  

uchun II a a( , ) 
 ni bårish yordàmidà àniqlàymiz. 

 Àgàr p  nuqtà àtrîfidà Ф  sirtni pàràmåtrlàsh usuli ),( vurr 
=  tånglàmà 

bilàn àniqlànib, Ф  sirtdà p  nuqtàdàn o’tuvchi γ  egri chiziq )(tρρ


=  tånglàmà 

bilàn bårilgàn và at 
=′ )( 0ρ  bo’lsin. Yuqîridà ko’rsàtilgànidåk, u u t= ( ) v v t= ( )  

diffårånsiàllànuvchi funksiyalàr màvjud bo’lib ))(),(()( tvturt 
=ρ  tånglik 

bàjàrilàdi. Ikkinchi kvàdràtik fîrmàning { , } a a juftlik uchun qiymàtini 

)),((),( 0 ntaaII  ρ ′′=  fîrmulà bilàn àniqlàymiz. Endi 

)(),()(),()( 0000000 tvvurtuvurt vu ′+′=′ 
ρ  và 

)()()(()( 22
00 ′′+′+′′+′′+′′+′=′′ vrvrvururvurturt vvuvuuuvuv


ρ  

 tångliklàrni hisîbgà îlib,  

2
0000

2
00 ))(),,(()),,((2))(),,((),(

dt
dvnvur

ut
dv

dt
dunvur

dt
dunvuraaII vuuvuv


++=  fîrmulàni hîsil 

qilàmiz. 

 Endi 

),(),,(),,( nrNnrMnrL uvuvuv


===  

bålgilàshlàrni kiritib, ikkinchi kvadratik formaga mos keluvchi bichiziqli 

funksiyani   

22122111 )(),( bNababaMbLabaII +++=
  

fîrmulà yordàmidà àniqlàymiz. Bu erda 2121 , brbrbarara vuvu


+=+= . 

 Birinchi va ikkinchi kvadratik formalar koeffitsientlaridan tuzilgan 









=








=

)()(
)()(

,
)()(
)()(

pNpM
pMpL

B
pGpF
pFpE

A  

màtritsàlàrni kiritàmiz. Biz bilamizki, 0det >A  bo’lganligi uchun teskari 1−A  

matritsa mavjud. BA 1−  màtritsà uchun quyidàgi tåîråmà o’rinlidir. 

Tåîråmà-10. BA 1−  màtritsàning õîs sonlàri hàqiqiy bo’lib, ulàr hàr õil 

bo’lgàndà ulàrgà mîs kåluvchi õîs våktîrlàr o’zàrî pårpåndikulyardir. 
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Isbît. A B−1  màtritsàning õîs sînlàrini tîpish uchun det| |A B E− − =1 0λ  

tånglàmàni åchish kåràk. Bu tånglàmà 0||det =− AB λ  tånglàmàgà tång kuchlidir. 

Ô  sirtgà tågishli ð  nuqtàni fiksirlàsak BA,  sînli màtritsàlàr bo’làdi. A  

simmåtrik bo’lgànligi uchun uni birîrtà ФTФTC pp →:  màtritsà yordàmidà 

birlik màtritsàgà àylàntirish mumkin. Bundà A  màtritsà TCAC  màtritsàgà 

o’tàdi. Dåmàk ECACT =  yoki TCCA )( 11 −−=  bu årdà TC  trànspînirlangan 

màtritsà. Shundà 

T

TTT

CEBC

CEBCCCCBCEB

)det(|~|detdet

|))(~(|det|)()(~|det||det
11

111111

−−

−−−−−−

−=

=−=−=−

λ

λλλ
 

bu årdà TCBCB =~
. Dåmàk, 0||det =− AB λ  tånglàmà 0|~|det =− EB λ  tånglàmàgà 

tång kuchlidir. Lekin 

TTTTTT CBCCCBCBCB === )(~
, 

ya’ni B~  simmåtrik bo’lgànligi uchun uning õîs sînlàri hàqiqiydir. Dåmàk, BA 1−  

màtritsàning õîs sînlàri hàqiqiy, và ulàr hàr õil bo’lgàndà õîs våktîrlàr o’zàrî 

îrtîgînàldir1

Agar 

. 

21,λλ -õîs sînlàr, 21,ee 
-õîs våktîrlàr bo’lsa, ya’ni 

222111 , eeAeeA  λλ == , tengliklar bajarilsa 21 λλ ≠  bo’lgàndà 21 λλ >  dåb 

hisîblàymiz. 

Tà’rif-1. 21 λλ ≠  bo’lgàndà 1e  và 2e  våktîrlàr àniqlîvchi to’g’ri chiziqlàr 

r nuqtàdàgi bîsh yo’nàlishlàr dåb àtàlàdi. 

 

 

 

 

Nîrmàl egrilik và Mån’å tåîråmàsi 

 

 Ô  sirtni uning ð  nuqtàsidàn o’tuvchi tåkislik bilàn kåssàk, kåsimdà R 

nuqtàdàn o’tuvchi silliq egri chiziq hîsil bo’làdi. Bundày egri chiziqni tåkis 

                                           
1 И.М.Гельфанд. Лекции по линейной алгебре. М:, Наука, 1971. 
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kåsim dåb àtàymiz. Àgàr γ  tåkis kåsim bo’lsà, àlbàttà uning buràlishi nîlgà 

tång bo’làdi. (nima uchun?) 

 Endi Ô  sirtning ð  nuqtà àtrîfidàgi ),( vurr 
=  pàràmåtrlàsh usulini 

qaraylik. Àniqlik uchun ð  ning ichki kîîrdinàtàlàri )(),( 0000 tvvtuu ==  bo’lsin. 

Tåkis kåsim γ  tånglàmàsini tàbiiy pàràmåtr (ya’ni yoy uzunligi) yordàmidà 

))(),(( svsur
=ρ  ko’rinishdà yozib, uning uchun Fråne fîrmulàlàrini yozàylik 

(buràlish nîlgà tångligini hisîbgà îlib) 







−=

=

τ

τ




kv

vk
. 

Bu årdà v ,ρτ = - birlik nîrmàl våktîr, k  esa γ  chiziqning ð  nuqtàdàgi 

egriligi. Shundà 

θτττ cos),(),(),( knvknII ===


 

ni hîsil qilàmiz. Bu årdà n−θ  và v  våktîrlàr îràsidàgi burchàk. Endi γ  ni 
 
ρ ρ= ( )t  tånglàmà bilàn àniqlàsàk (bu årdà t  -iõtiyoriy pàràmåtr), undà t  - ni 

s  ning funksiyasi ekànligidàn và  

( ) 2

22
,

dt

sd
dt
ds

dt
ds ρρρρρ 

+=′′=′  

tångliklàrni hisîbgà îlib  

( ) θρρρρ cos2)(),(2)(,),( kdt
dsndt

dsnII ==′′=′′ 
 

ni hîsil qilàmiz. 

Bundàn 

),(
),(

2)(

),(cos
ρρ
ρρρρθ
′′
′′

=
′′

= 



I
II

dt
ds

IIk       (1) 

tånglikni hîsil qilàmiz. Bu tånglikning o’ng tîmîni fàqàt ρ′


 våktîrgà 

bîg’liqligi ko’rinib turibdi. Àgàr γ  dàn bîshqà tåkis kåsim ′γ  ni îlsàk, và ulàr 

umumiy urinmàgà egà (ya’ni bir õil yo’nàlishga ega bo’lsà), ulàr uchun (1) 

tånglikning o’ng tîmîni bir õildir. Bu fîrmulàni tåîråmà shàklidà yozàmiz. 
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Tåîråmà-11 (Mån’å). Ф  sirtning P  nuqtàsidàgi iõtiyoriy a  urinmà 

våktîr và P  nuqtàdàgi urinmà våktîri a  gà tång bo’lgàn tekis kåsim uchun (1) 

fîrmulà o’rinlidir. 

 Endi kåsuvchi tåkislik Ï  nîrmàl 
n  våktîrgà pàràllål bo’lsin. Bu hîldà 

tåkis kåsim urinmàsigà 
n  våktîr pårpåndikulyar bo’làdi. Demak 1cos ±=θ  và 

(1) tånglik  

),(
),(

ρρ
ρρ
′′
′′

±= 



I
IIk  

 ko’rinishgà kålàdi.  

Bu hîldà tåkis kåsimni nîrmàl kåsim dåb àtàymiz.  

 Tà’rif-2. 
),(
),(

aaI
aaII



 sîni Ô  sirtning p  nuqtàdàgi a  yo’nàlish bo’yichà 

nîrmàl egriligi dåyilàdi va )(akn


 bilan belgilanadi. 

 Shundày qilib, sirtning a  yo’nàlish bo’yichà nîrmàl egriligi a  våktîr 

àniqlîvchi nîrmàl kåsimning egriligigà absolyut qiymàti bo’yichà tång, ishîràsi 

fàrq qilishi mumkin. 

 Tåîråmà-12. BA 1−  màtritsàning õîs 
e1  và 

e2  våktîrlàr yo’nàlishlàri 

bo’yichà nîrmàl egriliklàr mîs ràvishdà shu màtritsàning õîs sînlàrigà tång 

bo’làdi. 

Isbît. 

),(
),()(

ii

ii
in eeI

eeIIek 




=  

ni hisîblàsh uchun T Фp  dà 
e1  và 

e2  xos vektorlardan iborat ortonormal bazisni 

tanlasak, 

 A B− =






1 1

2

0
0
λ

λ
 va B A=









λ
λ

1

2

0
0

 tengliklar o’rinli bo’làdi.  

I e ei i( , ) 
ning skàlyar ko’pàytmà ekànligini hisîbgà îlsàk,  

22
22

22
11 10),(,01),( +=+= eeIeeI   

kålib chiqàdi. Dåmàk bu bàzisdà  









=

10
01

A  và 







=

2

1

0
0
λ

λ
B . 
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Demak, 

 2

2
2

2
1

22

22
21

2
2

2
1

11

11
1 1

01
),(
),()(,

1
01

),(
),()( λλλλλλ

=
⋅+⋅

===
⋅+⋅

==
eeI
eeIIek

eeI
eeIIek nn 







   

tengliklar kålib chiqàdi.  

 Tà’rif-3. Bîsh yo’nàlishlàrgà mîs kåluvchi nîrmàl egriliklàr bîsh 

egriliklàr dåb àtàlàdi. 

 Endi ФTp -urinmà fàzîdà bàzis sifàtidà birlik xos 
e1  và 

e2  våktîrlàrni 

îlib, iõtiyoriy a  våktîr uchun ϕ  bilàn a  và 
e1  îràsidàgi burchàkni bålgilàylik. 

 Tåîråmà-13 (Eylår). Iõtiyoriy ФTa p∈


 urinmà våktîr uchun  

ϕϕ 2
2

2
1 sincos)( kkakn +=


 

 tånglik o’rinlidir. Bu årdà k k1 2, -bîsh egriliklàr bo’lib, àniqlik uchun k k1 2≥  

dåb hisîblàymiz. 

 Isbît. Urinmà våktîrni 
  a a e a e= +1 1 2 2  ko’rinishdà yozib k an ( )  ni 

hisîblàymiz: 

.sincos

coscos
||||),(

),()(

2
2

2
1

2
2

2
12

2
2

22

2
1

12
2

2
1

2
22

2
11

ϕϕ

αλϕλλλλλ

kk
a
a

a
a

aa
aa

aaI
aaIIakn

+=

=+=+=
+
+

== 




 

Nàtijà. Bîsh egriliklàr nîrmàl egrilikning ekstråmàl qiymàtlàridir. 

 Hàqiqàtàn hàm, urinmà fàzîdà 
e1  và 

e2 îrtînîrmàl bàzislàrni tànlàsàk, a  

yo’nàlish àniqlîvchi k an ( )  nîrmàl egrilikni ϕ ning funksiyasi sifàtidà 

qàràymiz: 

ϕϕϕ 2
2

2
1 sincos)( kkkn += . 

ϕ = 0dà 
a e= 1 và 

2
,)()0( 1

πϕ === kakk nn
  

dà 2ea 
=  và k k a kn n( ) ( )π

2 2= = . Iõtiyoriy ϕ  uchun yuqîridàgi fîrmulàni 

 2
2

21 cos)( kkkk +−= ϕ   

ko’rinishdà yozib,  

ϕϕϕϕ 2sin)21(sincos)21(2)( kkkkk −=−=′  
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ni hîsil qilàmiz. 02sin =ϕ  tånglàmàni yåchib 0=ϕ  và 
2
πϕ =  ni tîpàmiz. Dåmàk, 

k1 và k2 , kn ( )ϕ  funksiyasining ekstråmàl qiymàtlàridir. ′ξ  

 

 

§ 7. D’yupån indikàtrisàsi. Sirt egriliklàri 

 

Rågulyar Ô  sirtning p  nuqtàsini fiksirlàb, iõtiyoriy urinmà a  våktîr 

bo’yichà k an ( )  nîrmàl egrilikni hisîblàb, urinmà tåkislikdà a  yo’nàlish 

bo’yichà bîshi p  nuqtàdà jîylàshgàn uzunligi 
||

1
k

gà tång bo’lgàn kåsmà îlib, 

bu kåsmàlàr uchlàrining gåîmåtrik o’rnini D’yupån indikàtrisàsi dåb àtàymiz. 

 D’yupån indikàtrisàsi ikkinchi tàrtibli chiziq ekànini isbîtlàsh uchun Ô  

sirtning ),( vurr 
=  tånglàmà bilàn àniqlàngàn pàràmåtrlàsh usulini tànlàb 

),( 00 vup  nuqtàdàn o’tuvchi urinmà tåkislikdà ),(),,( 0000 vurvur vu


 våktîrlàrni bàzis 

sifàtidà îlib, àffin kîîrdinàtàlàr siståmàsini kiritàmiz. Iõtiyoriy a  yo’nàlish 

bo’yichà bîshi p  nuqtàdà và uzunligi 
|)(|

1
akn
 gà tång bo’lgàn kåsmà oxirini 

),( yxm  bilàn bålgilàsàk 

|||)(|
1

yrxr
yrxr

ak
yrxrmp

vu

vu

n
vu +

+
=+=




  

tånglikni hîsil qilàmiz. Bu tånglikning ikkàlà tîmînini kvàdràtgà îshirib,  

|)(|
1),(2),( 2

00
2

00 ak
GyxyvuFxvuE

n
=++  

 tånglàmàni hîsil qilàmiz. Bu årdà  

2
0000

2
00

2
0000

2
00

),(),(2),(
),(),(2),()(
yvuGxyvuFxvuE
yvuNxyvuMxvuLakn ++

++
=

  

tenglikni hisîbgà îlsàk, 

1|),(),(2),(| 2
0000

2
00 =++ yvuNxyvuMxvuL  
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tånglàmàni hîsil qilàmiz. Dåmàk, D’yupån indikàtrisàsi ikkinchi tàrtibli 

chiziqdir. Biz ànàlitik gåîmåtriya kursidà ikkinchi tàrtibli chiziqlàrni 

o’rgàngàn edik. Shuning uchun àytà îlàmizki, àgàr 

à) 02 >−MLN  bo’lsà, D’yupån indikàtrisàsi ellips bo’làdi. 

b) 02 <− MLN  bo’lsà D’yupån indikàtrisàsi gipårbîlà bo’làdi. 

v) LN M− =2 0  bo’lsà D’yupån indikàtrisàsi 2 tà pàràllål to’g’ri chiziq bo’làdi. 

 Ô  sirtning p  nuqtàsidàgi bîsh egriliklàr k k1 2,  bo’lsà, 
2

21 kkH +
=  và 

K k k= ⋅1 2  ifîdàlàr mîs ràvishdà Ô  sirtning p  nuqtàdàgi o’rtà và to’liq (yoki 

Gàuss) egriliklàri dåb àtàlàdi. Bîsh egriliklàr 0||det =− AB λ  tånglàmàning 

åchimi ekànligini hisîbgà îlsàk 

2

2

FEG
MLNK

−
−

=  và 2

2
2
1

FEG
GLFMENH

−
+−

=  

fîrmulàlàrni hîsil qilàmiz. Birinchi kvàdràtik fîrmà musbàt àniqlàngàni 

uchun Gàuss egriligining ishîràsi 2MLN −  fîdàning ishîràsigà bîg’liqdir. Àgàr 

0p  nuqtàdà K>0 bo’lsà, uni elliptik nuqtà, 0<K  bo’lsà, gipårbîlik nuqtà, àgàr 

0=K  bo’lsà, p  ni pàràbîlik nuqtà dåb àtàymiz. 

 Birîrtà a  yo’nàlish bo’yichà 0)( =akn


 bo’lsà, bundày yo’nàlishni 

àsimptîtik yo’nàlish dåb àtàymiz. },{ yxa =
  våktîr àniqlîvchi yo’nàlish 

àsimptîtik yo’nàlish bo’lishi uchun 02 22 =++ NyMxyLx  bo’lishi zàrur và 

yåtàrlidir. 

 Elliptik nuqtàdà àsimptîtik yo’nàlishlàr yo’q, gipårbîlik nuqtàdà ikkità 

àsimptîtik yo’nàlish màvjud, pàràbîlik nuqtàdà bittà àsimptîtik yo’nàlish 

màvjud và nihîyat yassilànish nuqtàsidà (ya’ni k k1 20 0= =, bo’lganda) hàmmà 

yo’nàlishlàr àsimptîtik yo’nàlishdir. 

 F sirtdà silliq γ  chiziq )(tuu = , )(tvv =  tånglàmà bilàn bårilib, uning hàr 

bir nuqtàsidà urinmà våktîri àsimptîtik yo’nàlishni àniqlasa, bundày chiziq 

àsimptîtik chiziq dåyilàdi. Tàbiiyki, sirtdà to’g’ri chiziq yotsà, u àsimptîtik 

chiziq bo’làdi. Ànàlitik gåîmåtriya kursidàn bilàmizki, bir pàllàli 

gipårbîloidning hàr bir nuqtàsidà ikkità àsimptîtik yo’nàlish màvjud. γ  
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àsimptîtik chiziq bo’lishi uchun )(),( tvtu  funksiyalàr 02 22 =++ NdvMdudvLdu  

diffårånsiàl tånglàmàning yåchimlàri bo’lishi zàrur và yåtàrlidir. F sirtdà 

u const=  và v const=  tånglàmà bilàn àniqlànàdigàn chiziqlàr (ya’ni 

kîîrdinàtà chiziqlàri) àsimptîtik chiziqlàr bo’lishi uchun 0== NL  bo’lishi 

zàrur và yåtàrlidir. 

 

 

Elliptik nuqta 

Chizma-7 

 

Giperbolik nuqta Chizma-8 
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Parabolik nuqta 

Chizma-9 

 

§ 8. Yopishmà pàràbîlîid 

 

 Ô  rågulyar sirt (kàmidà ikki màrtà diffårånsiàllànuvchi), r ungà tågishli 

nuqtà, F   uchi p  nuqtàdà bo’lgàn và p  nuqtàdà Ô  bilàn urinuvchi 

pàràbîlîid bo’lsin (ya’ni p  nuqtàdà Ô  và F sirtlàrning urinmà tåkisliklàri 

ustmà-ust tushàdi). Endi Ô  sirtdà p  gà yaqin q  nuqtà îlib, q  dàn F  

sirtgàchà bo’lgàn màsîfàni h  bilàn, q  và p  nuqtàlàr îràsidàgi màsîfàni d  

bilàn bålgilàylik. 

 Tà’rif-1. Sirtdà q  nuqtà p  nuqtàgà intilgàndà 02 →d
h  bo’lsà, F-

pàràbîlîid Ô  sirtning p  nuqtàdàgi yopishma pàràbîlîidi dåb àtàlàdi. 

 
р

q

р

q

 

Chizma-10 

 

Tåîråmà-14. Ikki màrtà diffårånsiàllànuvchi rågulyar sirtning hàr bir 

nuqtàsidà yagînà yopishma pàràbîlîid màvjud. 
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Isbît. Ô -rågulyar sirt, p  ungà tågishli nuqtà bo’lsin. Kîîrdinàtà bîshini 

p  nuqtàdà jîylàshtirib, fàzîdà x,y,z-dåkàrt kîîrdinàtàlàr sistemasini shundày 

kiritàmizki, bundà xy-tåkisligi Ô  sirtning r nuqtàdàgi urinmà tåkisligi bilan 

ustmà-ust tushàdi, z  o’qini urinmà tåkislikkà pårpåndikulyar qilib îlàmiz. Bu 

kîîrdinàtàlàr siståmàsidà Ô  sirtning rågulyar pàràmåtrlàsh usuli ),( vurr 
=  

tånglàmà yordàmidà bårilgàn bo’lsà 0],[ ≠vu rr   bo’lgànligidàn và ],[ vu rr 
 

våktîrning z  o’qigà pàràllålligidàn 
x y
x y

u u

v v

≠ 0 kålib chiqàdi. Shundà 2-

tåîråmàgà ko’rà shundày ikki màrtà diffåråntsiàllànuvchi ),( yxf  funksiya 

màvjud bo’lib Ô  sirtni p  nuqtà àtrîfidà ),( yxfz =  tånglàmà yordàmidà 

àniqlàsh mumkin. Bu kîîrdinàtàlàr siståmàsidà p  kîîrdinàtà bîshi bo’lgànligi 

uchun f ( , )0 0 0=  bo’làdi. Urinmà tåkislik tånglàmàsi  

yzxzz yx )0,0()0,0( +=   

bo’lib, u xy  tåkislik bilàn ustmà-ust tushgànligi uchun 

 0)0,0(,0)0,0( == yx zz   

bo’làdi. 

 Endi uchi kîîrdinàtà bîshidà jîylàshgàn pàràbîlîid tånglàmàsini  

)2(
2
1 22 cybxyaxz ++=   (1) 

ko’rinishdà yozish mumkinligidàn fîydàlànàmiz. Àgàr (1) pàràbîlîid p  

nuqtàdàgi yopishma pàràbîlîid bo’lsà, uning yagînàligini ko’rsàtàmiz. Buning 

uchun Ô  sirtdàgi ),,( 000 zyxq  nuqtàning kîîrdinàtàlàri pàràbîlîid tånglàmàsiga 

qo’yib 

)2(
2
1),,( 2

000
2
00000 cyybxaxzzyx ++−=λ  

funksiyani hîsil qilàmiz và q  nuqtà kîîrdinàtà bîshigà intilgàndà λ  và h  

miqdîrlàrning nolgà intilishi tàrtibi bir õil ekànligini ko’rsàtàmiz.  

 Buning uchun 
h
λ  miqdîr pq → dà àniq chåkli limitgà intilishini 

ko’rsàtàmiz.  
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)2(
2
1),,( 22 cybxyaxzzyx ++−=ϕ   

funksiya uchun ϕ z ≠ 0 bo’làdi. q  nuqtàni p  gà yåtàrli yaqin dåb hisîblàymiz 

và mp  bilàn (1) pàràbîlîidga tågishli shundày nuqtàlàrni bålgilàymizki, || mqp  

màsîfàlàr h  gà, mp nuqtàlàr esà birîrtà ∗p  nuqtàgà intilsin. Shundà ∗p  nuqtà 

hàm (1) pàràbîlîidgà tågishli bo’làdi. Endi 

ρ0  bilàn q  nuqtàning ràdius 

våktîri bålgilàsàk, và  

)}2(
2
1,,{ 22 cybxyaxyx ++=ρ



 
våktîr funksiyasini kiritsàk 2

0 || ρρ


−  funksiya 
 
ρ ρ= ∗  nuqtàdà minimumgà 

erishàdi. Bu årdà ∗ρ


 vektor *ρ nuqtàning ràdius-våktîri. Dåmàk,  

0),(
0),(

0

0

=−
=−

∗

∗

y

x

ρρρ
ρρρ




  

tångliklàr o’rinli bo’làdi. Bundàn qp∗  kåsmàning pàràbîlîid urinmà tåkisligigà 

pårpåndikulyarligi kålib chiqàdi. ∗p  nuqtàning kîîrdinàtàlàrini ∗∗∗ zyx ,,  bilàn, 

qp∗  to’g’ri chiziqning yo’nàltiruvchi kîsinuslàrini 321 ,, nnn  bilàn bålgilàb, 

 hnzzhnyyhnxx 302010 ,, +=+=+= ∗∗∗   

tångliklàrni hîsil qilàmiz.  

Endi ),,( ∗∗∗ zyxϕ  funksiyani Tåylîr qàtîrigà yoyib 

 0)(),,( 321000 =++++ εϕϕϕϕ hhnnnzyx zyx  
tånglikni hîsil qilàmiz. Bundàn esà  

)(),,(
321

000 nnn
h

zyx
zyxpq ϕϕϕϕ

++ → →  

ni hîsil qilàmiz. 1)0,0,0( =zϕ  và 12
3

2
2

2
1 =++ nnn  bo’lgànligi uchun o’ng tîmîndàgi 

ifîdà nîldàn fàrqlidir. Dåmàk, 
h

zyx ),,( 000λ  ifîdà pq → dà chåkli nîldàn fàrqli 

limitgà egà. Endi f x y( , ) funksiyani p  nuqtà àtrîfidà Tåylîr qàtîrigà 

yoyamiz.  

).)(,())0,0()0,0(2)0,0((
2
1),( 2222 yxyxyfyxfxfyxf yyxyxx ++++= ε  
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Endi q nuqtàning ),(,, 0000 yxfyx  kîîrdinàtàlàrini pàràbîlîid 

tånglàmàsigà qo’yamiz và  

))(,(

})0,0(,)0,0(2)0,0({
2
1),(

2
0

2
000

2
00

2
0000

yxyx

yfyxfxfyxfz yyxyxx

++

+++==

ε
 

tånglikni hisîbgà îlib  

),()(

}))0,0(())0,0((2))0,0({(
2
1),,(

001
2
0

2
0

2
000

2
0000

yxyx

ycfyxbfxafzyx zxyxx

ε

λ

++

+−+−+−=
 

tånglikni hîsil qilàmiz. Sirtning q và p nuqtàlàri îràsidàgi màsîfà kvàdràti 

uchun  

),( 00
22

0
2
0

2
0

2
0

2
0

2 yxfyxzyxd ++=++=  

tånglikdàn fîydàlànàmiz. Endi (1) yopishma pàràbîlîid ekànligi uchun 2d
h  

ifîdà pq → dà nîlgà intilishi mà’lum. Dåmàk, 2d
λ  ifîdà hàm nîlgà intilàdi. 

0,0 00 →= xy  dà  

),(

),())0,0((
2
1

002
2
0

2
0

001
2
0

2
0

2 yxxx

yxxxaf

d

xx

ε

ελ
+

+−
=   

ifîdà nîlgà intilishi kåràk. Bundàn )0,0(xxfa =  kålib chiqàdi. Õuddi 0,0 00 →= yx  

và 000 →= yx  hîllàrni ko’rib )0,0(xyfb = )0,0(yyfc =  tångliklàrni hîsil qilàmiz. 

Dåmàk, urinmà pàràbîlîid  

)2(})0,0()0,0(2)0,0({
2
1 22 yfxyfxfz yyxyxx ++=  

tånglàmàgà egà va yagînàdir. Ikkinchi tîmîndàn tànlàngàn kîîrdinàtàlàr 

siståmàsidà (2) pàràbîlîid urinmà bo’làdi. Hàqiqàtàn hàm,  

),()(
),()(

001
2
0

2
0

2
0

2
0

000
2
0

2
0

2 yxyxyx
yxyx

d ε
ελ
+++

+
=   

tånglikdà 00, yx làr nîlgà intilgàndà 02 →d
λ  bo’làdi. ٱ 

 Yuqîridàgi 14-tåîråmà isbîtidagidåk kîîrdinàtàlàr siståmàsini kiritsàk, 

F sirt 
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0)0,0()0,0()0,0(),,( ==== yx fffyxfz
 

tånglàmà bilàn, urinmà pàràbîlîid 

 { }22 )0,0()0,0(2)0,0(
2
1 yfxyfxfz yxyxx ++=   

tånglàmà bilàn bårilàdi. ),( yxf  funktsiyani Tåylîr qàtîrigà yoysàk  

{ } )(0)0,0()0,0(2)0,0(
2
1 2222 yxyfxyfxfz yxyxx ++++=  

tånglàmàni hîsil qilàmiz. Bu tenglamalardan ko’rinib turibdiki, sirt và 

yopishmà pàràbîlîidning birinchi và ikkinchi kvàdràtik fîrmàlàri 

kîeffitsiåntlàri mîs ràvishdà tång bo’làdi. Båvîsità hisîblàsh nàtijàsidà  

)0,0(),0,0(),0,0( yyxyxx fNfMfL ===   

tångliklàrni îlàmiz. Dåmàk, yopishmà pàràbîlîid tånglàmàsini 

 { }22 2
2
1 NyMxyLxz ++=   

ko’rinishdà yozà îlàmiz. Endi quyidàgi tåîråmà yopishmà pàràbîlîid 

tånglàmàsidàn kålib chiqàdi.  

Tåîråmà-15. Elliptik nuqtàdà yopishmà pàràbîlîid elliptik pàràbîlîid 

bo’làdi, gipårbîlik nuqtàdà yopishmà pàràbîlîid gipårbîlik pàràbîlîid, và 

pàràbîlik nuqtàda pàràbîlik silindr bo’làdi. 

 

 

 

 

 

 

Chizma-11      Chizma-12 
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  Chizma-13      Chizma-14 

 Rågulyar sirt Ô  ning p  nuqtàsidà bîsh egriliklàr o’zàrî tång bo’lsà, 

îmbilik nuqtà, àgàr bîsh egriliklàr nîlgà tång bo’lsà, p  nuqtà yassilànish 

nuqtàsi dåyilàdi. Yassilànish nuqtàdà yopishmà pàràbîlîid sirtning shu 

nuqtàdàgi urinmà tåkisligi bilàn ustmà-ust tushàdi. ×unki Eylår tåîråmàsigà 

ko’rà iõtiyoriy 
a  urinmà våktîr uchun 

 0)sin(cossincos)( 1
22

1
2

2
2

1 ==+=+= kkkkakn ϕϕϕϕ
 

tånglikni hîsil qilàmiz. Dåmàk nîrmàl kåsim yoki to’g’ri chiziq, yoki to’g’ri 

chiziq kåsmàsidir. Endi kîîrdinàtàlàr siståmàsini yuqîridàgidåk kiritsàk và 

urinmà tåkislikdà x , y  kîîrdinàtàlàr o’qlarini bîsh yo’nàlishlàr bo’yichà 

yo’nàltirsàk birinchi kvàdràtik fîrmà màtritsàsi birlik màtritsà bo’làdi, 

ikkinchi kvàdràtik fîrmà màtritsàsi 







=

2

1

0
0
k

k
B  ko’rinishdà bo’làdi. Dåmàk bu 

hîlda yopishmà pàràbîlîid { }2
2

2
12

1 ykxkz +=  funksiyaning gràfigi bo’làdi. 

Shuning uchun 021 == kk  bo’lganda yopishmà pàràbîlîid z = 0  tåkislikkà 

àylànàdi. 

Tåîråmà-16. Rågulyar Ô  sirtning hàmmà nuqtàlàri îmbilik nuqtàlàr 

bo’lsà, u sfårà yoki sfåràning qismi, àgàr Ô  sirtning hàmmà nuqtàlàri 

yassilànish nuqtàlàri bo’lsà, u tåkislik yoki tåkislik qismi bo’làdi. 

Isbît. F sirtning hàmmà nuqtàlàri îmbilik nuqtàlàr bo’lsin. Iõtiyoriy 

Фp∈  nuqtà îlib, p  nuqtà àtrîfidà Ô  sirtning rågulyar Gvuvurr ∈= ),(),,(  

pàràmåtrlàsh usulini qàràymiz. Bu tånglàmà bilàn àniqlànuvchi sirt nuqtàlàri 

uchun urinmà tåkisliklàrdà bàzis sifàtidà A B−1  màtritsàning îrtînîrmàl õîs 

våktîrlàrini îlàmiz. Shundà  

),(,0,1 vuNLMFGE λ======   

bo’làdi. Bu yårdà  

),(),(),( 21 vukvukvu ==λ .  

Mà’lumki, iõtiyoriy pàràmåtrlàsh usuli uchun 

 ),(),,(),(),,( vvuvvuuu nFNnFnrMnrL −=−===
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bo’lib, ),(),( vuqvun −
  nuqtàdàgi birlik nîrmàl våktîr. 0=M  bo’lgànligi uchun 

uvvu rnrn 
⊥⊥ ,  và 

n  birlik våktîr bo’lgànligi uchun 
 n nu v,  våktîrlàr urinmà 

tåkislik pàràllål. Bundàn vvuu rnrn  λλ == ,  tångliklàr kålib chiqàdi. Bu tångliklàrni 

diffårånsiàllàb  

uvvuvuuvuvuv rrnrrn  λλλλ +=+= ,   

tångliklàrni và natijada 0


=− vuuv rr λλ  tånglikni hîsil qilàmiz. Bu erda vu rr  ,  

våktîrlàr chiziqli erkliligidàn λ λu v= = 0  tångliklàrni hîsil qilàmiz. Dåmàk, p  

nuqtà àtrîfidà λ = const  ekàn. Endi r dàn fàrqli iõtiyoriy q  nuqtàni îlàmiz và 

p , q  nuqtàlàrni chiziq bilàn tutàshtiràmiz (bu mumkin, chunki sirt tà’rifigà 

ko’rà, Ô  bîg’lànishli và lîkàl chiziqli bîg’lànishli. Bundàn esà sirtning chiziqli 

bîg’lànishli ekànligi kålib chiqàdi). Bu chiziq Φ→],[: baγ  àkslàntirish yordàmidà 

pàràmåtrlàngàn bo’lib, qbpa == )(,)( γγ  bo’lsin. Hàr bir ],[ bat∈  uchun γ ( )t  

nuqtàning àtrîfida þqîridàgidåk λ  ni o’zgàrmàs ekànligini ko’rsàtàmiz. 

]),([ baγ  kîmpàkt bo’lgànligi uchun γ  ni chåkli sîndàgi àtrîflàr bilàn qîplàsh 

mumkin. Hàr bir àtrîfdà λ  o’zgàrmàs, àtrîflàr kåsishàdi. Shuning uchun p  

nuqtàni o’z ichigà îluvchi àtrîfdà 0λλ =  bo’lsà, hàmmà àtrîflàrdà, shu 

jumlàdàn q  nuqtàdà 0λλ =  bo’làdi. Dåmàk, λ  o’zgàrmàs sîndir. Endi 

 
0)(

0)(

=−=−

=−=−

rn
v

rn

rn
u

rn

vv

uu

λ
∂
∂λ

λ
∂
∂λ

.  

tengliklar rn  λ−  våktîrning o’zgàrmàs våktîr ekanligini ko’rsatadi. Shuning 

uchun  

),(),(),(),( 0000 vurvunvurvun  λλ −=−   

yoki 

 nvunvurvur 

λλ
1),(1),(),( 0000 =+−   

và 
||

1|),(1),(),(| 0000 λλ
=+− vunvurvur   munosabatlar o’rinlidir. 
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Bu tengliklar ),( vurr 
=  tånglàmà bilàn àniqlànuvchi sirt nuqtàlàri 

màrkàzining ràdius våktîri ),(1),( 0000 vunvur 

λ
−  bo’lgàn và ràdiusi esà 

||
1
λ  

gà 

tång bo’lgàn sfåràdà yotishini bildiràdi. 

 Àgàr 0=λ  bo’lsà,  

0),(,0),( == vunvun vu


  

tångliklàrdàn, ),( vun  o’zgàrmàs våktîr ekànligi kålib chiqàdi. Shuning uchun 

0),(,0),( == vu nrnr   tångliklàr hîsil qilàmiz. Bundàn esà 0)),,(( 00 =− nvurr   

tånglàmà kålib chiqàdi. Bundàn esà sirt nuqtàlàri 
n  våktîrgà pårpåndikulyar 

tåkislikdà yotishi kålib chiqàdi.  

 

§ 9.  Dårivàtsiîn fîrmulàlàr 
 

 

 

 Bu pàràgràfdà biz sirtning birinchi và ikkinchi kvàdràtik fîrmàlàri 

îràsidàgi bîg’lànishlàrni ko’rsàtàmiz. Rågulyar Ô  sirt ),( 00 vup  nuqtà àtrîfidà 

rågulyar ),( vurr 
=  pàràmåtrlàsh usuli bilàn bårilgàn bo’lsin. Hîsil bo’làdigàn 

fîrmulàlàrni iõchàmlàsh uchun tånzîr hisîb-kitîbdàgi bålgilàshlàrdàn 

fîydàlànàmiz. Buning uchun vuuu == 21 ,  bålgilàshlarni kiritàmiz. Bundàn 

tàshqàri birinchi kvàdràtik fîrmà màtritsàsi elåmåntlàrini ijg
 

làr bilàn, 

ikkinchi kvàdràtik fîrmà màtritsàsi elåmåntlàrini ijq
 
làr bilàn bålgilàymiz. 

Dåmàk,  









=








=

2221

1211

2221

1211 ,
qq
qq

B
gg
gg

A . 

      Yig’indilàrdà àgàr birîntà indåks þqîridà và pàstdà bir õil màrtà uchràsà 

bu indåkslàr bo’yichà yig’indi bålgisini tàshlàb yozàmiz. Misîl uchun 

j

i
ij

j

i j
ij

i
i

n

i

i
i

n
n

baba

bababababa

∑∑∑

∑
=

==++
=

,...
1

2
2

1
1

. 
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Endi 3R  dà 
21

, uu rr 
 và 

|],[|
],[

21

21

uu

uu

rr
rr

n 



=  våktîrlàrni bàzis sifàtidà îlib, 

21
, uu nn 

 và 
jiuur


 

våktîrlàrni bu bàzis våktîrlàr yordàmidà chiziqli ifîdàlàymiz:  

;2,1;2,1 ==






+=

+Γ=
ji

ncran
nbrr

iu
k
ii

iju
k
ijuu

k

kji 



   (1) 

Bu erda 
iui nn 

= . Àgàr birinchi tenglikda 2,1 == ji  bo’lsà 

nbrrr uuuu


12
2

12
1
12 2121

+Γ+Γ=  

tenglik hosil bo’ladi. 

Ànà shu yozilgàn (1) fîrmulàlàrdà k
ijΓ  và ijb , k

ia , ic  funksiyalàr 

(kîeffitsiåntlàr) fàqàt birinchi và ikkinchi kvàdràtik fîrmàlàr kîeffitsiåntlàri 

îrqàli ifîdàlànishini ko’rsàtàmiz. Buning uchun nbrr ijuk
k
ijuu ji


+Γ=  tånglikni n  

våktîrgà skàlyar ko’pàytiràmiz va  

( ) 0, =nr
ku


, ( ) ( ) ( )nnbnrnr iju
k
ijuu kji

 ,,, +Γ=
 

tengliklarni hisîbgà îlib  

( ) ijuuij qnrb
ji

==
 ,  

tånglikni hîsil qilàmiz. 

 Endi ncran iu
k
ii k


+=  tånglikni 

jur


gà skàlyar ko’pàytiràmiz va  

( ) ( ) ( ) ( ) 0,,,,, =+=
jjjjj uuiuu

k
iui rnrncrrarn 

 

tengliklarni hisoga olib 

kj
k
iij gaq =−     (2) 

tånglikni hîsil qilàmiz. Bu tånglikni îdàtdàgi ko’rinishdà yozsàk  













+=−

+=−

+=−

+=−

22
2
212

1
222

21
2
211

1
221

22
2
112

1
112

21
2
111

1
111

gagaq
gagaq
gagaq
gagaq

 

siståmàni hîsil qilàmiz. Bu siståmàdan 0det >A  bo’lgànligi uchun ai
k  

kîeffitsiåntlàrni tîpish mumkin. ijg  bilàn 1−A  màtritsàning elåmåntlàrini 

bålgilàymiz. Shundà EAA =−1  tånglikni 
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≠

=
==

ji
ji

gg j
i

kj
ik 0

1
δ  

ko’rinishdà yozà îlàmiz. Bundàn fîydàlànib, (2) tånglikni jlg gà ko’pàytirib và 

j  indåks bo’yichà yig’ib, quyidàgi fîrmulàlàrni hîsil qilàmiz: jl
kj

k
i

jl
ij ggagq =− . 

Bundàn ∑
=

−=
2

1j

jk
ij

k
i gqa  tenglik kålib chiqàdi. 

 Misîl uchun 1,1 == ik  dà  

21
12

11
11

1
1

1
1 gqgqgqa j

j −−=−=  

ni hîsil qilàmiz. Bu yårdà  

22
11

det
1 g

A
g = , 12

21

det
1 g

A
g −=  

bo’làdi. Shundày qilib, a j
k ,bij  funksiyalàrni tîpdik. Endi  

nbrr iju
k
ijuu kji


+Γ=  

tånglikni 
eur


 våktîrgà skàlyar ko’pàytirib 

),(),(
lklji uu

k
ijuuu rrrr 
Γ=  

tånglikni hîsil qilàmiz. Bu yårdà kluu grr
lk
=),( 

 ekànligi mà’lum. Biz (1) 

siståmàdagi k
ijΓ  kîeffitsiåntlàrni tîpmoqchimiz. Buning uchun ),(, lji uuulij rr 

=Γ  

bålgilàshni kiritib  

              kl
k
ijlij gΓ=Γ ,  (3) 

tånglikni hîsil qilàmiz. Endi 

iluu grr
li
=),( 

 

tånglikni u j  bo’yichà diffårånsiàllàb  

)(),(),( il
j

uuuuuu g
u

rrrr
jlilji ∂

∂
=+



 

tånglikni hîsil qilàmiz. 

 Bu tånglikni Гij l,  funksiyalàr îrqàli yozsàk  

il
j

iljlij g
u∂
∂

=Γ+Γ ,,

 (4) 
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ko’rinishdà bo’làdi. Bu tånglikda indåkslàrni àylàntirib yanà ikkità tånglikni 

yozàmiz 

lj
i

ljijliij
l

jilijl g
u

g
u ∂

∂
∂
∂

=Γ+Γ=Γ+Γ ,,,, , .  (5) 

Endi (4) tånglikdàn (5) tångliklàrni àyirib 

lj
l

ji
l

il
j

jlijilijliljljilij g
u

g
u

g
u ∂

∂
∂
∂

∂
∂

−−=Γ−Γ−Γ−Γ+Γ−Γ ,,,,,,

 (6) 

tånglikni hîsil qilàmiz. Bu yårdà Г Гij l ji l, ,=  tånglikni hisîbgà îlib (6)ni 

quyidàgichà yozàmiz 

lj
i

ji
l

i
j

jil g
u

g
u

g
u l ∂

∂
∂
∂

∂
∂

−−=Γ− ,2 . 

Bundàn esà 













−+=Γ il
j

ji
l

lj
l

jil g
u

g
u

g
u ∂

∂
∂
∂

∂
∂

2
1

,   (7) 

tånglikni hîsil qilàmiz. Endi k
ijΓ  funksiyalàrni tîpà îlàmiz. Buning uchun (3) ni 

lsg gà ko’pàytirib l  indåks bo’yichà yig’sàk 

s
ij

s
k

k
ij

ls
kl

k
ij

ls
lij ggg Γ=Γ=Γ=Γ δ,  

tånglikni hîsil qilàmiz. 

 Dåmàk, ls
lij

s
ij g,Γ=Γ  fîrmulàni hîsil qildik. Nihîyat (7) tånglikni g jk gà 

ko’pàytirib j indåks bo’yichà yig’àmiz và nàtijàdà 

)(
2
1

, il
j

ij
l

l
i

jkjk
jil

k
il g

u
g

u
g

u
gg

j ∂
∂

∂
∂

∂
∂

−+=Γ=Γ   (8) 

fîrmulàni hîsil qilàmiz. Bu (8) fîrmulà bizga 6 tà Гij
k  funksiyalàrni topish 

imkînini båràdi. Misîl uchun i k l= = = 1 dà  
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tånglikni hîsil qilàmiz. Yuqîridàgi (8) fîrmulàdàn ko’rinib turibdiki, Гij
k  

funksiyalàr fàqàt birinchi kvàdràtik fîrmà kîeffitsiåntlàri và ulàrning 

hîsilàlàri îrqàli hisîblànàdi. Nihîyat (1) fîrmulàdàgi hàmmà kîeffitsiåntlàr 

tîpildi. Endi (1)ni quyidàgi ko’rinishdà yozà îlàmiz:  
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. (9) 

 Bu fîrmulàlàr dårivàtsiîn fîrmulàlàr dåb àtàlàdi. Dårivàtsiîn 

fîrmulàlàrni birinchi và ikkinchi kvàdràtik fîrmàlàr îràsidàgi bîg’lànishni 

tîpish uchun ishlàtàmiz. Buning uchun  

ijjijkikji uuuuuuuuuu nnrr 
== ,  (10) 

tångliklàrni yozib, 
juui

r ,
kuui

r ,
iun ,

jun  funksiyalàrni dårivàtsiîn fîrmulàlàr 

yordàmidà ifîdàlàymiz. Shundà (10) tångliklàr  
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ko’rinishgà kålàdi. Bu tångliklàrdà diffårånsiàllàsh àmàlini bàjàrib  
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tengliklarni hosil qilamiz. 

Bu tångliklàrdà yanà bir màrtà dårivàtsion fîrmulàlàrdàn fîydàlànàmiz. 

Shundà nr
mu
 ,  våktîrlàr chiziqli erkli bo’lganligi uchun ulàr îldidàgi 

kîeffitsiåntlàrni nîlgà tånglàshtirib 

∑∑
==

−=−+−
2

1

2

1
)()(

l

lm
jlikklij

l

m
lj

l
ik

m
lk

l
ij

m
ik

j

m
ij

k

gqqqqддддд
u

д
u ∂

∂
∂
∂

 (11) 

và 
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  (12) 

munîsàbàtlàrni hîsil qilàmiz. Bu munîsàbàtlàrdàn birinchisi Gàuss tånglàmàsi, 

ikkinchi Påtårsîn-Kîdàtstsi tånglàmàlàri dåb àtàlàdi. Gàuss tånglàmàsini gms  

ga ko’pàytirib indåks m  bo’yichà yig’àylik: 
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Shundà o’ng tîmîndàgi ifîdà 

 ∑∑
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)()(

l
jsikksij

s
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jlikklij qqqqqqqqggqqqq δ   

ko’rinishgà kålàdi. Bu yerda i j k s= = = =1 2,  bo’lgàndà  

∑ ∑
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ΓΓ−ΓΓ+Γ−Γ=−
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∂
∂

∂
∂   (13) 

ko’rinishgà kålàdi. 

 Dåmàk, Gàuss egriligi K  fàqàt birinchi kvàdràtik fîrmà kîeffi-

tsiåntlàrigà bîg’liq ekàn. Bu esà uning izîmåtrik àkslàntirishlàrdà o’zgàrmày 

qîlishini ko’rsàtàdi. 

 

 

§ 10.  Sirtlàr nàzàriyasining àsîsiy tåîråmàlàri 

 

 Bu pàràgràfdà bårilgàn ikkità kvàdràtik fîrmàlàr uchun sirtning 

màvjudligi và fàzîdàgi hàràkàtgà nisbàtàn uning yagînàligi hàqidàgi 

tåîråmàlàrni isbîtlàymiz. 

Tåîråmà-16 (Màvjudlik). Tåkislikdàgi G  sîhàdà àniqlàngàn g qij ij,  

diffåråntsiàllànuvchi funktsiyalàr bårilgàn bo’lib, g g q qij ji ij ji= =,  munîsàbàtlàr 

bàjàrilgàn va { }gij  màtritsàning dåtårminànti nîldàn kàttà bo’lsin. Bundàn 

tàshqàri bu funktsiyalàr uchun Gàuss và Påtårsîn-Kîdàtstsi tånglàmàlàri 

bàjàrilgàn bo’lsin. Shundà hàr bir ( )u v G0 0, ∈  uchun bu nuqtàning GV ⊂  

àtrîfi và  

Vvuvurr ∈= ),(),,(
 

tånglàmà bilàn àniqlàngàn rågulyar Ф  sirt màvjud bo’lib, uning birinchi và 

ikkinchi kvàdràtik fîrmàlàrining màtritsàlàri mîs ràvishdà { }gij và { }qij  

màtritsàlàr bilàn ustmà-ust tushàdi. 
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Isbît. Bårilgàn { }gij  màtritsàgà tåskàri màtritsà elåmåntlàrini g jk  bilàn 

bålgilàymiz và  
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bo’yichà 
k
ijΓ  funksiyalàrni tîpàmiz. Endi quyidàgi NXX ,, 21  vektor 

funksiyalàrgà nisbàtàn quyidagi õususiy hîsilàli diffårånsiàl tånglàmàlàr 

siståmàsini qàràylik.  
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 (1). 

Bu årdà u u u v1 2= =,  bålgilàshlàrdan fîydàlàndi. Shuni hisîbgà îlib (1) 

siståmàni har bir indeks uchun yozsàk, u 
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   (2) 

ko’rinishgà kålàdi. Endi bu õususiy hîsilàli diffårånsiàl tånglàmàlàr 

siståmàsining yåchimi màvjudlik shàrtlàrini yozàmiz:  

ijjijk

i

kj

i

uu
N

uu
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uu
X

uu
X

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂
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== ,  (3). 

 Bu màvjudlik shartlari Gàuss và Påtårsîn-Kîdatstsi tånglàmàlàrigà 

ekvivàlånt ekànligini îldingi pàràgràfdà ko’rsàtdik. Dåmàk bizning (1) 

siståmàmiz uchun G  sîhàning hàr bir nuqtàsidà yåchimning màvjudlik 

shàrtlàri bàjàrilgàn. Dåmàk, birîrtà ( , )u v G0 0 ∈  nuqtà îlsàk, shu nuqtàning 

birîrtà V  àtrîfidà (1) siståmà ( , )u v0 0  nuqtàdà bårilgàn bîshlàng’ich shàrtlàrni 
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qànîàtlàntiruvchi yagînà yåchimgà egà ya’ni V  sîhàdà àniqlàngàn våktîr 

funksiyalàr  

),(),,(),,( 21 vuNvuXvuX  

màvjud và (1) siståmàni qànîàtlàntiràdi. Bîshlàng’ich shàrtlàrni quyidàgichà 

tànlàymiz:  

,0)),(),,(()),(),,((,1|||),(| 0000200001
0

00 ==== vuNvuXvuNvuXNvuN  

),(),,((),( 000000 vuXvuXvug jiij =  

 và  

),(),,(),,( 00002001 vuNvuXvuX  
 

 

våktîrlàr o’ng siståmàni tàshkil qilàdi. Bu bîshlàng’ich shàrtlàrni 

qànîàtlàntiruvchi våktîrlàr màvjudligi { ( , )}g u vij 0 0  màtritsàning musbàt 

àniqlàngànligidàn kålib chiqàdi. Endi  r r u v= ( , )  våktîr funksiya uchun
 





=
=

2

1,
Xr
Xr

v

u




   

siståmàsini qàràymiz. Bu siståmà uchun yåchimning màvjudlik shàrti  r ruv vu=  

tenglikdan iboratdir. Låkin g gij ji=  bo’lgànligi uchun Г Гij
k

ji
k=  undàn tàshqàri 

q qij ji=  munîsàbàt hàm bîr. Dåmàk,  

21 X
u

X
v ∂

∂
∂
∂

=
 

munîsàbàt va ruuv rr 
=  tenglik o’rinlidir.  

 Shundày qilib, àgàr ( , )u v V0 0 ∈  nuqtà uchun (4) siståmàni avur 
=),( 00  

bîshlàng’ich shàrt bilàn qàràsàk. (u v0 0, ) nuqtàning birîrtà V V0 ⊂  àtrîfidà 

àniqlàngàn r u v( , )  yåchim màvjud. Endi 0),(),,( Vvuvurr ∈=


 tånglàmà bilan 

àniqlàngàn Ф  sirtning birinchi và ikkinchi kvàdràtik fîrmàlàri 

kîeffitsiåntlàrini hisîblàymiz. Buning uchun  
2),,(),,( NNXXX iji  

funksiyalàrni diffårånsiàllàsh yordàmidà  

(4)
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xususiy hîsilàli diffårånsiàl tånglàmàlàr siståmàsini hîsil qilàmiz. Bu 

tånglàmàlàr siståmàsi uchun  

1),(,0),(,),( 2 ==== NNNNXqXX jijji  

funksiyalàr yåchim bo’làdi. Îõirgi tånglàmà uchun bu faktni båvîsità  

0),(,12 == NXN j  

ifîdàlàrni tånglàmàgà qo’yib tåkshirish mumkin. Ikkinchi tånglàmà uchun 

tåkshiràmiz 
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tånglikni ljg  ga ko’pàytirib, indåks l  bo’yichà yig’àmiz. 
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tånglikni hîsil qilàmiz. Õuddi shundày  
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munîsàbàt kålib chiqàdi. Bu munîsàbàt o’z nàvbàtidà 

0),(,),( == NXgXX iijji  

funksiyalàr 1-tånglàmà uchun yåchim ekànligini ko’rsàtàdi. Bu yechimlar 

uchun bîshlàng’ich shàrtlàrgà ko’rà 

 0)),(),((),,(),)(,( 00000000 == vuNvuXvugvuXX iijji  
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1),(| 00
2 =vuN  

 

munosabatlar o’rinli va  

)00002001 ,(),,(),,( vuNvuXvuX  

våktîrlàr o’ng siståmàni tàshkil etàdi. Bundan esa, (5) siståmàning yåchimi 

yagînàligigà ko’rà 

1,0),(),,( 2 === NNXXXg jjiij  

tengliklar và àràlàsh ko’pàytmà uchun 021 >NXX  munîsàbàt V0  sîhàning 

hàmmà nuqtàsidà bàjàrilishi kålib chiqàdi. Dåmàk, Ф  sirt uchun  

1,0),(,),( 2 === NNrgrr
iji uijuu


 

munîsàbàtlàr o’rinli. Bundàn esà Ф  sirtning birinchi kvàdràtik fîrmàsi 

màtritsàsi { }gij  màtritsà bilàn ustmà-ust tågishli kålib chiqàdi. 

Ikkinchi tîmîndàn  

0)),(,()),(,( == vuNrvuNr vu


 

bo’lgànligi uchun ),( vuN


 våktîr Ф  sirtning birlik nîrmàl våktîri bo’làdi. 

Dåmàk,  

ilkl
jk

ijlk
jk

ijuluu qggqXXgqNXNr
iil

===−=− ),(),(),(


 

munîsàbàt o’rinli bo’lib, Ф  sirtning ikkinchi kvàdràtik fîrmà màtritsàsi qil  

màtritsà bilàn ustmà-ust tushàdi.  

Tåîråmà-17 (Yagînàlik). Mavjudlik hàqidagi tåîråmà shàrtlàrini 

qànîàtlàntiruvchi rågulyar 21,ФФ  sirtlàr uchun yagînà, 33: RRC →  hàràkàt 

màvjud bo’lib, 21)( ФФC =  tenglik o’rinli bo’làdi. 

Isbît. Faraz qilaylik, Ф Ф1 2,  rågulyar sirtlàrning ),( 01 Vf  và ),( 02 Vf  

rågulyar pàràmåtrlàsh usullàri mos ràvishdà 

02

1

),(
),(
),(

Vvu
vurr
vurr

∈
=
=




 

 tånglàmàlar bilàn àniqlànib, ulàrning birinchi và ikkinchi kvàdràtik fîrmàlàri 

mîs ràvishdà hàr bir ( , )u v V∈ 0  nuqtàdà tång bo’lsin. Bu sirtlàr uchun ràdiusi 

våktîri 
r u v1 ( , )  gà tång bo’lsin nuqtàni ràdius våktîri 

r u v2 ( , )  bo’lgàn nuqtàgà 
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o’tkàzuvchi 21: ФФF →  àkslàntirishni qàràylik. Dåmàk, F àkslàntirish Ф1  

sirtdàgi ),( vu  kîîrdinàtàli nuqtàni 2Ф  sirtdàgi ( , )u v  kîîrdinàtà nuqtàgà 

àkslàntiràdi và dåmàk F diffårånsiàllànuvchi àkslàntirishdir. Bu 

àkslàntirishning diffårånsiàllànuvchi ekànligini ko’rsàtish uchun 5-tåîråmàgà 

ko’rà 3
01 : RVfF →⋅  àkslàntirishning diffårånsiàllànuvchi ekànligini ko’rsàtish 

kåràk. Àgàr x u v y u v z u v2 2 2( , ), ( , ), ( , )  diffårånsiàllànuvchi funktsiyalàr ),(2 vur  

våktîr-funksiyaning kîîrdinàtàlàri bo’lsà,  

{ }),(),,(),,(),( 222
1 vuzvuyvuxvufF =⋅  

tenglik o’rinli bo’làdi và shuning uchun ),(1 vufF ⋅  diffårånsiàllànuvchi 

àkslàntirishdir. Hàr bir 0),( Vvu ∈  nuqtàdà ),(),( 21 vuIvuI =  bo’lgànligi uchun 9-

tåîråmàgà ko’rà F  àkslàntirish izîmåtrik àkslàntirishdir. Dåmàk, F  

àkslàntirishdà skàlyar ko’pàytmà, õususàn urinmà våktîrlàr îràsidàgi 

burchàklàr sàqlàndi. Dåmàk ),( 00 vu  nuqtàdà 
 r ru v

1 1,  và 
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1
1 1
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o’ng (chàp) îriåntàtsiyani àniqlàsà 
 r ru v
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(mîs ràvishdà chàp) îriyåntàtsiyani àniqlàydi. Dåmàk  
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1 vuzvuyvuxP  
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våktîrlàr,  
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2 vuzvuyvuxQ =  

nuqtàdà esà  

),(),,(),,( 00
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våktîrlàr bàzisni tàshkil etib, bu bàzislàr bir õil îriåntàtsiyani tàshkil etàdi và  

|||||,||||,||| 212121 nnrrrr vvuu


===  

tångliklàr bàjàrilàdi. Analitik gåîmåtriyadàgi mà’lum tåîråmàgà ko’rà P  

nuqtàni Q  nuqtàgà, ),,( 111 nrr vu
  bàzisni ),,( 222 nrr vu

  bàzisgà o’tkàzuvchi 33: RRC →  

àkslàntirish màvjud bo’lib, u pàràllål ko’chirish và burishdàn ibîràt bo’làdi 
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[1]. Bu àkslàntirish izîmåtrik àkslàntirish bo’làdi, chunki pàràllål ko’chirish và 

burish izîmåtrik àkslàntirishlàrdir. Endi C R R: 3 3→  àkslàntirishdà 21)( ФФC =  

ekànligini ko’rsàtàylik. Buning uchun 
 ρ( , ) ( ( , ))u v C r u v= ∗ 1  bålgilàsh kiritàylik. 

Bu yårdà C∗  akslantirish, C  àkslàntirishning diffårånsiàlidir. Àkslàntirish C  

izîmåtriya bo’lgànligi uchun ∗C  ortogonal matritsadir. Dåmàk, 

)),((),()),,((),(),,(),( 00
1

0000
1

0000200 vurCvuvurCvuvurvu vvuu
 ∗∗ === ρρρ   

tångliklàrdàn tàshqàri )( 1ФC  sirtning birinchi kvàdràtik fîrmàsi 1Ф  sirtning và 

dåmàk Ф2  sirtning birinchi kvàdràtik fîrmàsi bilàn ustmà-ust tushàdi. 

Àkslàntirish C  îriåntàtsiyani sàqlàngànligi uchun, C Ф( )1  và 2Ф  sirtlàrning 

ikkinchi kvàdràtik fîrmàlàri hàm ustmà-ust tushishini ko’rsàtàmiz. Urinmà 
 
a b Т Фp, ∈ 1  våktîrlàr bårilgàn và    

a C a b C b∗ ∗ ∗ ∗= =( ), ( )  bo’lsin. II a b II a b1( , ) ( , )   
= ∗ ∗ ∗  

tånglikni ko’rsàtishimiz kåràk. 

 Buning uchun,  

),(),(),,(),( 11 nnrMnnrL uvuvuuuu
 ρρ ====  

và N r n nvv vv= =( , ) ( , )   
1 ρ  tångliklàri ko’rsàtàmiz. Bu årdà n C Ф− ( )1  sirtning nîrmàl 

våktîri. )),((),( vurCvu  ∗=ρ  tånglikni diffårånsiàllàymiz và 

)(),(),( vvuu rCrCvu  ∗∗ == ρρ  tångliklàrni hîsil qilàmiz.  Bundàn tàshqàri 


 

 
n C nu v

u v
= = ∗[ , ]

|[ , ]|
( )

ρ ρ
ρ ρ 1  tånglik ham o’rinli, chunki våktîr ko’pàytmà îriåntàtsiya 

sàqlîvchi izîmåtriyadà sàqlànàdi. Yuqîridàgi tånglikni diffårånsiàllàb, 

)( 1
unCn  ∗=  tånglikni hîsil qilàmiz. Dåmàk,  

L r n r n n nuu u u u u uu= = − = − =( , ) ( , ) ( , ) ( , )       1 ρ ρ  

bo’làdi. Õuddi shundày ikkinchi kvàdràtik fîrmàning bîshqà kîeffitsiåntlàri 

hàm tångdir. Nàtijàdà, 2Ф  sirt và C Ф( )1  sirtlàrning birinchi và ikkinchi 

kvàdràtik fîrmàlàri tångligini hosil qildik. Dåmàk, 

),(),,( 2 vurvu 
ρ  

våktîr funksiyalàr dårivàtsiîn fîrmulàlàrgà ko’rà bittà õususiy hîsilàli 

diffårån siàl tånglàmàlàr siståmàsining yåchimi bo’làdi. Bundàn 

),(),( 00200 vurvu 
=ρ  
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tånglikkà àsîsàn ),(),( 2 vurvu 
=ρ  kålib chiqàdi. Dåmàk, C Ф Ф( )1 2=  tånglik 

isbîtlàndi.   
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11. Sirtlarning ichki gåomåtriyasi 

 

 Sirtning unda yotuvchi chiziqlar uzunligiga bog’liq xossalari uning ichki 

gåomåtriyasini tashkil qiladi. Sirt ichki gåomåtriyasini o’rganishda gåodåzik 

chiziqlar muhim rol o’ynaydi. Sirtlarda gåodåzik chiziqlar o’zlarining xossalari 

bo’yicha tåkislikdagi to’g’ri chiziqlarga yaqin turadi. 

 

1. Gåodåzik chiziqlar 

 Rågulyar Ô  sirt va unda yotuvchi ikki marta diffårånsiallanuvchi 

paramåtrlangan γ  egri chiziq 
 
ρ ρ= ( )t  tånglama bilan bårilgan bo’lsin. 

Taúrif. Paramåtrning har bir t  qiymatida 

′′ρ ( )t  våktor sirtning γ ( )t  

nuqtasidagi urinma tåkislikka pårpåndikulyar bo’lsa, γ  chiziq gåodåzik chiziq 

dåb ataladi.  

Izoh. Bu yårda ( )tγ   chiziqning radius våktori 

ρ( )t  bo’lgan nuqtasidir. 

Tåoråma-18. Gåodåzik chiziq )(tρρ


=  tånglama bilan bårilgan bo’lsa, 

uning tåzlik våktori 

′ρ ( )t  o’zgarmas uzunlikka ega bo’ladi. 

Isbot. Skalyar ko’paytma ( , )
 
′ ′ρ ρ  uzunlik kvadrati bo’lganligi uchun uni 

diffårånsiallab uning hosilasi nolga tång ekanligini ko’rsatamiz. Haqiqatan, 

( , ) ( , )
   
′ ′ ′ = ′′ ′ =ρ ρ ρ ρ2 0 . Dåmak, | ( )| ( , )

  
′ = ′ ′ρ ρ ρt  o’zgarmasdir.  

 Tåoråma-19. Gåodåzik chiziq 
 
ρ ρ= ( )t  tånglama bilan bårilgan bo’lib, 

( )tss =  diffårånsiallanuvchi funksiya yordamida parametrni 

almashnirganimizda )(11 sρρ 
=  paramåtrlangan chiziq hosil bo’lsin. Paramåtr 

almashtirilgandan kåyin chiziq gåodåzik bo’lishi uchun βα += ts  bo’lishi 

zarur va åtarlidir.  

Isbot. Berilgan ( )tss =  formula paramåtrni  almashtirish formulasi 

bo’lgani uchun 0)( >′ ts  (yoki 0)( <′ ts ) munosabat o’rinli bo’ladi.  Agar 

)(11 sρρ  =  tånglama gåodåzik chiziqni aniqlasa, 

)())(()(),()()),(()( 1
2

111 tststtsttst ′′′+′′′=′′′′=′= ρρρρρρρ 
 

 va  
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),(),(),()(),(0 111111
3 ρρρρρρρρ ′′′′′=′′′′′+′′′′=′′′=

 sssss  

 tengliklarni hosil qilamiz. 0)( ≠′ ts  bo’lgani uchun 0=′′s  hosil bo’ladi. 

Dåmak, ( ) βα += tts  bo’ladi. Endi βα += tts )(  dåb faraz qilsak, 

2
1)( st ′′′=′′ ρρ 

 tånglik )(tρ ′′  va 1ρ ′′


 våktorlarning kollinear ekanligini 

ko’rsatadi. � 

 Natija. Har qanday gåodåzik chiziq tabiiy paramåtrga nisbatan ham 

gåodåzik chiziq bo’ladi, chunki s(t) yoy uzunligi uchun 

)(|)(|)( 0

0

ttdttts
t

t

−=′= ∫ αρ


 

tenglik o’rinlidir. 

 Endi gåodåzik chiziqlar uchun diffårånsial tånglamalar siståmasini 

kåltirib chiqaramiz. Rågulyar Ô  sirtning ( , )f G  paramåtrlash usuli ),( vurr 
=  

tånglama bilan bårilgan bo’lsin. 

 Agar gåodåzik chiziqning ichki koordinatalardagi tånglamalari 

)(),( tvvtuu ==  ko’rinishda bo’lsa, 9-paragrafdagidåk vuuu == 21 ,  bålgilash kiritib  

ururururt

ururttuturt

uuuuuu

uu

′′+′+′′+′=′′

′+′=′=

2
2

21
2

1

2121

)()()(

,)()),(),(()(

22121

21





ρ

ρρ

 

 tångliklarni hosil qilamiz. Endi 
222111

,, uuuuuu rrr 
 ifodalar uchun dårivatsion 

formulalarni ishlatib 

nuuqruuut ji
k ji

iju
ji

ji
k
ijk k

 ′′+′′Γ+′′=′′ ∑ ∑∑
= ==

2

1

2

1,

2

1,
)()(ρ  

ifodani hosil qilamiz. Endi )(tρ ′′


 våktorning n  våktorga kollinear ekanligi va 

nrr uu
 ,,

21
 våktorlarning chiziqli erkli ekanligidan  

2,1,0
2

1,
==′′Γ+′′ ∑

=

kuuu
ji

ji
k
ijk  

kålib chiqadi. Dåmak, )(),( 21 tuutuu ==  tånglamalar gåodåzik chiziqni aniqlash 

uchun )(),( 21 tutu  funksiyalar  
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=Γ+

=Γ+

∑

∑

ji

ji
ij

ji

ji
ij

dt
du

dt
du

dt
ud

dt
du

dt
du

dt
ud

,
2
2

2
,

2
1

2

0

0

  (1) 

 siståmaning yåchimi bo’lishi zarur va yåtarlidir. 

Tåoråma-20. Rågulyar sirtning har bir nuqtasidan har bir yo’nalish 

bo’yicha yagona gåodåzik chiziq chiqadi. 

Isbot. Bårilgan Фvup ∈),( 00  nuqta va a T Фp∈  urinma våktor uchun (1) 

siståmaning  

221102
0

1 )0(,)0(,)0(,)0( auauvuuu =′=′==  

boshlang’ich shartlarni qanoatlantiruvchi yåchimi a  yo’nalish bo’yicha 

gåodåzik chiziqni aniqlaydi. 

 Gåodåzik chiziqlarni xaraktårlovchi kattalik, gåodåzik egrilik 

tushunchasini kiritamiz. Rågulyar Ô  sirtning p  nuqtasidan o’tuvchi γ egri 

chiziq bårilgan bo’lsin. Chiziqning p  nuqta atrofidagi qismining p  nuqtadan 

o’tuvchi urinma tåkislikka proåksiyasini γ0 bilan bålgilaymiz. Tabiiyki, γ0 ham 

silliq egri chiziq bo’ladi. Proåksiyalash natijasida hosil bo’lgan γ0 egri 

chiziqning p  nuqtadagi egriligini γ chiziqning gåodåzik egriligi dåb ataymiz. 

 Bizning maqsadimiz, γ gåodåzik chiziq bo’lishi uchun uning gåodåzik 

egriligi nolga tång bo’lishi zarur va åtarli ekanligini ko’rsatishdir. Buning 

uchun γ0 va γ chiziqlar egriliklari orasidagi bog’lanishlarni topamiz. Avvalo, γ 

chiziq nuqtalaridan ( p  nuqtadan o’tuvchi) urinma tåkislikka pårpåndikulyar 

to’g’ri chiziqlar o’tkazib, silindrik sirt hosil qilib, uni F  bilan bålgilaymiz. Bu 

silindrik sirtni α tåkislik bilan kåsganimizda γ0 hosil bo’ladi (α-Φ sirtning p  

nuqtadagi urinma tåkisligi). Dåmak, F  silindr uchun γ0 normal kåsim va uning 

bosh normali F  ning normaliga kollineardir. γ va γ0 chiziqlar umumiy 

urinmalarga ega. Shuning uchun, silindrik sirtga nisbatan Mån’å tåoråmasidan 

foydalanib |cos|0 ϕkk =  tånglikni hosil qilamiz. Bu yerda φ – γ0 va γ chiziqlar 

bosh normallari orasidagi burchakdir, −kk ,0  mos ravishda 0γ va γ  

chiziqlarning p  nuqtadagi egriliklaridir. Endi γ chiziqni yoy uzunligi 
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yordamida paramåtrlab, uning tånglamasini )(sρρ


=  ko`rinishda yozamiz va p  

nuqtaga mos kesuvchi paramåtrning qiymatini s0 bilan belgilaymiz. Shunda 

)(sp
=τ -urinma våktor, )( 0sv -bosh normal våktori bo’lsa, τ -våktor γ0 uchun 

ham p  nuqtadagi urinma våktor bo’lib,  ],[ nτ  våktor γ0 chiziqning bosh 

normali bo’ylab yo’nalgan bo’ladi.  

 Shuning uchun  

|||]),[,(||cos||| 0 nnkk  ρρρρϕ ===  

 formulani hosil qilamiz. Bu tånglikdan ko’rinib turibdiki, 00 =k  bo’lishi uchun 

bosh normal våktor sirtning normal våktori n  ga kollinear bo’lishi zarur va 

åtarlidir. Shunday qilib, biz quyidagi tåoråmani isbotladik. 

Tåoråma-21. Sirtda yotuvchi chiziq gåodåzik chiziq bo’lishi uchun uning 

gåodåzik egriligi har bir nuqtada nolga tång bo’lishi zarur va åtarlidir. 

 Rågulyar Ф  sirt paramåtrlanganda koordinata chiziqlarining bir oilasi 

gåodåzik chiziqlardan iborat bo’lib, har bir nuqtada shu nuqtadan o’tuvchi 

koordinata chiziqlari o’zaro ortogonal bo’lsa, bunday paramåtrlash usuli yarim 

gåodåzik paramåtrlash usuli dåb ataladi. 

Tåoråma-22. Rågulyar Ф  sirtga tågishli har bir nuqta atrofida uning 

uchun yarim gåodåzik paramåtrlash usuli mavjuddir. 

 Isbot. Sirtning p  nuqta atrofidagi rågulyar paramåtrlash usuli  

Gvuvurr ∈= ),(),,(  

 tånglama yordamida bårilgan, ),( 00 vup  nuqtadan o’tuvchi va ikki marta 

diffårånsiallanuvchi γ chiziq ichki koordinatalarda  

bta
tvv
tuu

<<




=
=

)(
)(

 

tånglamalar yordamida aniqlangan va ),( 00 tuu = )( 00 tυυ =  bo’lsin. Shunda γ 

chiziqning fazodagi våktor tånglamasi  

btatvtur <<= ))(),((
ρ  

ko’rinishda bo’ladi. Har bir t  uchun )(' tp  våktorga pårpåndikulyar birlik 

urinma våktorni )(ta  bilan bålgilaymiz. Bundan tashqari )(ta  våktorni shunday 

tanlaymizki, )}(),({ tat 
ρ′  våktorlar urinma fazoda },{ vu rr 

 våktorlar bilan bir xil 
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oriyåntasiyani aniqlasin. Urinma fazoda )(ta  våktor, )(),( 21 tata  korrdinatalarga 

ega bo’lsa, )(),( 21 tata  funksiyalar diffårånsiallanuvchi funksiyalar bo’ladi. Har 

bir t  uchun ( ))(),( tvtuQ  nuqtadan )(ta  yo’nalish bo’yicha chiquvchi gåodåzik 

chiziqni tµ  bilan, uning urinma våktorini tµ  bilan bålgilaymiz. 

 Har bir t  uchun tµ  gåodåzik chiziqda tabiiy paramåtr kirisak, uning 

ichki koordinatalarda tånglamalari   

)()(
)(
)(

tst
svv
suu

t

t εε <<−
=
=

 

ko’rinishda bo’ladi. Bu årda ( )ssu tt ν),(  funksiyalar (1) diffårånsial tånglamalar 

siståmasining 

)()0(),()0(),()0(),()0( 21 tavtautvvtuu tttt ====   

boshlang’ich shartlarni qanoatlantiruvchi yåchimidir. Endi shunday 0,0 >> εδ  

sonlarni topamizki, δ<− || 0 tt  bo’lganda, )(),( svsu tt  funksiyalar ),( εε−  oraliqda 

aniqlangandir. Bu yårda 0t  paramåtrning p  nuqtaga mos kåluvchi qiymatidir. 

Buning uchun (1) diffårånsial tånglamalar siståmasini har bir fiksirlangan t  

uchun  

( )













≤≤Γ−=

=

=

∑ 2,,1, 21

2

1

kjiqqqq
ds

dq

q
ds
dv

q
ds
du

ji
k

ij
k

t

t

     

ko’rinishda yozamiz. Bu yårda ),,,( 21 qqvu tt  tartiblangan to’rtlikni 4R  fazoning 

nuqtasi sifatida qaraymiz. Boshlang’ich shartlar, ya’ni ( ) ( )0,0 ttu ν , 

( ) ( ) ( ) ( )tqtqtqtq 2211 0,,0, ==  funksiyalar t  paramåtr ),( ba  oraliqda o’zgarganda 4R  

fazoda silliq chiziqni aniqlaydi.  

 Diffårånsial tånglamalar siståmasining yåchimi mavjudligi va yåchimning 

boshlang’ich shartlarga uzluksiz bog’liqligi haqidagi tåoråmaga [4] asosan  

( ){ })0,()(),0,()(),0(,0 0202010100
tqtqtqtqvu tt ==  

nuqtaning shunday V  atrofi va shunday 0>ε  soni mavjudki, V  atrofga tågishli 

har bir nuqtadan chiquvchi yåchim εε <<− s  oraliqda aniqlangan. Biz shunday 

(2) 
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0>δ  sonini tanlashimiz mumkinki, δ<− 0tt  bo’lganida ( ){ },)(,),(),( 21 tqtqtvtu  

nuqta V  atrofga tågishli bo’lsin. Dåmak, δ<− 0tt  bo’lganda )(),( svsu tt  

funksiyalar ),( εε−  atrofda aniqlangan. Endi sirtning  ),( 00 vup  nuqta atrofidagi  

( )












<

<−
=∈=

ε

δ

s

ttst
Gstsvsurstr tt

0:),(
,))(),((),( 


  

paramåtrlash usulini qaraylik. Diffårånsial tånglamalar siståmasi yåchimi 

boshlang’ich qiymatlarning diffårånsiallanuvchi funksiyasi bo’lganligi uchun 

),( str  diffårånsiallanuvchi funksiyadir. Bundan tashqari 0],[


≠st rr  bo’lganligi 

uchun ),( strr 
=  tånglama rågulyar sirtning paramåtrlash usulini aniqlaydi. Endi 

uning yarim gåodåzik paramåtrlash usuli ekanligini ko’rsataylik. 

 Har bir t  uchun tµ  gåodåzik chiziq bo’lganligi uchun  

( ) 0),,( =′tss rstr   va ( ) 1, =ss rr   

 tångliklar o’rinli. Låkin  

( ) ( ) ( )

( ) 0,
2
1),(

,,, ,

==−=

=′′−′=

F
ds
drr

dt
dstF

ds
d

rrrr
ds
drr

ss

tsstssss





 

tengliklardan va 0)0,( =tF  tånglikdan 0),( =stF  ekanligi kålib chiqadi.  

 Endi gåodåzik chiziqlarning yana bir muhim xossasini isbotlaylik. 

Rågulyar Ô  sirt o’zininmg birorta nuqtasi atrofidagi ),( Gf  paramåtrlash usuli 

),( vurr 
=  tånglama yordamida bårilgan bo’lsin. Agar Ф  sirtda γ  gåodåzik 

chiziq bårilgan bo’lsa, u o’ziga tågishli yåtarli yaqin ixtiyoriy ikkita nuqtani 

tutashtiruvchi eng qisqa chiziq ekanligini isbotlaymiz. 

 Umumiylikni chågaralamasdan γ  gåodåzik chiziq ),( 000 vup  nuqtadan 

o’ssin dåb faraz qilamiz. ),( 000 vup  nuqtadan γ  chiziqga pårpåndikulyar birorta 

0γ  chiziq chiqaramiz va γο yordamida 0p  nuqta atrofida yarim gåodåzik 

koordinatalar siståmasini kiritamiz. Dåmak, constv =  chiziqlar gåodåzik 

chiziqlar bo’lib, ular 0γ  chiziqqa pårpåndikulyar bo’ladi. 

 Bu koordinatalar siståmasida γ  chiziq 0vv =  tånglama yordamida 

aniqlanadi. Faraz qilaylik γ  chiziqda yotuvchi p  va q  nuqtalar 0p  nuqtaning 
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gåodåzik koordinatalar siståmasi kiritilgan atrofida yotsin. Yarim gåodåzik 

koordinatalar siståmasi kiritilgan 0p  nuqtaning atrofini ( )0pV  bilan bålgilab, 

0>ε  ni shunday tanlaymizki, radiusi ε  ga teng )( 0pVε  shar ( )0pV  atrofning 

qismi bo’lsin. Shunda p  va q  nuqtalar ( )0
2

pVε  sharga tegishli bo’lsa, γ  

chiziqning 
∪

pq  yoy uzunligidan kichik uzunlikka ega bo’lgan γ~  chiziq albatta 

)( pV  da yotadi. Haqiqatan γ~  chiziq )( pV  da yotmasa, uning )(
2 0pVε  doira 

chågarasini birinchi va oxirgi marta kåsishish nuqtalarini r  va s  bilan 

bålgilaymiz. Shunda  

εε >+>+
∪∪∪∪

||||,|||| 00 qsqpprpp  

munosabatlardan  

ε2||||||| 00 >+++
∪∪∪∪

qsrpprpp  

tångsizlik kålib chiqadi. Låkin ikkinchi tomondan  

ε<+<+
∪∪∪∪

|||||||| 00 qpppqspr  

qarama-qarshilik mavjud. Dåmak γ~  chiziq )( pV  da yotadi. Uning uzunligini 

hisoblasak,  

( ) ||||||~ 22
∪

=−≥′>′+′= ∫∫ pquudtudtvGu
q

p
MN

q

p

γ  

tenglikni hosil qilamiz. Dåmak, bu qarama-qarshilikdan γ  chiziqning 
∪

pq  yoyi 

eng qisqa yoy ekanligi kålib chiqadi. 

Misollar. 

1.  Har qanday sirtda chiziqli paramåtrlash usuli bilan bårilgan to’g’ri chiziq 

gåodåzik chiziqdir. Bu holda stat 
+=)(ρ  bo’lib, bu årda sa ,  o’zgarmas 

våktorlardir. Shuning uchun 0)( =′′ tρ


 tånglik o’rinli bo’ladi. 

2.  Rågulyar Ф  sirt sifatida oshkormas ko’rinishda bårilgan doiraviy silindrni 

olaylik. Koordinatalar siståmasi qulay tanlanganda tånglama 222 Ryx =+  

ko’rinishda bo’ladi. Bu silindrda  
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+=
+=
+=

β
βα
βα

atz
tRy
tRx

)sin(
)cos(
 

tånglama bilan bårilgan chiziq gåodåzik chiziq bo’ladi. Bu årda 

( ){ }0),sin(,cos)( 22 βααβααρ +−+−=′′ tRtRt  

 bo’lib, { }0,2,2),,( yxzyxgradF =  våktorga kollineardir.  

22),,( RyxzyxF −+=  funksiyaning gradiånti 0),,( =zyxF  sirtga ortogonal 

bo’lganligi uchun )(tρ ′′


 våktor ham urinma tåkislikka pårpåndikulyar bo’ladi. 

Agar 0=α  bo’lsa bu chiziq silindrning yasovchisi bo’ladi, 0=a  bo’lsa aylana 

hosil bo’ladi. Umumiy holda esa vint chizig’iga aylanadi. 

3.  Ikki o’lchamli 2S  sfåra 2222 Rzyx =++  tånglama bilan bårilgan bo’lsa, ikkita 

o’zaro ortogonal 21,ee   birlik våktorlar uchun 21 sincos)( etRetRt 
+=ρ  tånglama 

gåodåzik chiziqni aniqlaydi. Haqiqatan ( ) Rt =|| ρ  bo’lib, 

( ) ( )tetRetRt ρρ


−=−−=′′ 21 sincos  

bo’lib, )(tρ


 radius våktor, dåmak ( )tρ


 våktor ham sfåra urinma tåkisligiga 

pårpåndikulyar bo’ladi. Bu chiziqni hosil qilish uchun 21,ee 
 våktorlarga parallel 

va koordinata boshidan o’tuvchi tåkislik bilan sfårani kåsamiz. Dåmak, bu 

chiziq sfåradagi katta aylanalardan biridir. Har bir nuqtada ixtiyoriy yo’nalish 

bo’yicha bitta katta aylana o’tganligi uchun sfårada har qanday gåodåzik 

chiziq katta aylana yoki katta aylana yoyidan iboratdir. 

4.  Åvklid fazolarida to’g’ri chiziqlar (yoki ularning qismi) va faqat to’g’ri 

chiziqlar  (ularning qismi)  gåodåzik chiziqlar bo’ladi. 

 

§ 12. Våktorlarni parallål ko’chirish 

 

 Åvklid gåomåtriyasida tåkislikda va fazoda våktorlarni bir nuqtadan 

ikkinchi nuqtaga parallål ko’chirishni biz yaxshi bilamiz. Låkin sirtlarda bir 

nuqtadagi urinma våktorni ikkinchi nuqtadagi urinma våktorga parallål 

ko’chirishda Åvklid fazodagi parallål ko’chirishdan foydalanib bo’lmaydi, 

chunki, bitta nuqtadagi urinma våktor ikkinchi nuqtada sirtga urinma våktor 

bo’lmay qolishi mumkin. Shuning uchun sirtlarda parallål ko’chirish qoidasini 
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boshqacha yo’l bilan aniqlashga kirishamiz. Avvalo biz våktor maydonlar va 

ularni kovariant diffårånsiallash tushunchalarini kiritamiz. 

 

1. Våktor maydonlar 

 

Uch o’lchamli Åvklid fazosining birorta ochiq G  qism to’plami bårilgan 

bo’lsin. Agar G  to’plamga tågishli har bir p  nuqtaga bitta )( pX  våktor mos 

qo’yilsa, bu moslik våktor maydon dåb ataladi. Fazoda Oxyz  dåkart 

koordinatalar siståmasini kiritib, )( pX  våktorni bazis våktorlar orqali 

ifodalasak  

( ) kpXjpXipXpX


)()()( 321 ++=  

tånglikni hosil qilamiz. Bu yårda )( pX  vektorning )(),(),( 321 pXpXpX  

koordinatalari p  nuqtaning funksiyalaridir. Dåmak, våktor maydon bårish 

uchun 

),,(),,,(),,,( 321 zyxXzyxXzyxX  

funksiyalar ko’rsatilishi yåtarlidir. Agar 

),,(),,,(),,,( 321 zyxXzyxXzyxX  

funksiyalar diffårånsiallanuvchi funksiyalar bo’lsa, 

{ }),,(),,,(),,,(),,(: 321 zyxXzyxXzyxXzyxX →  

våktor maydon silliq (yoki diffårånsiallanuvchi) våktor maydon dåyiladi. Âåktor 

maydon X  uchun 

),,(),,,(),,,( 321 zyxXzyxXzyxX  

funksiyalarni uning koordinata funksiyalari dåb ataymiz. 

Ta’rif. Birorta 3RG ⊂  sohada X  våktor maydon bårilgan bo’lib va shu 

sohada )(tρρ


=  tånglama bilan aniqlangan diffårånsiallanuvchi γ  chiziq ham 

bårilgan bo’lsin. Agar har bir t  uchun ))(()( tXt γρ =′  bo’lsa γ  chiziq X  våktor 

maydonning intågral chizig’i dåyiladi.  

Bu årda )(tγ  - chiziqning radius-våktori )(tρ


 bo’lgan nuqtasi. 

Tåoråma-23. Silliq våktor maydon bårilgan sohaning har bir nuqtasidan 

shu vektor maydonning yagona intågral chizig’i o’tadi. 
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Isbot. Âåktor maydonning  

 ),,(),,,(),,,( 321 zyxXzyxXzyxX  

koordinata funksiyalari va  Gzyx ∈),,( 000  nuqta bårilgan bo’lsa  















=

=

=

),,()(

),,()(

),,()(

3

2

1

zyxX
dt

tdz

zyxX
dt

tdy

zyxX
dt

tdx

    (1) 

diffårånsial tånglamalar siståmasining  

000 )0(,)0(,)0( zzyyxx ===  

boshlang’ich shartlarini qanoatlantiruvchi )(),(),({ tztytx  yåchimi ),,( 000 zyx  

nuqtadan o’tuvchi intågral chiziqni aniqlaydi. 

Endi sirtlarda bårilgan våktor maydonlarni qaraylik. Rågulyar Ф  

sirtning p  nuqta atrofidagi ( )Gf ,  paramåtrlash usuli ),( vurr 
=  tånglama bilan 

bårilgan bo’lsin. Agar Ф  sirtga tågishli har bir nuqtaga shu nuqtadan 

chiquvchi våktor mos qo’yilgan bo’lsa, sirtda våktor maydon bårilgan dåyiladi. 

Agar våktor maydonning koordinata funksiyalari Ф  sirtda aniqlangan 

diffårånsiallanuvchi funksiyalar bo’lsa, våktor maydon silliq våktor maydon 

dåyiladi. Dåmak, },,{ 321 XXXX =  våktor maydon p  nuqta atrofida silliq bo’lishi 

uchun 
3

3
3

2
3

1 :,:,: RGfXRGfXRGfX →⋅→⋅→⋅   

funksiyalar diffårånsiallanuvchi funksiyalar bo’lishi lozim. Sirtda bårilgan X  

våktor maydonni )()()( qXqXqX n+= τ  ko’rinishda yozish mumkin. Bu årda 

)(qX τ , )(qX n  våktorlar mos ravishda )(qX  våktorning q  nuqtadan o`tuvchi 

urinma tåkislikka va normalga proyåksiyalaridir. Shunday qilib, sirtga 

urinuvchi )(: qXqX ττ →  va sirtga pårpåndikulyar )(: qXqX nn →  våktor 

maydonlar hosil bo’ldi. Agar X  silliq våktor maydon bo’lsa, )(qX τ , )(qX n  

våktor maydonlar ham silliq bo’ladi. 

 Buni isbotlash uchun bårilgan p  nuqta atrofida ularning silliq ekanligini 

ko’rsataylik. Buning uchun X  vektorni nvuXX ),(λτ +=  ko’rinishda yozib, bu 
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tånglikni n  våktorga skalyar ko’paytirib ),(),( nXvu 
=λ  munosabat hosil qilamiz. 

Bu årda 
|],[|

],[

vu

vu

rr
rrn 



= . Dåmak, nX n λ= , nXX λτ −=  tångliklar hosil bo’ladi. 

Bårilgan X  våktor maydon va n  vektor silliq våktor maydonlar bo’lganligi 

uchun λ( , )u v  diffårånsiallanuvchi funksiyadir. Shuning uchun )(qX τ , )(qX n  

vektot maydonlar ham silliq våktor funksiyalar bo’ladi. 

 Endi )(tρρ


=  tånglama bilan paramåtrlangan silliq γ  chiziq bårilib, 

parametrning har bir t  qiymati uchun γ (t ) nuqtadan chiquvchi )(tX  våktor 

mos qo’yilsa, γ  chiziqda våktor maydon bårilgan dåyiladi. Berilgan våktor 

maydonning koordinata funksiyalari diffårånsiallanuvchi funksiyalar bo’lsa, u 

silliq våktor maydon dåyiladi. Agar  

)}(),(),({)( 321 tXtXtXtX =  

silliq våktor maydon bo’lsa 







=

dt
dX

dt
dX

dt
dX

dt
dX 321 ,,   

våktor maydon X  våktor maydonning γ  chiziq bo’ylab diffårånsiali dåb 

ataladi. 

 Endi γ  chiziq rågulyar Ф  sirtda yotuvchi chiziq bo’lib, γ  chiziqda silliq 

våktor maydon X  bårilib, har bir t  uchun ( )tX  vektor sirtning γ (t) 

nuqtasidagi urinma våktor bo’lsin. Shunda 
dt
dX våktor maydon  sirtga urinma 

våktor maydon bo’lishi shart emas. Låkin har bir t  uchun 
n

t
dt
dXt

dt
dX

dt
tdX





+



= )()()( τ

 

tånglikni yozsak, Ф  sirtda 
τ







dt
tdX )( urinma våktor maydonni hosil bo’ladi. Bu 

våktor maydon uchun 
τ





= )()( t

dt
dXt

dt
Dx

 

bålgilash kiritib, uni X  vektor maydonning kovariant diffårånsiali dåb ataymiz. 

Agar rågulyar Ф  sirt Φ∈= )( 0tp γ  nuqta atrofida ),( vurr 
=  tånglama bilan 

bårilgan bo’lsa har bir t  uchun 
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 )())(),(()())(),(()( 2
21

1
21 21

txtuturtxtuturtX nu


+=   

tånglikni yoza olamiz. Bu årda )(),( 2211 tvutuu ==  funksiyalar γ  chizqing ichki 

koordinatalardagi tånglamalaridir. Bu tenglikdagi )(),( 21 txtx  funksiyalar esa 

( )tX  våktorning vu rr  ,  bazisdagi koordinatalar bo’lib, ular t  parametrning 

diffårånsiallanuvchi funksiyalaridir. 

 Endi  

∑ ∑
= =

+=
2

1,

2

1
,)())(),(()(

21

ji i

i

u
i

uu dt
dxr

dt
du

txtutur
dt

tdX
i

j

ji



 

 tånglikda nqrr ijk
k
ijuu ji


+Γ=  dårivasion formulalardan foydalanib 

∑ ∑ ∑++Γ=
kji ji k

u

k
ji

ji
i

u
k
ij k

j

k
r

dt
dxn

dt
du

xq
dt

du
xr

dt
tdX

,, ,
,

)( 
  

tånglikni hosil qilamiz. Bu årdan esa kovariant diffårånsial uchun quyidagi 

ifodani topamiz: 

∑ ∑








Γ+=
k

u
ij

k
ij

k

k

j r
dt

du
dt

dx
dt

tDX )(
     (2) 
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2. Våktorlarni parallål ko’chirish 

 

 Rågulyar Ô  sirtning bir nuqtasidan ikkinchi nuqtasiga shu nuqtalarni 

tutashtiruvchi birorta chiziq bo’ylab urinma våktorni parallål ko’chirish 

masalasini ko’raylik. Sirtda yotuvchi γ  chiziq bo’ylab bårilgan X våktor 

maydon uchun 0=
dt

DX  tenglik o’rinli bo’lsa, X vektor maydon γ  chiziq bo’ylab 

parallål våktor maydon dåyiladi. 

 Taúrif. Ô  sirtda p  va q  nuqtalarni tutashtiruvchi silliq γ  chiziq va 

,ФTa p∈


 ФTb q∈


 urinma våktorlar bårilgan bo’lsin. Agar γ  chiziq bo’yicha 

parallål X  våktor maydon bo’lib, btXatX


== )(,)(
21

 tångliklar bajarilsa, b

 

våktor a  våktorni γ  chiziq bo’ylab parallål ko’chirish natijasida hosil qilingan 

dåyiladi.  

Bu årda 2,1 tt  sonlar mos ravishda parametrning p  va q  nuqtalarga mos 

kåluvchi qiymatlaridir. 

 Tåoråma-24. Rågulyar Ф  sirtda p  va q  nuqtalarni tutashtiruvchi silliq γ  

chiziq )(tρρ


=  tånglama bilan bårilib, qtpt == )(,)( 21 γγ  bo’lsin. Shunda ixtiyoriy 

ФTa p∈
  urinma vektor uchun yagona ФTb q∈


 våktor mavjud bo’lib, u a  

vektorni γ  chiziq bo’ylab parallål ko’chirish natijasida hosil bo’ladi. 

 Isbot. Sirtni birorta nuqta atrofida 

Gvuvurr ∈= ),(),,(      (3) 

tånglama bilan paramåtrlasak, ichki koordinatalarda )(),( 2211 tuutuu ==  

tånglamalar bilan bårilgan γ  chiziq bo’ylab koordinata funksiyalari 

)(),( 21 tXtX  bo’lgan X våktor maydon parallål bo’lishi uchun 

∑ ∑ =








Γ+
k

u
ij

k
ij

k

k

j r
dt

du
dt

dx 0
  

tenglik o’rinli bo’lishi zarur va yåtarlidir. Bu årda 
21

, uu rr   våktorlarning chiziqli 

erkli ekanligini hisobga olsak  
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=Γ+

=Γ+

∑

∑

ji

k
ij

ji

k
ij

dt
du

dt
dx

dt
du

dt
dx

j

j

,

2
,

1

0

0
 

diffårånsial tånglamalar siståmasini hosil qilamiz. 

 Endi båvosita tåoråma isbotiga o’taylik. Agar p , q  nuqtalarni 

tutashtiruvchi chiziq Ф  sirtning (3) tånglama bilan paramåtrlangan qismida 

yotsa, (4) diffårånsial tånglamalar siståmasining 2
2

1
1 )0(,)0( axax ==  boshlang’ich 

shartlarni qanoatlantiruvchi )}(),({ 21 txtx åchimi  bizga γ  chiziq bo’ylab parallål 

bo’lgan ( ) ( )txrtxrtX uu
21

21
)( 

+=  våktor maydonni båradi. Bu årda 21,aa  ifodalar a  

våktorning koordinatalaridir. Endi tåoråma tasdig’idagi b  våktor sifatida )( 2tX  

våktorni olamiz. Agar p  va q  nuqtalarni tutashtiruvchi γ  chiziq  sirtning 

birorta paramåtrlangan qismida to`liq yotmasa, bu chiziqni chåkli sondagi 

mayda-mayda bo’laklarga shunday qilib ajratamizki, har bir bo’lak sirtning 

birorta paramåtrlangan sohasida yotadi. Har bir bo’lakda yuqoridagidåk 

parallål våktor maydonni aniqlasak, γ  chiziq bo’ylab parallål våktor maydonni 

hosil qilamiz. Agar )( 2tXb =


 bo’lsa, u a  våktorni γ  bo’ylab q  nuqtaga parallål 

ko’chirish natijasidir. 

Tåoråma-25. Sirtda yotuvchi ixtiyoriy chiziq bo’yicha urinma våktorlarni 

parallål ko’chirish opårasiyasi skalyar ko’paytmani saqlovchi chiziqli 

izomorfizmdir. 

Isbot. Rågulyar Ф  sirtda )(tρρ


=  tånglama bilan γ  chiziq bårilib, 

qtpt == )(,)( 21 γγ  bo’lsin. Agar Φ∈ pTba
,  urinma våktorlarni γ  bo’ylab q  nuqtaga 

ko’chirish natijasida 11,ba
  våktorlar hosil bo’lsa, bu chiziq bo’ylab parallål YX ,  

våktor maydonlar mavjud bo’lib,  

121121 )(,)(,)(,)( btYbtYatXatX


====  

tångliklar bajariladi. Bu våktor maydonlar parallål bo’lganligi uchun YX +  

våktor maydon va ixtiyoriy λ  haqiqiy son uchun Xλ  våktor maydon ham γ  

bo’ylab parallål bo’ladi, chunki  

0,0 ==
dt

DY
dt

DX  

(4) 
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tångliklardan 

0)(,0)(
==

+
dt

XD
dt

YXD λ
 

munosabatlar kålib chiqadi. Bu munosabatlarni isbotlash uchun  

dt
DY

dt
DX

dt
YXD

dt
DXfX

dt
df

dt
fXD

dt
DYXY

dt
DXYX

dt
d

+=
+

+=





+






=

)(,)(,,,),(  

formulalarni isbotlaymiz. Bu årda )(tf  diffårånsiallanuvchi funksiya, fX  våktor 

maydon )()()( tXtftfX =  qoida bo’yicha aniqlanadi. 

 Bu formulalarni isbotlash uchun  

dt
dXfX

dt
df

dt
fXd

dt
dYXY

dt
dXYX

dt
d

dt
dY

dt
dX

dt
YXd

+=





+






=+=

+ )(,,,),(,)(

 

 tångliklardan foydalanamiz. Uchinchi formulani isbotlaylik: 

dt
DxfX

dt
dft

dt
dXtftXt

dt
df

dt
fXd

dt
fxD

+=



+



=



=

τττ

)()()()()()(  

 Ikkinchi formulaning isboti 

,,,, 





=














+



=






 Y

dt
DXY

dt
dX

dt
dXY

dt
dX nτ

 







=














+



=








dt
DYX

dt
dY

dt
dYX

dt
dYX

n

,,,
τ

 

tångliklardan kålib chiqadi. Endi tåoråma isbotiga qaytaylik. Quyidagi  

atX
batYtXtYX

batYtXtYX







λλ =
+=+=+

+=+=+

)(
)()())((

,)()())((

1

11222

111

  

munosabatlardan γ  chiziq bo’ylab parallål ko’chirish opårasiyasi Φ→Φ qp
п TT:γ  

urinma fazolar orasidagi chiziqli izomorfizm ekanligi kålib chiqadi. 

 Endi γ П  akslantirishda skalyar ko’paytmaning saqlanishini ko’rsataylik. 

Buning uchun 







+






=

dt
tDYtXtY

dt
tDXtYtX

dt
d )(),()(,)())(),((   

tånglikdan har bir t  uchun  

0)(,0)(
==

dt
tDY

dt
tDX  
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bo’lganligi uchun =)(),(( tYtX
dt
d 0 tenglikni hosil qilamiz. 

 Dåmak, γ  chiziq bo’ylab )( 1tγ  nuqtadan )( 2tγ  nuqtaga harakat 

qilganimizda ))(),(( tYtX  skalyar ko’paytma o’zgarmaydi va  

))(),(())(),(( 2211 tYtXtYtX =  
tenglik o’rinli bo’ladi. 

Rågulyar Ô  sirtda yotuvchi va 
 
ρ ρ= ( )t  tånglama bilan aniqlangan γ  

chiziq gåodåzik chiziq bo’lishi uchun uning 

ρ ' ( )t  urinma våktori γ  bo’ylab 

parallål bo’lishi zarur va yåtarlidir. 

 Isbot. Urinma våktorning kovariant diffårånsialini hisoblasak  

[ ]τ
τ

ρρ
ρ

)()(
)(

tt
t

dt
d

dt
D

′′=



 ′=

′ 


  

munosabatini hosil qilamiz. Dåmak, γ  gåodåzik chiziq bo’lishi uchun 0)( =
′

dt
D tρ


 

bo’lishi zarur va yåtarlidir. 

 Misol. Doiraviy silindr Oxyz  dåkart koordinatalar siståmasida 222 Ryx =+  

tånglama bilan bårilsa, unda yotuvchi 

RtztRytRx === ,sin,cos  

tånglama bilan aniqlanuvchi vint chizig’i uchun uning 

},cos,sin{)( RtRtRt −=′ρ


 

urinma våktori shu chiziq bo’ylab parallåldir, chunki  

}0,sin,cos{)( tRtRt −−=′′ρ


 

våktor urinma tåkislikka ortogonal va dåmak 0)()( =






 ′′
=

′ τρρ
dt

d
dt

D tt


. 

 Rågulyar 1Φ  va 2Φ  sirtlar uchun 21: Φ→ΦF  diffårånsiallanuvchi 

akslantirishlar bårilib, Φ1 sirtda 
 
ρ ρ= ( )t  tånglama bilan aniqlangan γ  chiziq 

bo’ylab sirtga urinuvchi )(tX  våktor maydon bårilgan bo’lsin. Bunda Φ2  sirtda 

γ  chiziqning obrazi )(γF  silliq chiziq bo’ladi, va )(γF  bo’ylab aniqlangan 

)(XdFY =  silliq våktor maydon hosil bo’ladi. 

 Tåoråma-26. Rågulyar 21,ΦΦ  sirtlar uchun 21: Φ→ΦF  izomåtrik 

akslantirish bo’lsa, 
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dt
DY

dt
DXdF =






  

tånglik o’rinlidir, ya’ni kovariant diffårånsiallash izometrik akslantirishlarga 

nisbatan invariantdir. 

 Isbot. Ixtiyoriy t0  uchun 

dt
DY

t
dt

DXdF t
t

)(
0)(

0

0
))(( =  

tånglikni isbotlash yåtarlidir. Faraz qilaylik, γ ( )t0  nuqta atrofida Φ1 sirt 

),( vurr 
=  tånglama yordamida aniqlangan va γ  chiziq ),(1 tuu =  )(2 tuv =  

tånglamalar bilan bårilgan bo’lsin. Endi Φ2  sirtni QtF =))(( 0γ  nuqta atrofida 

),( vuaa 
=  tånglama yordamida paramåtrlaymiz. Bu årda ),( vua  våktor Φ2  

sirtning ( )),( vuPF  nuqtasi radius-våktoridir. Akslantirish F  diffårånsiallanuvchi 

bo’lganligi uchun ),( vua  diffårånsiallanuvchi våktor funksiyadir. Bu 

paramåtrlashda )(γF  chiziqni ( ))(),()( 21 tutuatb 
=  tånglama bilan paramåtrlasak, 

2Φ  sirtdagi )(γF  chiziqning ichki koordinatalaridagi tånglamalari 

)(),( 21 tuvtuu ==  ko’rinishda bo’ladi. Bizga ma’lumki, )())())((( tatrtdF
ii uu


=γ  tånglik 

o’rinli bo’ladi. Undan tashqari biz bilamizki, F  izomåtrik akslantirish 

bo’lganligi uchun 1Φ  va 2Φ  sirtlarning yuqoridagi paramåtrlash usullari bilan 

aniqlangan birinchi kvadratik formalarining koeffisiåntlari mos ravishda tång 

bo’ladi; shuning uchun Kristofål’ simvollari ham o’zaro tång bo’ladi. Endi 

ku
k ji

jk
ij

k

r
dt

du
dt

dx
dt

tDX ∑ ∑








Γ+=
,

)(  

formuladan  







= )())(()( 000 t

dt
DXtdFt

dt
DY γ  

tånglikni hosil qilamiz. 

 Chunki )(tX  urinma våktor uchun )()()( 21 txrtxrtX vu


+=  tånglikdan 

)()()( 21 txatxatY vu


+=  tenglik kålib chiqadi.  

 Natija. Tåoråma shartlari bajarilganda γ  gåodåzik chiziq bo’lsa, F ( )γ  

ham gåodåzik chiziq bo’ladi va aksincha. 
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§ 13. Gauss-Bonnå tåoråmasi 

 

 Bu paragrafda sirtda bårilgan yopiq chiziq bo’ylab birorta urinma 

våktorni parallål ko’chirib boshlang’ich nuqtaga qaytganimizda, våktorning 

boshlang’ich va oxirgi holatlari orasidagi burchak bilan sirtning to’liq egriligi 

orasidagi munosabatni topmoqchimiz. 

 Faraz qilaylik, rågulyar Ô  sirt  

Gvuvurr ∈= ),(),,(
 

tånglama yordamida paramåtrlangan bo’lsin. Fazoda  

|],[|
],[,,

vu

vu
vu rr

rrnrr 



=  

våktorlar yordamida oriyåntasiyani aniqlab, sirtda ur

 våktordan vr


 våktorga 

burilishni musbat burilish dåb hisoblaymiz. 

 

 
Chizma-15 

 

 Sirtda chågarasi bir nåchta mγγγ .,........., 21  silliq chiziqlardan iborat bo’lgan 

bir bog’lanishli A  soha qarab, uning chågarasini Г  bilan bålgilaylik. Bu 

sohaning chågarasida birorta ),( 00 vup  nuqta va sirtga urinma bitta a 0  våktor 

bårilgan bo’lsin. Musbat yo’nalish bo’yicha a 0  våktorni Г  chiziq bo’ylab 

parallål ko’chirib yana ),( 00 vup  nuqtaga qaytsak, a 0  vektorni parallål ko’chirish 

natijasida 0b


 våktorni hosil qilamiz. Bu våktorlar orasidagi burchakni ϕ∆  bilan 
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bålgilab, uni hisoblashga kirishamiz. Buning uchun Ф  sirtda birlik urinma c  

våktor maydonni qaraymiz va ),( 000 vucc 
=  belgilash kiritib, 0ϕ  bilan 0a  va 0c  

våktorlar orasidagi burchakni bålgilaymiz. Sohaning chågarasi Ã  chiziqning 

har bir nuqtasida a  va c  våktorlar orasidagi burchakni ϕ  bilan bålgilasak, 

000 ),( ϕϕ =vu  bo’ladi. Endi parallål ko’chirish natijasida hosil bo’lgan 

b0  våktor 

bilan c0  orasidagi burchakni ϕ1 deb bålgilasak, ϕϕϕ ∆+= 01  tånglikni hosil 

qilamiz. Chunki, biz musbat yo’nalish bo’yicha harakat qilganimiz uchun 

burchak ortib boradi. 

 Shuning uchun ∆ϕ ϕ ϕ= −1 0  tenglik o’rinli bo’lib, ϕ∆  sohaning chågarasini 

bir marta aylanib chiqishda hosil bo’lgan burchak orttirmasiga tång bo’lib, uni  

∫=∆ ϕϕ d
   (1) 

 ko’rinishda yoza olamiz. Hisob kitob qulayligi uchun 1|| 0 =a  dåb hisoblasak, Г  

chiziqning hamma nuqtalarida 1|| =a  tenglik o’rinli bo’ladi. Endi ϕ  

burchakning  ϕd  diffårånsialini hisoblash uchun ϕcos),( =ca   tånglikdan 

foydalanamiz. Bu tånglikni diffårånsiallab  

ϕϕdcdacad sin),(),( −=+


 

 tånglikni hosil qilamiz. Urinma a  våktor Г  chiziq bo’ylab, a 0  våktorni 

parallål ko’chirish natijasida hosil bo’lganligi uchun ad  vektorning urinma 

tåkislikka proåksiyasi nol’ våktorga tång bo’ladi, dåmak, 0),( =cad    va 

),(sin cdad 
=− ϕϕ  tångliklar  hosil bo’ladi. 

 Burchak ϕd  diffårånsialini hisoblashda yana bir narsani hisobga 

olishimiz zarur. Agar 0a  våktorni boshqa birlik 0g  våktor bilan almashtirib, 0α  

bilan 00 , ga   våktorlar orasidagi burchakni bålgilasak, unda ularni Ã  chiziq 

bo’ylab parallål ko’chirish natijasida hosil bo’lgan ga ,  våktorlar orasidagi 

burchak ham 0α  ga tång bo’ladi. Shuning uchun, agar ψ  bilan gc ,  våktorlar 

orasidagi burchakni bålgilasak, 0αϕψ ±=  bo’ladi va dåmak d ϕψ d=  tånglik 

o’rinlidir. 
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 Endi sirtning har bir nuqtasida c vektorga pårpåndikulyar bo’lgan p  

våktorni shunday tanlaymizki, har bir nuqtada },,{ npc   våktorlar oilasi o’ng 

siståmani hosil qilsin. 

 Misol uchun, bunday våktorni hamma nuqtalarda c  våktorni urinma 

tåkislikda 090+  ga burib hosil qilish mumkin. Soha chågarasiga tågishli q  

nuqtani olib, bu nuqtadagi p  våktorni M0  nuqtaga parallål ko’chirib qp  bilan 

bålgilaymiz. Endi parallål ko’chirilishi lozim bo’lgan a 0,  våktor o’rniga qp  

våktorni Г  chiziq bo’ylab parallål ko’chiramiz va natijada Г  ning hamma 

nuqtalarida bårilgan våktorni πp  bilan bålgilaymiz. Agar ψ  burchak c  va πp  

orasidagi burchak bo’lsa, q  nuqtada πp  våktor p  våktor bilan ustma-ust 

tushganligi uchun bu nuqtada 
2
πψ =q  bo’ladi va dåmak 

( )cdpd q
,−=ψ

   
(2) 

tånglik o’rinli bo’ladi. 

 Biz q  nuqtani ixtiyoriy tanlaganimiz uchun bu ishni hamma q  nuqtalar 

uchun takrorlab, (2) tånglikni hosil qilamiz. Endi dϕ  ning ixtiyoriy q  

nuqtadagi qiymatini hisoblash uchun qdd ψϕ =  tånglikdan foydalanamiz va 

natijada  

),()()( cdpqdqd q


−== ψϕ    (3) 

formulani hosil qilamiz. Bu formula biz uchun muhim ahamiyatga ega, chunki 

),( cdp   skalyar ko’paytmani hisoblay olamiz. 

 Endi biz ),( cdp   skalyar ko’paytmani hisoblashga kirishamiz. Buning 

uchun dvcduccd vu


+=  tånglikni va (3) tenglikni hisobga olib (1)tenglikni 

{ }∫
Γ

+−=∆ dvcpducp vu ),(),( ϕ  ko’rinishda yozamiz. 

Biz 

 dxdy
y
P

x
QQdyPdx

A
∫ ∫∫
Γ









−=+
∂
∂

∂
∂)(

 

formuladan foydalanib  
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{ }dudvpcpcdudvcP
v

cp
u A

vuuv
A

uv ∫∫∫∫ −−=








−=∆ ),(),(),(),( 

∂
∂

∂
∂ϕ

 

tånglikni hosil qilamiz. Endi |],[|],[ vuvu rrnrr 
=  va ],[],[ vuvu rrKnn 

=  tångliklardan 

nrrKnn vuvu
 |],[|],[ =  tånglikni hosil qilamiz. Bu årda K  sirtning Gauss egriligidir. 

Bu tånglikdan ),(),( vuuv pcpc 
−  ifodani hisoblashda foydalanamiz. Buning uchun 

 
npppcppnpppcpp

ncpccccncpcccc

vu

vu




3
2

2
2

1
2

3
1

2
1

1
1

3
2

2
2

1
2

3
1

2
1

1
1

,

,

++=++=

++=++=

 

ifodalardan foydalanamiz. Låkin c  va p  birlik våktorlar bo’lgani uchun  

0),(),(,0),(),( ==== vuvu ppppcccc 
  

tångliklar o’rinli. Dåmak, 02
2

1
1

1
2

1
1 ==== ppcc  tengliklar o’rinli bo’ladi. Xullas  

npcppnpcpp
ncpccncpcc

vu

vu




3
2

1
2

3
2

1
1

3
2

2
2

3
1

2
1

, +=+=

+=+=
  

tångliklarni hisobga olib  
3
2

3
1

3
2

3
2),().( pcpcpcpc vuuv −=−


 

tånglikni hosil qilamiz. Endi 

pNcNnpNcNn vu
 2

2
1
2

2
1

1
1 , +=+=  

yoyilmalardan 

 

nNNNN
nNNnNNcpNNpcNNnn vu





)(

],[],[],[
1
2

2
1

2
2

1
1

1
2

2
1

2
2

1
1

1
2

2
1

2
2

1
1

−=

=−=+=
  

 

tånglikni yozish mumkin. Låkin ],[ pcn 
=  va  

],[],[ uuu pcpcn 
+=  ],[],[ vvv pcpcn 

+=   

tånglikni hisobga olib, npcpcnn vu
 )(],[ 3

2
3
2

3
2

3
1 −=  munosabatni hosil qilamiz. Dåmak,  

nrrKnpcpc vu
 |],[|)( 3

2
3
1

3
2

2
1 =−  

 tånglik va natijada esa 

23
2

3
1

3
2

2
1 FEGKpcpc −=−  

 tånglik o’rinli bo’ladi. Shunda  

)4(2 dudvFEGK −=∆ ∫∫ϕ   
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formulani hosil qilamiz. 

 Endi yuqoridagi (4) formuladan foydalanib Gauss-Bonne tåoråmasini 

isbotlaylik. Buning uchun A  sohani chågaralovchi Ã  chiziq bir nåchta silliq 

chiziqlardan iborat ekanligini eslatib o’tamiz. Dåmak, bu chiziqning urinma 

våktori 

τ  aniqlangan bo’lib, Ã  chiziqni aylanib chiqish davomida u silliq 

chiziqlarning tutash nuqtalarida funksiya sifatida uzilishga ega bo’ladi, ya’ni 

uning yo’nalishi sakrab o’zgaradi. Sohaning chågarasi Ã  chiziq bo’ylab 

parallål ko’chirilayotgan a  våktor bilan 

τ  våktor orasidagi burchakni ψ  bilan, 

c  våktor va a  våktor orasidagi burchakni yuqoridagidåk ϕ  bilan bålgilasak, c  

va 

τ  våktorlar orasidagi burchak µ  uchun ψϕµ +=  tånglik o’rinli bo’ladi. Biz 

Ã  chiziqni bir marta aylanib chiqsak,  

),(),,( 000000 vuccvu 
==ττ  

våktorlar yana o’z vaziyatiga qaytadi. Dåmak, µ  burchakning orttirmasi   2πk 

ga tång bo’lishi kårak. Aslida esa bu orttirma π2  ga tångdir. Chunki A  soha 

doiraga va chågarasi esa aylanaga gomåomorfdir. 

 Dåmak, πµ 2=∆  yoki πψϕ 2=∆+∆  bo’ladi. Parallål ko’chirilayotgan a  

våktor va chiziqning urinma våktori τ  orasidagi burchak orttirmasi uchun  

∑∫
=

∆+=∆
n

i
id

1
ψψψ  

tenglik o’rinli bo’ladi. 

 Bu årda iψ∆  - i −  chi tutashish nuqtasidagi burchak orttirmacidir. Endi 

ψd  ni hisoblash uchun ),( τψ 
dbd −=  tånglikdan foydalanamiz. Bu årda b


 våktor 

sifatida τni sirtning urinma tåkisligida 090+ ga burib hosil qilingan våktorni 

qabul qilamiz. Endi mk
ds
d 


=
τ  tånglikni hisobga olib ),( mbk

ds
d 

=
ψ  formulani hosil 

qilamiz. Bu yårda m  chiziqning bosh normalidir. Shunda ( , )
 b m  skalyar 

ko’paytma 
ds
dm τ

=  våktorning urinma tåkislikdagi proåksiyasi ekanligidan va 

chiziqning egriligi 
d
ds


τ

ga tångligidan gk
ds
d

=
ψ  tånglikni hosil qilamiz. 
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 Bu årda gk -chiziqning gåodåzik egriligidir. Endi bularni hisobga olib 

πψϕ 2=∆+∆  tånglikni  

πψ
γ

2
1 1

2 =∆++− ∑∫ ∑∫∫
= =

n

i

n

i
ig

A i

dsKdudvFEGK
 

 ko’rinishda yozamiz. Hosil bo’lgan formula Gauss-Bonnå tåoråmasi dåb 

ataladi. Endi  

dudvFEG
A
∫∫ − 2  

intågral A sohaning yuzasiga tång ekanligini ko’rsatamiz. 

 Buning uchun avvalo soha yuzasi tushunchasini kiritamiz. Sirtdagi A 

sohani kichkina sohachalarga ajratib, har bir kichkina sohachaning chågarasi 

yopiq chiziq bo’lib, bu yopiq chiziq chåkli sondagi silliq chiziqlardan iborat 

bo’lishini talab qilamiz. Bu kichkina sohachalarni a  bilan bålgilaylik. Endi har 

bir a  sohadan bittadan 
a

P  nuqta olib, shu nuqtadan sirtga urinma tåkislik 

o’tkazamiz. Kichkina a  sohachalar shunchalik kichik bo’lishi kårakki, a  

sohani 
a

P  nuqtadan o’tadigan urinma tåkislikka proåksiyalash o’zaro bir 

qiymatli moslik bo’lishi kårak. Urinma tåkislikdagi a  sohaning proyåksiyasini 

na  bilan uning yuzasini )( naS  bilan bålgilaymiz. 

 ∑
a

naS )(  ifodaning sohalar soni chåksizlikka intilgandagi limitini A  

sohaning Yuzasi dåb ataymiz va )(AS  bilan belgilaymiz. Endi )(AS  ni 

hisoblashga kirishamiz. Buning uchun har bir a  uchun )( naS ni hisoblaymiz. 

Agar 
a

P  nuqtani koordinata boshi sifatida qabul qilib, Z o’qini shu nuqtadagi 

normal bo’yicha yo’naltirsak, XY  tåkisligi 
a

P  nuqtadagi urinma tåkislik bilan 

ustma-ust tushadi. Bu koordinatalar siståmasida 




=
=

),(
),(

vuyy
vuxx

 tångliklar na  

sohacha bilan G  sohadagi birorta ~a n  sohacha o’rtasida o’zaro bir qiymatli 

moslik o’rnatadi. Agar 

{ }),(),,(),,(),( vuzvuyvuxvur =


 

bo’lsa,  

(5) 



 187 

0),(,0),( 0000 == vuzvuz vu  

tångliklar o`rinli bo’ladi. Bu årda 00 ,vu  sirtda 
a

P  nuqtaning ichki 

koordinatalaridir. Bundan tashqari, 0],[ ≠vu rr 
 va 









=
vu

vu
vu yy

xx
vurvur ,0,0)],(),,([ 0000



 

tångliklardan 

 0
),(),(
),(),(

0000

0000 ≠
vuyvuy
vuxvux

vu

vu   

munosabat kålib chiqadi. Birinchi tartibli xususiy hosilalar uzluksiz bo’lgani 

uchun  

),(),(
),(),(

0000

0000

vuyvuy
vuxvux

vu

vu   

dåtårminant ),( 00 vupa  nuqtaga yåtarli yaqin nuqtalarda ham noldan farqli 

bo’ladi. Faraz qilaylik 0>aσ  son uchun aa vvuu σσ <−<− ||,|| 00  tångsizliklar 

bajarilganda yuqoridagi dåtårminant noldan farqli bo’lib, sirtning  

{ }σσ <−<−∈








=
=
=

||,|:|),(),(
),(
),(
),(

00 vvuuvuvu
vuzz
vuyy
vuxx

 

tånglamalar bilan aniqlangan qismi a  sohani o’z ichiga olsin. Shunda  





==
==

0),(,),(
0),(,),(

00

00

vuxvuyy
vuxvuxx

 

tånglamalar sistemasidan oshkormas funksiya haqidagi tåoråmaga asosan 

diffårånsiallanuvchi u u x y v v x y= =( , ), ( , )  funksiyalar mavjud bo’ladi. Shunda a  

sohani urinma tåkislikka proåksiyalash ( , , ) ( , )x y z x y→  formula orqali 

ifodalangani uchun u u x y v v x y= =( , ), ( , )  funksiyalar na  sohachani G  sohadagi na~  

sohachaga gomeomorf akslantiradi. Dåmak, na  sohacha yuzasini hisoblash 

uchun karrali intågraldan foydalanib ∫∫=
na

n dxdyaS )(  ko’rinishda yozsak, uni 

),(),,( vuyyvuxx ==  almashtirishdan kåyin 

 dudv
yx
yx

absaS
na vv

uu
п ∫∫=

~
)(   



 188 

ko’rinishda yoza olamiz. 

Bu yårda 

vv

uu

yx
yx

abs  

bilan 
vv

uu

yx
yx

 dåtårminantning absolyut qiymati bålgilangan. Endi 
a

P  nuqtada 

 
vv

uu
vu yx

yx
absrr =|],[| 

  

tånglik o’rinli bo’lgani va |],[| vu rr 
 funksiyaning uzluksizligidan har bir navu ∈),(  

nuqta uchun  

),(|],[| vurr
yx
yx

abs avu
vv

uu ε+=


  

tånglikni yoza olamiz. Bu årda ),( vuaε  åtarli kichik miqdor bo’lib, a  

kichiklashganda u nolga intiladi. 

 Yuqoridagilarni hisobga olib 

( ) ∑∫∫∑∫∫ ∫∫∑ +=+=
a a

a
a a A

vuavun
a nn

dudvvududvrrdudvvurraS
~~ ~

),(|],[|),(|],[|)( εε 
 

tånglikni hosil qilamiz. Bu årda ~A bilan G  sohadagi A  sohaga mos kåluvchi 

soha bålgilangan. 

 Shunday qilib, 

 ∑∫∫∫∫∑ +=
a a

a
A

vun
a n

dudvvududvrraS
~

),(|],[|)( ε


    (6) 

tånglikni hosil qildik. Bu tånglikda a  sohachalarni åtarli kichik qilish hisobiga 

birorta 0>ε  uchun εε <),( vua  tångsizlikning bajarilishini ta’minlaymiz. 

Natijada  

)~()~(),(
~

ASaSdudvvu n
aa a

a

n

εεε =< ∑∑∫∫   

tångsizlikni hosil qilamiz. Endi (6) tånglikda A  sohachalar sonini chåksizlikka 

intiltirib limitga o’sak 

∫∫∑ =
A

vun
a

dudvrraS
~

|],[|)~(lim 
 

tånglikni hosil qilamiz. Dåmak, 
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∫∫=
A

vu dudvrrAS
~

|],[|)( 
 

formulani hosil qildik. Bu årda  

2|],[| FEGrr vu −=


 

tånglikdan foydalansak 

dudvFEGAS
A
∫∫ −=
~

2)(
 

formulani hosil qilamiz. Endi 

dudvFEGds 2−=  

bålgilash kirisak Gauss-Bonnå tåoråmasini  

∑∫∫ ∑∫
==

=∆++
n

i
i

A

n

i
g

i

dsKKds
1~ 1

2πψ
γ  

ko’rinishda yozib olish mumkin. Endi Gauss-Bonnå tåoråmasini A  soha uchta 

3
,

2
,

1
γγγ  gåodåzik chiziqlar bilan chågaralangan holni ko’raylik. Gåodåzik 

chiziqlar uchun 0=gK  bo’lganligidan Gauss-Bonnå tåoråmasiga ko’ra  

∑∫∫
=

=∆+
3

1~
2

i
i

A

Kds πψ
 

 ko’rinishga kåladi. Bu holda A  soha gåodåzik uchburchak bo’lib, uning ichki 

burchaklari α i  lar uchun 
ii

ψπα ∆−=  o’rinli bo’ladi. Shuning uchun 

yuqoridagi formula  

∫∫+=++
A

Kds
~321

πααα
 

 ko’rinishga kåladi. Bu årda 0=K  bo’lsa (misol uchun Ô  sirt tåkislik bo’lsa) 

α α α π1 2 3+ + =  tånglikni hosil qilamiz. 
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А
В

С
∆3

∆1

∆2

 

 

Chizma-16 

 

 

 

§ 14. Egriligi o’zgarmas sirtlar 

 

 Sirtning Gauss egriligi hamma nuqtalarda bitta o’zgarmas songa tång 

bo’lsa, bunday sirtni egriligi o’zgarmas sirt dåb ataymiz. Misol uchun 

tåkislikning hamma nuqtalarida Gauss egriligi nolga tång bo’ladi. 

 Biz Gauss egriligi o’zgarmas sirtlarda Gauss-Bonnå tåoråmasini gåodåzik 

uchburchak uchun yozsak  

)(321 ASK+=++ πααα  

tånglikni hosil qilamiz. Bu årda S A( ) -gåodåzik uchburchak yuzasi, K  -sirtning 

Gauss egriligi. Tåkislik uchun 0=K  va dåmak 0
321 180=++ ααα . Uch o’chamli 

evklid fazosida Oxyz  - dåkart koordinatalari kiritilsa, sferani  

 

{ }222232 :),,( RzyxRzyxSR =++∈=  
 to’plam sifatida aniqlaymiz. Sfåraning Gauss egriligi o’zgarmas va hamma 

nuqtalarda 2

1
R

K =  bo’lganligi uchun sfårada gåodåzik uchburchak ichki 

burchaklarning yig’indisi 1800  dan katta bo’ladi. 
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 Endi Gauss egriligi o’zgarmas manfiy son bo’lgan sirtga misol kåltiraylik. 

Buning uchun Oxz  tåkisligida 

0,
2

,

0

)cos
2

(ln
sin

><<








=

+=

=

Ru

y

uutgRz
uRx

ππ  

tånglama yordamida paramåtrlangan egri chiziqni Oz  o’qi atrofida 

aylantirishdan hosil bo’lgan sirtni qaraylik. 

 Bu sirtning paramåtrik tånglamalari 

 
π

ππ

20
2

)cos
2

(ln

sinsin
cossin

<<

<<











+=

=
=

v

u

uutgRz

vuRy
vuRx

  

ko’rinishda bo’ladi. Birinchi va ikkinchi kvadratik formalar koeffisiåntlarini 

hisoblash natijasida  

uRctguNMRctguLuRGFuctgRE 22222 sin,0,,sin,0, ==−====  ifodalarni topamiz. 

Gauss egriligini  

2

2

FEG
MLNK

−
−

=  

formuladan foydalanib hisoblasak  

22222

222 1
sin
sin

RuuRctgR
uuctgRK −=

−
=   

natijani olamiz. Bu sirt psevdosfåra yoki Bål’trami sirti dåb ataladi. Gauss-

Bonnå tåoråmasiga ko’ra bu sirtda gåodåzik uchburchak ichki burchaklarining 

yig’indisi 1800  dan kichik bo’ladi. 
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Chizma-17 

 

 Endi rågulyar Ô  sirtning yarim gåodåzik paramåtrlash usuli 

Gvuvurr ∈= ),(),,(  tånglama bilan bårilgan bo’lsin. Bu holda 0,1 == FЕ  bo’lishini 

bilamiz. Dåmak bu holda Gauss egriligini G  orqali ifodalash mumkin. Gauss 

egriligini G  orqali ifodalash uchun k
ijΓ  Kristoffel simvollarini hisoblaymiz. Bu 

holda  

v
G

Gu
G

u
G

G

∂
∂

∂
∂

∂
∂

2
1,

2
1

2
1,0

2
22

1
22

2
21

2
12

1
12

2
11

1
11

=Γ−=Γ

=Γ=Γ=Γ=Γ=Γ

 

tångliklar o’rinli bo’ladi. 

 Gauss tånglamasini gms  ga ko’paytirib m indåks bo’yicha yig’sak 

 ∑∑ ∑ ∑ −=







ΓΓ−ΓΓ+Γ−Γ

ml
ms

lm
jlikklij

m l l

m
lj

l
ik

m
lk

l
ij

m
ikj

m
ijkms ggqqqq

uu
g

,
)(

∂
∂

∂
∂   

tånglikni hosil qilamiz. Bu tånglikning o’ng tomonini 

 
jsikksij

l
s

l
jlikklij

l
s

l
jlikklij

ml
ms

lm
jlikklij

qqqqqqqq

qqqqggqqqq

−=−

=−=−

∑

∑∑
σ

σ

)(

)()(
,   

ko’rinishga olib kålib, 2,1 ==== skji  qo’ysak yuqoridagi tånglikdan  
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∑ ∑ ∑ 







ΓΓ−ΓΓ+Γ−Γ=−

m l l

m
l

lm
l

lmm
m uu

gqqq 1122111211122
2
122211 ∂

∂
∂
∂

 

tånglikni hosil qilamiz. Bu årda { }ijgvuuu ,, 21 ==  birinchi kvadratik forma 

matrisasi, { }ijq -ikkinchi kvadratik forma matrisasidir. Endi 

 2
122211

2
122211

ggg
qqqK

−
−

=   

formulada Gggg === 221211 ,0,1  va 2
122211 qqq −  uchun Yuqoridagi formuladan 

foydalansak 

2

22

2 2
1

4
1

u
G

Gu
G

G
K

∂
∂

∂
∂

−







=   

formulani hosil qilamiz. 

 Bundan tashqari  

u
G

Gu
G

∂
∂

∂
∂

⋅=
2

1

 

 va  
2

32

2

2

2

4
1

2
1









⋅−⋅=

u
G

Gu
G

Gu
G

∂
∂

∂
∂

∂
∂  

tångliklarni hisobga olsak  

2

21
u

G
G

K
∂
∂

−=  

formulani hosil qilamiz. Bu tånglikni  

02

2

=+
u

GKG
∂
∂  

ko’rinishda yozish mumkin. Biz yarim gåodåzik paramåtrlash usulini kiritish 

uchun 01 =u  tånglama bilan aniqlangan chiziqqa ortogonal gåodåzik chiziqlarni 

)( constv =  kiritgan edik. Agar biz 01 =u  chiziqning yoy uzunligi yordamida 

paramåtrlangan gåodåzik chiziq bo’lishini talab qilsak  

),0()),0(),,0((1 vGvrvr vv ==


  

tånglikni hosil qilamiz. Bundan tashqari tuu == 21 ,0  ifodalarni gåodåzik chiziq 

tånglamalariga qo’yib  

0),0(,0),0( 2
22

1
22 =Γ=Γ vv  
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tångliklarni hosil qilamiz. Dåmak,  

0),0(
=

u
vG

∂
∂

 

 yoki  

.0),0( =vG
u∂
∂  

 Endi K  ni o’zgarmas songa tång dåb hisoblab, 

02

2

=+
u

GKG
∂
∂  

tånglikni G  ga nisbatan xususiy hosilali diffårånsial tånglama sifatida 

qaraymiz. Boshlang’ich shartlar 

 0),0(,1),0( ==
u

vGvG
∂

∂

 

tångliklardan iborat bo’ladi. Bu tånglamada 0=K  bo’lsa, 1),( =vuG  bo’lib, sirt 

tåkislikka lokal izomåtrik bo’ladi. Agar 0>K  bo’lsa, bu tånglama åchimi 

uKvuG cos),( =  ko’rinishda bo’ladi. Dåmak bu holda  

uKvuGFE 2cos),(,0,1 ===  

bo’ladi. 

Agar 0<K  bo’lsa, bu tånglama yåchimi uKchG −=  ko’rinishda bo’ladi. 

 Tåoråma. Rågulyar Ф  sirt o’zgarmas K  Gausc egriligiga ega bo’lsa: 

1) 0=K  bo’lganda u tåkislikka lokal izomåtrikdir. 

2) 0>K  bo’lganda u radiusi 
K
1  ga tång bo’lgan sfåraga lokal izomåtrikdir. 

3) 0<K  bo’lsa, sirt paramåtri 
K

l
−

=
1  ga tång bo’lgan Bel’trami sirtiga lokal 

izomåtrikdir. 

 Isbot. Rågulyar 1Φ  va 2Φ  sirtlar o’zgarmas K  soniga tång bo’lgan Gauss 

egriligiga ega bo’lsin. Bu sirtlarga tågishli 1p  va 2p  nuqtalardan o’tuvchi 1γ  va 

2γ  gåodåzik chiziqlarni qaraylik. Bu nuqtalar atrofida 1Φ  va 2Φ  sirtlarning 

rågulyar paramåtrlash usullari mos ravishda 

 
Gvuvurr

vurr
∈=

=

),(),,(
),(

2

1
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tånglamalar yordamida bårilgan bo’lsin. Gåodåzik chiziqlar mos ravishda  





=
=





=
=

)(
)(

:

)(
)(

:

2

2

2

1

1

1

svv
suu

svv
suu

γ

γ

 

tånglamalar yordamida bårilgan bo’lsin. 

 Bu årda aniqlik uchun ),(),,( 2
0

2
02

1
0

1
01 vuPvuP  nuqtalar uchun 

 0)0(,0)0(,0)0(,0)0( 22
0

22
0

11
0

11
0 ======== vvuuvvuu   

tångliklar o’rinli dåb hisoblaymiz. Dåmak,  

2211 )0(,)0( pp == γγ  

bo’ladi. Bu chiziqlarda paramåtr sifatida yoy uzunligini olib va bu chiziqlarga 

ortogonal gåodåzik chiziqlar oilasini qurib, 11 )0( p=γ  va 22 )0( p=γ  nuqtalar 

atrofida yarim gåodåzik paramåtrlash usullarini aniqlaymiz         (22-

teoremaga qarang). Endi  

( )
( ) Gswsw

sw
∈=

=

),(,
,

2

1

ρρ

ρρ




 

tånglamalar mos ravishda 1p  va 2p  nuqta atrofidagi yarim gåodåzik 

paramåtrlash usullari bo’lsin. Shunda 0=w  tånglama mos ravishda Φ1  va 2Φ  

sirtlarda 1γ  va 2γ  chiziqlarni aniqlaydi va birinchi kvadratik formalar 

koeffisiåntlari uchun 0,1 2121 ==== FFEE  tångliklar o’rinli bo’ladi. 21,GG  

koeffisiåntlar esa  

02

2

=+
u

GKG
∂
∂

 

tånglamaning  

1),( =soG  0
),(
=

u
soG

∂
∂

 

shartlarni qanoatlantiruvchi åchimlari bo’ladi. Yechimning yagonaligiga ko’ra 

),(),( 21 swGswG =  tånglik o’rinli bo’ladi. 

 Dåmak, 9-tåoråmaga ko’ra ),(),( vuqvup →  formula bilan aniqlangan F  

akslantirish 1p  nuqta atrofini 2p  nuqta atrofiga izomåtrik akslantiradi. Dåmak, 

agar birorta Ф  sirtning Gauss egriligi nolga tång bo’lsa, unga tågishli ixtiyoriy 



 196 

nuqtaning birorta atrofi tåkislikdagi birorta sohaga izomåtrik bo’ladi. Agar Ф  

sirt uchun 0>K  ( 0<K ) bo’lsa, unga tågishli har bir nuqtaning birorta atrofi 

sfåraning (mos ravishda psåvdosfåraning) qismiga izomåtrik bo’ladi.  
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III-bobga doir mashq va masalalar 

 

1. Elliptik paraboloid 
222 ),( Ryxyxz ∈+=  

tenglama bilan berilgan bo`lsa, 

    222222

1,,
vu

z
vu

vy
vu

ux
+

=
+

=
+

=    (1) 

va 

     2,sin,cos uzvuyvux ===   (2) 

 

tenglamalar sistemasi paraboloid uchun har xil parametrlash usullarini beradi. 

Bu parametrlash usullaridan birinchisi paraboloidni )0,0,0(M  nuqta atrofida 

aniqlamaydi, ammo boshqa nuqtalar uchun regulyar parametrlash usulini 

beradi. Ikkinchi parametrlash usuli paraboloid uchun uning hamma nuqtalari 

atrofida regulyar parametrlash usulidir. 

 2. Tekislik 0,sin,cos === zvyvux  tenglamalar bilan parametrlangan 

bo`lsa, uning koordinata chiziqlarini aniqlang. 

Yechish: Tekislikda ( )00 ,vu  nuqta olsak, bu nuqtadan chiquvchi koor-

dinata chiziqlaridan birinchisi 0, vvtu ==  tenglamalar bilan aniqlanadi. 

Bu chiziqning fazodagi tenglamalari 









=
=
=

0
,sin
,cos

0

0

z
vty
vtx

 

ko`rinishda bo`ladi. Berilgan ( )00 ,vu  nuqtadan chiquvchi ikkinchi koordinata 

chizig’i tvuu == ,0  tenglamalar bilan aniqlanadi. 

Demak, uning fazodagi tenglamalari 









=
=
=

0

,sin

cos

0

0

z

tuy

tux

 

ko`rinishda bo`ladi. Birinchi koordinata chizig’i yarim to`g’ri chiziq (nur), 

ikkinchi koordinata chizig’i esa radiusi 0u  ga teng aylanadir (chizma-18). 
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(U0,V0) 

x 

y 

 

 

Chizma-18 

 

2. Sirt 33 yxz +=  funksiyaning grafigidan iborat. Uning )9;2;1(M  nuqtadagi 

urinma tekisligi, normal tenglamalari tuzilsin, birinchi va ikkinchi kvadratik 

formalar topilsin. 

Echish: Avvalo sirtning parametrik tenglamalarini 









+=

=
=

33 vuz
vy
ux

 

ko`rinishda yozib, )2;1( == vuM  nuqtadagi zyx ,,  funksiyalarning hosilalarini 

hisoblaymiz: 

,1=ux  ,1,0,3,0 ==== vvuu yxzy  ,6,0,0,12 ==== uuuuuuv zyxz  

,0,12,0,0 ==== uvvvvvvv xzyx  .0=uvz  

 

1) Urinma tekislik tenglamasi 

0
1210
301

921
=

−−− zyx
 yoki 018123 =−−+ zyx  

2) Normal tenglamasi 

1
9

12
2

3
1

−
−

=
−

=
− zyx  

 3) Birinchi kvadratik forma. 
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.145)2;1()2;1(,36)2;1()2;1(,10)2;1()2;1( 221211 ====== GgFgEg  

 

Demak, birinchi kvadratik forma 

 
22 1457210 dvdudvduI ++=  

ko`rinishda bo`ladi. 

 4) Ikkinchi kvadratik formani topish uchun birlik normal 







 −−

=
→

145
1:

154
12:

154
3n  

vektorni topamiz. Endi 

,
154
6,)2;1()2;1(11 =






==

→→

nrLq uu  ,0,)2;1()2;1(11 =





==

→→

nrMq uu  

 

.
154
12,)2;1()2;1(11 =






==

→→

nrNq uu  

Ikkinchi forma 

22

154
12

154
6 dvduII +=  

ko`rinishda bo`ladi. 

 3. Sirt xyz =  funksiyaning grafigidan iborat bo`lsa, uning )1;1;1(M  

nuqtasidagi bosh egriliklari hisoblansin. 

 Buning uchun birinchi va ikkinchi kvadratik formalar matrisalarini 

topamiz. Sirtning parametrik tenglamalari 









=
=
=

uvz
vy
ux

 

ko`rinishda bo`lib, M  nuqtaning ichki koordinatalari 

1,1 == vu  bo`ladi. Demak, 

,0,1,0,1 ==== vuuu xzyx  ,0,0,1,1 ==== uuuuvv yxzy  ,0=uuz  

,0,0,0,0 ==== uvvvvvvv xzyx  .1,0 == uvuv zy  

,2)1;1(,1)1;1(,2)1;1( 221211 ===== GqFqEq  
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{ } { }1;1;01;0;1 ==
→→

vu rr  






 −−

=
→

3
1:

3
1:

3
1n  

0,
3

1),()1;1(,0),()1;1( 221211 =======
→→→→

qnrMqnrLq uuuu  

tengliklarni hosil qilamiz. 

 Endi bosh egriliklarni topish uchun 0)det( =− AB λ  tenglamani yechamiz. 

Bu yerda  

.
0

3
1

3
10

,
21
12



















−







= BA  

Demak, 0)det( =− AB λ  tenglama 

⇔=






 −−=
−−

−−
0

3
14

2
3

1
3

12 2
2 λλ

λλ

λλ
 

 

0
3

12
3

12 






 +−






 −+⇔ λλλλ  
33

1;
3

1
21 =−= λλ  

4. Sirtning parametrik tenglamalari 









=

=
=

vz
vuy
vux

cos
sin

 

ko`rinishida bo`lsa, unda 00,,,0 tttvshvuu ≤≤===  chiziqlar bilan 

chegaralangan uchburchak Yuzini toping. 

 Yechish: Avvalo birinchi kvadratik forma matrisasini topamiz. 

,cos,0,cos,sin vuxzvyvx vuuu ====  ,1,sin =−= vv zvuy  









+

=+====== 2
,2

221211 10
01

1,0,1
u

AuGqFqEq  

21det uA += . 

 Biz bilamizki, yuza 

dudvAS
G
∫∫= det  
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formula bilan hisoblanadi. Bu yerda G  - berilgan uchburchak. Integral 

hisoblash uchun ( ) Gvu ∈;  nuqtaning 

000 ,0,0 tvvvshvu =≤≤≤≤ . 

O’zgarish chegaralarini hisobga olib, 

∫ ∫ +=
0

0 0

21
v shv

duudvS   tenglikni hosil qilamiz. 

Bu integralda shwu =  formula bilan o`zgaruvchini almashtiramiz: 

∫ ∫ ∫ ∫ =
++

=






 +
==+

−−shv v v wwww

dweedweewdwchduu
0 0 0

222
22

4
2

2
1  

v
ww wee

0

22

)
288

( +−=
−

.
2

2
4
12

24
1 22 vvshvee vv

+=+






 −
=

−

 

Endi  =






 +

−
=−+=+=






 +∫ 2

0
02

00
0

02

2
12

4
1

8
1

4
12

8
1

04
12

8
1

2
12

4
10

vvchvvch
v

vvchdvvvsh
v

 

( ).
4
1

4
2

4
1 2

00
22

0

22 00

vvshvee vv

+=








+
−+

=
−

. Demak, ( ).
4
1 2

00
2 vvshS +=  

 

Mustaqil ishlash uchun masalalar 

 

 1. Yo`naltiruvchi chizig’i )(upp 
=  tenglama bilan berilgan, yasovchilari 

e  vektorga parallel bo`lgan silindrning parametrik tenglamalari tuzilsin. 

 2. Fazoda uzy
a
uachx ==





= ,0,  tenglamalar bilan berilgan chiziqning 

Oz  o`qi atrofida aylanishidan hosil bo`lgan sirtning (katenoid) tenglamalarini 

yozing. 

 3. Giperbolik paraboloid 

z
b
y

a
x 22

2

2

2

=−  

kanonik tenglama bilan berilgan bo`lsa, uning shunday parametrik teng-

lamalarini yozingki, koordinata chiziqlari yasovchilardan iborat bo`lsin. 

 4. Sfera 

vazvuayvuax sin,cossin,coscos ===  
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parametrik tenglamalari bilan berilgan bo`lsa, uning birinchi kvadratik 

formasini toping. 

 5. Elliptik paraboloid 

2
,sin,cos

2vzuvqyuvpx ===  

tenglamalar bilan berilgan, uning birinchi kvadratik formasini toping. 

 6. Birinchi kvadratik formasi 2222 )( dvauduI ++=  ko`rinishda bo`lgan 

sirtda 1,
2
1,

2
1 22 =−== vavuavu  chiziqlar hosil qilgan uchburchakning 

perimetrini va burchaklarini toping. 

 7. Birinchi kvadratik forma 6-masaladagi ko`rinishda bo`lgan sirtda 

1,, =−== vavuavu  chiziqlar bilan chegaralangan uchburchakning Yuzini 

hisoblang. 

 8. Birinchi kvadratik forma 6-masaladagi ko`rinishda bo`lgan sirtda 

0,0 =−=+ vuvu  chiziqlar orasidagi burchakni toping. 

 9. Bir pallali giperboloid 

cchuzvachuyvachux === ,sin,cos  

tenglamalar bilan berilgan bo`lsa, uning ikkinchi kvadratik formasini toping. 

 10. Doiraviy silindr 

uzvRyvRx === ,sin,cos  

tenglamalar bilan berilgan bo`lsa, uning ikkinchi kvadratik formasini toping. 

 11. Sirt 0),,( =zyxF  tenglama bilan berilgan. Uning Gauss egriligini 

toping. 

 12. Sirt  differensiallanuvchi ),( yxfz =  funksiyaning grafigidan iborat 

bo’lsa, uning Gauss va o`rta egriligini hisoblang. 

 13. Sfera 169222 =++ zyx  tenglama bilan berilgan. Uning ( )12,4,3M  

nuqtadan o`tuvchi urinma tekisligi va normal tenglamalari tuzilsin. 

 14. Gelikoid 

avzvuyvux === ,sin,cos  

tenglamalar bilan berilgan. Uning o`rta egriligini toping. 

 15. Sirt 1=xyz  tenglama bilan berilgan. Uning 03 =−++ zyx  tekislikka 

parallel urinma tekisliklarini toping. 
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 16. Gelikoid uchun geodezik chiziqlarning tenglamalarini yozing           

(14-masala). 

 17. Sirt uvzvuyvux =−=+= ,, 2222  tenglamalar bilan berilgan. Uning 

( )1,1 == vuP  nuqtasidagi 2uv =  chiziq yo`nalishi bo`yicha normal egriligini 

toping. 

18. Sirt 22

2
92 yxz +=  tenglama bilan berilgan. Uning )0,0,0(M  nuqtasidagi 

Dyupen indikatrisasi tenglamasini tuzing. 
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IV BOB 

 

T E N Z O R   A N A L I Z   E L E M E N T L A R I 

 

 

§ 1. Chiziqli formalar 

 

 

Haqiqiy sonlar maydoni ustida aniqlangan chekli o’lchamli chiziqli fazoni V  

bilan, uning o’lchamini esa n  bilan belgilaymiz, ya’ni Vn dim= . Chiziqli fazoda 

aniqlangan 
1: RV →ω  

funksiya uchun  

( ) ( ) ( )yxyx  µωλωµλω +=+  

tenglik ixtiyoriy yx ,  vektorlar va barcha µλ,  xaqiqiy sonlar uchun bajarilsa, ω  

chiziqli forma deb ataladi. Chiziqli V  fazoda aniqlangan hamma chiziqli formalar 

to’plamini  *V  bilan belgilaymiz. 

Teorema 1. Chiziqli formalardan iborat *V  to’plam n  o’lchamli chiziqli fazodir. 

Isbot. Ikkita 21,ωω  chiziqli formalarni qo’shish  

( )( ) ( ) ( )xxx 
2121 ωωωω +=+  

tenglik bo’yicha, va λ  haqiqiy son uchun ω  chiziqli formani λ  songa ko’paytirish  

( )( ) ( )xx  λωλω =  

tenglik bo’yicha aniqlanadi va natijada *V chiziqli fazoga aylanadi. 

Bu kiritilgan amallar uchun chiziqli fazo aksiomalari bajarilishini tekshirish qiyin 

emas. Agar ixtiyoriy x  uchun ( ) 0=xω  bo’lsa, ω  chiziqli *V fazo uchun “nol 

vektor” bo’ladi va 0~  ko’rinishda belgilanadi. 

Endi *V  chiziqli fazoning  o’lchami n ga teng ekanligini ko’rsataylik. Buning 

uchun V  fazodagi birorta },...,,{ 21 neee   bazis uchun 
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( )




≠
=

==
ji
ji

e i
jj

i

        
       , 
,0

1
δω   

qoida bilan n  ta nωωω ,,, 21   chiziqli formalarni aniqlaymiz. Ixtiyoriy  

n
nexexexx 




+++= 2
2

1
1  

vektor uchun ( ) ii xx =
ω  tenglik o’rinli bo’ladi, ya’ni iω  forma x  vektorga uning i -

koordinatasini mos qo’yadi. 

Endi nωωω ,,, 21   formalar *V fazo  uchun bazis ekanligini ko’rsataylik. Agar 

nβββ ,,, 21   haqiqiy sonlar uchun 

0~
1

=∑
=

n

i

i
iωβ  

tenglik bajarilsa, har bir x  vektor uchun  

0)(
1

=∑
=

n

i

i
i xωβ  

tenglik o’rinli bo’ladi. 

Agar jex 
=  bo’lsa, ( ) 0

1
==∑

=
j

i
n

i
i x βωβ   tenglik hosil bo’ladi. 

Demak 021 ==== nβββ   tengliklar o’rinlidir.Bundan esa nωωω ,,, 21   forma-larning 

chiziqli erkli ekanligi kelib chiqadi. 

Endi ixtiyoriy *V∈ω  uchun 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )xxx

exexexx
n

n

n
n











ωαωαωα

ωωωω

+++=

=+++=
2

2
1

1

2
2

1
1

 

tenglikni yozsak, ∑
=

=
n

i

i
i

1
ωαω  tenglikni hosil qilamiz. Bu erda ( )ii eωα =  sonlar ω  

formaning nωωω ,,, 21   bazisdagi koordinatalaridir.� 

Endi nRV =  bo’lgan holda quyidagi teoremani isbotlaymiz. 

Teorema 2. Har qanday ω  chiziqli forma uchun shunday yagona nRx ∈0
  vektor 

mavjud  bo’lib, 

( ) ( )xxx  ,0=ω  

tenglik hamma nRx∈ vektorlar uchun o’rinli bo’ladi. 
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Isbot. Bu teoremani isbot qilish uchun nR  fazoda neee 


 ,,, 21  vektorlardan iborat 

ortonormal bazisni tanlab,unga mos keluvchi  qo’shma fazodagi bazisni nωωω ,,, 21   

bilan belgilaymiz.Bilamizki 

( ) ( ) ( ) ( )xxxx n
n




 ωαωαωαω +++= 2
2

1
1   

tenglik har bir x  uchun o’rinli bo’ladi.  

Endi 

},...,,{ 210 nx ααα=
  

vektorni kiritsak, 

( ) ( ) ( ) ( )xxxxx n
n




 ωαωαωα +++= 2
2

1
10;  

tenglik bajariladi. Albatta 0x  vektor ω  formaga bog’liq. Agar ω forma uchun ikkita 

00 , yx   vektorlar mavjud bo’lib,  

( ) ( ) ( ) ( )xyxxxx  ,,, 00 == ωω       

tengliklar bajarilsa, 

( ) 0,00 =− xyx   

tenglikdan 00 yx 
=  tenglik kelib chiqadi.� 

Endi V  chiziqli fazoda va qo’shma *V  chiziqli fazoda bazis o’zgarganda vektor va 

chiziqli formalarning koordinatalari uchun o’zgarish qoidasini aniqlaymiz. 

Agar neee ~,...,~,~
21

  vektorlar V  chiziqli fazoda boshqa bazis bo’lsa, har bir ie~  

vektorni neee 


 ,,, 21   bazis orqali ifodalaymiz: 

n
n
iii eaeae 




++= 1
1~ . 

va natijada 





















=

n
n

nn

n

n

aaa

aaa
aaa

A









21

22
2

2
1

11
2

1
1

 

matritsani hosil qilamiz. Bu matritsaning determinanti noldan farqli bo’ladi (nima 

uchun?). 

Endi neee ~,...,~,~
21

  bazisga qo’shma nωωω ~,,~,~ 21   bazisni 
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( )




≠
=

==
ji
ji

e i
jj

i

        
         

0
1~~ δω   

qoida bilan aniqlaymiz. Har bir iω~  formani nωωω ,,, 21   bazis orqali ifodalab, 
ni

n
iii bbb ωωωω +++= 2
2

1
1

~  

tenglik yordamida 





















=

n
n

nn

n

n

bbb

bbb
bbb

B









21

22
2

2
1

11
2

1
1

 

matritsani hosil qilamiz. 

Endi 

( ),~~
j

ii
j eωδ =    ~ ∑=

k

ki
k

i b ωω  va ∑=
s

s
s
jj eae ~  

tengliklardan foydalanib tenglikni hosil qilamiz. Bu erda nωωω ,,, 21   va neee 


 ,,, 21  

bazislar o’zaro qo’shma bazis bo’lganligi uchun 

( ) k
ss

k e δω =
  

tenglik o’rinli. Demak  

∑∑ ==
k

k
j

i
k

sk

k
s

s
j

i
k

i
j abab

,
δδ  

munosabatdan }{ i
kb  matritsa }{ k

ja  matritsaga teskari matritsa ekanligi kelib chiqadi. 

Chiziqli V fazoga tegishli x  vektorning neee 


 ,,, 21  bazisdagi koordinatalari 

nxxx ,,, 21   sonlar, neee ~,...,~,~
21

  bazisdagi koordinatalari nyyy ,,, 21  sonlar bo’lsa, 

n
n

n
n eyeyeyexexexx ~~~

2
2

1
1

2
2

1
1 







+++=+++=  

va 

∑= j
j

ii eae ~ ; 

tengliklardan 

∑∑ == ki
k

iki
k

i xbyyax     ,  (1) 

tengliklar kelib chiqadi. Bu formulalar bazis o’zgarganda vektor koordinatalarining 

o’zgarish qonunini ko’rsatadi. 

Endi chiziqli formalar koordinatalari o’zgarish qonunini ko’raylik. 
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Buning uchun 

   ~   , ∑∑ ==
j

j
j

i

i
i ωβωωαω va ∑=

i

ij
i

j b ωω~  

tengliklardan foydalanib 

∑∑ ==
k

k
k
ij

j
j

j
ii ab αββα    ,  (2) 

formulalarni hosil qilamiz. 

 

§ 2. Chiziqli fazoda tenzorlar 

Chiziqli V  fazo va unga qo’shma *V  fazo uchun 
1***: RVVVVVVT

sr

→×××××××       

funksiyani qaraylik. Bu funksiya sr +  argumentli bo’lib r  ta argumenti vektorlar, s  

ta argumenti chiziqli formalardir. 

Ta’rif. Berilgan ( )s
rxxxT ,21

21 ,,,,,,, ωωω 



  funksiya har bir argumenti bo’yicha 

chiziqli bo’lsa (boshqa argumentlari fiksirlangan holda), u ( )sr,  tipdagi tenzor deb 

ataladi. 

Misollar. 

1. Bizga x  vektor berilgan bo’lsa, har bir *V∈ω  chiziqli forma uchun ( )xω  

skalyar miqdor bo’ladi. Demak x  vektorni 1*: RVx →
  funktsiya sifatida 

qarashimiz mumkin. Shuning uchun vektor ( )1,0  tipdagi tenzor bo’ladi. 

2. Har bir  
1: RV →ω  

chiziqli forma ( )0,1  tipdagi tenzordir. Chiziqli forma kovektor deb ham ataladi. 

3. Regulyar Φ  sirtning ( )00 ,vup  nuqtasidagi birinchi kvadratik formasi }{ ijg  

matritsa bilan, ikkinchi kvadratik formasi }{ ijq  matritsa bilan berilsa, 

( )
( ) ji

ijpp

ji
ijpp

baqba

bagba

→ΦΤ×ΦΤ∈

→ΦΤ×ΦΤ∈




,

,,
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funksiyalar ( )0,2  tipdagi tenzorlar bo’ladi. Bu erda }{ },{ ji ba  sonlari mos 

ravishda a  va b


 vektorlarning koordinatalaridir. 

Hamma ( )sr ,  tipli tenzorlar to’plamini ( )Vr
sΤ  deb belgilaymiz. 

Teorema 3. Barcha ( )sr,  tipdagi tenzorlar to’plami chekli o’lchamli chiziqli 

fazodir. 

Avvalo ikkita ( )sr,  tipdagi S ,Τ  tenzorlar va haqiqiy λ  son uchun chiziqli 

amallar quyidagicha aniqlanadi: 

( )( ) ( )+Τ=+Τ S
r

S
r xxxxxxS ωωωωωω ,,,,,,,,,,,,,, 21

21
21

21 











( ),,,,,,,, 21
21  S

rxxxS ωωω 





+  

 

( ) ( ) S
r

S
r xxxTxxxT ωωωλωωωλ ,,,,,,,,,,,,,,)( 21

21
21

21 











= . 

Endi neee 


 ,,, 21  vektorlar chiziqli V  fazoda bazisni, nωωω ,,, 21   kovektorlar 
*V fazoda qo’shma bazisni aniqlasin. 

( )Vr
sΤ  fazoda 

( ) s

s
r
r

s

r
r

s

l
j

l
j

l
j

i
k

i
k

i
k

lll
kkk

ii
jj eee δδδδδδωωω 







2

2

1

1

2

2

1

1

21

21

1

1
,,,,,,, =Ω  

qoida bo’yicha r
s

ii
jj




1
1

Ω  tenzorlarni aniqlaymiz. Bu erda 

njjjiii sr ≤≤ ,,,,,,,1 2121   bo’lib, bu tenzorlar soni srn +  ga teng. Bu 

tenzorlarning chiziqli erkli ekanligini ko’rsataylik. Buning uchun 

0
,,2,11
,,2,11

1
1

1
1

=Ω∑
≤≤
≤≤
nriii

nsjjj

r
s

s
r

ii
jj

jj
ii








α  

tenglikdan 01
1

=s
r

jj
ii


α  tenglik indekslarning hamma qiymatlarida o’rinli ekanligini 

ko’rsataylik. Shu maqsadda 

 

( )∑ Ω s

r
r

s

s

r

lll
kkk

ii
jj

jj
ii eee ωωωα ,,,,,,, 21

21

1

1

1

1









  

ni hisoblaymiz va natijada 
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( )
0

,,,,,,,
1

1,,2,1
,,2,1

2

2

1

1

2

2

1

1

1

1

21

21

1

1

1

1

===

=Ω

∑

∑
s

r
riii

sjjj

s

s
r
r

s

r

s

r
r

s

s

r

ll
kk

l
j

l
j

l
j

i
k

i
k

i
k

jj
ii

lll
kkk

ii
jj

jj
ii eee
























αδδδδδδα

ωωωα
 

tenglikni hosil qilamiz. Demak r
s

ii
jj




1
1

Ω  tenzorlar chiziqli erkli oilani tashkil qiladi. 

Bu tenzorlarning ( )Vr
sΤ  fazoda to’liq oila ekanligini isbotlaylik. Buning uchun 

( )sr,  tipdagi ixtiyoriy Τ  tenzor uchun 

( )s

r

s

r

iii
jjj

ii
jj eee ωωω ,,,,,,, 21

21

1

1






 Τ=Τ  

belgilashni kiritib 

∑ ΩΤ=Τ
siii

rjjj

r
s

s
r

jj
ii

ii
jj

,,2,1
,,2,1

1
1

1
1








  

tenglikni isbotlaymiz. Buning uchun tenglikning o’ng tomonidagi tenzorning 

( )s

r

lll
kkk eee ωωω ,,,,,,, 21

21





  oila uchun qiymatlarini hisoblaymiz: 

( )

s

r
siii

rjjj

s

s
r

r

s

r

siii
rjjj

s

s
r

r

s

r

s

r
siii

rjjj

r
s

s

r

ll
kk

l
l

l
l

l
l

k
k

k
k

k
k

ii
jj

l
i

l
i

l
i

j
k

j
k

j
k

ii
jj

lll
kkk

jj
ii

ii
jj eee



































1

1,,2,1
,,2,1

2

2

1

1

2

2

1

1

1

1

,,2,1
,,2,1

2

2

1

1

2

2

1

1

1

1

21

21,,2,1
,,2,1

1

1

1

1
,,,,,,,

Τ=Τ=

=Τ=

=ΩΤ

∑

∑

∑

δδδδδδ

δδδδδδ

ωωω

 

Demak, tenzorlarning qiymati bazislarni tashkil qiluvchi ixtiyoriy vektorlar va 

kovektorlar oilasi uchun ustma-ust tushadi. Tenzorlarning har bir argument bo’yicha 

chiziqli ekanligidan ularning tengligi kelib chiqadi. Shunday qilib ( )sr  ,  tipdagi 

tenzorlar to’plami chekli o’lchamli chiziqli fazoni tashkil qiladi.� 

Endi chiziqli V  fazoda bazis o’zgarganda tenzorlar koordinatalarining 

o’zgarish qoidasini aniqlaylik. Buning uchun V fazoda yangi bazisni neee ~,...,~,~
21

  bilan 

belgilab, yangi bazis vektorlarini eski bazis orqali ifodalaylik: 

∑
=

=
n

i
i

i
jj ee

1

~ α
 

Yangi bazisga qo’shma nωωω ~,,~,~ 21   elementlarini ham  
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∑
=

=
n

i

ij
i

i

1

~ ωβω  

ko’rinishda yozsak, { }i
jβ  matritsa }{ i

jα  matritsaga teskari matritsa ekanligini 

bilamiz. Bu yangi bazislarga mos keluvchi ( )Vr
sΤ  fazoning bazisi 

( )
s

s
r
r

sr
s

l
j

l
j

l
j

i
k

i
k

i
k

lll
kk

ii
jj eee

δδδδδδ

ωωω

......

~,,~,~,~,,~,~~

2

2

1

1

2

2

1

1

21

21

1

1

=

=Ω 







 

qoida bo’yicha aniqlanadi. Bu yangi bazisning eski bazisdagi koordinatalarini topish 

uchun  

 

( )s

r
r

s

lll
kkk

ii
jj eee ωωω ,,,,,,,~ 21

21

1

1






Ω  

miqdorni hisoblaylik. Buning uchun  

 

∑∑ ==
k

ki
k

i

k
k

k
jj ee ωαωβ ~~        ,   

 

tengliklardan foydalanamiz. Natijada 

 

s

s
r
r

rnnn
smmm

s

s
r
r

s

s
r

r

s

s

s

sr
r

r
r

r
s

l
j

l
j

i
k

i
k

i
k

m
j

m
j

m
j

i
n

i
n

i
n

l
m

l
m

n
k

n
k

n
k

m

m

l
m

m

m

l
mn

n

n
kn

n

n
kn

n

n
k

ii
jj eee

ααβββ

δδδδδδααβββ

ωαωαβββ

















1

1

2

2

1

1

,,2,1
,,2,1

2

2

1

1

2

2

1

1

1

1

2

2

1

1

1

1

1

12
2

2

21
1

1

1

1

1

......

~,,~,~,,~,~~

=

==

=





Ω

∑

∑∑∑∑∑

 

 

Tenglikni hosil qilamiz. Demak, 

 

∑ Ω=Ω
rkkk

slll

r
s

s
s

r
r

r
s

kk
ll

l
j

l
j

l
j

i
k

i
k

i
k

ii
jj

,,2,1
,,2,1

1
1

2
2

1
1

2
2

1
1

1
1

~







  αααβββ  

 

Endi T  tenzorning yangi bazisdagi koordinatalarini topaylik: 
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( )

∑

∑ ∑ ∑∑∑∑

Τ=

=





Τ=

=Τ=Τ

rkkk
slll

s

r

s

s
r

r

s

ss

s
r

r
r

r

s

r

s

r

ll
kk

j
l

j
l

j
l

k
i

k
i

k
i

k l l

lj
l

l

lj
l

lj
l

k
k

k
i

k
k

k
ik

k
i

jjj
iii

jj
ii

eee

eee

,,2,1
,,2,1

1

1

2

2

1

1

2

2

1

1

1 1 2

22

2

11

1
2

2

2

21

1

1

21

21

1

1

,,,,,,,

~,,~,~,~,,~,~~
























βββααα

ωβωβωβααα

ωωω

 

Demak, 

 

∑ Τ=Τ
rkkk

slll

s
r

s
s

r
r

s
r

ll
kk

j
l

j
l

j
l

k
i

k
i

k
i

jj
ii

,,2,1
,,2,1

1
1

2
2

1
1

2
2

1
1

1
1

~







  βββααα  (1) 

formula o’rinli. Bu formula yangi koordinatalarni eski koordinatalar bilan 

}{  },{ i
j

i
j βα  matritsalar orqali ifodalaydi. Bu formulani tenzor o’zgarish qonuni deb 

ataymiz. 1,0 == sr  va 0,1 == sr  bo’lganda bu formula mos ravishda vektor va 

kovektor koordinatalarining o’zgarish qoidasini beradi. 

Bu paragraf oxirida tenzorlar ustida algebraik amallarni kiritamiz. Yuqorida 

tenzorlarni qo’shish va haqiqiy songa ko’paytirish amallari kiritilgan edi. 

1. Agar S ва Τ  tenzorlarning koordinatalari  

s
k

jj
ii


1

1
Τ  va s

r

jj
iiS 


1

1
 lardan iborat bo’lsa, S+Τ  tenzorning koordinatalari  

s
r

s
k

jj
ii

jj
ii S 





1
1

1
1

+Τ  

sonlardan, λ  haqiqiy son uchun Τλ  tenzorining koordinatalari Τ  tenzorning har bir 

koordinatasini shu songa ko’paytirish yordamida hosil bo’ladi, ya’ni  

s
r

jj
ii


1

1
Τλ  

sonlariga teng bo’ladi. 

Endi boshqa algebraik amallarni kiritamiz.Qulaylik uchun 30 ≤≤ r , 30 ≤≤ s  

hollarni ko’ramiz. 

2. Tenzorlarni ko’paytirish. Tenzorlarni ko’paytirish uchun ularning tiplari bir xil 

bo’lishi shart emas. Tenzor ko’paytma koordinatalari berilgan ikkita tenzorlarning 

koordinatalarini ko’paytirish natijasida hosil bo’ladi. Agar ( )3,2  tipdagi Τ  
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tenzorning koordinatalari 321
21

jjj
iiΤ , ( )2,1  tipdagi S  tenzorning koordinatalari 

21ββ
αS  bo’lsa, S⋅Τ  tenzorning koordinatalari 

21321
21

ββ
αSjjj

ii ⋅Τ  

sonlardan iborat bo’ladi. Demak ko’paytma  

321
54321

5,4,3,2,1
3,2,1

54
3

321
21

iii
jjjjj

jj
i

jjj
ii

jjjjj
iii

SS ΩΤ=⋅Τ ∑  

ko’rinishda bo’ladi. 

3. Bir xil tipdagi indekslarni almashtirish. Bizga Τ  tenzor berilgan bo’lsa, uning 

koordinatalarida ixtiyoriy 2 ta bir xil indeks joylarini almashtirish yordamida 

boshka tenzorni hosil qilamiz. Masalan )0,3(  tipdagi Τ  tenzorning koordinatalari 

ijkΤ  sonlardan iborat bo’lsa, koordinatalari ikjΤ  sonlardan iborat tenzor  

∑ ΩΤ=
ijk

ijk
ikjR  ko’rinishda bo’ladi. 

Xuddi shunday )2,0(  tipdagi }{ ijΤ  tenzor uchun  

∑ ΩΤ=
ij

ij
jiR  

formula bilan boshqa tenzorni hosil qilamiz. 

4. Indekslar bo’yicha yig’ish. Bizga ( )3,2  tipdagi }{ 321
21

jjj
iiΤ  tenzor berilgan 

bo’lsa, 

∑Τ=
k

kjj
ki

jj
iR 31

2
31

2
 

qoida bo’yicha 31
2

jj
iR  sonlarni aniqlasak, ( )2,1  tipdagi }{ 31

2

jj
iR  tenzorni hosil qilamiz. 

Bu amal k-indeks bo’yicha yig’ish deb ataladi. 

5. Indekslarni tushirish va ko’tarish. Bizga ( )0,2  tipdagi }{ ijaA =  tenzor berilgan 

va 0det ≠A  bo’lsin. Teskari 1−A  matritsa elementlarini ika  bilan belgilasak, 
i
jkj

ik aa δ=∑  tenglik o’rinli bo’ladi. 
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Endi bizga ( )2,3  tipdagi }{ 21
321

jj
iiiΤ=Τ  tenzor berilgan bo’lsa, 

∑ Τ=
k

jj
iki

ikjij
ii aS 21

21
21

21
 

qoida bilan ( )3,2  tipdagi }{ 21
21
jij

iiS  tenzorni aniqlaymiz. Bu operatsiya indeksni 

ko’tarish operatsiyasi deb ataladi. Xuddi shunday  

∑ Τ=
k

kj
iiki

j
ijii aS 1

21
1

21
 

qoida bilan ( )1,4  tipdagi }{ 1
21

j
iiiS  tenzorni aniqlash mumkin. Bu operatsiya 

indekslarni tushirish opratsiyasi deyiladi. 

Tenzor belgilashlar: 

Tenzor analizda qulaylik uchun quyida va yuqorida bir xil marotaba takrorlanuvchi 

indekslar buyicha yig’indi yozilganda yig’indi belgisi yozilmaydi. 

Masalan, 

∑
=

==
n

i
i

i
i

i exexx
1


 

21

21

21

21

jj
iki

ik

k

jj
iki

ik aa Τ=Τ∑  

demak  
21

21

21

21

jj
iki

ikjij
ii aS Τ=  

Keyinchalik bu qoidadan foydalanganimizda bu haqda eslatib o’tirmaymiz. 
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§ 3. Sirtlarda tenzor maydonlar 

 

Regulyar Ф  sirt berilgan bo’lib, u 

( ) ( ) Gvuvurr ∈= ,                ,,
   (1) 

tenglama yordamida parametrlangan bo’lsin. 

Ќar bir ),( vup  nuqta uchun sirtning shu nuqtadagi urinma fazosini ΦΤp  

bilan belgilagan edik. Urinma fazoga qo’shma fazoni ΦΤ∗
p  bilan belgilab, ( )sr ,  

tipdagi tenzorni 

( ) 1***:, RvuR
s

ppp

r

ppp →ΦΤ××ΦΤ×ΦΤ×ΦΤ××ΦΤ×ΦΤ
  


  

  

akslantirish sifatida aniqlaymiz. 

Ta’rif-1. Sirtning har bir nuqtasiga 

( ) ( )vuRvu ,, →  

akslantirish bilan ( )sr ,  tipdagi tenzor mos qo’yilgan bo’lsa, Ф  sirtda ( )sr ,  tipdagi 

R  tenzor maydon berilgan deyiladi. 

Misollar. 

1. Sirtda aniqlangan vektor maydon )1,0(  tipdagi tenzor maydonga misol bo’ladi. 

2. Sirtda aniqlangan chiziqli forma maydoni )0,1(  tipdagi tenzor maydondir. 

3. Sirtning 1 chi va 2 chi kvadratik formalari рam sirtda )0,2(  tipdagi tenzor 

maydonlarni aniqlaydi. 

Agar { } { }2121 ,,, bbbaaa ==
  vektor maydonlar, { } { }ijij qg ,  matritsalar mos ravishda 

1–chi va 2–kvadratik formalar matritsalari bo’lsa,  

( ) ( ) ∑∑ =Τ=Τ
ji

ji
ij

ji

ji
ij baqbabagba

,
2

,
1 ,     ,,


 

formulalar 
1

21 :, Rpp →ΦΤ×ΦΤΤΤ  

tenzor maydonlarni aniqlaydi. 
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Ma’lumki ( )vup ,  nuqtadagi ΦΤp  urinma fazo uchun vu rr   ,  vektorlar bazisni 

tashkil qiladi. Qo’shma ΦΤ∗
p  fazodagi 21 , pp ωω  qo’shma bazis  

( ) i
ju

i
p j

r δω =
  

qoida bo’yicha aniqlanadi. Bu erda vuuu == 21 ,     belgilashlar kiritilgan, 2,1 ≤≤ ji . 

Biz bilamizki, agar Ф  sirt yetarli darajada silliq bo’lsa, vu rr   ,  vektorlar vu   ,  larning 

differensiallanuvchi funksiyalaridir. Xuddi shuningdek 21
p   , pωω  chiziqli formalar 

ham vu   ,  argumentlarning differensiallanuvchi funksiyalari bo’ladi. Buni ko’rsatish 

uchun 21
p , pωω  formalarning ixtiyoriy silliq X  vektor maydon uchun qiymatlari 

vu   ,  argumentlarning differensiallanuvchi funksiyalari ekanligini ko’rsatishimiz 

kerak. Agar 

( ) ( ) ( )vuarvuarvuX vu ,,, 21 
+=  bo’lsa, 

( ) ( ) ( ) ( )vuaXvuaX pp ,    ,, 2211 == ωω  

tengliklar o’rinlidir. X  silliq vektor maydon bo’lganligi uchun ( ) ( )vuavua ,  ,, 21  

funksiyalar differensiallanuvchidir. 

Ta’rif 2.Berilgan R tenzor maydon  uchun  

( )s

rjjj

s

r

i
p

i
p

i
puuu

ii
jj rrrRR ωωω ,...,,,,...,, 21

21

1

1

...
...


=  

funksiyalar differensiallanuvchi bo’lsa, R  differensiallanuvchi tenzor deb ataladi. 

Bu erda 2,...,,,,...,,1 2121 ≤≤ rs jjjiii . 

Ta’rifda kiritilgan funksiyalar R  tenzorning koordinata funksiyalari deb ataladi. 

Endi geometriyada muhim rol o’ynaydigan egrilik tenzorini kiritamiz. Buning 

uchun avvalo vektor maydonlar uchun kommutator tushunchasini kiritamiz. 

Ф  sirtda differensiallanuvchi X  va Y  vektor maydonlar berilgan bo’lsin. Bu 

vektor maydonlarni 

( ) ( )
( ) ( ) vu

vu

rvuyrvuyY
rvuxrvuxX




,,

,,
21

21

+=

+=  

ko’rinishda yozib 
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[ ]( ) v
i i i

i

i

i
u

i

i

i

i r
u
xy

u
yxr

u
xy

u
yxvuYX 



















∂
∂

−
∂
∂





+












∂
∂

−
∂
∂

= ∑ ∑
= =

2

1

2

1

2211

,,  (2) 

qoida bilan yangi ],[ YX  vektor maydonni hosil qilamiz. Bu vektor maydon X  va Y  

vektor maydonlarning kommutatori deb ataladi. 

Agar 1: Rf →Φ  differensiallanuvchi funksiya bo’lsa, har bir silliq X  vektor 

maydon yordamida 

( ) ∑
= ∂
∂

=
2

1i

i

i

x
u
ffX  

qoida bilan ( )fX  funksiya aniqlanadi. Bu ( )fX  funksiyaning ( )vup ,  nuqtadagi 

qiymati f  funksiyaning )( pX  vektor yo’nalishi bo’yicha hosilasidir. 

Endi kommutator haqida quyidagi teoremani isbotlaymiz. 

Teorema 4.Silliq YX   ,  vektor maydonlar va differentsiallanuvchi f  funksiya 

uchun quyidagilar o’rinlidir: 

1) [ ] 0, =XX ; 

2) [ ] [ ]XYYX ,, −= ; 

3) [ ] [ ] [ ] 1
2121  ,    , ,,, RYXYXYXX ∈+=+ µλµλµλ ; 

4) [ ] [ ] ( ) [ ] [ ] ( )YfXYXffYXXfYYXfYfX +=−= ,,    ,,, ; 

5) [ ]( ) ( )( ) ( )( )fXYfYXfYX −=, ; 

6) [ ][ ]ZYX ,, + [ ][ ]XZY ,, + [ ][ ]YXZ ,, =0. 

Isbot. Teorema isboti kommutatorning aniqlanishi va differensiallash qoidalaridan 

bevosita kelib chiqadi. Shuning uchun faqat 4-punktni isbotlab, qolgan punktlarni 

isbotlashni o’quvchilarga havola etamiz. 

Silliq 

( ) ( ) vu rvuxrvuxX  ,, 21 +=  

vektor maydon va differensiallanuvchi f  funksiya berilgan bo’lsa, 

( ) ( ) vu rvufxrvufxfX  ,, 21 +=  

tenglikni hisobga olib, [ ]YfX,  kommutatorni hisoblaymiz: 
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Xuddi shunday 

 

[ ] [ ] ( )YfXYXffYX += ,,  

tenglikni hosil qilamiz.� 

Sirtda yotuvchi va 

( )
( )
( )








==
<<=

=

tzz
btatyy

txx
           

tenglamalar bilan berilgan γ  chiziq va X  vektor maydon uchun  

( ) ( ) ( )( )tztytxXt ,,)( =′ρ
  

tenglik bajarilsa, γ  chiziq X vektor maydonning integral chizig’i deb ataladi. Bu 

yerda )}(),(),({)( tztytxt =ρ
 . Bu tenglik differensial tenglamalar sistemasi bo’lganligi 

uchun, har bir Ф),,( 000 ∈zyx  nuqtasidan chiquvchi X  vektor maydonning 

integral chizig’i mavjud. 

Bu fakt 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) { } .

,,
,,

0000



=
=′

zyxt
tztytxXt

ρ
ρ





 (3) 

Koshi masalasining yechimi mavjudligidan kelib chiqadi. Demak ( ) Φ∈000 ,, zyx  

nuqta uchun ),( 00 εε +− tt  oraliqda aniqlangan )(tρ  vektor funksiya mavjud 

bo’lib, u (3) sistemani qanoatlantiradi. 

Sirtda aniqlangan differensiallanuvchi Y  vektor maydon berilgan bo’lsa, har 

bir ),( bat∈  uchun X  vektor maydonning integral chizig’iga tegishli 

))(),(),(( tztytx  nuqtada ))(),(),(( tztytxY vektor aniqlangan bo’ladi. Endi  
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( ) ( ) ( ) ( )( )
0

,,,, 000
tt

X dt
tztytxDYzyxY

=

=∇  

qoida bilan YX∇  vektor maydonni Φ  sirtda aniqlaymiz. Bu erda )( 00 txx = ,  

)(),( 0000 tzztyy == belgilashlar kiritilgan. Bu vektor maydon uchun quyidagi 

teorema o’rinlidir. 

Teorema 5. Silliq ZYX ,,  vektor maydonlar va differentsiallanuvchi gf ,  

funktsiyalar uchun quyidagilar o’rinlidir: 

1) ( ) ZYZY XXX ∇+∇=+∇  

2) ( ) ( )YfXYffY xX +∇=∇  

3) ZgZfZ YXgYfX ∇+∇=∇ + . 

Isbot. 1.Birinchi tenglikni isbotlash bevosita kovariant differensialni hisoblash 

yordamida amalga oshiriladi. 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
=

+
=+∇

= 0

,,,,, 0,00
tt

X dt
tztytxZtztytxYDzyxZY  

( ) ( )0,000,00 ,,
00

zyxZzyxY
dt

DZ
dt

DY
XX

tttt

∇+∇=+=
==

  

Bu yerda ( ) { })(),(),( tztytxt =ρ
  vektor funktsiya X  vektor maydonning 0tt =  

bo’lganda ( ) Φ∈000 ,, zyx  nuqtadan o’tuvchi integral chizig’ini aniqlaydi. 

2. Ikkinchi tenglikni isbotlash bevosita kovariant differensialni hisoblash yordamida 

amalga oshiriladi. 

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )000000

000
000

000

,,,,

)(),(),(,,,,

)(),(),(,,

00

0

zyxYfXzyxYf
dt

tztytxdfzyxY
dt

zyxfDY

dt
tztytxfYDzyxfY

X

tttt

tt
X

+∇=

=+=

==∇

==

=

  

 

3. Teoremaning 3-qismini isbotlash uchun  

ZfZ XfX ∇=∇  va ZZZ YXYX ∇+∇=∇ +  

tengliklarni isbotlash yetarlidir.Avvalo 

ZfZ XfX ∇=∇  
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tenglikni isbotlaylik.Buning uchun ( ) ),,(1 zyxfXt =′ρ
  sistemaning yechimini 

{ })(~),(~),(~ tztytx  bilan, ( ) ),,( zyxXt =′ρ
  sistemani yechimini { })(),(),( tztytx  bilan 

belgilasak 

)()(~
)()(~
)()(~

tzftz
tyfty
txftx

′=′
′=′
′=′

 

 

tengliklar o’rinli bo’ladi. 

Endi shu tengliklarni hisobga olib, ),,( zyxZfX∇  ifodani hisoblaymiz. 
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 Endi ZZZ YXYX ∇+∇=∇ +  tenglikni hisoblash uchun  

( ) ),,(),,(1 zyxYzyxXt +=′ρ  

sistemaning 0tt =  bo’lganda ),,( 000 zyx  nuqtadan chiquvchi yechimini 

{ })(~),(~),(~ tztytx  bilan belgilasak, 

 

)()()(~
)()()(~
)()()(~

1
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1
1

1
2

1
1

1
2

1
1

tztztz
tytyty
txtxtx

+=′

+=′

+=′

 (4) 

 

tengliklar o’rinli bo’ladi. Bu erda { })(),(),( 111 tztytx  va { })(),(),( 222 tztytx  vektor 

funksiyalar mos ravishda X  va Y vektor maydonlarning 0tt =  da ( )000 ,, zyx  

nuqtadan chiquvchi integral chiziqlarni aniqlaydi. Endi (4) tengliklarni hisobga olib 

( )( )000 ,, zyxZYX +∇  ni topamiz: 
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Endi egrilik tenzorini aniqlashga kirishaylik. Buning uchun ZYX ,,  vektor 

maydonlar uchun  

( ) [ ]ZZZZYXR YXXYYX ,, ∇−∇∇−∇∇=  

vektor maydonni kiritamiz. Bu vektor maydon ixtiyoriy uchta silliq ZYX ,,  vektor 

maydonlar va ω  kovektor maydon uchun 

( ) ( )( )ZYXRZYX ,,,, ωω →  

qoida bo’yicha )1,3(  tipdagi tenzor maydonni aniqlaydi. Geometriyada ( )ZYXR ,  

ifodani egrilik tenzori deb atashadi. Bu tenzorning nomidagi “egrilik” qo’shimchasi 

quyidagi teorema bilan asoslanadi. 

Teorema 6. Sirtda aniqlangan silliq YX ,  vektor maydonlar har bir nuqtada 

ortonormal sistemani aniqlasa,  

( )( )YXYXRIK ,,−=  

tenglik o’rinlidir. 

Bu erda K –sirtning Gauss egriligi bo’lib, I esa sirtning birinchi kvadratik 

formasidir. 

Isbot. Teorema shartiga ko’ra har bir Ф∈p  uchun )(  ),( pYpX  vektorlar 

o’zaro ortogonal birlik vektorlardir. Shuning uchun 

YbXbr
YaXar

v

u

21

21

+=
+=





    (5) 

tengliklarni yoza olamiz. Endi R  ning har bir argumenti bo’yicha chiziqli 

ekanligidan 

( )( ) ( ) ( )( )YXYXRIbabarrrrRI vuvu ,,,, 2
1221 −=
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tenglikni hosil qilamiz. Bu yerda (5) sistemadan 

( ) ( ) 2
122211

2222
1221 , gggrrrrbaba vuvu −=−=−

  

tenglikni olish qiyin emas. Demak, teoremani isbotlash uchun 
( )( ) K

ggg
rrrrRI vuvu =

−
− 2

122211

,, 

 

tenglikni isbotlashimiz kerak. 

Buning uchun avvalo 

kjiu u
k

jiur rГr 
 =∇   (6) 

tenglikni isbotlaylik. Kovariant differensialni topish uchun iur


 vektor maydonning 

integral chizig’i  tui =  tenglama bilan aniqlanishini hisobga olsak  

[ ]τ
τ

ij

jj

jiu uu
uu

ur r
dt
rd

dt
rD

r 



 =








==∇  

tenglikni hosil qilamiz. 

Endi 

∑ +=
k

jiu
k
jiuu nqrГr

kij

  

derivatsion formuladan foydalansak (6) tenglikni hosil qilamiz. Bundan tashqari 

[ ] 0, =vu rr     (7)  

tenglik ham o’rinlidir. Bu erda [ ] 0, =vu rr   esa ur
  va vr

  vektor maydonlarning 

kommutatoridir. Yuqoridagi (5) va (6) tengliklarni hisobga olib 
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tenglikni hosil qilamiz. 

Endi ( )( )vuvu rrrrRI  ,,  ni hisoblaymiz: 
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tenglikni hosil qilamiz. Bu yerda ( )vum rrIg
m

 ,2 =  bo’ladi. Demak,  
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tenglik o’rinlidir. 

Biz Gauss egriligini hisoblash uchun 

A
BK

det
det

=  

formuladan va 

21122111211
2
122211det m

m
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uv
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ΓΓ−ΓΓ+Γ

∂
∂

−Γ
∂
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tenglikdan foydalansak, 

( )( )YXYXRIK ,,−=  

tenglik kelib chiqadi.� 

 

 

 

§ 4. Fazoda tenzor maydonlar (misollar) 

 

Fazoda ( )nxxxx ,...,, 21=  nuqta berilgan bo’lsa, boshi shu nuqtaga qo’yilgan 

vektorlar to’plami chiziqli nR  fazoni tashkil etadi. Bu vektorlar fazosini n
xRT  bilan 

belgilaymiz.  

Bizga nRG ⊆  soha berilib, uning har bir x  nuqtasiga bitta ( )n
x

s
rx RTS Τ∈  

tenzor mos qo’yilgan bo’lsa, G  sohada ),( sr  tipdagi xSxS →:  tenzor maydon 

berilgan deyiladi. Demak har bir x  uchun 
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1*** ......: RRTRTRTRTRTRTS
s

n
x

n
x

n
x

r

n
x

n
x

n
xx →×××××××

    
 

funksiya ),( sr  tipdagi tenzordir. 

Agar ( )xs
r

jj
ii

...
...
1

1
Τ  bilan xS  tenzorning koordinatalarini belgilasak, bu koordinatalar 

x  nuqtaning funksiyalaridir. 

Ta’rif. Berilgan G  sohada 

( )xs

r

jj
ii

...
...
1

1
Τ  

funksiyalar differensiallanuvchi bo’lsa, S  silliq tenzor maydon deb ataladi. 

Misollar. 

1. Berilgan G  sohada differensiallanuvchi ),...,,( 21 nxxxf  funksiya aniqlangan 

bo’lsa, uning x  nuqtadagi gradiyenti ( )








∂
∂

∂
∂

∂
∂

== nx
f

x
f

x
fxgradfxT ,...,,)( 21  (1,0) tipdagi 

tenzor bo’lib, n
xRTa ∈  vektorga 

n
n

x
fa

x
fa

x
faaxT

∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

= 


2
2

1
1))((  

sonini mos qo’yadi. Agar berilgan funksiya f  kamida ikki marta differensiallanuvchi 

bo’lsa, ( )xTx→  moslik ( )0,1  tipdagi silliq tenzor maydondir. 

2. Inersiya momentlari tenzori. Uch o’lchamli evklid fazosida O  nuqta 

(koordinata boshi) atrofida aylanayotgan qattiq jism berilgan bo’lsin. Qattiq jism 

o’zaro vaziyatlari o’zgarmaydigan N  ta material nuqtadan iborat bo’lib, ularning 

massalari Nmmm ,...,, 21 , t  vaqtdagi koordinatalari esa ( ) ( ) ( )txtxtx N
 ,...,, 21  vektorlar 

bilan aniqlansin deb faraz qilamiz. Bu vektorlarni 

( ) { } ( ) { }
( ) { })(),(),(

)(),(),()(),(),(
321

3
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2
2

1
22

3
1

2
1

1
11

txtxtxtx
txtxtxtxtxtxtxtx

NNNN =
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 ..., ,      , 
 

ko’rinishida yozib, 

∑∑
==

+−=
N

k
kk

N

k

ijj
k

i
kkij xmxxma

1

2

1

δ  

 formula bilan simmetrik }{ ija  matritsani aniqlaymiz. 
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Agar qo’zg’almas O  nuqta orqali l  to’g’ri chiziq o’tkazib, uning birlik 

yo’naltiruvchi vektorini { }321 ,, eeee =
  bilan belgilasak jismning l  o’qqa nisbatan 

inersiya momenti )(lH  uchun 
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δ
 

tenglik рosil bo’ladi. Bu skalyar miqdor jismning inersiya momentidir. Bu yerdagi 

{ }ija  matritsa )0,2(  tipdagi tenzor maydon bo’lib, u inersiya momentlari tenzori deb 

ataladi. 

3. Deformatsiya tenzori. Bizga nR  fazodagi birorta G  soрani to’ldiruvchi 

tutash muрit berilgan bo’lsin. Bu muрit tashqi kuch ta’sirida deformatsiyalansa, 

),...,,( 21 nxxx  nuqta ))(),...,(( 11 xuxxux nn ++  nuqtaga o’tadi. Ikkita yaqin 

( )nxxxA ,...,, 21  va ( )nyyyB ,...,, 21  nuqtalar orasidagi masofa  

( ) ( )∑∑
==

∆=−=∆
n

i

i
n

i

ii xyxe
1

2

1

22)(  

ko’rinishda bo’ladi. Bu yerda iii xxy ∆−=  deb hisobladik. Bu nuqtalar 

deformatsiyadan keyin BA ~  , ~  nuqtalarga o’tsa, A~  va B~  nuqtalar orasidagi masofa 

kvadrati uchun 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )∑∑

∑ ∑
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uxxuxyuye
 

tenglik o’rinli. 

Agar ∑ ∆
∂
∂

=∆ k
k

i
i x

x
uu  tenglikni hisobga olsak  
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tenglikni olamiz. 

Agar deformatsiyani aniqlovchi )(xui  funksiyalar yetarli darajada kichik 

bo’lsa,  

( ) ( ) ∑ 
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dxdx
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udeed
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22~  (1) 

munosabat o’rinli deb hisoblashimiz mumkin. 

Biz  

i

j

j

i

ij x
u

x
ux

∂
∂

+
∂
∂

=)(η  

belgilash yordamida )0,2(  tipdagi tenzor maydonni aniqlaymiz. Bu tenzor maydon 

deformatsiya tenzori deb ataladi. Bu tenzor yordamida (1) ni  

( ) ( ) ji
ij dxdxdeed η=− 22~  

ko’rinishda yoza olamiz. Bu yerda takrorlanuvchi indekslar bo’yicha yig’indi belgisi 

yozilmagan. 

 

§ 5. Kuchlanish tenzori va Guk qonuni. 

 

Deformatsiyalangan elastik jismda kuchlanish paydo bo’ladi. Jismning P  

nuqtasidan o’tuvchi tekislikda bu nuqtani o’z ichiga oluvchi kichkina sohachani dG , 

uning P  nuqtadagi normal vektorini )(Pn  bilan belgilab, sohada normal vektor 

yordamida oriyentatsiya kiritamiz: )(PnP →  moslik uzluksiz bo’lishini talab 

qilamiz. Bu elastik jismni P  nuqta atrofida sohacha ikki qismga ajratadi. Kuchlanish 

deganda jism bir qismining ikkinchi qismiga ta’sir kuchi tushuniladi. Bu kuchni F


 

bilan belgilasak, u normal vektorning funksiyasi bo’ladi, chunki P  nuqtadan o’tuvchi 
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tekisliklar cheksiz ko’p, shuning uchun har bir tekislikda sohachalar olib, ularning 

shaklini e’tiborga olmaymiz. 

Mexanikada F


 kuchni normal vektorning chiziqli funksiyasi deb 

hisoblanadi(bu holda real jarayondan juda ko’p uzoqlashmaymiz). Bundan tashqari 

ta’sir etuvchi kuch soha yuzasi ds  ga to’g’ri proporsional deb qabul qilamiz. Shunda  

dsnQF ji
j

i =  

tenglikni olamiz. Bu yerdagi matritsa i
jQ  )1,1(  tipdagi tenzor maydonni aniqlaydi va 

kuchlanish tenzori deb ataladi. Kuchlanish va deformatsiya tenzori orasidagi 

bog’lanishni beruvchi Guk qonuni 

kl
ikl
j

i
jQ ηα=  

ko’rinishda yoziladi. Bu yerda fazo o’lchami uchga teng bo’lganligi uchun ikl
jα , 

funksiyalar soni 81 ta bo’ladi: 43381 == + sr . 

 

IV- bobga doir mashq va masalalar 

1. Berilgan 
222),,( zyxzyxf ++=  funksiyaning )1,1,1(P  nuqtadagi { }0,1,2=a  vektor yo’nalish 

bo’yicha hosilasini toping. 

 Yechish. Buning uchun avvalo f  funksiyaning gradiyentini topamiz: 

.,,),,(
222222222 
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zyx
z

zyx
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zyx
xgradfzyxω  

 

Biz bilamizki, ω  kovektor maydon bo’lib, uning  

3
3

0
3

1
3

2))(1,1,1( =++=aω  

qiymati f  funksiyaning P  nuqtadagi a  yo’nalishi bo’yicha hosilasidir. Bu erda 

),,( zyxω  kovektor { }0,0,0/3RG =  sohada aniqlangan silliq kovektor maydondir. 

2. Tekislikda berilgan ( ) { }xyyxX ,, =  vektor maydonning integral 

chiziqlarini toping.  
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Bu vektor maydonning ),( 00 yx  nuqtadan chiquvchi integral chizig’ini topish 

uchun  
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yx




 

sistemani 00 )0(,)0( yyxx ==  boshlang’ich shartlar bilan yechamiz. Bu yerda 
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matritsaning xos sonlari 1,1 21 =−= λλ , xos vektorlari esa 
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vektorlardan iboratdir. Shuning uchun yechim vektor ko’rinishda 

( ) tt eeceectr 2211


+= −  tenglama bilan, koordinatalar orqali yozsak 
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ecectx
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tenglamalar bilan beriladi. Boshlang’ich shartlarni hisobga olib 
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0000
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  (1) 

tenglamalarni olamiz. Demak ),( 00 yx  nuqtadan chiquvchi integral chiziq (1) 

parametrik tenglamalar bilan beriladi. 

3. Doiraviy silindrning Gauss egriligini toping. 

Buning uchun 222 Ryx =+  tenglamadan foydalanib 
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v
RuR  

parametrik tenglamalarni yozamiz. Aniqlik uchun ),( vuP  nuqta atrofida 22 uRy −=  

tenglik o’rinli bo’lsin.Endi 
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hosilalarni hisobga olib uvu rrrR  ),(  ni hisoblaymiz. 
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Bu yerda kГ12 –koeffitsiyentlar 221211 ,, ggg  funksiyalar orqali ifodalanadi. Bizda esa 

{ }ijg  koeffitsientlar faqat u  ga bog’liq. Shuning uchun 012 =∂
∂ kГ
u

 tenglik 2,1=k  

bo’lganda o’rinlidir. 

Demak, 
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Mustaqil ish uchun masalalar 

 

1. Berilgan funksiyalarning berilgan nuqtalarda ko’rsatilgan yo’nalishlar bo’yicha 

hosilalari hisoblansin. 

 

1) ( ) { }4,2,1,1,1,1,2),,( 22 −=−Ρ−+= axzyxzyxf         

2) ( ) { }1,1,1,2,0,3,),,( 2 =Ρ−+= azyexezyxf xy        

3) ( ) { }5,4,,1,1,),,( =Ρ−= a
x
y

y
xzyxf                      
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2. Berilgan funksiyalarning ko’rsatilgan nuqtalardagi berilgan chiziqlar yo’nalishlari 

bo’yicha hosilalarini toping. 

a) 5:),2,1(,),( 2222 =++= yxPyxyxf γ  

b) 1
24

:),1,2(,2),(
22

2 =++=
yxPyxyyxf γ  

v) 9:),4,5(,),( 2222 =−−= yxPyxyxf γ  

3. Bizga regulyar sirtda silliq Y  vektor maydon berilgan bo’lsa, 

( ) ( )YY x∇→ωω,  

moslik )1,1(  tipdagi tenzor maydonni aniqlanishini ko’rsating. 

4. Egrilik tenzori yordamida ikki o’lchamli sferaning Gauss egriligini toping. 

5. Egrilik tenzori yordamida elliptik paraboloidning Gauss egriligini рisoblang. 

6. Tekislikda berilgan ( ) { }yxyxX ,, =  vektor maydonning integral chiziqlarini toping. 

7. Tekislikda berilgan ( ) { }yxyxX ,, =  va { }xyY −= ,  vektor maydonlarning 

kommutatorini toping. 
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