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. Kirish

* Funksional analiz matematikaning alohida bo‘limi 'sifa:itida XVIII asrning
oxiri va XIX asr boshlarida shakllana boshlangan. Funksional analizga oid
dastlabki ilmiy ishlar italyan matemagi Volterra, fransuz matematigi Puankare
va nemis matﬁmatigi Hilbertga. t;aalluqlidir. Metrik fazo tushunchasi fanga )
fransuz matematigi Freshe tomonidan XX asr boshlarida kultllgan, normalan-
gan fazo tushunchasi 1922 yllda polyak matcmatlgn Banax va unga bog hq -
bo‘lmagan holda amerikalik matematik Viner tomonidan kiritilgan.

Ma’lumki universitetlarning " Mabematika",, "Mexanika" va " A,maliy ‘ma_.—
tematika va informatika"" yo;nalisﬁiari' lichuh;t,uz‘ilgénjo‘qtiv. -rejadaf v"FﬁtiAk-il'{":
sional analiz" fani ko'zda tutilgan bo‘lib, ushbu fan iktisoslik fanlar ichida
asosiy o'rin tutadi. o

Universitetlarda "Funksional analiz" kursi asosan ikki gismdan iborat, ular
shartli ravishda quyidagicha nomlanadi:

I qism. Haqigly ozgaruvchining funksiyalari nazariyasi.
IT gism. Operatorlar nazariyasi.

Amaldagi "Funksional analiz" kursi fan dasturida I gism "O*lchovh to'p-
lamlar nazariyasi®, - "Lebeg integrali" vab"bMetrik fazolar" bo'limlarini oz
 ichiga oladi. II gism esa, "Norma.langén fazolar" va "Operatorlar nazariyasi"

bo‘limlarini oz ichiga oladi. Universitetilarning matematika mutaxassisligida .
ta'lim oluvehi talabalar uchun "Funksional analiz" kursidan o‘zbek alifbosi-
-da, birinchi marotaba akademik T.A. Sarimsoqov tomonidan darslik nashr
etilgan (T.A. Sarimsoqov. Haqiqiy o'zgaruvchining funksiyalari nazariyasi;
T.A. Sarimsoqov. Funksional analiz kursi). Oliy o‘quv yurtlarida ta’lim shak-
li ikki bosqichli tizimga (bakalavriatura va magistratura) o‘tishi munosabati
bilan OTMlari barcha fan dasturlarida f

o'zgarishlar o'z navbatida barcha yo‘naiil




qo‘llanmalarni ishlab chigishni talab etmoqda. Ushbu [6, 7] o‘quv qo‘llanmalar,
universitetlarning bakalavriatura o‘quv rejasidagi "Funksional analiz" kursidan

yugoridagi ehtiyojlarni qonditishv magsadida yaratilgandir.

Mazkur o‘quv qo‘llanma, universitetlarning matémaﬁka yo'nalishi talabalari
‘ublmh "Funksional analiz" kursidah amaliy mashg‘ulotlarrﬁ olib bbriéhda
[ot:in yozuviga asoslangan o‘zbek alift;osida adabiyotlar 'ta;nqislvigining‘oldini
6lish iniaésadi&é. yozifnioqda. Mazkur qo‘llanmada. "Funksional axtai‘i‘z;' f#ni- :
mng I qismini tashkil etuvchi o‘ichovli to‘plamlar nazarlya& Lebeg mtegrah
. va metrlk fazolarga oid mavzular uchun teglshll ta nﬂa,r xossala,r teoremalar
bayom benlgan shunmgdek mlsol va mabalalar namuna blfdtlda, yechlb ko T8a-~

tllgan

Blrmchl bo‘lim o'Ichovli to‘plamlar nazanyaslga bag' 1shla,ngrm bo'lib, qo‘l-
la.nmada to‘plamlar va ularning o‘lchovlariga oid mavzular bayon qilinadi.
Har bir mavzuga oid asosiy tushunchalar ta’rifi, asosiy teoremalar va xos-
salar keltirilgan. Qo‘ﬂanma to‘plamiar, akslantiri;h!ar, to‘plamlar quvvati,
to‘plamlar sistemasi, o'lchovli to‘plamlar, o‘lchovning umumiy ta’rifi va o‘lchov-
ni Lebeg ma’nosida davom ettirish kabi mavzularni o'z ichiga oladi. Har bir
mavzu namunaviy misollar bilan boyitilgan. Shuningdek, mavzularni o‘zlash-
tj.irish' va. mustaqil of rganish uchun yetarlicha misol va masalalar bérilgaJ;Q '

‘Tkkinchi bo‘lim iﬁt‘egra.llar nazariyasiga bag‘ishlangan. Qo‘llanmada o'lchovli
funksiyalar, o‘lchovli funksiyalar ketma-ketliklarining yaqinlashishiari, Lebeg
integrali, monoton funksiyalar, o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar, absolyut
-uzluksiz funksiyalar va Lebeg-Stiltes integraliga oid ma'lumotlar bayon gilina-
di. Har bir mavzuga oid asosiy tushunchalar ta’rifi, teoremalar va xossalar kel-
tirilgan. Barcha mAa.vvzulavr bo‘yicha namunaviy misollar yechimi bilan berilgan.
Shuningdek, talabalar mavzularni yaxshi o‘zlashtirishi va mustaqil o‘rganishi

uchun har xil tipdagi misol va masalalar jamlangan.
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Uchinchi bo‘lim metrik fazolar nazariyasiga bag‘ishlangan. Qo‘Hanmada
metrik fazolar, yaginlashuvchi ketma-ketliklar, to‘la metrik fazolar, ochiq va
yopiq to‘plamlar, kompakt to‘plamlar, separabei metrik fazolar va qgisqartirib
akslantirishlarga oid rﬁairzulaf bayon qilingan. Har bir mavzuga oid asosiy
tushunchalar ta’rifi, aSOSivyvteoremalar va xo0ssalar keltirilgan;v Mavzularga oid
namunaviy misollar yechib ko‘rsatilgan. Shuningdek, mavzular bo‘yicha uy
vazifalarini bajarish va mustaqil Qf_fga.nish u_chun fyeta;iicha_ ,n_lasa.lqlvg'x berilgan.

Misol va masalalar tuzishda Ayupov ShY.A., Ibragimov M.M., Kudavberge-
nov K.K.(Funksional analizdan misol va masalalar, Nukus, "BILIM", 2009) va
Ouan 10.C. (C6opruk 3a7a4 no MaTema'ruqecxomy ananuay, Mocxaa TIpocse- -
mexue, 1981) hamda Abdullayev J. I “Gtariixo' _]aycv R.N. Sherznatov MH va -
0.1. Egamberdiyevlarning "Funksional analiz" {Toshkent-Samarqand, 2009)
o‘quv do‘ila.nmasidanl keng foydélanildi. Ushbu o‘quv go‘llanma O'zbekiston
Milliy universiteti, Samarqand davlat universitetida Funksional analiz hamda
Funksional analiz va integral tenglamalar fanlaridan ma'ruza va amaliy mash-
g'ulotlar olib boruvchi professor-o‘gituvchilarning ko‘ﬁ yillik ish tajribalari
asosida yozilgan.

Mualliflar o'quv qo‘llaninani yaxshilashda bergan foydali maslahatlari uchun
mas’ul muharrir va tagrizchilarga, hamda matnni tahrir gilgani uchun B.E.Dav-
ranovga o'z minnatdorchiliklarini bildiradilar. ,

Qo‘llanma birinchi marta chop qilinayotgani uchun xato va kamchiliklar
bo'lishi mumkin. Xato va kamchiliklar hagidagi fikr va mulohazalaringizni

jabdullaev@mail.ru elektron manziliga jo‘natishlaringizni so‘raymiz.



I. O‘'LCHOVLI TO‘PLAMLAR

Ushbu bo‘lim td‘pla,m_la,r, akslantirishlar, to‘plamlar quvvati, to‘planilar sis-
temasi, Q‘lchovli tb‘piamiar, o‘lchovriing umutniy ta’rifi vva‘ o'lchovni Lebeg
ma’nosida davom ettirish kabi mavzularni o'z i‘chigavola;di. Har birv mavzuda na!-
munavny misollar yechimi bilan keltirilgan. Shunmgdek amaliy ma.shg ulotlar

va uy vazdasn uchun yetarllcha misol va masa.la.la.r benlgan
1-§ . To‘plamlar ustida amallar

Ma.tema.tlkada juda xilma-xil to pla.mlarga duch kelamiz. Haqquy sonlar
v *Y:to‘plamt tekishkdagl ko pburchakia.r to* plaml ratsional koeffitsiyentli ko* pha.d-' '
lar tof plaml»va »hokazo. To'plam tushunchasi matcmatlkqda ta.yanch tushun-
cha.la.rda.n bd‘vlib,vu‘nga ta’rif berilmaydi. ‘»To ‘plam so‘ziniﬁg sitbnimia.ri sifatida
ob ’ektlarjamldnmasi yoki elernentiar majmuesi so‘z birikmalaridan foydalani-
ladi. To'plamlar nazariyasi hozirgi zamon matematikasida juda muhim o‘ringa
ega. Biz uning ayfim xossalarini o‘rganish bilan cheklanamiz,

To‘plamlarni lotin alifbosining bosh harflari A, B, ... ularning elementlar-
ini esa kichik - @,b,... harflar bilan belgilaymiz. Biz asosan quyidagi bel-
gilashlardan faydalanamiz. N ~ natural sonlar to‘plami, Z — but;un sonlar
~ to‘plami, Q — ratsional sonlar to‘plami, R — haqiqiy" sonlar to‘plami, C
— kompleks sonlar to‘plami, R; = [0, 00}, Z; = {0} UN hamda R" sifati-
da n —o‘ichamli arifmetik Evklid fazo belgilanadi.

Matematik simvollarning ma’nolariga to‘xtalamiz. @ € A belgisi a ele-
ment A to‘plamge tegishli ekanligini bildiradi. Bu tasdigning inkori ¢ ¢ A
shaklda yoziladi va a element A fo‘plamga tegishli emas deb o'qiladi. A C B
belgi A to‘plamning barcha elementlari B to‘plamga ham tegishli ekanligi-
ni bildiradi. Bu holda A to‘plam B to‘plamning ¢ismi deyiladi. Masalan,

natural sonlar to'plami hagiqiy sonlar to‘plamining gismi bo‘ladi. Agar A va
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B to‘plamlar ‘bir xil elementlardan tashkil topgan bo‘lsa, u holda ular teng
to‘plamlar deyiladi va 4 = B shaklda yoziladi. Ko‘pincha, to'plamlarning
tengligini isbotlashda A ¢ B va B. C A munosabatlé.rning bajariliéhi
ko‘rsatiladi ([1] ga qarang). Ba’zida birorta ham elementi mavjud bo‘lmagan‘
to‘plamlarni qarashga tb‘g‘ri keladi. Masalan, 2 < z < 2 qo'sh tengsiz-

likni qanoatlantiruvchi haqiqiy sonlar to‘plami yoki |z| = —1 tenglamaning

 yechimlari to‘plami va hokazo. Bunday j;ofpla,mla.f uchun maxsus bo ‘sh to‘plam -

nomi berilgan va uni belgilaéhdé. ? simvoldan fo'ydalé.niladi. Ma’lumki, har
ganday to‘plam bo‘sh to‘pla,mni o‘zida saqlaydi va har qanday to plam o‘zining

'qlsxm sifatida qarains}u mumkm To plamlarmng bo sh to plamdan va o ‘zidan

farqh barcha gism to plamlan z0S qesm to plam!a! deylla.dl o quv qo‘i[anmada,"' e

A va Vv belglidrl mos ravishda va hamda yoki so‘zlariga mos keladi.

Ixtiyoriy tabiatli A va B to plamlar berilgan bo'lsin.
AUB={z:z€A VvV z€ B}
to'plam A va B to‘plamlarning yig‘indisi yoki birlashmasi deyiladi.
ANB ={z:z€A A z€ B}
to'plam A va B to‘pl_amiarning kesishmasi deyiladi. Ixtiyoriy (chekli, chek-
siz) sondagi A, to‘plamlarning yig'indisi va kesishmasi hani shunga o‘xshash
aniglanadi: '
ang“: {r: Jdag€ X, x € Ay}, OQXAQ: {z: VaeX, z€A.}.
A va B to‘plamlarning ayirmasi deb
AB={r:zcAA z¢ B}

to'plamga aytiladi. Agar B C A bo'lsa, A\B to‘plam B to‘plamning A
to‘plamgacha to‘ldiruvchi to‘plami deyiladi va CuB := CB shaklda belgi-

lanadi. Ba’zan, A va B to‘plamlarning simmetrik ayirmesi tushunchasini
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kiritish maqsadga muvofiq bo‘ladi. A\B va B\A to‘plamlarning birlashmasi-
- dan iborat to plamga A va B to plamlarning szmmetnk ayirmasi deyiladi,
ya ni '
| AAB = (A\B) U (B\A).

vAgdr A, B C G bo' llb G dd. +” amali aniqlangan bo‘lsa, u ho‘Ida ‘
A+B {c c=a+b a€A, be B}

to‘'plam A va B to‘plamlarning arifmefik yig‘indisi deyiladi.
X vaY to‘plamlarnivn-g dekart ko ‘paytmasi deganda

XxY={(zy): z€X, yeY}

, to‘plam tushuniladi. X <Y to‘pla.hmihg ixtiyoriy R qism toplami munosa; )
bat deyiladi. = clement (z,y) juftlikning birinchi koordinatasi, y element
esa unmg ikkinchi koordinatasi deylladl va mos rgvishda z = prl(z y) va
y = pra{z,y) kabi belgilanadi. Xuddi shunday X x Y to‘pla.mmng ixtiyo-
riy R qgism to‘plamining birinchi va ikkinchi koordinatalarga proyeksiyalari
aniqlanadi: '

priR={z: re X, IyeY, (z,9) € R},
. ﬁrgR: {y yeY, 3x € X, (z,y) €ER} .

Bu to‘plamlar R munosaba.tning mos ravishda. aniqlanish sohasi va giymatlar
sohasi deyiladi. Bundan keyin biz 2(X) blia.n X ning barcha qism to‘plamlari
sistemasini belgllaymll

Endi mavzuga oid namunawy mlbollar yechib ko‘rsatamiz.

1.1. To'plamlar yig‘indisi va kesishmasi kommutativ. Isbotlang.

AUB=BUA, AnB=BNA
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Isbot. Ixtiyoriy 2 € AU B elementni olamiz. Bundan
€AV zeB=c€B V t€A=z€BUA
ni olamiz. Demak, AU B C BU A ekan. Agar y € BU A ixtiyoriy element
bolsa, u holda o '

yeB Vv y€A=>y€A v yevB=>y€AUB
bo ladl yam B u A C A U B ekan Yuqorlda keltmlgan munosabatla.rdan .
AU B = BU A ekanligi kelib chiqadi. ' - O
| 1;2‘.,:Disvt§ibutiy':lil<‘ Qonunlarini jsboi;.lang: -
| | (AUB)NC = (Ano) (BnC)v‘
(AnB)UC = (AUC)ﬂ(B uC).

Isbot. z € (AU B) N C ixtiyoriy elementn bo‘lsin. Ta'rifga ko'ra,
x€ AUB A z € C bo‘ladi. Bu yerdan

(xeAVxeB)/\xeC:::»xeAuCA z € BUC == z € (AUC)N(BNC)

~ kelib chiqadi. Demak, (AU B)nC c (AuC)n(BUC) ekan. Agar y 6
(AuC)n(BUC) ixtiyoriy element bo‘lsa, u holda

y€AUC A yeBUC=(yc AV y€eC) A (yeB V yeC)

bo‘ladi. Bu yerdan y € (AU B)N C ni olamiz, ya'ni (AUC)N(BUC) C
(AU B) N C ekan. Yugorida keltirilgan munosabatlardan (AU B)NC =
(AUuC)N(BUC) ekanligi kelib chiqadi.
(ANB)UC = (AUC)N{BUC) tenglik shunga o'xshash isbotlanadi. O
To'plamlar nazariyasida muhim o‘rin tutadigan va ikkilik prinsipi deb
nomlanuvehi quyidagi munosabatni isbotléng.
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1.3. Yig'indining to‘ldiruvchisi to‘ldiruvchilar kesishmasiga teng:
: E\t(.,iAa = Q(E\A,,), A CE. (1)

Isbot. VI'xtiyoriy z € E\L(.!JA,,, elementni olamiz, bu yerdan z € E va
z ¢ %JAL,, ekanligi kelib chigadi. Bundan ixtiyoriy a uchun z ning All“‘
to‘plamga tegishii emasligiga kelamiz. Demak, element A, to‘plamlarning
té‘ldiruvthila‘ridabyotadi.'Shunday qilib, ixtiyoriy o uchun r € E\A, i.nunos;_ .

abat o‘rinli, bundan biz z € N(F\A,) ga ega bo'lamiz. Bu esa
. . o g .
E\UA, € N(E\A,) o (12)
munosabatni Reltiri_b chigaradi. Endi teskari munosabatni isbc‘)tlaymiz.' Agér
z € N(E\Au) bo'lsa, u holda barcha & larda z € E\A, bo'ladi va z-

element A, to'plamlarning birortasiga ham tegishli emas, bu esa z ¢ U 4,
. 23
ekauligini bildiradi. Demak, z € E\ U A, e¢kan. Bundan biz

v

E\EAQ D Q(E\A(,) (1.3)
ga kelamiz. (1.2) va (1.3) munosabatlar (1.1) tenglikni isbotlaydi. 0

1.4. A= {(z,y): |x}$4, ly| <4} va B = {(z,y): z®+y® <25} to'p-
lamlar uchun AUB,  A\B, AAB, AN B to'plamlarni tckislikda tasvir-
lang. - ’ ‘ '

Yechish. Tekislikda to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasini qa.rayiniz.
Bu holda A = [~4; 4] x [—4; 4] kvadratdan, B esa markazi koordinatalar
boshida radiusi 5 bo‘lgan yopiq doiradan iborat bo‘ladi {1.1-chizmaga qarang).
AU B — l.1-chizmada shtrixlangan soha, A\B kvadratning uchlaridagi ver-
tikal shtrixlangan soha, AAB — chizmada vertikal va gorizontal shtrixlangan

soha, AN B — chizmada giyalab shtrixlangan soha. O
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1.1-chizma

1.5 (X\Y)\Z = X\ (Y UZ) tenglikni ishotlang.

Isbot. Berilgan to‘plamlarning tengligini tekshirish A ¢ B va B C A
munosabatlarni ko‘rsatish orqali amalga oshiriladi. Endi z € (XAY)\Z ix‘«:: ‘
tiyoriy element bolsin. U holda z € X\Y, z ¢ Z = z€ X, z¢Y, z¢
Z> zeX, r¢(YUZ) = 7€ X\(YUZ). Demak, (X\Y)\Z C
X \(Yu Z)vmunosaba.t o'rinli. Endi teskari munosabatni ko‘rsatamiz. y €
X\(Y U Z) ixtiyoriy element bo‘lsin. U holda y € X, y ¢ Y U Z bo'ladi.
Bu yerdan y € X,y ¢ Y,y ¢ Z ckanligini, bundan esa y € X\Y, y ¢ Z
natijada y € (X\Y)\Z ekanligini olamiz. Demak, (X\Y)\Z > X\ (Y U Z)
munosabat o‘rinli. Olingan bu ikki munosabatdan (X\Y)\Z = X\ (Y U z )
tenglik kelib chiqadi. O

16. (X X1) x (YY) = (X x Y) N (X; x i) tenglikni isbotlang.

Isbot. Bu yerda ham 1.5-misoldagi kabi yo*l tutamiz. V{z,y} € (X nx )X
(YNY)) 2zrzeXnX,yeYNY;.Buyerdanz € X, y€Y Az €
Xy, y€ YT = (z,y) € X XY A (z,y) € X; xY; ekanligini, bundan
esa (z,y) € (X x Y) N (Xy x Y1) ni olamiz. Ya'ni (X N X;) x (Y NY1)
C (X x Y)N (X, x Y;)} munosabat o‘rinli. Teskari munosabatni ko‘rsatish
uchun (z,y) € (X x Y)N(X; x Y;) dan orgaga garab harakatlanish yetarli.
Shunday qilib, (XN X)) x (Y NY]) = (X xY)N(X; xY]) tenglik isbotlandi.
O .
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. 1.7. Ixtiyoriy {A,} to‘plamlar ketma-ketligi uchun shunday {B } to‘plam-
lar ketma-ketligini tuzingki, ‘

“a) By C A, BiNB;=0, i#j, Sl B, = ﬁ] A, bo'lsin

. . . ) n=l n= .

©b) By D An, Ban DB, fﬁ B, = 8 A, bo'lsin;

¢) B, C A, Bpy C Ba, ﬂ B, = A An bo'lsin.

n'_
" Yechish. Berilgan {A,} ketma-ketlik uchun {B,} to‘plamlar ketma-
' kethgxm quyidagicha tuzamiz.

=A4;, By= Az\Al, .., B, = An\ U Ak,

, HOS!l q1lmgan {B,,} to ‘plamlar ketma~ketlxgl mxsolmng a) bandlda.gl barcha
shartla.rm qanoatlantiradi. Quyida biz b) va ¢) banddagi sha.rtiarm qanoat-
latiruvchi {Bn} to‘plamlar ketma-ketligini keltiramiz: '

b) By=A;, By=A1UA4,,..., Bn_—-kglAk,...

C) B, = A,, Bz':wAlﬂAzb,..., Bn==kf"_l\lAk,\... _D

m ' 1 m 1 . ‘ . ..

1.8. Ushbu { — - , —+ 5=, m€Z, n €N intervallarning hech biri
n An?2' n | 4n

V2 sonini o'z ichiga olmasligini isbotlang. Demak,
U U 2’ n 2) 7R
) meZ neN ( n 4n
Isbot. \/_ soni 1rratmona} bo‘lganligidan, lxt:yony butun m, n sonlari
uchun |m?—2n?| £0 bo‘ladi. Binobarin [m?~2n% > 1 tengszzhkka kelamiz.
: . o 1
Endi ixtiyoriy butun m € Z va natural n € N sodari uchun |-r-’ﬂE -2 > ey
tengsizlikni isbotlaymiz. Bu yerdan
‘ m m 1
V2 g U U (n m? n 4112)
ﬂ?Ez neN

munosabat kehb chiqadi. Agar m < 0 bo‘lsa, u holda ravshanki |— -2 >

VZ>1,4 > teugswhk o‘rinli. Demak, m > 0 bo‘lgan hol, ya'ni n € N
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uchun !-_nz - V2 > % tengsizlikni isbbtlash kifoya. Agar % >2 bo‘isa,

u holda tengs:zhk yana o'‘rinli bo'ladi. Shunday qlilb n,meN va m < 2
bo* lganda tengswlka isbotlash yetarli. U holda '

1< {m? - 20| = 5 < l;;— - 1= -Vl (—+f} <
<@ivD)EovE <oV

Bundan esa, J’—:-h\/ig > ol tengsizligi kelib chigadi. Shunday qilib, ixtiyoriy
n :

m € Z va n € N uchun
| (e im)
Shuni iébétiﬁsh talab qilingan edi. | S D
| Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uéhlin masalé.lar
1.9-1.17-misollarda 'kelt'\rilgan munosabatlarni isBotla.ng.
1.9. To'plamlar yig‘indisi va kesishmasi assotsiativ.

(AUB)UC = AU(BUC), (ANB)NC=AN(BNC).

1.10. K&eishrﬁaning to‘ldiruvchisi to‘[diruvchilar yig‘i.ndisiga teng:
L B\Nda = H(E\'A‘,), A CE. W)
1.11. AAB={AUB\(AN B).
112, AUB = (AAB)A(ANB).
1.13. A\B=AA(ANB).
1.14. Agar AC E, B C E bo'lsa, (E\A)A(E\B) = AAB tenglik o'rinli.

1.15. (AU B)A(CU D) C (AAC) U (BAD).
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1.16. A va B to'‘plamlar uchun A C B U(AAB) munosabat o'rinli.

1.17. Agar A; va A, to‘plamlar kesishmasa, ixtiyor'ival va B, lar uchun
BinBy, C (A;ﬁhBi) U v(AzABQ)' munoéabat o‘rinli. .

1.18-1.24-misollarda berilgan A va B to‘plamlar uchun AU B, A\B,
AAB, AN B ko‘rinishdagi to‘plamlarni toping. 1.23-1.24-misollarda esa
‘ AU B, A\B, AAB,;‘A ﬂB to'plamlarni tekislikda tasvirlang. -

1.18. A =10, 1], B=(0,1).

1.19. A= {2,4,6,...,2n,..}, B={3,6,9,...,3n,.. }.
B 120Az Q, B= R\Q—v‘;irr‘atsibnal‘ smﬁaf to‘plami.
1.21. A=00, 1\Q, B=[0, 1nQ.

1.22. A= {x € R:sindz =0}, B:={re€R:cos2z =0}.

1

1.23. A={(z,y): 0<2 <, 0<y<a},
B={{z,y): 0<z<1, z<y<1}.

1.24. Az{(:t;,y): x2+y2_<_116}, B = {(a: y): %Sl}
- 1.25-1.38-misollarda keitiriigaﬁ mﬁuosa.batlami isbotlang. |

1.25. XC‘Y@XUY:Y%XH}’:X.

1.26. XCZ AYCZ+=>XUYCZ

127. ZCX A ZCY <> ZCXNY.

1.28. X\Y = X\(XNY) = (XUY)\Y.

1.29. X\(Y\2)= (X\Y)Uu(XnZ).

1.30. (X\Y)N(Z\U) = (X NZ)\(Y uU).

i4



1.31. XN(Y\Z)=(XNnY)\(XNnZ).
1.32. (X\Z)N(Y\Z) = (XNY)\Z
1.33. (XUY) \z - (X\Z)u (Y\Z)

1.34. XNY = ﬂ:}XCCY@YC(‘X;
1.35. X CY <= CY CCX. 1.37. XAX =0.

1.36. XAY=YAX. 138 XA@=X

1.39. Shunday X C Z va Y C Z to'plamlar topingki, X xY # Y x X
bo'lsin. X x ¥ =Y x X tenglikdan X =Y kelib chiqadimi?
1.40. X ={1,3,5}, YV ={2, 4} ‘to"p"izé.itﬂar uchun X x ’:Y; Yx X -ts‘plamlzji,f o
elementlarini yozib chiging.- X xY =Y x X tenglik to‘g‘ri’mi“? ‘
1.41-1.43-misollarda keltirilgan nlu(losabétlarni isbotla-ng,
141, X x (YUZ) = (X x Y)U (X x Z).
142, (X xY)U(XixY;) C(XUuX)x(Yuln).
143, (X xY)N(Xi xY) = (X0 X;) x Y.
1.44. (X xY)u (Xl x Y1) = (X U X)) x (Y UY]) tenglik to'grimi?
145 Ushbu AU B AA(B\A) tenglikni lsbotlang Demak, ” u” ama,!m
. 7A” va "\” amallar orgali ifodalash mumkin. Shunga o‘xshash: -
a) "U" amalni "A” va " N” amallar orqali;
b) " N” amalni "A” va " U” amallar bilan;
c) "N amalni "A” va ”\” amallar orqalt ifodalang.
Umuman, "U”, N7, 5’\”, " A” amallardan ixtiyoriy birini:
d) qolgan uchtasi;
) qandaydir ikkitasi orqali ifodalash mumkinmi?
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1.46.

147

{4,} to‘plamlar kctma—ketligi uchun quyidagi belgilashlarni

A = ﬂUA,,,,'AmUﬂAm

n=1m=n . n=1m=n

kiritamtz. U holda ﬂ A,. C A. - A" - U A,, nmnoaabatlarm isbot-
lang. ' ’

Agarv Al c Az C -+ bo' Isa, {An} to pla.mlar ketma—ketllgl o0 '‘syv-

- chi, aksincha, Ay D A D --- bo‘lganda {A.} kamayuvchi deylladl

- O'suvchi to‘plamlar ketma-ketligi uchun

1.48.
1.49.

- to‘plamlarni B, C, D to‘plamlar orqali ifodalang.

1.50.

1.51.

A=A = @1 Ay,

hé,mda kamayuvchi vto‘plarﬁlaf ketma—ketiigi uchun
A=A = A A,
n=1
tengliklarni isbotlang.
k. '
A, = - rke Z} — maxraji n € N bo‘lgan barcha ratsional sonlar

to‘plami bo‘lsa, A, =7, A*=Q tengliklarni isbotlang.

Agar Az, = B, Agn1 = C, Agya = D,n € N bo'lsa, A, va A"

Agn l‘"(k - %, k+ 7—1;) ; Kk, n €N to'plamlar uchun

20 00 00 o0
ﬂ ﬂ U U Apns .
n=1k=1 Agni =l k=1 Al""' ﬂgl kgl Akn;

o sl o] s, JEe o}
U A A N U A N UA
koo ks 2y ks O] ke

to‘plamlarni toping.
Ushbu U ﬂ Ain C ﬂ U Apq munosabat ixtiyoriy {A.}, k, n € N

k=1n=1 n—l k=1
to" plamldr uchun to* g ri. Isbotlang.
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1.52. @ = {z: z=(x1, T2, ..., Ty, ---)} barcha ketma-ketliklar to‘plami,
, ={z: z={(x1, 23,.-,%4,0,0,...)} esa n+1— hadidan boshlab 0
: da.n iborat ketma—ketitklar to‘plami bo‘lsin. U holda [9) 96 U €, ekan-

~ - ligini tushuntiring.

1.53. ¢ = { = 'si,xg, ), hm Ty = 0} — 0ga yaqmla,shuvchl bar- ‘
 cha ketma-ketliklardan iborat to plam vapeN uchun

S E,,={z': z = (zi, 2, ...}, Z|x¢|"<+oo‘} '

, , _ i=1

' ya'ni modulmmg p- daraja.larldan tuzilgan q&tot yaqmiashuvchl bo' lga.n ‘

barcha ketma.—kethkia.r to piamx bo lsm U holda
& D pt;Jlf,,' va a ?éptlel?p
bo'lishini isbotlang.

1.54. Ratsional sonlar to‘plami Q = {m1,%2,...,M,...} biror usulda nomer-

langan bo‘lsin. Ixtiyoriy £ > 0 uchun
oQ
U(n—e mte)=R
n=1

tenglikni isbotlang.

1.55. £ > 0 biror tayinlangan son bo‘lsin. Ixtiyoriy z € R haqiqly son

L. E—, LA ) , m€Z, n €N ko‘rinishdagi intervallardan kamida
n o nn
biriga tegishli ekanligini isbotlang. Demak,

N(UYG-530) =

meZ neN

2-§. Akslantirishlar

Funksiya tushunchasini umuml

izda funksiya tushunchasi quyidagicha
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to‘plam bolsin. Agar har bir z € X songa f qoida bo‘yicha aniq bir
y = f(z) sonmos qo'yilgan bo‘lsa, u holda X to'plamda f funksiya eniglan-
gan deyiladi‘ Bunda X ‘to‘plam f funksiyaning anigianish sohasi deyila-
di, bu funksnya qabul qlladxgan barcha giymatlardan tashkil bo igan E( H
to‘plam f funksnya,nmg giymatlar sohasi deyﬂad:, ya'ni~

Agér sonli té‘plamlar 0 rmda‘lxtnyony to pla.mIa.r qaralsa, u holda funksiya

tushunchasining umumlashmasi, ya'ni akslantirish ta,’riﬁga kelamiz. Bizga ix--

tiyoriy X va Y to piamiar berligan bo'lsin. Agar har bir x € X clementgd o

~ biror f qoida bo'yicha Y. to‘plamdan yagona ¥y clement mos qo'yilsa, u

holda X' to‘plamda aniqlangan Y to‘plamdan qiymatlar qabul qiluvchi f
akslantirish berilgan deyiladi. :BUIld&Il keyin funksiya termini o‘rniga “akslan-
tirish atamasini ishlatamiz. Agar Y = R yoki ¥ = C bo'lsa f ga X da
aniqlangan hagigiy yoki kompleks giymatli funksiya deyiladi.

X to‘plamda aniglangan va Y to‘plamdan giymatlar qabul giluvchi f
akslantirish uchun f: X - Y belgilashdan foydalaniladi. Endi f: X - Y
akslantirish uchun quyidagi tushunchalarni keltiramiz.
~ Har bir a € X uéhun unga mos qo'yilgan b = f(a) € Y elemcnt
a eiementmng f akslantmshdagl tasmn yoki aLsz dcyﬂadl Umuman X
* to‘plamning biror A qismi berilgan bo‘lsa,. A to‘plam barcha elementiar-
ining Y dagi tasvirlaridan iborat bo‘lga.ﬁ to'plam A to‘plamning f ak-
slantirishdagi tasviri yoki aksi deyiladi va f{A) bilan belgilanadi. Endi 6 €
Y ixtiyoriy element bo‘lsin. X to‘plamning & ga akslanuvchi barcha ele-
nentlaridan iborat qismi b elementning f akslantirishdagi asli deyiladi va u

() = {z € X : f(z) = b} bilan belgilanadi. 0z navbatida har bir B C ¥
to‘plam uchun X ning B ga akslanuvchi (o'tuvchi) gismi B - to'plamning f
skslantirishdagi asli deyiladi va f~ YB)={z € X : f{z) € B} shaklda bel-
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gilanadi. Agar barcha & € B elementlar uchun ularning f~1(b) aslilari bo‘sh
bo'lsa, u holda B to‘plamning asli ham bo‘sh to‘plam bo‘ladi. Umuman olgan-
da, Y to‘plam sifatida-f akSlantirishning qiymatlar sohasini d‘zida saqlovchi
to‘plam qaraladi. Aniglanish sohasi X bo‘lgan f: X — Y akslantirishda
f(X) =Y tenglik ba;anlsa I akblantlnsh X to piamm Y to‘plamning
ustiga yoki syuryektiv akslantirish deylladl. Umumiy holda, ya'ni f(X)CY
bo'lsa, u holda f akslantirish X to‘plamui Y to‘p}lamniilgjgﬁiga qkslbargvzfm-j__ i
di deyiladi. Agar f: X - Y >aksla1‘1t.irishda X dan 6lingan har xil 'zlbiv'a Ty
elementlarga har xil ¥, = f(z1) va 1y = f(z2) tasvirlar mos kelsa, u holda
[ inyektiv akslanterwh yokl myekszya deylladl Bir va,qtda ham syuryekt.lv ‘
ham inyektiv bo‘lgan f XSY aksia.ntmshga bzyektw akslantmsh yokr'v
biyeksiya deyiladi. - v
Endi f: X —-Y akglantirishga misollar keltiratﬁiz.

2.1-2.3 misoliarda keitirilgan akslantirishlarning qiymatlar sohalarini toping.
2.1. f:R—R, f(zr)=1>

Yechish. f : R — R, f(x) = z° akslantirishning qiymatlar sohasi
E(f) = {0,00) dan iborat. Chunki barcha = € R lar uchun z* > 0 va
ixtiyoriy y € {0,00) uchun f(/y) =y tenglik o‘rinli. O

2.2. g:R— R, g(z)=[z]. Buyerda [r] belgi  sonining butun gismi."

Yechish. g : R -— R, ¢(z) = {z] akslantirish uchun ixtiyoriy r € R da
g(z) € Z, ya'ni E(g) C Z. Ikkinchidan ixtiyoriy n € Z uchun g(n) = n,
ya'ni Z C E(g). Bulardan FE(g)} = Z ekanligini olamiz. O

2.3. Dirixle funksiyasi © :R — R,

Dlz) = { 1, agar z€Q | (21)
0, agar r € R\Q.
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Yechish. Dirixle funksiyasi D : R — R ning giymatlar sohasi, amqlamshl-
ga ko'ra E(D) = {0 1} ikki nugtali to‘plamdan iborat. |

2.4.v2.1—misoldagi f a.ksiantirishda A =[0, 3) to‘plaraning aksi (tasviri) va

B = (1, 4) to'plamning aslini toping.

" Yechish. f('n)z 2?2 akslantirish R, = [0, oo) da o‘suvchi va uzhuk-
siz funksiya boiganligi uchun f([0; 3)). = [0,9) bo'ladi. Endi B = (1,4)
to'plamning f | akslantirishdagi aslini topamiz. {r € R: 2% € (1, 4)} yoki
1 <2 <4 (jo‘sh tengsizlikni qanoatlantiruvchi haqigiy sonlar to‘plami
fYB) ga teng. Bu tengswhknmg yechimi (-2, -1) U (1, 2} to plamdan
iborat. Demak, f~YB) = (-2, —1)U(1, 2) ekan. P . |

2.5. 2.3~misoldagi D' akSla.ntirishda A = R\Q to‘plamning aksi va B =

(1, oo) to'plamning aslini toping.

Yechish. D akslantirish R\Q to‘plamning barcha clementlariga nolni mos
qo‘yadi, shuning uchun D{R\Q) ~ {0}. Dirixle funksiyasining 1 dan katta
giymatlari mavjud emas. Demak, D~(B) = §. a

26. f:R— R f{a:) = az + b, a #0 akslanhrlsh blyekSIya ckanhgxm'
1sbotlang

Isbot. Chizigli f:R—R akélatxtirisllnixlg biyeksiya ek#nligini ko'rsatish
uchun ixtiyoriy ¢ € R da az+b = ¢ tenglamaning yagona yechimga ega ekan-
~ ligini ko‘rsatish yetarli. Yecﬁimning mavjudligi f : R — R, akslantirishning
syuryektivligini,‘ yechimnirig yagonaligi esa uning iuyekﬁivligini ta’minlaydi.
—b “dan iborat,. (]

Bu tenglamaning yechimi yagona bo'lib, u z -= ¢

2.7. Agar f: X — Y biyektiv akslantirish bo'lsa, u holda ixtiyorty A C X
uchun f: A— B (B = f(A)) ham biyeksiya bo‘lishini isbotlang.
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Isbot. f(A) = B ckanligidan uning syuryektiv akslantirish ekanligi kelib
chiqadi, inyektiviigiesa f: X — Y ning inyektivligidan kelib chiqadi. O3
2.8. Ikki to'plam birlashmasining aksi ular tasvirlarining birlé.%hinasiga teng,

ya’ni quyidagi tenglikni isbotlang '
f(AUB) = f(A}U f(B). . 22

fsbo‘t: Agar“‘y:é f(AU B)- ‘iktiydriy ;eléniéni bo‘iso.,uholda y= f(;r:) .
bo'lib, » element A va B to‘plamlardan aqalli biriga tegishli bo'ladi. Shun-
day ekan, y € f(A)U f(B). Bu yerdan [(AUB) C f(A)U f(B). Endi

 teskari munosabatni ko‘rsatamiz. Faraz ;:_i‘la.yli‘k‘, ¥ € f(A) U F(B):ixtiyoriy "
element bo‘lsin. U holda y = f(z) bo'lib, x element A va B to‘plamlardan
aqalli biriga tegishli bo‘ladi, ya'ni z € AUB. Bundan, y = f(z) € f(AUB)
va demak, f(A)U f(B) C f(AUB). Bu munosabatlardan (2.2} tenglik kelib
chigadi. ’ |

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar
2.9-2.11-misollardagi akslantirishlarning qiyinatlar sohasini toping.

2.9. Riman funksiyasi #: R > R,

l, ayarx:ﬂ, meZ neN .
Ri{x) =4 n n (2.3)
0, agar r € R\Q.

Bu formulada % — qisqarmas  kasr.
2.10. Ortogonal prayeksiyalash fﬁnksiyasi P:R? - R, P(z,y) ==z
2.11. Sferik simmetrik akslantirish
SR >R, S(z), w2, 23) = 22 + 73 | x5
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2.12.

2.13.

2.2-misoldagi g akslantirishda A = [0, 3) to‘plamning aksi va B =
(1, 4) to‘plamning aslini toping. ’

'2.9-misoldagi 3 akslantirishda A = R\Q to'plamning tasviri va B =

" (1, o0) to'plamning aslini toping.

2.14.

Syuryektiv (inyektiv) funksiyalar yig'indisi va ayirmasi syuryékt.iv (inyek-

’ "tiv)tbo‘!ishi ha.m, ,bo‘lma.s]igi ha,m .mumkin. _Bu hollarga miso,llar keltiring,

2.15.

2.16..

Bwektw funkmyaiar yig ‘indisi va ayirmasi biyektiv bo* llShl ham, bo lmaslx-

-gl ham mumkm Bu hoilarga mlsollar keltirmg

Agar f myektw }funksnya ,bov‘lsa,,v u ho‘lda_lxtlyor’iyvnolmas a € R son »

~uchun a f ham inyektiv funksiya bo‘ladi. Isbotlang,

2.17.

Agar f inyektiv funksiya bo'lsa, u holda ixtiyoriy a € R son uchun

- a + f ham inyektiv funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

2.18.

2.19.

2.20.

2.21.

2.22.

Agar f : R — R syuryektiv funksiya bo'lsa, u holda ixtiyoriy nolmas
a € R son uchun o f ham syuryektiv funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

Agar f : R — R syuryektiv funksiya bo‘lsa, u holda ixtiyoriy « € R
son uchun o + f h’am syuryektiv funksiya bo'ladi. Isbotlang.

Agar f blyektlv funksiya bo Isa, u holda 8 € R va nolmas « € R sonla,r
uchun a f + 8 ham blyektlv funksxya, boladi. Isbotlang

Agar f(z) = k2 +l k > 0 funksiya uchun f(a) =¢, f(b) =d bo'lsa,
u holda f : [a, b] — {c, d] chiziqgli funksiya biyeksiya bo‘ladi. Isbotlang.

Ikki to‘plam birlashmasining asli ular ashilarining birlashmasiga teng,

va'nl quyidagi tenglikni isbotlang
fHAUB) = fHA)UfH(B).
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2.23.

2.24.

2.25.
2.26.

2.27.

2.28.

2.29.

2.30.

Ikki to'plam kesishmasining asli ular aslilarining kesishmasiga teng, ya'ni -

quyidagi tenglikni isbotlang
AN B) = £ A 0 B)
Quyid;gi tengii}kiarvni' isbotlang:
CA) s, S A) oA

(2.3) tenglikni ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi to‘plamlar uchun
o‘rinli ekanligini, ya'ni f (LJ Aa) = U f{A,) tenglikni isbotlang.
. & «

Umuman olgatida,v”ivl’t(vféitéfti.(')"pl‘ér:n’ kesishmalarining aksi ular :’é.lééila'riviiing o

‘kesishmasiga teng emas. Bunga misol keltiring.

2.5-misolda keltirilgan ortogonal proyeksiyatash akslantirishi P{z,y) = =
va A={(z,y):0<2<1,y=0}, B={{z,y): 05z <1, y=1}
to‘plamlar berilgan. P(ANB) = P{A)N P (B) tenglik to‘grimi?

F{ANB) C f(A)n f(B) munosabatni isbotlang.

Biror X to‘plamva A C X qism to‘plam berilgan bo‘lsin. X to‘plamda

aniqlangan

: 1, agar reA
xa(z) = o (24
0, agar z ¢ A

funksiya A to‘plamning zarekteristtk funksiyasi yoki indikatori deyi-
ladi. X\A; AU B; AN B; A\B; AAB to‘plamlarning xarakteristik

funkstyalarini x4 {z) va xp(z) funksiyaiar orgali ifodalang.
Quyidagi ikki tenglikni isbotlang.
Yoo, (2) = Wpxa, () Xoa, (2) = infxa, ().
o
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2.31.

f{x) = 2? bo'lsin. U holda:

~a) f: R— R akslantlrlsh syuryektiv ham, mycktlv ham emas, :

b} f: iR - R, aksiantlrlsh syuryektiv, ammo myekttv enas;

- ¢) f: Ry — R, akslantirish ham syuryektiv, ham inyektiv ckanligini
' isbotlang.

,  ,2.32.

- 2.33.

»Agarv» f A—Bvag: B— A vinyéktiv, ‘ak3¥antiriéhlar.ma.vjud bb‘i‘sé, ‘

@: A— B biyeksiya mavjudligini ishotlang,

Agar f: A— B va g: B — A syuryektiv akslantirishlar ‘mavjud

© bo'lsa, A ni B ga biyektiv akslantirish mavjudmi?

2.34.

2.35.

2.36.

f : R? = R akslantirish f((w,y)) = y tenglik bilan aniglangan. A =

{(0.):y€R} va B = {{1,3): y €R} to‘plamlar uchun f (AN B)
va f(A)Nf(B) to'plamlarni toping. Berilgan f:R? — R akslantirish
uchun f (AN B) = f(A)N f(B) tenglik to‘g'rimi?

Ixtiyoriy 'f : X — Y akslantirish va A, B C X to‘plamlar uchun
A C B bo'lsa, f(A) C f(B) munosabatni isbotlang.

f X—-Y a.kslantlnbh uchun quyidagi ]umlalar teng kuchli ekanllglm .

- isbotlang:

2.37.

a) f— inycktiv; :
b) ixtiyoriy A, B C X uchun f(ANB) = f(A)Nf(B);
¢) barcha B.C A to‘plamlar uchun f(A\B) = f (A)\f (B);

d) ixtiyoriy A cX uchun Fifian=4

J: X —Y akslantirish va A, BCY to‘plamlar uchun

a) f(f7(4) = ANF(X),
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b)A O B bolganda f! (A\B) = f-1 (4)\f~' (B) tengliklarni isbot-
lang.

238 f:R >R, flz) =05 ij funkslya benlgan Agar A = [0, 8],
B = (2, 3) bo'lsa, f(A) va f~ YB) to‘plamlarni toping.

2.39. f: X — (5, 10], f(z) =z*+1 funkéiya berilgan. f ustiga (syuryektiv) -
akslantlrlsh bo ladxga,n ma.ksu'nal X to plamm topmg

2.40. f X >Ry, flxy=22+1 funk51ya benigan X to plam qanday
tanlansa, f inyektiv akslantirish bo'ladi?

241 M(a:, ) nugta (0, 1) x (0, 1) kvadrat.mng lxtlyorly nuqtasx bo‘lsm ‘
- Uning abssissasi « va ordinatasi y larni chcksm davriy o'nli kasr ko‘rini-
shida £ = 0,nyngng. .. va y = 0, mlQO};..; ﬁasvirla.yrﬁiz. Quyidagi

f:(0, 1) x (0, 1} — (0, 1) akslantirishni
f(]t!(O,mngn;, cen 7,0, mymseaMmy .. .)) = P(O, MM NMNgML . . .)
aniqlaymiz. Bu akslantirish syuryektiv bo‘ladimi? Biyektivchi?
2.42. f:[0,7] — [-1, 1}, f(z)=cosz,
' g:[0,7] =0, 1], g{z) =sinz,
p:[0,5) =0, 1], p@) =sinz, |
{0, 3] = [0, 10], (x) =%+ 1, akslantirishlar ichidan inyektiv,

syuryektiv.va biyektivlarini ajrating.
3-§. To‘plamlar quvvati
To‘plamlarni sinflarga ajratish. Ekvivalentlik munosabatlari.
Ko‘pgina masalalarda berilgan to‘plam elementlarini ba'zi belgilariga qarab

-o‘zaro kesishmaydigan gism to‘plamlarga ajratiladi. Masalan, fazoni markazi

koordinata boshida va radiusi r bo‘lgan har xil sferalarga ajratish mumbkin
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va bu sferalar o‘zaro kesishmaydi. Bir shahar aholisini bir yilda tug‘ilganlik
belgisiga ko‘ra qism to‘plamlarga ajratish mumkin. Bunday misolarning har
biri to'plamni o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajratish deyiladi.

- To‘plamlarni o‘zaro kesiéhmaydigah sinﬂarga ajratish belgilari har xil bo'li- -
shi mumkin. Ammo bu vbe‘igila.r ixtiyoriy emas. Masalan, tekislikda ikvki a va
b nuqtalar orasidagi masofa 1 -dan‘kichik bo'lsa, ularni bitta sinfga kiritsak, -
~ bu belgi tekislikni ‘ofzafo kesishmaydiganjsinﬂarga‘ a,j'ratn'iaydi, chunki @ va .-
b nuqta,lér orasidagi masofa 1 dan kichik, & va ¢ ﬁuqta.lar orasidagi masofa,
ham 1 dan kichik bo'lib, a va ¢ nugtalar orasidagi masofa 1 dan katta bolishi

- mumkin. Bundan ko'rinadiki, a va & nuqtalar bir sinfda, b va ¢ ham bir ‘
' sinfda. U holda bir sihfga'orasi'(iaé‘i: masofa 1 dan katta ‘vbo‘lga',n o vac mg
talar tegishli bo‘ladi. Hosil gilingan xulosa sinflarning tashkil diliuishiga. zid,
ya'ni tekislik bu belgi yordamida o‘zaro k&sishniaydigan sinflarga ajralmaydi.

Endi to'plam elementlari ganday shartlami qangatléntiruvchi belgilar yor-
damida o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajralishini qarab chiqamiz.

3.1-ta'rif. X X X {o'plamning iztiyoriy R gism toplami munosabat dey-
iladi, ya'ni (a,b) € R bo'lsa, a element b element bilan R munosabatda
deyiladi va a ~ b shakide belgilanadi. ‘

3.2-ta’rif. Agar R wmunosabat quyidagi shartlarni ganoatlantirsa, unga
* ekvivalentlik munosabati deysladi: ‘ |

1. Iztiyoriyba G X element uéhun a~a (refleksivlik);

2. Agar a ~ b bo'lse, u holda b r (simmetriklik);

3. Agar a 5 buvab ~e bolsa, u holda a i (tranzitivisk).

Ekvivalent to‘plamlar. Chekli va cheksiz to‘plamlar. Chekli dona el-
ementdan iborat to‘plamga chekli to‘plarn deyiladi, aks holda to‘plam cheksiz
deyiladi. Cheksiz to‘plamlar ichida eng soddasi sanogli to ‘plam deb ataluvchi-
laridir. \

26



3.3-ta’rif. Agar M to’plam bilan natural sonlar to‘plami o ‘rtasida biyek-
tiv moslik o‘rnatish mumkin bolsa, M ga sanogli to ‘plam deyiladi.

Boshqacha aytganda, agar M to'plam elementlarini ‘natuvral sonlar vosi-
tasida ay,as, .. .y, - .. cheksiz kétma.-k‘eﬁik ko‘rinishi’dabnom‘erla,b chigish
mumkin bo'lsa, M ga sanogli fo,‘plam deyiladi. Chekli yoki sanoqgli to‘plarﬁlar--
ni ifodalashda. biz {} qavsdan foyda.iahamiz Masalan, 1, 2, 3, 4 sonlardan
iborat to‘plamni {1,2,3,4} shakida yoza,mzz o : ‘

3.4-ta'rif. Sanogli bo ‘lmagan chekszz to piam sanogsiz to ptam deytladz

3 5-ta. rif. Agar A wva B to plamlar o‘rtasida biyektiv moslik o matzsh
mumkin bo lsa. u ho!da ular elwwalent to plamlar deydadt ve 4 B shaklda‘
, belgzlanadz “““ o

- Endi sanoqll to‘plam tushunchasini boshqacha ta’ nﬂash mumkin: agar to‘p- ‘
lam natural sonlar to‘plamiga ekvivalent bo'lsa, u sanogli to plam deyiladi.

3.6-ta’rif. [0, 1| kesma va unga ekvivalent bo‘lgan to‘plamlar kontinuum
quvvatli to‘plamlar deyilads.

3.1-teorema. [0; 1] kesmadagi hagiqiy sonlar to‘plami sanogsizdir.

Kantor-Bernshteyn teoremasi yordamida to‘plamlarning ekvivalentligi oson
tekshm]adl Bu teoremani quyidagicha bayon qilish mumkin.

3.2- teorema (Kantor ~Bemshteyn ). Agar A to ‘plam B to plammng 31
. qismiga, B to‘plam esa A to‘plamning A; gismiga ekvwalgnt bo Isa, u halda
A wva B to‘plamlar ekvivalentdir.

To‘plamlar quvvati. Agar ikkita chekli to‘plam ekvivalent bo‘lsa, ularn-
ing elementlari soni teng bo‘ladi. Agar A va B to‘plamlar ekvivalent bo‘lsa, u
holda, ular bir 24l quvvatga ege deyiladi. Shunday qilib, quvvat ixtiyoriy ikki ek-
vivalent to‘plamlar uchun umumiylik xususiyatidir. A to‘plamning quvvati A
bilan belgilanadi. Agar A va B to'plamlar bir xil quvvatga ega bo‘lsa, u holda
biz A = B shaklda yozamiz. Agar A va B .to‘plamlar ekvivalent bo‘linasa va

27



A to'plam B to‘plamning biror gismiga ekvivalent bo‘lsa, u holda B to‘plam
A to‘plamdan quovatliroq deyiladi va 4 < B shaklda yoziladi. Agar A chekli
fo;planl bo‘lib, uning elementlari soni n ga teng bo‘lsa, u holda 7 = n shakl-
da yoziladi. Natural sonlar to‘plami va unga ekvivalent to‘plam quvvati uchun
No ("alef nol" deb o‘qiladi) belgidan foydalaniladi. [O‘, 1] ‘kesma va unga ekvi-
véient. to‘plamlar "kontinuum qﬁ_vvat"‘ li to*plamlar deyiladi. Bu quwfvat uchun.
- ¢ simvol ishlatiladi, ya'ni A ~{0, 1] bo‘lsa, u holda ilz"c shaklda yoziladi. - -
Agaf B to‘plamning biror B; xos gism to‘plami kontinuurm quvvatii bo'lib,
B> E bo‘lsa, u holda B giperkontinuum quvvatli to ‘pﬁlam deyiladi.

Agar A va B to'plamlar chekli to‘plamlar bo'lib, n va m mos ravishda
bu to‘plamlar élementlé.rining’ éb'ni bo‘lsa, A to‘plamni B to‘planig"a _bérc;ha
akélantitishlar soni m™ ga tengdir. Bunga ko'ra ixtiyoriy quvvatlarni dara.ja.ga.
ko‘tarishni quyidagicha, ta'riflash mumkin: A va B to‘plamlar unvati mos
ravishda @ va @ bo'sin. U holda A to‘pla.fnni B to‘plamga barcha aks
ettirishlar to‘plami B ning quvvati 3 ning o df‘n‘ajasi deyiladi va 3% kabi -
belgilanadi. | '

3.3-teorema. 2% =c.

3.4-teorema. Bo‘sh bolmagan A to‘plam gquweti o bolsa, u holda A
ning barcha gism to ‘planalaréd’an tuzilgan to ‘plam quwvati 2%, shu A to}pla_m

quuvatiden katta, ya'ni 2% > o.

3.1. Bizga f : X — Y akslanticish berilgan bo‘lsin. Agar a,b € X ele-
mentlar uchun f{a) = f(b) bo'lsa, ularni ¢ munosabatda deymiz. Bu

munosabatning ekvivalentlik munosabati bo‘lishini isbotlang.

Isbot. Ixtiyoriy ¢ € X uchun f(a) = f{a) tenglik o‘rinli, yani a ~a

kelib chigadi, bundan ¢ munosabatning simmetriklik xossasi kelib chigadi.
Agar f(a) = f(b) va f(b) = f(c) bo'lsa, u holda f(a) = f(c) bo‘ladi. Bu
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esa gp munosabatning tranzitivlik xossasini isbotlaydi. Demak, ¢ munosabat

ekvivalentlik munosabati bo‘ladi. - 3 _ a -
3.2. Z — butun sonlar to;plami sanoqgli. Isbotlang.

Isbot Butun sonlar to‘plami Z va natural SOnla,r to‘plami N o'rtasida

: blycktw moslikni quysdaglcha o rnatlsh mumkm

-2n, agar n < 0.
f mng blyektlv akslantirish ekanllgi oson. tekshmladl Demak butun sonlar

3.3. Ixtiyoriy ikkita, [a, b] va [c, d] kesmalardagi 'nuqtalar to‘plamlari ekvi- ‘

valentligini isbotlang. Bu yerda a < b, ¢ < d deb faraz gilinadi.
Isbot. Bu to‘plamlar o‘rtasida biyektiv moslikni
: d—c
@ [0’1 b}—*{(:, d]i @(m)=m(m—a)+c.

orqali o‘rnatish mumkin. wla) = ¢, p(b) = d ekanligini hisobga olsak, ¢
ning biyektiv akslantirish ekanligi 2.21-misoldan kelib chiqadi. o

3.4. [0, 1] kesma va (0 1) interval ekvivalent ekanligini isbotlang.

Isbot. Bu to‘plamlarni ekvivalent ekanligini ko‘rsatishda Kantor-Bernshteyn
teoremasidan foydalanamiz. A = [0, 1], Ay = (0, 1), B={0, 1) va B; =
[1/4, 1/2] desak, u holda 3.3-misolga ko‘ra A~ By bo‘ladi. 4; = B bo‘lganligi
uchun 7 : A) — B, Iz = z akslantirish biyeksiya bo‘ladi, ya'ni B ~ A; .
Kantor-Berushteyn teoremasiga ko‘ra A ~ B. ‘ O

3.5. Kantor to'plamini kontinuum quvvatli ekanligini isbotlang.
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Isbot. Dastlab Kantor to‘plami qurilishini bayon qilamiz. E = [0, 1]
bo'lsin. Undan K; = (37!,2- 37!) intervalni Chlqdl‘lb tashlaymw qolgan
yopiq to‘plamni F) bilan belgilaymiz. Keym 131 dan Ky =(9%2-97Y) va
Kay = (7-971,8-971) intervallarni chigarib tashlaymiz, ularning birlashmasini ‘

K, orqali, qolgan yopiq to‘plamni, ya'ni

ﬂv,' 17, ,[2 11 21.51 | .
to* plamm Iy bilan (3. 1-ch17ma,) belgilaymiz. Bu to‘rtta kesmaning har biri

teng 3 qismga bo'linib, o rtadagl uzunligi 373 ga teng bo‘lgan mterval cluqanb‘
: tashlanadx Chlqanb tashla,ngan

o 1 2 7 8\, (19 20\, (25 26
»K:uUKszU KsavU Ky = (-2-;‘:,'2"7") U (ﬁ: 2—7) U (ﬁ’ 2—7) U (ﬁ 2—7)
to‘plé.nmi K3 bilan FZ\K;; ni esa Fy bilan (3.1-chizma) belgilaymiz. Bu

jarayonni cheksiz davom ettirib, yopiq to‘plamlarning kamayuvchi F;, ketma-

ketligini hosil qilamiz. Agar -
K=F
n=1
deb belgilasak, K yopiq to‘plam bo‘ladi. U [0, 1] kesmadan sanogii sonda-
gi K1, Ka,...,K,,... intervallarni chiqarib tashlash natijasida hosil bo‘ladi.
Hosil bo‘lgan K to‘plam Kantor to‘plami deyiladi. A

) ' ' y fi
o 1/3 2/3 1

’ 5
o -1/9 2/9 1/3 %3 19 89 1
e

o A o o S e e A
0121 2 L84 2 ®7 82129
Nxe e¥ 13 ERTE R a2

3.1-chizma
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Endi K to‘plamning tuzilishini (strukturasini) o'rganamiz. Ravshanki, [0, 1]

kesmadan chigarib tashlangan intervallarning oxirlari bo‘lgan

3.1)

ol
01w

- .

O, 1’

=3l )

9

|
» 5

3

Q|
ww

nugtalar X ga tegishli bo‘ladi. Biroqv‘K to‘plam fagat shu qut;a.lb.rdan iborat
emas. [0 1] kesmadagi K ga t.eglshh bo‘lga,n nugtalarni quyidagicha xarak-

" terlash mumkm Buning uchun {0, 1} kesma.dagl har bir z ni uchlik sistemada :

© yozamiz:

=—+ F+53 + TR

o 3 D o :

_bu yerda a, sonlar 0, 1va?2 raqamlardan --birm!; (ia,bul- _qi‘lis_lii: mumkin. O'nli -
kasrlar holidagidek bu yerda ham ba'zi sonlarni ikki xil ko‘rinishda yozish

mumkin. Masalan,

32 3 T3 3 3

wlr—f

1
3
Endi A to‘plamga. tegishli sonlarning uchlik sistemadagi yoyilmasi haqida

» 1 2
fikr yuritamiz. Ravshanki, 3 §) intervaldagi sonlarning uchlik sistemadagi

7 8\
yoyilmasida a; son albatta 1 ga teng bo‘ladi, (% §) va | 9o g) inter-

valiarga tegishli sonlarning uchlik snstemada.gl yoyilmasida ap son albatta 1 -

12 7 8 19 20
t ¢ = 55 59
ga teng bo‘ladi. Xuddi shunga,oxshash (27 27) (27_, 27) , (27 27)

a (%, ;—g) intervallarga tegishli sonlar uchur ularning uchlik sistemada-
gl yoyilmalarida ag son albatta 1 ga teng bo‘ladi va hokazo. Shunday qilib,
‘ixtiyoriy z € [0, 1]\K son uchun uning uchlik sistemadagi yoyilmasida qat-
nashuvchi a1, ag, .. .d,, ... sonlarning kamida bittasi 1 ga teng. Aytilgan mu-
lohazalardan quyidagi xulosa kelib chigadi: K to‘plamga kamida bir usul bi-
lan uchlik kasr ko'rinishida tasvirlanuvchi shunday z € [0, 1} sonlar kiradiki,

ularga mos a;, ag,..-ay,. .. ketma-ketlikda 1 raqami biror marta ham uchra-
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maydi. Shunday qilib, har bir x € K uchun
la;,ag,,..a,,,,’... ’ ‘ - (3.2)'

ketma-ketlikni mos qo‘yish mumkin, bu yerda a; ragam 0 yoki 2 ni qabul
giladi. Bunday ketma-ketliklar to‘plami kon_tinuu'mv quvvatli to'plamni tashkil
- qiladi. Bunga ishonch hosil qilish uchun har bir (3.2) ketma-ketlikka ‘

bx,b:,--. bm---} o (33)
ketma—kethkm slmnday mos qo'yamizki, agar a, = 0 bo isa, by, = 0 bo ladi,

agar a, = 2 bo'sa, b, = 1 boladi. Har bir (3.3) ketma’ke.thkni [0, 1]

) kesmadagl biror z sonning ikkilik kasr yozuvi deb qarash mumkin. Shunday

“qilib, K to plamm o, 1] ga, biyektiv akslantirishni olamlz Bu ycrdan K

ning kontinuum quvvatli to‘plam ekanligi kelib chiqadi. _ a
Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar
3.6. M to‘plamda kiritilgan ¢ munosabat M ni o‘zaro keSIShmaydlgan

sinflarga ajratishi uchun uning ekvivalentlik munosabati bo'lishi zarur va

yetarli. Isbotlang.

3.7. Har qanday f: X — Y akslantirish yordamida X ni o‘zaro kesishmay-

' d1ga.n sinflarga ajratish mumkinligini isbotlang.

3.8:; :3.7-misoldan foydalanib, ortogonal proyeksiyalash akslantirishi
PR S R, P(z,y) = z yordamida R? ni o'zaro kesishmaydigan
sinflarga ajrating.

3.9. Sferik simmetrik akslantirish $:R® — R, S(z), 22, 23) = 2} + 2} + 2}
yordamida R® fazoni o‘zaro kesishmaydigan siﬁﬂarga ajrating.

3.10. Agar z va y hagiqiy sonlarning ayirmasi butun son bo'‘lsa, ularni

munosabatda deymiz. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo‘lishini

isbotlang.
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3.11. Butun qgismlari bir xil haqigiy sonlarni bir sinfga to'plash yo'li bilan
hagiqiy sonlar to‘plamini sinflarga ajratamiz. Bu sinflarga ajratishga mos

keluvchi akslantirishni quring.

3.12. 'Agar « va 8 kompleks sonlarning mavhum qismlari teng bo‘lsa, ularni

¢ munosabatda deymiz. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo'ladimi?
... Endi sanoqli va sanogsiz to'plamlarga misollar keltiramiz,

3.13. Barcha juft natural sonlar to‘plami va natural sonlar to'plami o‘rtasida

liiyekt_i\f nioslik o'rnating.
3.14. "‘Rét'si'oxiél_ sonlar tb‘pla,miti'i‘ﬁg Sé;hoéjiizr ekﬁniigiﬁi’ isi;étlafig;

3.15. Sanogli to‘plamning ixt‘iyoriyﬁism to‘plami chekli yoki sanoglidir. Isbot-
lang.

3.16. Chekli yoki sanoglita sanogli to‘plamlar birlashmasi yana sanoqli to'p-

lamdir. Isbotlang.

3.17. Chekli sondagi sanogli to‘plamlarning Dekart ko‘paytmasi sanogli to'p-
lamdir. Isbotlang. ”

3.18. Har qanday cheksiz to‘plam sanoqli qism to'plamga ega.
3.19. R va (0, 1) interval ekvivalent to‘plamlar ekanligini isbotlang.

3.20. Ixtiyoriy cheksiz to‘plam o‘zining biror xos gism to‘plamiga ckvivalent

bo‘ladi. {sbotlang.
3.21. O‘zbekistondagi barcha talabalar to‘plami sanoqlimi?

3.22. Ayirmasi chekli, kesishmasi sanoqli bo‘lgan A va B sanoqli to‘plamliar-

ga misol keltiring.
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3.23.

Simmetrik ayirmasi sanogli, kesishmasi chekli bo‘igan A va B sanoqli

" to‘plamlarga misol keltiring.

3.24.

3.25.
3.26.

3.27.

A va B sonli to'plamlar sanogli bo‘lsa, ularning arifmetik yig‘indisi

ham sanogli bo‘lishini isbotlang.

{z €R: sinz =0, 5} tofplam sanogli ekanligini isbotlang.

’ {’I:G R: cosz € Q} to‘pldhming quvvatini toping.

Barcha ratsional koeffitsiyentli ko‘phadiar to‘plami sanoqli ekanligini is- -

botlang. »

- 3.28.

3.29.
3.30.

3.31.
3.32.

3.33.

3.34.
3.35.

3.36.

Ag'z;r: £ son biror ratsional koeffitsiyentli ko‘phadning ildizi bolsa, £ al-
gebraik son deyiladi. Algebraik sonlar to‘plamining sanogli ckanligini is-

botlang.

Agar A .to‘bla,m B ga, B to‘plam C' ga ekvivalent bo‘lsa, u holda A

to‘plam C ga ekvivalent bolishini isbotlang.

To‘plamlar ortasida kiritilgan ekvivalentlik munosabati refleksiv, sim-

metrik va tranzitiv bo'lishini isbotlang.
{0, 1] kesmadagi haqgiqiy sonlar to‘plami sanoqsizdir. Isbotlang.
[0, 1] kesmani (0, 1) intervalga biyektiv akslantiruvchi moslikni quring.

[=1, 1]x[=1, 1] kvadrat va [a, b] X [c, d] to‘g'ri to‘rtburchak o‘rtasida

biyektiv moslik o‘rnating,
[—1, 1] % [0, 1] va R? o‘rtasida biyeksiya o‘rnating.
Haqiqiy sounlar to‘plami sanogsizdir. Isbotlang.

R\Q va R o‘rtasida biyeksiya o'rnating.
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3.37. A chekli B sanoqli to‘plam bo‘lsin, u holda B ~ AU B, B ~ AAB
ckanligini ishotlang. '

3.38-3.42-misollarda keltirilgan to‘plamlarni kontinuum quvvatli ekanligini

isbotlang.
3.38. Tekislikdagi barcha nuétalaf to‘plami. -
3.39. S'fer'd sirtidag'i m'lAqta.lla,r‘v t«okpl‘a‘i:n;. o s
3.40. Uch o‘lchamli fazodagi nuqgtalar to‘plami.
3.41. Sfera i(»:hida.gi} nuqtalar to‘pla,rm - h
3.42. [a.b] kesmada ani(ﬂaﬁgan uzluksiz fuﬁkéiyaiar to‘plami.

3.43. Tekislikdagi ratsional koordinatali nuqtalar to'plamining sanoqli ekaniig-

ini isbotlang.

3.44. Ixtiyoriy cheksiz M vasanogli A to‘plamlar uchun M~MUA munos-
abatni isbotlang.

3.45. Ixtiyoriy kontinuum quvvatli M va sanoqli A to‘plamlar uchun

M~MUA M~M\A M~M AA munosabatlarni iébotlang.

3.46. Tkkita har xil cheksiz o‘nli kasrli yoyilnlala:ga ega bo'lgan sonla; t:o‘pla—j

mining sanoqli ekanligini isbotlang.
3.47. Barcha irratsional sonlar to‘plamining sanogsiz ekanligini isbotlang.

3.48. [0, 1] dagi barcha ratsional sonlar bilan [0, 1] x [0, 1] dagi barcha rat-

sional koordinatali nuqtalar to‘plami o‘rtasida biyeksiya o‘rnating.

3.49. Koordinata boshidan o‘tuvchi barcha to‘g‘ri chiziglar to‘plami {0, 1] to‘p-

lamga ekvivalentmi?



© 3.50. [0, 1] to‘plamni [0, 1] x [0, 1] to‘plamga biyektiv akslantiring.

3.51. Ushbu Z =~ qatorda &, soni 0 yoki 1 ga teng bo‘lishi mumkm Demak,
n—l

- qator yaqinlashuvchi. Ixtiyoriy z e [0, 1] uchun &, Slfd.tlda 0yokil

sonlarni shunday tanlash mumkmkl,

o fl"’l .
» » tengllk orinli bo'ladi. Isbot qllmg Qa,nda,y z sonlar uchun bu éanlash' o
yagona usulda amalga oshiriladi?

3.52. Sonlar o qldagl A to‘plamning ixtiyoriy ikki nuqtam orasidagi masofa.
"blrdan katta bo‘lsa, A ning chekli yoki san0qh to‘plam ekanligini 1sbot- .

la,ng
3.53. 3.51-masaladan foydalanib hadlari fagat 0 yoki 1 bo‘lgan barcha ketma-

ketliklar to‘plami kontinuum quvvathi ekanligini isbotlang.

3.54. Chekli sondagi kontinuum quvvatli to‘plaml\aming Dekart ko‘paytmasi

kontinuum quvvatga ega. Isbotlang.

3.55. Kontinuum quvvatli sonli to‘plamlarning arifmetik yig'indisi yana kon-
tineum quvvatli to‘plami bo'lishini isbotlang.
3.56. Sanoqli va konﬁinuum qdvyatli't,o‘plamla.rning Dekart ko‘payfmasi_ kon-

tinuum quvvatga ega. Isbotlang.

3.57. Sanoqli va kontinuum quvvatli sonli to‘plamiarning arifraetik yigfindisi

kontinuum quvvath to‘plam bo*lishini isbotlang.
3.58. Agar AC B C C bo'lib, A~ C bo'lsa, A~ B bo'lishini isbotlang.

3.60-3.62-misollarda keltirlgan to‘plamlarni 3.4-teoremadan foydalanib gi-
perkontinuum quvvatli ekanligini isbotlang.
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3.59. [0, 1]} kesmaning barcha gism to‘plamlaridan iborat to‘plam.

3.60. [0, 1] kesmada aniglangan va qiymatlari fagat 0 yoki 1 bo‘lgan barcha
funksiyalar to‘plamining kontinuumdan quvvatliroq, ya'ni giperkontinil-

um quvvatli bo'lishini isbotlang. .
3.61. R? ning barcha qism to;,plamlarida.n iborat to‘plam.
3.62. [0, 1 kesmada ahinaﬁgéh"batcla; funkéij@hf ﬁégpléﬁl@. -
4-§. To‘plamlar sistemalari

| Tg"plamlar halqasi vé.-yatim:' halqasi. Elementlari. to;.pi_anxlardan ib- -
orat to‘plam to ‘plamlar sistemasi deyiladi. Biz asosan oldinda.h berilgan X
to‘plamning ba’zi qism to* plamlaridah iborat sistemalarni qarayn'liz. To'plam-
lar sistemalarini belgilash uchun biz gotik alifbosining bosh harflaridan foydala-
namiz. Bizni asosan to‘plamlar ustidagi ba’zi amallarga nisbatan yopiq bo'lgan
sistemalar gizigtiradi.

4.1-ta’rif. Agar G to‘plamiar sistemasi simmetrik ayirme va kesishma

amnallariga nisbatan yopiq, ya'ni iztiyoriy A, B € 6 to‘plamlar uchun AAB €
S va ANB € G bolsa, u holda & to'plamler sistemasiga halga deyiladi.

4.1. Agar 6 to‘plamlar sistemasi halqa bo‘lsa, u holda & birlashma va ayir-

ma a,ma.llariga‘nisbata.n ham yopiq bo‘ladi. Isbotlang.

Isbot. Ixtiyoriy A, B to‘plamlar uchun AU B = (AAB) A (AN B)
(1.12-misol) va A\B = A A (AN B) (1.13-misolga qarang) tengliklar o‘rinli.
Bu tengliklardan hamda & sistema halqa ekanligidan AUB € S va A\B €
& munosabatlar kelib chigadi. ' O

Demak, halqa birlashma va ayirma amallariga nisbatan ham yopiq sistema
bo‘lar ekan. Ushbu A\A = @ tenglik ko‘rsatadiki, har qanday halga o‘zida

37



bo‘sh to‘plamni saqlaydi. Faqat bo‘sh to‘plamdan iborat sistema mumkin bo‘l-
gan halqalar ichida eng kichigi bo‘ladi. » »

Agar G tot plamlar sistemasida shunday E € & to plam mavjud bo'lib,
ixtiyorly A € G uchun ANE = A bo‘lsa, E to‘plam & sustemamng "hir-
lik elementi” yoki Thirs " deyiladi. Sisterﬁaning biri deganda shuvsistenvlad'agi
maksimal to‘plam tushuniladi. Hamma, sistemalar ham maksimal to'plamga
ega bo‘laverma.ydl Masalan, natural sonlar to'plamining barcha chekh qism
to‘plamlaridan iborat srstemada, maksimal to* plam mavmd emas. Bll‘llk cle-
mentga ega bo‘lgan to‘plamlar halqast algebra deyiladi. Ba'zan, halga tushun-
chasiga msbatan urnumiyroq bo* lgan to‘plamlar yarim hanasn tushunchasidan
hamy foydalamla.dl ' ' ' .

- 4.2-ta’rif. Agar 6 to plamlar sistemass quyzdagz uch shartni ganoatlantir-
sa, unga yarim halga deyiladi:

a) & sistema bo'sh to‘plamni saglaydi;

b) G sistema to‘plamlar kesishmasi afnaliga nisbatan yopiq, ya'ni A, B €
& munosabatdan AN B € G munosabat kelib chigadi;

c)Agar A€ S, A\ €B bo'lib, Ay CA bo ‘lsq, u holda G sistemaning
o‘zaro kesishmaydigan As, ..., An cheklita elementlari mavjud bo lib, quyida-
gt tasvir o“'r_‘inli bo ‘ladi: | |

CA\A = k{;ﬁ A

Agar A td‘pla.m o‘zaro kesishmaydigan Ay, Ay, ..., A, to'plamlar birlash-
masidan iborat bo'lsa, bu birlashma A to‘plamining chekli yoyilmasi deyiladi
va A= H Ay shaklda ham yoznladl ,

Ixtly()k:;’ G to‘plamlar halqasi yarim halqa bo‘ladi, chunki halga bo‘sh
to‘plamni saqlaydi va kesishma amaliga nisbatan yoplq. Endi ¢) shartning
bajarilishini ko‘rsatamiz. A va Ay (A; C A) to‘plamlar & halqaga tegish-

li bo‘lsa, u holda 4, = A\A; € & bo'lib, A = A U Ay chekli yoyilma
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o‘rinli bo'ladi. Demak, har qanday halqa yarim halga bo'lar ekan. Lekin, yarim
halga doim halga bo‘lavermaydi (4.14-misolga qarang). Agar & to'plamlar
' hé,lqasi undan olingan ixtiyoriy Ay A, ... A,,, . to‘plamlar ketma—ketligi o
bilan birgalikda ularning yig‘indisi U A,, ni ham o‘zida saglasa, u holda &
snsl:ema.ga, o — halga deyiladi. Agar 6 to‘plamlar halgasi undan olingan ix-
tiyoriy Ay, As,..., Ay,,... to‘plamlar ketma-ketligi bilan birgalikda ularning

kesishmasi f'l A,, ni ham onda. sa.qla.sa u holda & snstema.ga. 6—‘ halqa L

n=1
deylladl Agar o — halqanmg birlik elementi mavjud bo‘lsa, u o — algebm

deyiladi. Birlik elementli § — halqa 8— algebra deylladl. Shuni ta’kidlash

lozlmkl ikkilik prmSIplda.n, ya. ni
F’\U A, = n(F\A,,) CB\N A, = U(E\AY)

munosobatlardan ((1.1) va (1.4) ga qarang) o— algebra,vé &~ ‘algei)ra. tushun-
chalarining ustma-ust tushishi kelib chigadi. '
4.1-teorema. Iztiyoriy bo‘shmas & to‘plamlar sistemasi uchun & ni
o ‘zida saglovchi va S ni sagqlovchi barcha 2}3 halgalarda saglanuvchi yagona
M(S) mindmal halga mavjud. Agar & yarim halga bo‘lse, u holda IM(G)
minimal halga Ay to‘plamlar (Ay € 6) bo'yicha A = kgl Ay chekli yoyil-
maga ega bolgan A to ‘plamlarning X sistemast bilan ustma-ust tushads.
M(G)—- G sistema ustiga qurilgan minimal halga deyiladi. o
Har qanday cheksiz A to‘plamning barcha gism to‘plamlari sistemasi A(A4),
o — algebra bo'ladi. Agar biror & sistema berilgan bo‘lsa, doim uni saqlovchi
o - algebra mavjud. Hagigatan ham, agar X = ALéJs A desak, X ning barcha
qism to‘plamlaridan tuzilgan A(X), sistema & ni o‘zida saglovchi o — algebra.
bo‘ladi. Agar B. G ui o‘zida saqlovchi ixtiyoriy o — algebra va X uning biri
bo‘lsa, u holda ixtiyoriy A € G to‘plam A C X munosabatga bo‘ysunadi, va
shunday ekan, X = A%JGA c X. Agar & ni saglovchi f — o— algebraning
birt X uchun X = X munosabat bajarilsa, bu ¢ — algebra (& ga nisbatan)
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keliirilmaydigan o — algebra deyiladi.
4.2-teorema. Istiyoriy bo‘shmas & to‘plamlar sistemasi uchun (bu sis-
temaga 'nisbatan)-keltifilmdydigan shunday ‘B(G), o—  algebra mavjudki, bu
- aiqévbmv(‘:'; ni saglaydi va & ni saglovchi barche o — algebralarda
» saqlanadz ' ' ' o ‘v
4, 2-tcoremada. keitlnlga.n rf - a!gebra. G blstema ustlga quniga.n mmlmal
'0— a[gebm deylladl ‘ o B L
Sonlaroq1da.gi ba.r(,ha [a, b] kesma.lar va [a, b), (a, 8] yarivt;?‘i;:;t‘ervallar
va (@, b) intervallardan tashkil topgan & yarim halgani qarasak, u holda
& ustida qurilgan keltirilmaydigan minimal B(S), 0— a]gebr:; elementlari -
Borel to plamlarz yok: "Borel tzpzdagz " to‘plamlar deylladl |
R soula.r oql, T uning biror nuqtasx bolsin. R da O, (:rn) = = (:to —
€, To+¢) interval 2y nuglaning £ — atrofi deyiladi. Bizga M C R to‘plam
va £ € R nuqta berilgan bo'lsin. Agar ixtiyoriy,e > 0 uchun O, (z) N
M vaé ¢ munosabat bajarilsa, z nugta M ning wrinish nugtasi deyiladi.
M to'plamning barcha urinish nuqtalaridan iborat to‘plam, M ning yopig*
deyiladi va u (M] bilan belgilanadi. Agar z ning ixtiyorly O, {x) atrofi M
ning cheksiz ko'p elementlarini saqlasa, u holda z nuqta M to‘plamning lim-
itik nugtasi déyiladi.‘ M | ning barcha limitik nuqtalaridan iborat t;o‘p!anini
. M’ bilan belgilaymiz. Agér, M = M’ bo'lsa, M ga mukemmal to‘plam dey-
iladi. M to‘plamga tegishli z nuqta uchun shunday £ > 0 mavjud bo'lib,
O:.(z) N M = {z} bo'lsa, u holda r nuqta M to‘plamning yakkelengan
nugtasi deyiladi. Agar M to‘plam uchun M = [M ]. tenglik bajarilsa, M ga
yopiq to‘plam deyiladi. Boshqacha aytganda, agar to‘plam o‘zining barcha li-
mitik nuqgtalarini saqlasa, u yopig to‘plam deyiladi. Agar x € M nuqta uchun
shunday € > 0 mavjud bo'lib, Oe(i') C M bo'lsa, z nugta M to‘plamning
ichki nugtasi deyiladi. Agar to‘plamning barcha nugtalari ichki nugta bo'lsa,
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u ochig to‘plam deyiladi. Ya'ni faqat ichki nuqtalardan ta.shkil topgan to‘plam
ochig to‘plam deyiladi. Agar A va B to‘plamlar uchun B C [A] bo‘lsa,
u holda A to‘piam B to'plamda 2ich deyiladi. Xususan, agar {A] = |
bo'lsa, A to‘plam R ning hamvma‘yverida zich deyiladi. Agar A to‘plam -
birorta ham (g —¢, zo+¢) intervalda zich boflmasé,, uholda A hech yerda
zichmas ~ deyiladi. Xuddi shunday tekislikdégi" to‘pianiiar uchun ham ochig .
va yop:q to ‘plam, hamda hamma yerda 71ch va hech yerda zmhma.s m‘plam e
btushunchalan kiritiladi. - '
Endi Borel to‘plamlarini quyidagicha ham ta’riflash mumkin. )
4.3-ta’rif. Sonlar o qzdagz barcha ochig va yopzq to ‘plamlar, ulammg chelc- o
] yokt sanogli bzrlashma!andan zbomt to plamlar va ulammg to‘ldzmvr;fularz _
Borel to‘plamlari yoki Borel tipidagi to‘plamlar deyzladz |
4.4-ta’rif. Bosh bo ‘Imagan X to‘plamda x binar amal kmtzlgan bo ‘hb
u quytdags shartlamz qanoatlantzrsa
1) igtiyoriy x,y,2 € X lar uchun (xxy)*xz=x*(y*2) bo‘lsa
2) shunday e € X element mavjud bo'lib, iztiyoriy x € X uchun exx =
xxe=2x bolsa;
3) iztiyoriy * € X wuchun shunday 7! € X element mayjud bo'lib, z *
z7l=e boflsa, (X, *) juftlikka gmgipq deyiladi. Agar X gvﬁppadagi sztiyoriy.
z,y lar uchun Txy=yx*xzx bb ’isa, "X ga kommutativ gruppe deyiladi.
4.2. Sonlar o‘qidagi barcha [av, &) yarim ochiq intervallar sistemasi — & yarim ‘
‘halqa bo* lishini isbotlang.
Isbot. & bo'sh {e, a) = @ ni saglaydi. & to‘plamlar kesishma amaliga
nisbatan yopiq, ya'ni {a,b), [¢,d) € & munosabatdan [a,b) N [c,d) € &

[a,6)N{c,d) = {c. B)

a c b é
4.1-chizma
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- (4.1-chizma) munosabat kelib chiqadi. [a, b) € &, [a), b)) € G, va [y, b1) C
la, b} ekanligidan [a b)\[al, b)) = [a, a1) U [by, b) tasvir (4.2-chizmaga
qarang) o‘rinli hamda [a, a1) va [by, b) lar G ga qarashh Demak, & yarim
halqa bo'ladi. ' . ' — _ 0

[e.b\[a,,5,) = [a.a.) u [b,.5)

1 T T

ey by b

" 4.2-chizma

R

4.3. 4.2-misolda keltirilgan & sistema halqa bo‘lmaydi. Isb;)tlang.

- Isbot. Buning uchun & »sistenvlahvi'ng to‘plamlar simmetrik_ayirmasi ama:
liga nisbatan yopiq emasligini ko‘rsatish yetarli. & sistemadan olingaﬁ A=
[0, 5) va B=1, 3) to‘plamlarning simmetrik ayirmasini qaraymiz. Bu hol-
da AAB = [0, 1}U (3, 5) bo'lib, u & sistemaga qarashli emas. Demak, &
sistema halqa bo‘lmaydi. ' (M|

4.4. 6~ {ACR: 4 yo R\A to'plamiardan biri chekli} sistemaning o —

algebra bo‘la olmasligini ko‘rsating.

Isbot. Benlgan & sistema sanoqli bxrlash_maga nisbatan yopiq emas. Ma-
salan, A, = {n} € &, lekin ularmng birlashmasi U An € 6. O

n=1
4.5. Agar G to‘plamlar sistemasi halqa bo‘lsa, u simmetrik ayirma amaliga

nisbatan kommutativ gruppa tashkil qiladi. Isbotlang.

Isbot. 4.4-ta'rif shartlarini bajarilishini tekshiramiz:
1) ixtiyoriy A, B, ¢ € & lar uchun (AAB)AC = AA(BAC) ya'ni
(A« B)*C = A*(Bx(C) orinli.
2} shart ixtiyoriy z € X element uchun ez =z xe = z tenglikni qanoat-

lantiruvchi € € X clement sigatida § € G ni olamiz. U holda $AA =

42



ALD = A tenglik o'rinli bo'ladi.
3) teskari elementning mavijudligi. Ixtiyoriy z = A € & uchun z~! sifatida

A€ 6 ni olamiz, u holda zxz! = e tenglik AAA = ko'rinishni oladi. ‘

4) kommutativlik z*y = y*z sharti esa AAB = BAA tenglik ko‘rinishga
ega bo‘ladi. - - - R

4.6.

- Uy vazifalari va mavzuni.o‘zlashtirish ﬁchun masalalar

Agar & to'plamlar sistemasi halda bb‘lsa, u holda & chekli 'so‘nda.gi,

- birlashma va kesishma amallariga nisbatan yopiq bo'ladi. Isbotlang. - -

4.7.

Agar & to'plamlar sistemasi simmetrik ayirma va birlashma é.ma)l-lari‘ga‘i‘ :

nisbatan yopiq bo‘lsa, uhing halga bo'lishini isbotlang.

4.8.
4.9.
4.10.
| '4.11.

4.12.
o gan sistema halga bo‘ladi. Bu ha.lqa. algebra bo‘lishi uchun A chekli

4.13.

Agar G to‘plamlar sistemasi simmetrik ayirma va ayirma amallariga

nisbatan yopiq bo‘lsa,. uning halga bo‘lishini ishotlang.

Agar & to‘plamlar sistemasi kesishma va ayirma amallariga nisbatan

yopiq bo‘lsa, u halqa bo‘lmasligi mumkin. Misol keltiring.

Agar & to'plamlar sistemasi birlashma va kesishma amallariga nisbatan

yopig bo‘lsa, u halqa bo‘lmasligi ham mumkin. Misol keltiring. -

Ixtiyoriy A to‘plam uchun uning barcha qism to‘plamiaridan tuzilgan =

A(A)—sistema, biri £ = A bo'lgan algebra bo‘ladi. Isbotlang.

Ixtiyoriy A to‘plam uchun uning barcha chekli gism to‘plamlaridan tuzil-

to‘plam bo‘lishi zarur va yetarli. Isbotlang.

Ixtiyoriy bo‘shmas A4 to‘plam uchun A va @ to‘plaﬁﬂardan tuzilgan
{A, 0} sistema, biri E = A bo‘lgan algebra bo‘ladi. Isbotlang.
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4.14.
4.15.

4.16.

4.17.

Sonlar o'qidagi barcha chegaralangan to‘plamlar sistemasi halqa bo'ladi,

ammo algebra bo‘lmaydi. Isbotlang.

Ixtiyoriy {8,} halqalar sistemasi uchun ularning kesishmasi B = N Ba
. . (43 .
yana halga bo‘ladi. Isbotlang. '

Ixtiyoriy bo‘'shmas & to‘plamlar sistemasi uchun & ni o'zida saglov-

~chi va & ni saqlovchl barcha ‘.B halqa.la.rda saqlanuvchi yagona ED'I(G) .

minimal halqa maVJud Isbotla,ng

[0, 1) dagi barcha {a, b) yarim ochiq intervallar va ularning chekli

- sondagi blrlashmalarlda,n 1borat sistemani qaraymw Uning halqa bo‘hshlm

4.18.

4.19.

4.20.

4.21.

4.22.

lsbotlang

4.17-misolda keltirilgan sistemaning algébra bo'lishini isbotlang.

4.17-misolda keltirilgan sistemaning ¢ — algebra bo‘la olmaisligini is-

botlang.

& yarim halqadan A to‘plain va o‘zaro kesishmaydigan A,, As,..., A,
to‘plamlar olingan bo‘lib, ularning har biri A to‘plamda saglansin. U
holda Ay, A,, ..+ Ay to‘plamlamni Aus1,..., 4, € 6 to'plamlar bilan
A to;planlning chekli yoyilmasiga ciadar to‘ldirish mumkih.‘_ Isbotlang.

& yarim halqéda,n ollingan har qanday cheklita Al,‘Ag,...,Aﬂ to‘p-
lamlar sistemasi uchun & da shunday o‘zaro kesishmaydigan cheklita
By,..., By tb‘plamla.r sistemasi mavjudki, har bir 4; to‘plam By,..., B
to‘plamlarda;n' ba’zilari yordamida A; = seUMk B, yig'indi ko'rinishida
tasvirlanadi. Bu yerda M; C {1, 2,..., ¢}. Isbotlang.

Agar 6 yérim halqa bo‘lsa, u holda bu yarim halgadan hosil qilingan
minimal halga A; to‘plamlar bo'yicha A = kL>Jl Ay, Ay € & chekli
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4.23.
4.24.

4.25.

: »(halqa.) tashkil qllad:rm‘?
4.26.
4.27.
4.28.

4.29. S

4.30.

4.31.
4.32.
4.33.

tashkil qiladimi?

4.34.

yoyilmaga ega bo‘lgan A to‘plamlarning X sistemasi bilan ustma-ust

tushadi. Isbotlang.

ATekislikda.gi barcha kvadratlar bo‘_biaﬁli yarim halqa bo'ladimi?

Yarim halgalarning Dekart ko‘pé,ytmasi yarim halqa bo‘ladimi?

Sonlar o‘qidagi barcha ochxq va yopig to plamlar sistemnasi yarim halqa:

Sonlar o ‘qidagi barcha, chekli yoki to Idiruvchisi chekh bo' [gan to ‘plamlar .

sistemasi halqa tashkil qnladum”

G ={ACR:AyoR\A to plamlardan biri cheklt} sxstemanmg al- Lo
gebra. tashi(ll gilishini 1sbotla,ng

6= {A CR: A yo R\A to'plamlardan biri chekli yoki sanogli} sis-
temaning ¢ — algebra bo‘lishini isbotlé,ng. ‘
= {ANB:ACR-yopiq, B CR ochiq to'plam} sistemaning al-
gebra bo‘lishini isbotlang.

29-misolda keltirilgan sistemaning o— algebra bo‘la olmasligini ko‘rsating.
Shunday 6 va P halqalarga misol keltiringki, ularning birlashmasi halqa
bo'lmasin. '
A= {a, b, ¢} to‘plamning halqa va algebra tashkil qiluvchi barcha qism
to‘plamlari sistemasini yozib chiging.

Sonlar o‘qidagi barcha chekli to‘plamlar sistemasi halqa (yarim halqa)

Sonlar o‘gidan olingan barcha [a, b] kesmalar va [a, b), (a, b] yarim in-
tervallar va (a, b) intervallar sistemasi yarim halqa bo‘lishini isbotlang.

Bu sistemaning halqa bo‘la olmasligini ko'rsating.
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4.35.

Tekislikdagi barcha yarim ochiq {(z,y): a <z b, c <y <d} to'g'ti

_ to‘rtburchaklar sistemasi yarim halga bo* lishini isbotlang. Bu sistemaning

4.36.

4.37. &

simmetrik ayirma a,mahga. nishatan yoplq emashgml ko rsating.

Tekislikda {(a: yyeR:a<z< b ce<y< d} ko' nmshdagl barcha
to‘g‘ri to‘rtburchaklar sistemasi yarim halqa bo‘lishini isbotlang. Bu sis-

temaning blrhk elementl mav;udml'? Bu 31stema halqa bo ladlml'? -

= {(x, ) a < z< b c < y < d} yanm halqa.da. A1 C A shartni
qanoatlantiruvchi A =1[0,7) % [0,7) va Ay =[1,3)x [3, 5) to‘plamlar
berilgan. A\Ai to* plammng chekli yoyllmamda, eng kamida nechta to'g'ri

o t,o‘rtburcha.k qatnashadl A\A; to‘plam yoyllmamdagl to‘g‘n to'rtbur- ‘

4.38.

4.39.

. 4.40.

4.41.

chakla.rm shunday tanlangkx ula,r penmetrlan yig'indisi mxmma,l bo‘lsin.

Sonlar o*qidagi barcha chega.raianga,n to‘plamlar sistemasi halqa bo‘hblu—

ni isbotlang. Bu sistema ¢ — halqa bo‘ladimi? o — algebrachi?

P halga bo‘lsin. Har bir A € P uchun P4 bilan {AN B, B € P},
ko‘rinishdagi to‘plamlar sistemasini belgilaymiz. P4 ning algebra bo'li-
shini isbotlang. Agar P sistema o — halga bo‘lsa, uholda P4 to‘plamlar

sistemasi. o — algebra bo‘ladi. Isbotlang,.

X chcksm elementli to‘plam bo‘isin. Umng barcha chekli yok1 sanoqli

qism to‘plamlaridan iborat sistcma ¢ —halqa bo‘lishini isbotlang. X

to‘plamga ganday shart qo'yilsa bu sistema algebra bo‘ladi.

Quyida berAilg‘an to‘pla.nﬂar sistemasi yarim halga, halqa va algebra tash-
kil qiladimi? Tekshiring.

a) {[a,b}:ea€Q, b€EQAa<b}UB,

b) {(a, b :a EZ, be ZAa<b}Uﬁ,‘

c) {la,b):aeR\Q, be RA\QAa < b}Ub.
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4.42. bo'sh bo‘lmagan X to’plamning barcha qism to’plamlaridan tashkil top-
gan A(X) sistema simmetrik ayirma " A” amaliga nisbatan kommutativ.

gruppa tashkil gilishint isbotlang.
5-§. O‘lchovli to‘plamlar

Bu paragrafda biz o‘lchovning umumiy ta’rifini beramiz. O‘lchovni yarim

. halcia,da.ﬁ h’:ilqé,ga davom ettirish masalasini qaraymiz. Bundan taiShq:iri’ o‘lchov-

nmg Jordan va, Lebeg ma’ ‘nosidagi davomlari qaraladi va ularning additivlik,
o— a,ddltwllk xossalari o‘rganiladi.

Dastlab sonlar 0 qndam va, teklslxkdagl to p]amlarnmg Lebeg ma nosxda,gx -
o‘Ichoviga ta nf bel‘llddl Jorda.n va Lebeg ‘ma nosu:lagz o'lchovii to* plamlar o
solishtiriladi. o ' F

5.1-ta’rif. Aniglanish sohasi G“ yarim halqa bolgan p : S, — ]R+
to‘plam funkszyasz additiv bo‘lsa, ya’ni o ‘zaro kesishmaydigan iztiyoriy Ay, Ag, :

.y An € &, to'plamlar uchun kLi)l A, € &, bo‘lganda

p (0 Ak) = Zn:ﬂ(Ak}
k=1 k=1

tcnglik o‘rinli bo'lsa, p: 6, — Ry gu olchov deyiladi.

Boshqacha aytganda, g to‘plam funkSiyasi quyidagi ‘
1) éniqlanish sohasi yarim halqa, 2} giymatlari hagiqiy va manfiymas, 3) .
additivlik shartlarini qanoatlantirsa, unga o’lchov deyiladi.

5.1-eslatma. @ = fU® yoyilmadan u(@) = 2u(@), ya'ni u(ﬂ) 0 tenglik
kelib chiqadi. _ v ‘

5.2-ta’rif. Agar m o‘lchouning aniglanish sohasi G, tkkinchi p o‘lchov-
ning aniglanish sohasi S, da saglansa (6, C S,) va wtiyoriy A € 6,,
to ‘plam uchun v

u(A) = m(A)
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tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda 1 o‘lchov m o‘lchovning davomi deyiladi. -
5.1-teorema. Aniglanish sohasi G,, yarim halga bo‘lgan har bir m olchov
wchun aniglanish sohasi M(G,y,) ( G, ni o‘zida saglovchi minimal halga)
bo ‘lgan yagona m' davom mavjud. | ‘
5.3-ta’rif. Agar (‘5,,l sistemada amqlawgan m o‘lchov va zxttyony o'zaro
keszshmaydtgan sanoglita Al, Az, ..., Ap, ... € G, to‘plamlar uchun kgl Ak €
-61@.§0‘lgand@ L L e -
m (U Ak) = Z m(A)
tenglik o‘rinli- bo‘lsa, u holda Im o‘lchov sanoqh additiv yoki o— additiv
, ‘lchov deydadz - , ,
Sodda to‘plam o‘lchow Aytayhk a vab lar 1xt1yony sonlar bo Isin.
Sonlar o qlda '
| a<z<bh a<z<bh a<z<b a<z<b

\

tengsizliklarning istalgan biri bilan aniqlangan to‘plamlar sistemasi berilgan
bo'lsin. Bu to'plamlarni oraliglar deb ataymiz. Xususan, agar yuqoridagi shart-
lardan birini qanoatlantiruvchi nugtalar mavjud bo‘lmasa {masalan a > b),
ya'ni § to‘plamni ham oralig deb ataymiz. & bilan sonlar o'qidagi barcha

oraliglar sistemasini belgilaymiz.
5.1. Sonlar b‘qidagi barcha ofa,licﬂar sistemasi — & yarim halqa tashkil giladi. '

Isbot. G sistemaning clementlari [a, 8], {a, b), (a. b], (a, b]v ko‘rinish-
dagi oraliglardan iborat. & sistemadan oliilga,n va a, b sonlari bilan aniglan-
gan (yopiq, ochig yoki yarim ochiq) oraliqgni P = F,, bilan belgilaymiz. &
bo'sh [a, a} =@ to'plamni saqlaydi. & sistema to‘plamlar kesishmasi amali-
ga nisbatan yopiq, ya'ni ikki F,; va Py oraligning kesishmasi bo‘sh to‘plam
yoki yana Py N Py = Pom, 7 = max {a ¢}, m = min{b, d} oraliq (5.1-
‘chizmaga qarang) bo‘ladi.
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Pay NPy = P b
- ' B.1-chizma

Agar Poy € 6, Py € 6 bolib Py C Py bo'lsa, u holda Pu\Pu =
P,. U Py, yoyilma (5.2-chiztri'a}"-d‘rinli. Detnak, ] yarim halqa bo‘ladi. O ‘

s .P.a.v,;- EE R
—
a Ly =2,
Poc ) Pc& p.m‘
Pop\Pog = Par VU Py,

‘ S &arim halgadan olingan va a, b sonlari bilan aniglangan v(yo‘piq, oéhiq
y‘oki'yarim 6chiq) bo'sh bo‘lmégan P = Py oraliq uchun m(P) = b—a sonni
mos qo‘yamiz, agar P bo'sh to‘plam bo‘lsa m(P) = 0 deymiz. U holda
m : G — R to‘plam funksiyasi 5.1-ta’rif shartlarini qanoatlantiradi, ya'ni
m : & — R olchov bo'ladi. Bu olchovning additivlik shartini keltiramiz:
agar

P=UP, PNP=0, itk PPR€6

bo‘lsa, u holda m(P) = Zn: m{P;) tenglik o‘rinli.

M(G) bilan & yarinﬁ%ﬁalqa ustiga qurilgan minimal halqani belgilaymiz.
4.1-teoremaga ko'ra (&) halqaning har bir elementi A o'zaro kesishmaydi-
gan P € © oraliglarning birlashmasi ko'rinishida tasvirlanadi, yani 4 =
I_[ P,. 9M(GS) halga elementlarini sodda to‘plamlar deymiz. Endi IM{S)
haiqadagl to* plamlammg, ya'ni sodda to‘plamlarning o‘lchovi tushuncha.slm
kiritamiz. Har bir 4 = kﬂl P, € M(B) sodda to'plamga

m(A) =Y m(P) | (5.1)
k=1
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sonni mos qo‘yuvchi m' : 9MM(S) — R moslikni amqlaymm m’(A)} migdor
A to‘plamning o‘lchovi deyiladi.

Lebeg o‘lchovi. Dastlab E = [0, 1]- birlik kesmada saq!anuvchi to‘p-.
lamlar bilan chegaxalanami} '

5. 4—ta ’rif. Iztzyorzy AcC E to‘plam uchun

H*@q) Aégf, m(P) ' (52

son A to plammnq tashqz o‘Ichom deyiladi.

(5.2) da aniq quyi chegara 4 to'plamni goplovchi oraliglarning barcha
chekli yoki sanoqli sistemalari bo‘yicha olinadi. Shuhi ta’kidlaymizki, ixtiyoriy
A C E to plamning tashqi o'lchovi mavjud. Chunki infimum belngl ostidagi

ifoda Y- m (&) ma,nﬁymab shumng uchun v quyidan nol bilan chegaralangan,
» Quyxdan (,hegarala.ngan sonli to‘plam esa aniq quyi chegaraga ega. Endi A C
E to‘plam o‘lchovi ta’rifini beramiz.

5.5-ta’rif. Agar irtiyoriy € > 0 uchun ahunday B € M(B) sodda to‘plam
mavjud bo’hb, u*(AAB) < ¢ tengsizik bajarilsa, u holde A Lebeg ma’nosida
o‘lchovli to ‘plam deyilads.

Agar A Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plam bo‘lsa,, uning o‘lchovi deb tashaqi
o‘lchovini gabul qilamiz Faqat o‘ichovli to‘plamlar sistemasi U(E) da aniglan-
gan u* to pla,m funksiyasi Lebeg a‘lchom deynia.dl va u u bilan belgilanadi.
Shunday q1hb o‘lchovll to‘plamlar sistemasi U(E) va unda Lebeg o'lchovi y,‘
aniglandi. Demak, lxt.iyony A € M{F) uchun u(A) = p*(A).

Biz yuqorida faqat F = [0, 1} kesmada saqlanuvchi to‘plamlarni garadik.

Bu cheklashdan xalos bo‘lish mumkin. Maflumki, R ni
E,=[nn+1), neZ

oraliglar yig'indisi ko‘rinishida tasvirlash mumkin, ya'ni
R=J B
neZ
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5.6-ta’rif. Agar har bir n € Z uchun An=ANE, to ‘plamlar o lchovl
bolsa, u holda A to‘plam o‘lchovli deyiladi. Agar A ‘tb ‘plam o lchovli bo‘lsa,
quyidagi yig‘indi . . | _ | ‘
B (A = p(A), (5.3)

A to‘plamning Lebeg o‘lchovi deyilar;;z
Agar (5.3) qator yig'indisi chekli bo‘lsa‘ A chekli o‘lchovli to ‘plam deyiladi‘
 Aks holda A cheksiz o‘lcho'ulz to p[am deylla,dn Shumng uchun p olchov
cheksiz qiymat ham qabul qﬁlbhl mumkin.
1 11

8 1 ' o
52. A= IJ {——<, —+ =] nisodda to‘plam ekanligini ko‘rsating. Uni
’ n=1 8 n 8 ’

eng, kam sondagi o‘za,ro kesiqhmaydigan P;, P, ... P,, oraliglar birlash- -

xnam ko‘rinishida tasvirlang. A = U P yoynlma,dan foydalanib, A to‘p- -

lammng o‘Ichovini toping.

Yechish. P, = [% - %, %+ _512) , n=1,2,...,8 belgilash olamiz va F,
oraliglarning kesishish yoki kesishmasligini tekshiramiz.

79 3 5 5 11 1
P=|= = y ==, = == = J,... = -1.

1 [81 8)1 PZ [8: 8)1 P3 [24’ 24)1 ;PS I:O! 4)
5.3-chizmadan ma’lum bo'ldiki, NPy = 8, PeNPreyy #0, £=2,3,...,8.
Shuning uchun ) _

. . 8 . 5
A=PUQy, QL=URL=[01 —), P,1€6
) ) n=2 8 ‘ ) )
tasvir eng kam sonli yoyilma bo‘ladi. Demak, A sodda to‘plam. Bu yoyil-

madan quyidagi tenglikni olamiz:

BA) = (PY) + (@) = 5 +

oo: W
]
o} ~3
0

5.3-chizma
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- Elementar to‘plam o‘lchovi. Endi tekislikdagi to'plamlarning Lebeg
olchoviga to‘xtalamiz. Aytaylik a, b, ¢ va d lar 1xt1yony haqiqiy sonlar
bo lsm Tekislikda biror Dekart koordmatalar sistemasi taymlangan bo lib,

" shu sistemada

e<zr<h as<zr<b a<z<bh a<z<bh

c<y<d, c<y<d c<ysd, c<y<d

" tengsizliklarning istalgan bir jufti bilan aniglangan to‘plamlar sistemasi beril-
gan bo‘lsin. Bu to‘plamlarni to‘g‘ri to ‘rtburchaklar deb ataymiz. Xususan, agaf
yugoridagi-shartlardan birini’ qanoatlantiruvchi nuqtalar ma.v1ud bo‘lmasa (ma-
salan a > b yokl ¢>d bo Isa) uni ham {0°gri to ‘rthurchak deb ataymiz.
G? bilan teklshkdagx barcha to* g'ri to‘rtburchaklar sastemasml belgilaymiz. »

Sonlar o‘qi holidagidek tckislikdagi A ¢ E2 = {0, 1] x [0, 1] to‘plamning
tashqi o‘lchovi va Lebeg o‘lchovi ta'riflarini berish mumkin.

5.7-ta’rif. [ztiyoriy A C E? to ‘plam uchun
1A = Lo Z m(Py) : (5.4)

son A to plamnmg tashqi o'lchovi deyiladi.

Bu yerda aniq quy1 chegara A to‘plamni qoplovchl to'g'ri to ‘rtburchaklar-
ning barcha chekli yokl sanoqli sistemalari bo‘yicha olinadi.

Tekislikdagi barcha to'g'ri to‘rtburchaklar sistemasi —6? yarim halga tash-
kil giladi (5.24-5.25 misollarga qarang). &? yarim halqadan olingan va a, b, ¢,
d sonlari bilan aniglangan (ochiq, yopiq, yoki yarim ochiq) bo‘sh bo‘lmagan
P = Py to'g'ri to'rtburchak uchun m(P) = (b - a}(d — ¢} sonni mos
qo‘'yamiz, agar P bo‘sh to‘plam bo‘lsa m(P) = 0 deymiz. Bu qonuniy-
at bo'yicha aniglangan m : 6> - R -to‘pldm funksiyasi o‘lchov (5.1-ta'rif)
shartlarini ganoatlantiradi.
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M(&?) bilan 62 yarim halga ustiga qurilgan minimal halgani belgilaymiz.
IM(G?) halqaning elementlari elementar to‘plamlar deyiladi.

5.8-ta'rif. Agar iztiyoriy £ > 0 'uchu,n shunday B € M(G?) elementar
to‘plam mavjud bolib, y*(AAB) < ¢ tengéizlik bajarilsa, u holda A Lébég
ma’noside o‘lchovli to‘plam deyiladi. » ‘

~ Faqat o'lchovli to‘plamlar sistemasi £4(E?) da aniglangan p* to‘plam funk-

siyasi ‘Lebeg o'lchovi. deyiladi vau " blla,n belgilanadi. Slmnda,y qihb o lchovh_‘ o

to‘plamlar sistemasi U4(E?) va unda Lebeg o'lchovi u a.mqiandl Demak ix-
tiyoriy A € {U(E?) uchun p(A) = p*(4).
Xuddl sonlar o'qi hohdagldek teklslka ya ni R? ni

, 'Emnz{(x,y):m<:c§m+l n<y<n+1} n,meZ: "

kvadratlar yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlash 'mumkin:
U Em
m. neL
5.9-ta’rif. A C R? biror to‘plam bo‘lsin. Agdr istalgan m, n butun son-
lar uchun A,,, = AN E,,, to‘plamlar olchovli bo‘lsa, u holda A to‘plam
o‘lchovli deyiladi. Agar A to‘plam o‘lchovli bo‘lsa,
pA) = D" w(Amn), - (53)
m,neZ , - .
yigndi A to plammng Lebcg o‘lchouvt deyiladi.
Agar (5. 5) qator yig'indisi chekli bo‘lsa, A C R? chekli o‘lchouli to'plam
deyiladi. Aks holda A cheksiz o ‘Ichovli to'plam deyiladi.
5.2-teoroema. (O4chovning o— additiviik zossasi). Agar {An} — o zaro
kesishmaydigan o‘lchovli to‘plamlur ketma-ketligi bolsa, v holda
™ *
" (U An) =3 n(4a)
n=t n=1

tenglik o‘rinli.
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5.3-teorema (O ‘lchovning uzluksizlik zossasi). Agar o‘lchovli to‘plamlar-
ning A1 D Ay D+ D An D -+ ketma-ketligi uchun A= ﬂ A, bolsa, u
holda u(A) = hm u(A,,) tenglzk o ‘rindi. "~

5.1—natua. Agar ACAC-CAC- - o'lchovli to ‘plamlar ketma-
ketligi uchun A= U A, botlsa, u holda p(A) = lim p(Ay) tenglik o'rinki.

~ Agar (5.2) tenglikda aniq quyi chegara A C. R to‘plamni goplovchi bar- *.

cha -B sodda to'plamlar bo‘yicha olinsa, A to'plamning Jorq_ad ma’nosidagi o
tashgi o'lchovi hosil bo'ladi, u j*(A) bilan belgilanadi, ya'ni |
- 7 = jalm(B), Beme).
Ushbu | L
| MA) = sup m'(B). B € M(S),
son A to plammng Jordan ma nos:dagl zckkt o‘lchom deyiladi.

5.10-ta’rif. Agar j*(A) = j.(A) bo‘lsa, A Jordan ma’nosida o'lchovii
to‘plam deyiladi. ! |

Shuni ta'kidlash joizki, agar A Jordan ma’nosida o‘lchovli to‘plam bo‘lsa,
u Lebeg ma’nosida ham o‘lchovli to‘plam bo‘ladi va bu oflchovlar o'zaro teng
bo‘ladi.

5.3. Lebeg ma'nosida o lc.hovll, ammo Jordan ma nosnda o'lchovli bo‘lmagan '

to piamga mlsol ke[tlrmg

Yechish. E = [0, 1] bo‘lsin, A esa [0, 1] kesmadagi barcha ratsional son-
lar to‘plami bo'lsin. A to‘plam E da zich bofiganligi uchun A ni saglovchi
sodda to‘plam E ni ham o‘zida saglaydi. Shuning uchun 7*(A) = 1 bo‘ladi.
A to‘plamda saqlanuvchi sodda B to‘plam faqat chekli to‘plamdir. Shun-
>ing uchun j,(A) = 0 tenglik o‘rinli. Bu yerdan j*(A)} # j.(A). Demak, A
to‘plam Jordan ma’nosida o‘lchovli emas. Ma'lumki, A sanoqli to‘plam, shun-

ing uchun uning elementlarini {z, z3, b. << yZn, ...} ketma-ketlik ko‘rinishida
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nomerlab chigish mumkin. Shunday ekan
ACOJP)C, sz{.’lﬁ k<r<1k} [J,k, xg)-
Ikkinchi tomondan ixtiyoriy ¥ € N uchun m(Pk) 0. Bu yerdan

p (A)

;s}cgnligi, kelib chiqadi. shmﬁ'.za"kidlash..la_zi'mki, tashqi 'o‘ibhoy;[holgs ‘teng
bo‘lgan har qanday to‘plam o‘lchovli to* plamdir. Buning uchun sodda td‘plam

sifatida B = ni olish yetarli:
: u*(AAB)‘ *(AA@) u (A) 0< €.

Demak, A Lebeg ma’nosida o'lchovli to‘plam. Shunday qilib, A Leb'eg m_a.’nb-
sida olchovli bo‘lgan, lekin Jordan ma’nosida o‘lchovli bo‘lmagan to‘plamga

misol bo‘ladi. [}

5.4. A C [0, 1] — bilan shunday sonlar to‘plami belgilanganki, ularning chek-
siz o‘nli kasr yoyilmasida 5 raqami ishtirok etmaydi. p£(A) ni toping.

- Yechish. A to'plam to'ldiruvchisining o‘lchovini topamiz. {0, 1]\A4 to'plam
élementlarining cheksiz 6‘zlli kasr yoyilnxas;da 5 raqémi ishﬁrok etﬁi, [0,' 1}
kesmani téng o‘n bo‘lakka bo‘lamiz va oltinchi [O,5; 0,6) bolakni A; bi-
lan belgilaymiz. A; dagi har bir sonning cheksiz o‘nli kasr yoyilmasida, ver-
guldan keyingi birinchi rdqami 5 bo‘ladi. Qolgan 9 ta bo'lakning har birini
teng o‘n bo‘lakka bo‘lamiz va ulardagi oltinchi bo‘laklarning birlashmasini
[0,15; 0,16) U [0,25; 0,26) U --- U [0,95; 0,96) = A, bilan belgilaymiz.
Ay to‘plamdagi sonlarning cheksiz o‘nli kasr yoyiimasida verguldan keyingi
ikkinchi ragami 5 bo‘ladi. Va hokazo bu jarayonni cheksiz davom ettiramiz.

Hosil bo‘lgan Ay, As, ..., An,... to'plamlar juft-jufti bilan kesishmaydi va
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ularning birlashmasi [0, 1]\A ga teng. O‘lchovning o— additivlik xossasiga
ko‘ra '
w10, 1\A) = Zu(A )
. n=l
‘tenglik o‘rinli. Murakkab bo‘lmagan hisoblashlar shuni ko‘rsatadiki u{A;) =
107, (42 =9-1072, ,u(A,) =9"1.107", ... tengliklar o‘rinli. Demak,

-1
(0, 1)~ Zumn) gmn e e

n=1

Shunday qilib, (A} + ([0, 1\A) =1 dan px(A) = 0 ekanini olamiz. I

» 5.5; Shunday {A,,} "Borel ‘tipidagi bto plam" larga miéol kéltiringki, ‘qtlxy‘ida—
gilar bajarilsin:  p(A,) = +o00, A,l DAny, n2 1 p ﬂ A,,) = 0.

re==1

Yechish. "Borel tipidagi to'plam" sifatida A, = |n,00). n € N larni
olamiz. Natijada istalgan n e N uchun p(A,) -i-\oo va Ap D Apyt munos-
abat bajariladi. Kesishma ﬂ A, = § bo'lganligi uchun p (ﬂ A,.) =0
bo‘ladi. =t "

Quyidagi misolda 4, C A shartni qanoatlantiruvchi'} A va A; to‘plamlar

. berilgan. A\ A, to‘plamni eng kam sondagi o‘zaro kesishmaydigan P, P, ..., P,
to‘g'ri  to‘rtburchaklar birlashmasi ko‘rinishida !;asﬁirlang. A\A, = Lﬂj Py
yoyilmadan foydalanib A\ A to‘plam o‘lchovini foping. -

5.6. A= {(z, y) 0<z<T, 0<y<7}

A;—{(’c y):4<z <, 3<y<7}

Yechish, Tekislikda A va Ay to‘plamlarni chizmada tasvirlaymiz. 5.4-
chizmadan A\A4; = P, U P, U P; yoyilmani olamiz.
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4
7 Py
A
3 A >:Ps
2, |
ol 4+ 7T x
" dechizma

Buyerda P, =0, 4)x[0, 7), P = [4, T)x0, 3}, Py = {7T}x0, 7). Bu to'gri

to‘rtburchaklar o‘zaro keSIShmaydl O‘lchovnmg a.ddltivhk Xossasiga ko ra.

WAVAY = W(P) + AP+ p(P) =28 +940=3. O
1
5.7. Olchovnmg o~ additivlik xossasx}dan foydalamb A= nL=)1 ( e n’)

to‘plamning oflchovini toping.

1 1
Yechish. A, orqali (~(-+—1)| ) to‘plamni belgilaymiz. A4, to‘plamlar
juft-jufti bilan o‘zaro kesishmaydi, shuning uchun o‘ichovning o— additivlik
xossasiga ko'ra

u(A) = 3 (A

n=1
RIPINT VIR . - _ 1 1
tenglik Orll‘lh. An to'plamning oflchovi p{A,) = i m ‘,dan ‘fqy-
dalansak :
v 11 1 1 e
u(A) = Z}"(A" “TeEtaEt eyt
ckanligini olamiz, v n|

Ayrim umumlashtirishlar. Bizga sonlar o‘gida aniqlangan, kamaymay-
digan, o‘ngdan uzluksiz F funksiya berilgan bo‘lsin. Bo‘sh bo‘lmagan interval,
kesma va yarim intervallarga F funksiya yordamida quyidagi soniarni mos
qo‘yamiz:

-m{(a, b)) =F({b—-0)— F(a), m([a, b]) = F(b) — F(a—0),
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m((a, 1)) = F(b) — F(a), m{[a, b)) = F(b-0) ~ Fla —0).

Ravshanki, bu usulda aniglangan m to‘plam funksiyasi‘ rﬁanﬁyma,s‘va additiv.
Yarim ha.lqada,vkiritilgan bu o‘lchovning davdmini pp bilan bc[gilaymiz. Umu-
man olganda, pp 0‘-lchbv_ga, nisbataﬁ o‘lchovli to‘plamlar sinﬁ F funk_siyaning
tanlanishiga bog'liq. Ammo R da o‘ngdan uzluksiz, kamaymaydigan istal-
- gan F funksiya uchun _ochié va >y0piq to‘plamlar, éhuningdek. ularning istal-
a ga;n‘sahof;li yig‘indi va vé:‘movqii kesishmdldri ,Qf _‘ o‘icho;/galuisf)étan o‘lchovli
to‘plamlar bo‘ladi. N _
5.11-ta’ l‘lf Biror kamaymaydzgan, o‘ngdan uzluksiz F funkszya 'vosztasz-
da qunlgan I 0‘lchov Lebeg-Stiltes o‘lchovi deyiladi. S
Blzga Lebeg o‘lchovi u va cheg—Stlltes o'lchovi pp bcnlgan bo'lsin.
5.12-ta’rif. Agar u(A) = O ekanligiden pp(A) =0 tenglwk kelib chigse,
wp absolyut uzluksiz olchov deyiladi.
5.13-ta’rif. Agar pp o'lchov chekli yoki sanogli giymat gqebul giluvchi F
funksiya yordamida aniglansa, pp diskret o‘lchov deyiladi.
5.14-ta’rif. Agar pr o‘chovda istalgan bir nugteli to’plam nol o‘lchov-
gs ega bo'lsa vva Lebeg olchovi nolga teng bo‘lgan biror A to‘plam uchun
pr(R\A} =0 bo'lsa, u holda pr singulyer o‘lchov deyilads.
| O‘lchovmng Lebeg bo‘yicha davomi. Birlik elementh yzu:un ha.lqa-
da aniglangan o‘lchovning Lebeg bo'yicha davomini qaraymiz. Aga.r &,, da
aniglangan m o‘lchov o—additiv bo'lsa, u helda m ni &, dan 9M(S,,)
ga nisbatan kengroq bo'lgan va qmldaydir‘q}qfnoda maksimal sinfga davom
ettirish mumkin. Buni Lebeg bo‘yiéha davon:ctt.iriSh yordamida amalga os-
hirish mumkin. Bizga biror &,, birlik elementli yarim halqada aniglangan
o~ additiv m olchov berilgan bo‘lsin va £ to‘plam &,, yarim halqaning
birlik elementi bo'lsin. £ ning barcha qism to'plamlaridan tashkil topgan
A(E) sistemada tashgi o‘lchov deb ataluvchi ¢* to‘plam funksiyasini quyida-
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gi usulda aniqlaymiz.

5.15-ta’rif. I:ctzyony A CE to‘plam uchun
u (A = inf Z m(B,,)

son A to‘plemning tashqz olchovi deyiladi. Bu yerda anig quyt chcgam A
to‘plamni qoplovchi barcha chekli yoki sanogli {B,}, B, € B, to'plamlar
. sistemasi bo'yicha olinadi. . '

5.4-teorema . Agar A ve sanoqlzta Al, Ag, AL to ‘plafrﬂar uchun
AcC nL:Jl An bo'lsa, u holda quyidagi tengsizlik o ‘rinli o

v 0 o
w4
s ©on=l S

5.16-ta'rif. Agar A C E to‘plam va z'stafgan £> 0 uchun shunday B 6’--

M(S,,) to‘plam mavjud bo'lib,
wW(AABY <€
tengsizlik bajarilse, A (Lebeg ma’noside) o‘lchovli to‘plam deyilads.

Faqat o'lchovli to'plamlar sistemasi $4{ E) da aniqlangan g* to‘plam funksi-
yam Lebeg 0 ‘lchovi deyiladi va u g harfi bilan belgilanadi. Ravshankl S, va
| , WT(G",) dan olingan to plamlar o‘lchovh bo'ladi. Bunda, agar A € G,, va
B € M(S,,) bo'lsa, u holda

u(A) =m(A), u(B}=m/(B).

- Agar A oflchovli to‘plam va u*{AAB) < ¢ tengsizlikni ganoatlantiruvchi
B € M(G,,) to'plam berilgan bo'lsa,

AAB = (E\A)A(E\B)

tenglikdan A ning to‘ldiruvehi to‘plami £\ A ning ham o‘ichovii ekanligi kelib
chigadi. '
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5.5-teorema. Ofchovli to ‘plamlar sistemasi U(E) halga boladi.
5.2-eslatma. G,, ning birlik elementi - £ ofichovli to‘plamlar sistemasi
WE) uchun ham birlik elemenﬁ bé‘ladi, shuning uchun o‘lchovli to'plamlar
sistemas U(E} algebra tashkil qiladi. B B
5.6-teorema. O'lchovli to‘plamlar‘sistemas‘i U(E) da aniglangan p to'p-
lam funksiyasi additivdir. : |
5. 7—teorema 0‘lchavh to plam[ar szsfema.sz U(E) da amqlangaﬂ H to plam
funkszyass o— addituvdir. _
5.8-teorema. Lebeg bo ‘yicha o‘lchovli bo‘lgan barcha to ‘plamlar sistemasi
iI(E) E birlik elementli o— algebradir.
 5.17-ta rif. O‘lchovlz to‘plamlar sistemasi Ll(E) da anquangan va !.l(E)
da tashgi o‘lchov p* btlan ustma-ust tushuvchi p funksiya m o‘lchovning
= L(m) Lebeg davomi Jeyiladi. | ‘
5.9-teorema. [stalgan boshlang‘ich m o‘lchov uchun Lebeg bo‘yicha o'l
chovli to ‘plamlar sistemnast $4(E) d— halga bo‘lat;!i Sanogli sondagi o‘lchovli
Ap, Ag, ..., Apn, ... to‘plamlar birlashmasi bo‘lgan A = nl:J An to‘plamning
o‘lchouli bolishi uchun u (kL=J1 Ak) migdorning n ga bog‘ligsiz o‘zgarmas
bilan chegaralangan bo lishi zarur va yetorli.
Lebeg o‘lchoviﬁing yana bir xossasini keltiramiz. ‘
5.18-ta’rif. Ag@r (A} =0 we A C A bolishidan A’ ning o 'lchovli
ekanligi kelib chigsa, p o‘lchov tola deyiladi. ‘
Agar g olchov tola bo'lsa, A’ to‘plam uchun p(A’) = 0 bo'ladi.
Ixtitoriy o‘ichovning Lebeg davomi to‘la bo‘ladi. Hagiqatan harﬁ, A C A,
u(A) = p*(A) = 0 bo'lsa, u*(A’) =0 bolladi va B =@ € &, ni olsak,

W(A'AR) = u*(A) =0
bo‘ladi, ya’ni A’ ning o‘ichovli ekanligi va u(A’) =0 kelib chigadi.
5.8. O'lchovsiz to‘plamlarning birlashmasi o‘ichovsiz bo‘ladimi?
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Yechish. Oflchovsiz to‘plamlarning birlashmasi o‘lchovli ham oflchovsiz
ham bo‘lishi mumkin. Masalan, A C [0, 1] o‘lchovsiz to‘plam bo'lsin, u holda
B= [0, 1]\A ham Q‘lchdvsiz to‘plam‘bo‘l:vadi. Ularning bir[ashﬁlasi AU B =
[0, 1] esa oflchovli to‘plam. Agar A C [0, 1) o'lchovsiz to‘plam, B C [1, 2)
o‘lchovsiz to‘plam bo‘lsa, u holda ularning birlashmasi € = A U B to‘plam
~uchun, 49 =CnN Ey = A oflchovsiz to ‘plam bo' lganllgldan 5.6-ta’ rlfga ko'ra .

=AUB olchovsm to‘plam bo‘la.dl T

5.9. F (x) = [x] funksiya yordamida. qurilgdn iy~ Lebeg-Stiltes o'lchovi
diskret o‘lchov bo‘lishini ko‘rsating.
YechiSh':ﬁ F(r) = [1:] fuiikﬂéiya’mo‘noitbti 'vivs'zitnéyhlaydi‘gh‘n: o'ngdan uzluksiz
funksviy‘a, bo'lib, uning giymatlar sohasi butun sonlar to‘plami. Z dan iborat.

Butun sonlar to‘plami esa sanoqli to‘plam bo‘lganligi uchun, 5.13-ta’rifga ko‘ra

pr diskret o‘lchov boladi. a
Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

5.10. To‘plam funksiyasi m' : M(S) — R oichov bo‘ladi. Isbotlang.

5.11. (5.1) tenglik bilan aniglangan m' : M(S) — R funksiyaning qiyma-
ti A sodda to‘plamni chekli sondagi o'zaro kesishmaydigan oraliglar
yig'indisiga yoyish usulida;l bog'liq emas. Isbotlang.

5.12. m' : M(S) — R olchov m : & — R olchovning davomi bo‘ladi.
Isbotlang. '

5.13. Tkki sodda to‘plamning birlashmasi, kesishmasi, ayirmasi va simmetrik

ayirmasi yana sodda to‘plam bo‘ladi. Isbotlang.

5.14. Agar A € M(G) to‘plam oraliq bo‘lsa, u holda m'(A) = m(A) bo‘ladi.
Ishotlang. '
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5.15. Agar A € M(S) to‘plam chekli sondagi o‘zaro kosishmaydigan AL A
' .5 A, sodda to'plamlarning yig'indisi, ya'ni 4 = ]_[ Ak shaklda ta.svu-
la,nsa, quyidagi tenglikni isbotlang:

m'(A) 42 m' (Ag) §

5.16. Agar A € M(S) sodda to p!am {4u} — sodda to plamlammg chekh
yokl sanoqh sustemam bo* hb Ac U A, i)o‘lsa ‘

m' (4) < 3 m (4,)
 tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. vlsbovtla.ng,

- 5.17. A sodda to‘plam sanogli sondagi o‘zaro kesishmaydigan Aq, 4s, .. .,
Ay, ... sodda to‘plamlarning yig‘indisidan iborat, ya’ni

[e.)

A=A

n=1
bo‘lsin. U holda quyidagi tenglikni isbotlang:
: o0
m/(A) = Y m/ (A,).

n=1
5.18-5.23-misollarda keltirilgan A ¢ R ni sodda to‘plam ekanligini ko‘rsa-
ting. Uni eng kamvsondagl o‘zaro ke31slln1aydlgan P, Py, ..., P, oraliqlar
birlashmasi ko‘rinishida tasvirlang. 4 = kt_lll P, yoyilmadan foydalanib, A

to‘plamning o‘lchovini toping.

5.18. A= |) [32n 287, 5.21. A~ [ S5-n
Pe 45T ul;Jl[ 4 )’ ) nL)l [4u+i’ 4n J T
6 8 /1 1 1 1\
5.19. A= |J [3% ™, et ). 5.22. A= (— -, ..+_)_
ﬂl‘-Jl[ ) ) nL;J] n 8 n _44
n 6—n 3 1 3 1
A= LA A= 22 -).
5.20. ,f:'l [2(n+1)!’ 2n! ) 5.23. ,,U,(n B 5)
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5.24. Ikkita yarim halqaning Dekart ko' paytmasx yarim halga bo‘ladi. Isbot-

lang.
5.25. 6 x & =& tenglikni isbotlang.

5.26. Tekislikdagi barcha to‘g‘ri to‘rtburchaklar'sistemasi — &? yarim halga
- tashkil qsladl Isbotlang. o '

o Rt R

niz=-=- = Y=Y —~‘§ tog ri chlznqlar yorda.nuda 9 ta bl[’ il

3’
kvadratlarga bo‘lamiz va markazdagi ochiq

| -{ew: gee<q ger<i)
vkvadratn{i (5.5a—chizn1§) tashlaymiz. Keyin golgan 8 ta kvadratning ilér birini
yli(ioridagidek 9 ta bir xil k\iad’ratlai'ga bo‘lamiz (5.5b-chizma) va markazdagi :
kvadratni tashlaymiz. Bu jarayonni cheksiz marta davom ettiramiz. Natijada

qolgan to‘plamni A bilan belgilaymiz. Bu to‘plamga “Serpin gilam:” nomi

L] e
), | B R
| PR

a Py

berilgan.

N

L\

wine

Wi =
W -

W e
[T
Wit

5.5-chizma
5.27. Serpin gilamining o‘lchovini toping.

5.28. A C [0, 1] bilan shunday sonlar to‘plamihi belgilaymizki, ularning
chcksiz o‘nli kasr yoyilmasida 2 raqami 3 raqamidan oldin uchraydi. Bu
to‘plamning o‘lchovini toping.
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~5.29,

5.30.

5.31.

5.32.

3

L =

A C [0, 1]~ bilan cheksiz o‘nli kasr yoyilmasida 8 ragami qatnasha-
digan sonlar to‘plamini belgilaymiz. Uning o‘lchovini toping,

A C [0, 1j— shunday to‘plamki, uning elementlarini cheksiz o'nli kast
yoyllmablda 1 dan 9 gacha ragamlarning barchasi qatnashadl Uning

‘ ‘]chovm: toplng

Ka,ntor to’ piaml K' C [l) 1] nmg Jordan ma nosnda o‘lchovh emashgml ,

mbotlang
"Kantor tarogi" nomli masala. K — Kaator 'to‘pla.mi bo“lsim v
A "{(x ¥):z€0,1), ye K}

to‘plam ”Kantor tarog G0 deylladi A to' pla,m [0, 1] [0 1| ning hech
yerida zich emas, yopiq va p(A) = 0. Isbot.lang.

"Serpin qabristoni” nomli masala. R? da [0, 1] x [0, 1] kvadratni z =

o1 2 . ) -
T = ;, y= 3 ¥=j3 tog'ri chiziqlar yordamida 9 ta teng kvadratlarga

bo‘lamiz. Asosiy kvadratning uchlariga yopishgan 4 ta

. // . QP e o7
// v / // ) Qe
.

.' [y (R
A I3
Q14 Q; g Qy Qe
aj )
5.6-chizma
(@y): 0z <2 0<y <~
| 1Y) ST sy _yﬂ_aa
n 1 2
Po=<{z,y): 0Kz 5-3—, §S051 )
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ybpiq kvadratlarni (5.6&chiima) birinchi rang kvadratlari deb af.aymiz. ‘
~ Bu to‘rt kvadratning birlashmasini A = PLUPRUPU P bilan bel-
gilaymiz. Birinchi rang kvadratlarlnlng har birini yuqondagldek 9 ta teng
’kva,dratlargd bolamu anchl rang kvadratlan P, Pg, P;, P4 uchlanga.‘;:“f
» yopishgan kvadratlarni ikkinchi rang kvaa‘mt[an (5.6b-chxzmada Q1 — Q16)
deymiz. Bu 16 ta kvadratning birlashmasini Ay bilan belgilaymiz. Va hokazo :
bu j Ja.rayonm cheksw marta da.vom ettlramlz ’\Iatuada 1chma-1ch joy[ashgan
A; DAYD ... DA, D ketma-kethkka ega bo‘lamiz. Ularnmg ke.':.lsh-
masml A= A,, bilan belgllaynuz A to‘plam Serpin qabr:stom dcyxlad;

n=l

5.33. Serpin qabristoni A ning o‘lchovi nol (u{A4) = 0) va [0, 1] x [0, i]

kvadratning hech yerida zich emasligini isbotlang.

5.34. A CR to‘plamning o‘lchovi nolga teng bo'lsa, u( A) = 0 bo'lishi shart-
mi? Bu yerda A —~ A to‘plamning yopig'i.

5.35. A C R chegaralanmagan musba,t o‘lehovli to'plam bo'lsin, u holda shun-

day T,y € A lar mavjudki z — y € Q bo'ladi. Isbotlang

5.36. A C R ixtiyoriy musbat o‘lchOQIi to‘plam bo'lsin, u holda shunda.y z,y €
A mavjudki z —y € R\Q bo‘ladi. Isbotlang.

5.37. R dagi nol o‘lchovli to‘plamlar sistemasi ¢ — halqa boflishini isbotlang.

5.38. A C R Borel tipidagi to'plam ekanligini ko‘rsating, uning Lebeg o'lchovini
toping:

a) A= U( 1 n+i],,

=



5.39.

5.40.

5.41.

5.42.

n=1

b) A= 8 (?‘1",' n" + m \Q,
) A=[0,1NQ.

Quylda berllga.n A C R t.o‘plammng Borel tzpsdagz to‘plam el@nllguu ‘

ko‘rsating, keym uning o‘lchovini toping.

'a)A (R\Q)n{o 1, -b)A={xeR-z"‘eQ}
c) [a’oo)’.b . : d) A "L_}o(n 212’ 2n)
&) A=) [nagg n-i—zl,;]‘, f) go{ns".g;, nd + ]n(R\Q)

Shﬁnday {An} "Borel tipidagi to‘plam" larga misol keltiringki, quyida-
gilar baja,riisin: ' | :
) A)=1, n>21, T A =R,

b) i(An) = +00, Ay D Any1, 1> 1, 4 (ﬁ A,,) -1,

c) u(A,) = o0, n 2 1, ’51 A,.=N

d) p(A,) =+o0, A,(VAn =0, n#m, n,meN.

A C R? mng "Borel tlpldagl to‘plam" ckanlxglm ko‘rsatib, uning

o'lchovini toping:

a)Az{(x,y}G]Rz.xelR 0<y< 11 },

b) A:{(I,y)ERZ: -l<z<l,0<y<

=)

a € (0, 1) ixtiyorly son bo‘lsin. {0, 1] kesmaning o‘rtasidan uzunligi
2—a 2
g ga teng A; = n a,-—?) intervalni chiqarib tashlaymiz. A,

ni o‘rta interval deb ataymiz. Ikkinchi qadamda qolgan ikki kesmaning
uzunligi % ga teng bo'lgan o‘rta intervalini chiqarib tashlaymiz. Bu in-

tervallar birlashmasini As bilan belgilaymiz. Uchinchi qadatﬁda qolgan
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to‘rtta kesmaning har biridan uzunligi % ga teng bo‘lgan o‘rta inter-
valini chiqarib tashlaymiz. Ularning birlashmasini A3 orqali belgilaymiz.
Bu jarayonni cheksiz davom ettiramiz. A bilan [0, 1]\ 6 A, to‘plamni
belgilaymiz. A ning olchovll ekanllg'ml ko rsatmg va unmg o lchovml

topmg,

5.43. 5 42-1111301(1& keltlnlga.n A bo plam [0 1] kebma.mng hech yerlda zach, o

emashglm isbotlang.

5.44. AC [a, b] olehovli to* plam va p(A) =A>0 bo Isin. U holda f(z) =
i ([a )N A) funkalya.mng urlukmzhgml lsbotla.ng f [@, 8] - R

funkmyamng quma,tlar sohasim topmg

5.45. [0, 1] kesmada [0, 1] dan farqgli va o‘lchovi 1 bo‘lgan yopiq to‘plam

mavjudmi?

5.46. Tekislikda shunday o‘lchovli A C R? to‘plamga misol keltiringki, uning

koordinata o'qlariga proycksiyalari o'lchovsiz bo'lsin.

5.47-5.49-misollarda A; C A shartni ganoatlantiruvehi A va A, to‘plamlar
berilgan. A\Al to‘plamni chg kam sondagi o'zaro késishin}aydigan P,P,...,P,
to'g'ri. to‘rtburchaklar birléshmasi kb‘rinishida t&virlaﬁg. A4 = CJ P
yoyilmadan foydalanib A\A, to‘plam o‘lchovini toping. =

547. A={(z,4):0<z<T,0<y<T},

Ar={(z,y):4<z<6, 3<y<5}.

548. A={(x,9): 0z <7, 0<y <7},

Ay ={(z,9):3<z <7 0<y<T7}.
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5.49.

A= {(x,y) 0<z<T, 0<y<7}

{(a: y): 0<:c<7 0<y<6}

5.50-5.64-misollarda keltirilgan tasdiglarni isbotlang.

5.50.

A CblR to‘pléin o‘lchovli bo' lishi uchun ixtiyoriy € > 0 ga ko‘ra shunday
G (G D A) ochiq to plam n1av3ud bo‘hb i (G\A) <e tengswhkmng_

- baiar:hbhl zarur va yetarh

5.51.

Agar ACR o‘lchovli to‘plam bo‘lsa, u holda ixtiyoriy £ > 0 uchun
shunday G (G C A) yopiq to‘plam mavjud bo'lib, u*(A\G) < & teng-

- sizlik bajariladi.

5.52.

5.53.

5.54.

5:55.

5.56.

5.57.

5.58.

5.59.

Agar AC B bo'lsa, u*(A) < u*(B) boladi.

Agar A — sodda to‘plam bo'lsa, u holda u*{A) = m/(A) tenglik o‘rinli.
Agar chekli yoki sanoqgli sondagi {A,} to‘plamlar sistemasi uchun A C
lJ A, bo'lsa, u holda quyidagi tengsizlik o‘rinli

n

B4 <3 i (Ad).

Agar AC 0, 1] o‘lchovli to‘ipl#rﬁ bo‘lsa, [0, Ij\A hami o‘lch0vlivb‘o‘ladi.
Ag@r Ava B té‘pla.mlar o‘lcllf);rli bo‘lsa, u holda AUB, ANB, AAB,‘ A\B
to‘plamlar o‘lchovli bo'ladi. » |

O‘lcﬁévli to‘plamlar sistemasi ${R) halqa tashkil giladi.

Chekli sondagi o'lchovli to‘plamlé,rning birlashmasi va kesishmasi yana

o'lchovli to‘plamdir.

Agar A va B lar ozaro kesishmaydigan o'lchovli to‘plamlar bo‘lsa, u
holda u(AU B) = p(A) + u(B) tenglik o‘rinli.
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5.60.

Agar A va B lar o'lchovli to‘plamlar bo’lsa, quyidagi tengliklar o‘rinli:

) WA U B) = w(A) + u(B) ~ (AN B),

b) p(AAB = p(A) +p(B) Z,u(AﬂB)

5.61.

5.62.
5.63.

5.64.

5.65.

5.66.

5.67.

Ixtiyoriy ikkita A va B to‘plamlar uchun quyidagi tengsizlik o‘rinki:
I# (A) w(B) SM"(AAB)~

ACE=1]0, 1} ‘lchovll o' pid.m uchun [A(E\A) —1- (A) fenglik’ ’

o‘rinli.
Sanogli sondagi o'lchovli to pla.mlarmng blrlashma.sl va kesishmasi yana

‘lchovh to‘plamdir.
o lchovlvl to plamlar sistemasi %(R), o— algebra tashkil giladi.
O‘lchovning o— additivlik xossasidan foydalanib, quyidagi to‘plamlar-
ning o‘lchovini toping:

a)A=Cj[n,n+2‘"); b)Azfj[n—;,n+2),

ne=1

sa-gimm 0a- (it )

n=1

O‘lchovnulg uzluksizlik xossasi va umng natijasidan foydala.mb, quyidagi B ‘
to* pla,mla.rmng o lchovml toping:
oo
a) A= 10+= }" 11—(1+ ! )
n=1
i 8 16
b) B=nr=] -1-2—n, 4+§) ;‘
9 A=Ul1-a+dm 540+ L),
n=k | . n ’ n '
s n n
B = 1———, 4 .
d) nL_—)O L n-+ 1 + n + 1)

Chegaralangan o'lchovsiz to'plamga misol keltiring.
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5.68-5.75-misollarga ham 5.8-misol kabi javob bering. -

5.68.

~ 5.69.

5.70.

5.71.

- 8.72.

5.73.
. to‘plam .o'lchovli bo'lishi mumkinmi? 4 C B, B C A hollarni tahlil

5.74.
5.75.

5.76.
5.77.

5.78.

O'Ichovsiz to‘plamlarning kesishmasi o‘lchovsiz bo‘ladimi?
Oflchovsiz to‘plamlarning ayirmasi o'lchovsiz bo‘ladimi?
O‘Ichovsiz to‘plamlarning simmetrik ayirmasi o‘léhovsiz bo‘ladimi?

ACE=|0, 10} o lchovsw to* pl:en.m1 B C E o'lchovli to‘plam. Ularnmg ‘

* birlashmasi o‘lchovli bo‘hsiu mumkinmi? A C B holm tahlil giling."

A C F 0o‘lchovsiz to‘plam, B C E o'lchovli to‘plam. AN B to‘plam
o‘lchovli bo‘ladimi? AN B =@, B C A, A C B hollarni tahlil qiling.

A C Eoflchovsiz to'plam, B C E o'lchovli to'plam bo'lsin. A\B

qiling.
ACE o‘lchbvsiz to'‘plam, B C E o‘lchgvli to‘plam bo'lsin. B\A
to‘plamn qanday hollarda o‘lchovli, gachon o‘lchovsiz bo‘lishini misollarda

tushuntiring. AN B =0 , BC A, AC B hollami tahlil giling.

A C E olchovsiz to‘plam, B C E o'lchovii to‘plam bo'lsin. AAB
to'plam oflchovli bo' lishi mumkinmi? AN B = @, B C A A C B
hollarni tahlil giling.

A D Ay D - DA, D -+ olchovli to‘plamlar‘ ketlrla;ketligi uchun

u{ A Ay) = lim p(A,) tenglikni isbotlang.
n=1 1—0G

O‘lchovli to‘plamilarning Ay C A3 C --- C A, C --- ketma-ketligi uchuﬁ
,u,(ngl Ap) = nhsrolo u{A,) ténglikni isbotlang.

Agar #{R)— sonlar o‘qidagi Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plamlar sis-
temasi, [a, b ixtiyoriy kesma bo‘lsa, u holda [a, b] kesmada saglanuvchi
olchovli to‘plamlar sistemasi o— algebra tashkil qiladi. Isbotlang.
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5.79.
5.80.

5.81.

5.82.

Kantor to‘ptamining o‘lchovi nolga teng ekanligini isbotiang.
Ixtiyoriy A C R sanoqli to'plam uchun p(A) = 0 ekanligini isbotlang.

A va B lar sonlar o'qidagi nol o‘ichovli to‘plamlar bo'lsa, AUB va

AAB lar ham nol o‘lchovh to* plamlar bo'ladi. Isbotlang

A CR nol o‘ichovh to* plam va 1xt1yony Bc ]R to plam uchun p(A n

: B) =0 ekanligini lsbotlang

5.83.
5.84.

5.85.

5.86.
5.87.
5.88..
5.89.

5.90.

Sonlar o'qidagi barcha nol o'lchovli to'plamlar sistemasi ¢ ha.lqa va &

halqa bo‘lishini isbotiang.

Sonlar o‘qidagi barcha nol o‘lchovli to‘plamlar sistemasi simmetrik ayirma

é,maliga, nisbatan kommutativ gruppa bo‘lishini isbot[ang. '
Sonlar o‘qida kontinuum quvvatli, nol o‘lchovli to‘plamga misol keltiring.

[0, 1] kesmada, o‘lchovi 0.9 ga teng bo‘lgan va {0, 1] ning hech yerida

zich bo‘lmagan mukammal to‘plamga misol keltiring.

[0, 1] kesmada, oflchovi 1 ga teng bo‘lgan va [0, 1] ning hech yerida

- zich bo‘lmagan mukammal to‘plam mavjudini?

[0, 1] kesmada, nol o'lchovli va [0, 1] ning hamma yerida zich kontinu-

um quvvatli to‘plamga misol keltiring.

A C [0, 1] hech yerda zich bo‘lmagan nol o'lchovii to'plam bo'lsa, uning

yopig'i A ham nol o‘lchovli to‘plam bo‘lishi shartmi?

Shunday nol o'lchovli A C R va B C R to‘plamlarga misol keltiringki,
wlarning arifmetik yigindisi A+ B ={c: c=a+b a€ A, be B}
musbat o‘lchovli bo'lsin.
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5.91. Shunday A C [0, 1] va B C [0, 1] to‘plamlarga misol keltiringki,
quyidagila.r baja,rilsin: p.(A) =u(B)=0, uA+B)=2
5.92. F(x)= 2m+ 1 funk31ya yordamlda qurllgan pE— Lebcg—Sttiteb oflchovi

absolyut u7luks17 olchov bo‘lishini isbotlang.

5.93. pup, F(z) =2x+1 o'lchov bo'yicha A = (1, 5] to'plamning o'lchovini
.»toping. S v ‘
5.94. up, F(z) = [z] Lebeg-Stiltes o‘lchovi bo'yicha A= (1, 5| U {7, 8}
to‘planining o‘lchovini toping. ‘
Qurilishi Kantor to'plami —K (3.5-misolga garang) bilan bog‘liq bo‘lgan
K antbmz'ng zinapoya funksiyasini (5.7-chizma) keltiramiz. Kantorning zinapoya
funksiyasini & bilan belgilaymiz va uni R da quyidagicha aniqlaymiz: R(x) =
0, z € (~o0,0] va R{z) =1, z € [l,00). & m [0, I]\K da quyidagicha

aniglaymiz. Ky = to‘plam va uning chegarasida (5.7-chizmaga qarang)

33
1 1 2
Rz) = 3 ZE€ [3 3]
) 7 8 . . .
Ky =Ky UKgp = § 3 to'plam va uning chegaralarida
| L agar T € 12
ry 9’ 9|’
K==93 7§
e agar r € 9l

Endi
4
1 2 7 8 19 20 25 26
k-Uku- (5 2)U(7 7)UEF2UE )
k=1

to‘plam va uning chegaralarida

2k —1
() =

, €Ky, k=1,23,4.
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Yy
r 4
/8 o ._".
3/8 .___'-
o -
y=Rxy -
1/2 :
B
Wl __ :
18 .--'-
S I BN
5.7-chizma
. 2“-1 N
Xuddi shunday K,= |J Ku to plamnmg k — qo'shni mtervah va un-
k_.
ing chegarasida
2k~ 1" S
A#) = =5, €K k=1,23,...2""

Shundé,y qilib, K, to‘plamlar va ularning chegaralarida & funksiya anig-
landi. Bu U K, = [0, 1\K to'plam [0, 1] kesmada zich. Endi o € K soni

R funksxya amqla.mnagan biror nugta bo' lsm u holda
. B - v
R{xg) = sup {.ﬁ(x) 12 < Ty ZTE Ul K,,}
=
deymiz. Hosil qilingan funksiya Kantorning zinapoya funksiyasi deyiladi.

5.95. Kantorning zinapoya funksiyasi‘ﬁ ning [0, 1} kesmada uzluksiz, mono-
ton kamaymaydigan funksiya ekanligini isbotlang. ’ ,
5.96. Kantorning zinapoya funksiyasi F(z) = £ (z) yordamida qurilgan Lebeg-
Stiltes o‘lchovi —pg bo‘lsin.
a) pg ning singulyar o‘lchov ekanligini isbotlang.
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5.97.

" 5.98.

5.99.

b) ps(K)=1 tenglikni isbotlang. Bu yerda K — Kantor to‘plami.

¢} A Kantor to‘plamini saglovehi (K C A) ixtiyoriy to‘plam bo‘lsin.
#s(A) =1 tenglikni isbotlang.

a) F(z) ==z funksnya, yordamida qur1lgan Lebeg-Stilt.es o'lchovi absolyut
uzluksiz o'lchov bo'ladimi?

b). F(x) e 2[1] +1 funksxya yordamlda. qunlgan Lebeg-Stxltes olchovi
diskret o‘lchov bof lach!m? '

¢} Singulyar Leb_eg-Stiltes oflchoviga misol keltiring.

Additiv, ammo o— éddii:iv‘bo‘lth‘agan o‘lchovga misol keltirings.. -
Har bir A C R to‘plamga
1
neNNA4 \

sonni mos qo‘yamiz. m to‘plam funksiyasi olchov bo'lishini ko‘rsating.

A= (—00, 0) va B=1{1, 4] to‘plamlarning o‘lchoviarini toping.

I bobrﬁ takrorlash uchun test savollari

. Quyidagi tengliklar ichidan ‘to‘g‘rila,rini ajrating.

1. AAB = (AUB)\(ANnB), 2. AAB=(AUB)A(ANB),
3. AAB = (A\B)U (B\4).

A)1,2 B)2,3 (123 D13

. E— universal to‘plam. Ikkilik minosabatlarini toping.

1) E\ g Ag = n(F\Aa) 2) E\ QAar = t}(E\Ao)
3) AAB=(AUB\(ANB), 4) (E\A)A(E\B)=AAB
A)1,2 B)2,3 C)3,4 D)1,4
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. A va B to'plamlar 0‘zaro kesishmaydi. Quyidagilar ichidan to‘g‘ritarini -
ajrating. 1) AAB=AUB, 2) A\B=A, 3)B\A=B
A)1,2 B)Y2,3 O1L,23 D13

Ay va Ay to‘pl'a,m'la,rv 0'zaro ktsishinaydi. Quyidagivlar ichidan to‘g'ritari- »
ni ajrating. 1) BNnBC (Al AB]) U (AzABz) 2) A[AAQ = @
3) AjAA; = A,qu, 4) (AIUAQ)A(BI u Bg) C (A;ABl) U (AQABZ) )

AL ’B)234 01,234 D)1,34

. [ R—> R, f(z)=1{0,5z] akslantirish berilgan. Bu yerda (z] belgi x
sonining butun gismi. Agar A= [0 8] bo' lsa. f(A) ni t.opmg » :
A) {01,234, 56,7}~ B) [0,8] B
C) {0:1;2:3: 4,5 6; 7,8} D) {05152 % 4}

. f:X — 1[5 26], f(x)=1x+1 funksiya berilgan. f— ustiga (suryek-
tiv) akslantirish bo‘ladigan maksimal X to‘plamni toping. '
A) [;51 _2] U [2, 5] B) {_2) 5] C) [2? 5] D) (2a 5)

f:0,7n] = [-1,1], f(z)=cosz, g:[0,x] — [0,1], g(z) =sinz,

010,51 — 0,1, ¢(z) =sinz, ¥:[0,2]—[0,5], ¥(z)=3+1

a.lcsla.ntmshla.r ichidan sur yektwlanm a_]ratmg B
A)fee Bl fey  Oowd D) fed

. f:10,7) — [-1,1), f(z) = cosz, g: 10,7] = [0,1}, g{z) =sinz,

¢:[0,5) = [0,1), ¢(z) = sinz, ¥:[0.2) = (0,5, Y(z)=2>+1

akslantmshla.r 1ch1dan blyekmvla.mu a_]ratmg

A f.g BT ¢ C) f.y D)y

. Quyidagilar ichidan sanoqli to'plamlarni ajrating.
1) Jahon banklaridagi valyutalar to‘plami.
2} Barcha, ratsional sonlar to‘plami.
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3) Yer sharidagi barcha qushlar to‘plami.
4) Barcha tub sonlar to‘plami.
A3 BY2,4 C)1,23  D)1,3,4

10. Quyidagi tasdiglar ichidan to‘g‘rilarini ajrating.
’ 1) 1) Chekli to‘plamla,ming ayirmasi chekli bd‘plam bo‘ladi.
2) Sanogli to plamlatnmg aylrmasn sanoqh to‘plam bo‘la.dl ,
" 3) Kontmuum quvvatll to* plamlarmng aylrma,sn kontmuum quvvath to’ p—
lam bo‘ladi. » »
A) 1,3 B)2 3 0)1 D) 1,23

.11, Quyldag; tasdiqlar ichidan to‘g‘rilarini ajrating.

1} Chekli to‘plamlarning kesishmasi chekli to‘plam bo‘ladi.

>2) Sanoqli-to‘plamlarning kesishasi sanoqli to'plam bo‘ladi'.b
3} Kontinuum quvvatli to'plamlaming kesishmasi kontinuum quvvatl
to‘plam bo‘ladi.

“A) L8 B)2,3 C)1 D)1,2,3

12. Quyidagi tasdiqlar ichidan to‘g'rilarini ajrating.
1) Chekli to‘plamlarning birlashmasiv chekli to‘piam bo‘ladi.
2) Sanoqgli tq‘blamlatning birldshmasi sanoqli to‘pla,m bo'ladi.
3 Kontiﬁuﬁm -quvvatli to‘plamiarning birlashmasi kontinuum quvvatli
to‘plam bo'ladi. »
A)1,3 B)2,3 01 D)1,23
13. Kesishmasi kontinuum, simmetrik ayirmasi sanogli bo‘lgan A; va A,
| kontinuum quvvath to‘plarxlla.rga. misol keltiring.
Ay A =1{0,1}, A= (0, 1) B) A =[0,1], 4=[0,1]VQ
C) A1 =0, 00}, 43 =[-2,00) D) Ay =(-00,0], A= (0, cc)

14. Chekli to‘plamlar ko‘rsatilgan javobni toping.
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15.

16. ‘
A QZN B) {2346 O (%3.01,Z D) OIURRQ

17.

i8.

19.

NQZN B (230 0@ 01Z DRGZ

Sanoqli to‘plamlar ko‘rsatilgan javobui toping. . ,
A)QZ N B){23,0 C) {23}, [0,1],Z D)RQZ

Kontinuum qﬁwatli to‘plamlar ko‘rsa.ﬁlgan javobni toping. _

Ekvivalent tb‘piarﬁia.r kb‘rsatilgar; ja;ro“t;ﬁi‘ toping.
A)Q~Z~N~R B) [0, 1] ~ [0, 0) ~R~Q
CY[0, ] ~R~R*~R\Q D) [0,1]] ~R~R\Q~Q

Sonlar vo‘qivdagi‘ baﬁ:ha [a, b) ‘yarim intervallar sistemasi G :
A) Yarim haiqa bo‘ladi, halga bo‘lmaydi.

B) Halga bo‘ladi, algebra bo‘lmaydi.

C) Ham halga, ham algebra bo'ladi.

D) Ham algebra, ham o algebra bo‘ladi.

Sonlar o‘qidagi barcha chekli to‘plamlar sistemasi & :
A) Yarim halga bo‘ladi, halqa bo‘lmaydi.
B) Halga bo‘ladi, algebra bo‘Imaydi.

C) Ham halga, ham algebra bo‘ladi.

* D) Ham algebra, ham ¢ algebra bo‘ladi.

20.

Sonlar o‘qidagi barcha chekli, sanoqgli va kontinuum quvvatli to‘plamlar’
sistemasi G :

A) Yarim halqa bo‘ladi, halqa bo‘lmaydi.
B) Halga bo‘ladi, algebra bo‘imaydi.

C) Ham halqa, ham algebra bo‘ladi.

D) Ham algebra, ham o algebré. bo‘ladi.
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21.
. A) Yarim halga bo‘ladi, halga bo‘lmaydi.

22.

23. £ =

24. E

25. E=

26.

Sonlar 6‘qidagi barcha chegaralangan to‘plamiar sistemasi- & :

B) Halga bo‘ladi, algebra bo‘lmaydi.
C) Ham halqa, ham algebra bo‘ladi.
D) Yarim halqa tashkil qilmaydi.

Tekislikdagi barcha to* g ri tot rtburchaklar mstcmam G

A) Yaum halqa bo* ladl ha.lqa bo' Imaych

B) Halga bo‘ladi, algebra bo‘imaydi.

C) Ham halqa, ham algebra bo‘ladi.

D) Ham algebra,'}'ia.m o algebra bo‘ladi.

{(z,y): 0<z < ‘1, 0 S'va 1} birlik kvadratdagi barcha
elementar to‘plamiar sistemasi G : | |
A) Yarim halqa bo‘ladi, halga bo‘lmaydi.

B) Halqa bo‘ladi, algebra bo‘lmaydi. .

C) Ham halqa, ham algebra bo'ladi.

D) Ham algebra, ham o algebra bo‘ladi.

= |0, 1] to’plamning barcha gism t.o plamlandan tashkil topgan 2A(E)

sistema simmetrik ayirma A amaliga nisbatan gruppa tashkil qxla.dl

- Uning birlik elementi e{e * x = z * € = €) ni toping.
A)e=[0,1] B)e=8 C)e={0} D)e=(0,1)

[0, 1] to’plamning barcha gism to’plamlaridan tashkil topgan A(E)

- sistema simmetrik ayirma A amaliga nisbatan gruppa tashkil giladi. Bu

gruppada z = (0, 1) elementga teskari elementni toping.
Ayz'={0} B)yzl=0 C)z!=(0,1) D)z '=[0 1]
3

15 .
P = {1,4 <z S»Sg, 2,6<y< -E-} to‘g'ri to'rtburchakning o‘lcho-

vini toping.
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27. P

- 28.

A)20 B)21  C) 18,75 D} 20,4

—{0<2<1,0<y<1} vaQ={0,3<2<0,8, O<y<1}
to‘g'ri to‘rtburchaklar kesnbhmabmmg o‘Ichovini toping.

A)0,5 . B)0,8 C)0,15 D) 0,75

P={0<z<1, O<y<l}an—{O,5<z<15,05y51}

to'g'ri tof rtburchaklar b1rlashmasmmg olchovini topmg

A)L3 B L4 O 15 D2

20. P

={0<a:<1'0<y<1}va.Q={05<x<15,0<y51}

. to'g'ri to' rt.burchak[ar sxmmetnk aylrma.mmng o lchovml bopmg

- 30.

31.

32.

33.

v’,A)0.5 B)1 C)1,5 D)0,8

P={0<z<5, 0'5;,«55}; P={0<z<2 0<y<2}. P\P
ayirmaning chekli yoyilmasida eng kamida nechta to‘g'ri to‘rtburchak qat-
nashadi? ' ’

A) 4 B)3 C)2 D)5
A={0<2x<1,0<y<02bu{0<z<1 08<Ly<I1}
elementar to‘plamning o'lchovini toping.

A)0,2 B)0,3 C)04 D05

A={0<z<1, 0<y< < z} to‘plamning tashqi o‘lchovmx topmg. »
A) 0,2 B) 0,3 C) 0,4 D) 0,5

Lebeg o‘Ichovining additivlik xossasini ko'rsating.

A u (D) = 5 ua), Ana=0.i%5

B) u (0 4,) = ‘z WA, ANA=0,i#]

C) [1m p(A,,) ,u(A) A= U Ay, A4CAC---CAC---
( ) fﬁl #(An)
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34.

35.

Lebeg olchovining yarim additivlik xossasini ko‘rsating.
\{) L3 )

A) I (kglAk) _—kz [A(Ak), AtﬂA,'.-:[B, 17‘.7

) - =1 . R k

B) ﬂ'v("ﬁjl An) = é ﬂ(A'n), AinAj ='w avi 7(".7.

C) Jim p(A) = p(A), A= T An, ACAC o CACos

o0 o
D) i (0, 4n) < 3 wlA)
. i . . =l . .
Lebeg o'lchovining o—- additivlik xossasini ko'rsating. © =~
A) (0 A4) =3 wA), ANA=0,i%]
k=1

B) u(ngla)=§u(m, ANA=0.i4]

€) Jim u(An) = 1(A). A= B Auy ACArC o AvC

D) w(T ) < 5t

36.

37.

38.

Lebeg oichovining uzluksiziik xossasini toping.
A (0 A = 3 ulA), ANA=B. it
= k=1
00 x, ) .,
B) s (nlil A”) - Z—:l #(A"), Ai n AJ = m ) b # J
C) lim a(An) = w(A), A= U Ap, AC A C--C AT

D) (T, 4) < 3 an)

A c o, bl] — oflchovsiz tol"pla,fn. Quyidagilar ichidan o‘lchovsiz to‘plamlarni
ajrating. 1) [0, I\4, 2) ANQ, 3) An(0, INQ).
A)L,3 B)2,3 0OL2 D)1,23

A C [0, 1]— o‘lchovsiz to‘plam, K — Kantor to‘plami bo‘lsin. Quyidag-

 ilar ichidan o‘lchovli to‘plamlarni ajrating.
1) [0, I\4A, 2)ANQ, 3)ANK.

39.

A)1,3 B)2,3 C)1,2 D)1,2,3

pr Olchov F(z) = [z] funksiya yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o‘lchovi,
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A= {1, 2, 3} bo'lsin. ur(A) ni hisoblang.
CA)r B)2  C¥Y3 D)o

40. F(z) = A(zr)— Kantorning zinapoya funksiyasi, pp— esa F (x) yorda-
midaduriiga;n Lebeg-Stiltes o'lchovi bo'lsin. A = (% ;) to‘plamning

‘lchovuu toping.

IR T

1 bob uchun javdbla.r va ko‘rsatmalar
1-§. To* plamlar ustlda amallar

" 10 T G E\ﬂA lxtlyony element bo Ism U holda re E’ va ¢ ﬂAa
boladi. Bundan shunday ap mav;ud bolib, z ning A,, to‘plamnga tegxsh-,
li emasligiga kelamiz. Demak, x element A,,,o to‘plamning to‘ldiruvchisida
yotadi. Shunday qilib, ap uchun z € E\A,, munosabat o‘rinli, bundan biz
z € | J(E\A,) ga cga bo'lamiz. Bu esa

a

E\[) A | J(E\AW) (1.15)

_ munosabatni keltirib chigaradi. Endi teskari munosabatni isbotlaymiz. Agar

oz e UY(B\Aq) t.m‘lsa, u holda biror ag uchun z € E\A,, bo'ladi, bundan -

z ele‘:nentv Aa, to'plamga tegishli bo‘lmaydi, bu esa z ¢ () Aq ekanligini.

bildiradi. Demak, # € E\(}Aa okan. Bundan biz * -
a

E\[)4a > | J(E\4a) (1.25)

munosabatga kelamiz. (1.1j), (1.2j) munosabattar (1.4) tenglikni isbotlaydi.

19. AUB = {2, 3, 4,6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18,20, 21,22, 24,...}, ,
A\B = {2,4,...,23n—2),23n—1),...}, ANB = {6,12,...,6n,.. }
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AAB = {2,3,4,8, 9,10, 14, 15,16,.. } .

20. AUB=R, AAB=Q, AAB =R, ANB=0.

21. 4UB~[O 1], AAB=A, AAB=1{0, 1], AnB=49.

22.}A‘~—v—{ 7 ,neZ} B= {4 +—— neZ} Buyerdg, B ¢ A munosa-
bat o'rinli, demak AUB = A, A nﬂB =B, AB=4AB={ nez}.
23. A to‘plam 1.1k-chizmada gorizontal shtrixlangan soha, B to‘plam 1.1k-
: ,j’chwmada verttkal shtnxla,ng.m soha AUB = {(J. y)i0<z < I,o<y< 1} S
| A\B {(a:y) 0<a:<10<y<x}, ’
ANB={(z,9):0<z <1, y=1}, ,
AAB={(z,9):0<2<1,0<y<z}U{(z,9):0<z <),z <y} >

x

1.1k-chizma

24. AU B ~ 1.2k-chizmada shtrixlangan soha, A\B — chizmada gorizon-
tal shtrixlangan soha, AAB;— chizmada vertikal va gorizontal shtrixlangan

soha, AN B — chizmada giyalab shtrixlangan soha.

l.2k-chizmav

39. Z=2Z, X={1,2}, Y ={3}. XxY =Y x X tenglikdan X =Y
kelib chigadi.

40. X xY ={(1,2),(1,4),(3,2),(3,4),(5,2),(5,4)},

Y x X ={(21),(23).(25).(4,1),(4,3),(4.5)}.
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X xY =Y x X tenglik umuman olganda to‘g'ri emas.
44. To'g'ri emas, masalan X = [0,1], X1 = (1,2}, Y = (2,3], Y1 = [3,4].
49. A*=BUCUD, A,=BnCND. |

52, z,, = (—1)™ ketma-ketlik Q ga qa.rabhh, lekin {z.} ¢ U Q..
2—§ Akslantlrlshla.r
0. B®) - fo,2, %% ST E‘(P) R 1L B(8) [0, oo)
12. g(A) = -{0.1,2}, 9By =12, 4) {0} RU(By=0.
W flz)==g, glz} =1 -z, (f +9)(=E) = 1’_
fx) =2, gz} =2 -3, (f —g)(z) =
26. 2 27-misolga qarang. ‘ S R
v27 A va B to‘plamlar o‘zaro ke31shmayd1, yami AN B ﬂ Bu yer-‘ b;
dan P(AN B) = @ ekanligini olamiz. Bu to* plamlarmng P akslantmshdagl
tasvirlari ustma-ust tushadi, ya'ni P(A) = [0, 1], P(B) = [0, 1]. Demak,
P(AYNP(B) = [0, 1] # 8 = P(AN B).
29. xxyalz) =1-xa(z),
Xaus (x) = X4 (2) + xB () — xa (2} X8 (x)
Xang (%) = x4 (z) - xz(2), Xa\8 () =x4(z) ~ xa(z)xz(2),
Xaag (2) = xa(z) + x5 (*) — 2xa (z) - x8 (7).
33. Mavjud. 34. To'‘g'ri emas. ‘
38. 1(4) ={% 1,%,2, g,s, ;4} F1(B) = 5,6).
39. X =[-3,-2JU[2,3].
40. X C (—o00,0] yoki X C [0, +00) dagi ixtiyoriy to‘plam.
41. Bu aksla,ntibrish ham syuryektiv, ham biyektiv.
42, Inyéktivlari f. @, ¥. Syuryektivlari f, g, . Biyektivlé,ri‘ f e

3-§. To‘plamlar quvvati

8. K, = {{z,y):z=a,—00 <y<oo}— sinf tekislikda z = @ vertikal
to‘g'ri chizigdan iborat.

83



9. K, = {(z,9.2) : 2% +y* + 2% = r} — sinf fazoda markazi koordinata boshi-
" da radiusi r > 0 bo‘lgan sferadan iborat.
12. Bo‘ladi. 13. f (”n) =n.

19. Bu to¢ pla,mlar o‘rtasida biyektiv moshkm
f IR — (0 1), f(:{:) —axctga:-i- -2-

,funkmya yordamlda o matlsh mumkm Bu akslantirishning biyektw elca.nhgl .
arktangens funkmyanmg xossalaridan kehb chiqadi.
21. Yo'q, bu chekli to° pla.m

22, A N B= {34 Ty...}.
23 A=N,B={...~ 10,1,2}
26. Sanogli. » : _
111 11 1 ‘ o
32. A—{ L IRRRL PR & B= PLEIRRRER™ to‘plamlar bo'lsin.

U holda [0, 1]\A4 = (0, )\B =C. A va B lar sanogli to‘plamlar bo‘lganligi
uchun f: A — B biyektiv akslantirish mavjud. U holda

1), agar r € A '
g{z) = f(z), ag - funksiya {0, 1] ni (0, 1) ga biyektiv akslantiradi.
z, agar r€C

33. flzy) = (a+ +1(b—a),c+ y—-zﬂ(d—c)), (z,y) € {-1,1] x
1.1} | o
36. A C R\Q biror sanoqli to° pla.m bo'lsin, u holda B = AUQ ham sanoqll

ito ‘plam bo‘ladi. f : A — B biror blyektw akslantirish mavjud. U holda

f(z), agarze A

g9(z) =
z, agar z € R\(QU A)
tirish bo‘ladi.

49. Ekvivalent. 51. Irratsional sonlar uchun.

funksiya R\Q ni R ga biyektiv akslan-

59. A = [0; 1| kontinuum quvvatli bo‘igani uchun 3.4-teoremaga ko'ra uning'
barcha qism to‘plamlaridan iborat to‘plam giperkontinuum quvvatli bo‘ladi.
- 80. AC0, 1] dagi ixtiyoriy to‘plam bo'lsin. f(z) = x4(z) — A to‘plamning
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xarakteristik funksiyasini olamiz. U holda x4 xarakteristik funksiya A to‘plam.
orqali bir qiymatli aniglanadi. Demak, [0, 1] da aniglangan va faqat 0 yoki
1 qiymat qabul giluvchi funksiyalar to‘plami bilan [0, 1] ning barcha gism
to‘plamlari o'rtasida biyektiv moslik mavjud. [0, 1] to‘plamning barcha qismv
to‘plamlaridan iborat sistemaning quvvati giperkontinuum bo‘lgani bois [0, 1]
da aniglangan va faqat 0 yok1 1 giymat qabul qiluvchi funksiyatar to* plamn :
»’glperkontmuum quvvatli to* p!am bo‘ladl ; , o
61. 3. 4-teoremaga ko‘ra R? ning barcha q1sm to‘plamlandan lborat to plam »
giperkontinuum quvvatli bo‘ladi. ,
62. Bu to'plam 60-misolda keltmlgan to‘plamm sa.qlaydl shumng uchun u

glperkontmuum quvvath bo'ladi.
4-§ . To plamlar sistemalari

10. Sonlar o'qidagi yopiq to‘plamlar sistemasi.

15. Agar A,Be P = ﬂ P bo'lsa, u holda ixtiyoriy o da, A, B € B,
bo‘ladi, P, halga bo' lganhgn uchun AAB € B, ANB € P,. U holda
AABeB va ANBeP.

23. Yarim halqa bo‘lmaydi.

24. Bo'ladi.

25. Yarim ha.lqa' bo'ladi, lekin halga bo‘lmaydi.

26. Halga tashkil giladi.

30. Slstemasanoqh birlashmaga nisbatan yopiq cmas. Masalan, A, = {n™'} €
G lekin U A, ¢ 6.

31. 6 halqa. sifatida tayinlangan Ozy koordmatala.r sistemasidagi elementar
to‘plamlar sistemasini olamiz. G4 halqa sifatida Oxy ni 45° ga burishdan
hosil bo‘lgan koordinatalar sistemasidagi elementar to‘plamlar sistemasini bel-
gilaymiz. G U Gy sistemaning halqa emasligi raﬁshan. Chunki bu to'plamlar

sistemasi kesishma amaliga nisbatan yopiq emas.
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32. 6, = {A, 0}, Gy ={A, {a},{bc},0}, &3 ={A {b}. {a,¢c},0}, GBy=
{A {c}, {a b},0}, Gy = {A {a} {6}, {c}, {a, b}, {a,c}, {b, ¢}, B} busistema-
lar ham halqa ham algebra boladi. B, = {0, {a}}, B> = {0, {b}}, P =
{0, {c}} bu sistemalar halqa bo‘ladi, lekin algebra bo‘lmaydi.

'33. Halqa tashkil qiia.di. ‘

34. Bu sistema simmetrik ayirma amaliga nisbatan yopiq emas. Masalan,
A =1[0,7, B = (1,3) uchun AAB = [0,1]U (3,7} to‘plam bu sistemaga
qarashli emas.’ - | . ' | -

- 35. A = (0,7] x (0,7) va B = (0,5] x (3,5] to'plamlar uchun AAB bu
sistemaga qarashli emas. ‘

'36. Bu s1stemada. birlik element maVJud emas. Bu swt.ema. halqa bo‘lmaydi.:
37. Eng kamxda 4 ta to'g'ri to' rtburchak qatnashadx Minimal penmetr 50.
38. Bu sistema o — halga bo‘lmaydi. ¢ — algebra bo‘lmaydi.

39. PB4 ning halqa ekanligini ko‘rsataymiz. Haqgiqatan ham By = ANBy, By =
AN B, bo'lsin. U holda "

BiNBy={(ANB)N(ANBy) = AN (BN B,) € Pa.

Xuddi shunday

BiABy = (AN BA(AN By) = (AN Bi) U (AN By)) \{AN (B " By)) =
- — AN(BIABY) € B4

munosabat o‘rinli. Demak, PB4 sistéma halga bo‘ladi. Bu sistemada A to‘plam
birlik element bo‘ladi, ya’ni P, sistema algebra bo‘ladi. Agar P sistema.
- o — halqa bo‘lsa, u holda PB4 to‘plamlar sistemasining o — algebra bo'lishi
yuqoridagidek ko‘rsatiladi.

40. X sanoqli to‘plam bo'lsa. .

41. a) Yarim halqa tashkil qilmaydi. b) va c¢) lar yarim halga tashkil qilé.di.
,Halqa; va algebra tashkil qilmaydi.
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5-§.O‘Ichovli to‘plamlar

i o,
18. A= %,2)U[3 8, H(A) = 252 6

A= _1_ 2 3 — .3 _ ,_1__
19. A= .27,3 [3,e)U[9,e‘),.p =¢ j—e +ev 1227

IR 1 5\ ,37

20. 4= ?cﬁﬂ)u[iéﬁ) wa) = 80

731 1
21'*“-55“"2)U{m} HA) =

A ('__2)U(§»§)u(g,;_;) ,' ﬂ (- A)%

27. (A) = 0. 28. u(A) = % . u(A) = 1.
30. A« C [0, 1} ke {1,23,4,56,7 8,9} bilan sonlarmmg chcks;zv .
o'nli kasr yoyilmasida k ragami qatnashadigan sonlar to‘plamini belgilaymiz.
| Biz sonlarning cheksion‘nii kasr yoyilmasida 5 ragami qa.tnash'adiiga.n son-
lar to‘plaminining o‘lchovi 1 ekanligini 5.4-misolda ko‘rsatdik. Xuddi shunday,
istalgan k € {1, 2,..., 9} uchun p(A;) =1 ekanligi ko'rsatiladi. Sonlarning
cheksiz o‘nli kasr yoyilmasida 1 dan 9 gacha bo‘lgan barcha ragamlar qat-
nashadigan sonlar to‘plami A; N A3 N--- N Ag dan iborat bo‘ladi. U holda

9 ] 9
ﬂ([o. 1)\ (ﬂAk)) =y (U([o, 1]\Ak>)v < S0, 1\ A =
' o k~t. ’

k=1

bo‘ladi. Demak, u(AlﬂAgﬂ -MN'Ag) = 1 bo'ladi.

34. Shart emas. Masalan, 4 = [0,1]NQ bo'lsin, u holda w(A) =0, p(A)=1
bo'ladi.

38. a) 4.3-ta’rifga ko‘ra A Borel tipidagi to‘plam bo‘ladi.

1 . _
A, = ( n+ ] to'plamlar o'zaro kesishmaydi, shuning uchun u{A) =

3n’
Suia) =5 (7 +31,.)- b) u(4) = 0, &) u(A) = 1.
9. 0) A(A4) L b) W(A) =0, & (4) = o0, @) uA) = 3,5,

¢) u(A) = 2% + E(eiTﬁ £) u(A) = 213—0.
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40.3) Aoy =[n—1,7), Asn=[-n,1—n).b) Ax=[n,00)U(0,1).

&) An = (=00,n) UN. d)A,,—U[IH- !

41. ) w(A) =, b) p(A) = 7.

42. p(A)=1-a. 4. E(f)=[0,A. 45. Mavjud emas.

46. B C [0,1] o‘ichovsnz to'plam bo‘lsin. U holda A = {(z,y) : z € B,y =1}

U{(z,y): 2 =1,y € B} to'plam uchun pryA = B, m,A' B boladi.

47 ANA=PURUPRUPR (5 lk-chizmaga qarang). P =[0,4) x [0, 7),
— 4,7 X [5.7), P =1[6,7) x [0,5), Py = [4,6)x]0, 3)

#(A\Al) = 45.

L
Vn+k' va+k-1

h

© st
Py
[

3

X
ool s x5

5.1k~chizma

48. A\Al = Pl U Py 5.2k- chlzmd,ga qarang. P'= [0, 3) x [0,7), P =

5.2k-chizma

49. A\A; = B U Py U Py. 5.3k-chizmaga qarang. P, =[0,7} x [6,7], P, =
0,7] x {0}, Py = {7} x[0,8). p(A\A) =7.

by

7
6

[

A YPy
o P ®
5.3k-chizma
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60. a) u{(AUB) = p(A)+ p(B) — u{AN B) tenglikni ishotlaymiz. AUB ni

o‘zaro kesishmaydigan to‘plamlarning birlashmasi ko‘rinishida tasvirlaymiz:
AUB = (4 \ (ANBY) U(B\ (AN B))U (AN B).
Bu yoyilmadan'va o‘lchOvniﬁg additivlii( xosSasid#n
(A UB) = (A \ (An B + ,u(B \(4n B) + ,u(A n B) _ (5.‘13')"

ni olarmz Ma tuniki o lchovlt E va A to plamlar uclmn A C E bo lgandd .
WEN\ A) = W(E) — p{A) tenglik o'rinli. Shunga ko'ra p(4 \ (AN B)) =

wA) — (AN B), p(B\(ANB)) = u(B) - #(AN B) bo'ladi. Bularni (5.1j)
tenglikka qo'yib (AU B) = u(A) + p(B) - p{AN-B) tenglikni bia‘a.r'niz.' L
b) tenglikniviSBotlashda yugoridagi tenglikdan foyda.lananﬁz:

MABE) = u(4U B)\ (AN B) = (AU B) - WANB).  (52))

(5.2j) da u(A U B) o‘miga u(A) + u(B) — u{AN B} ni qo'yib, u(AAB) =
u(A) + u(B) — 2u(A N B) tenglikni olamiz.
65.a) u(A)=1.b) u(A)=2. ¢) p(A)=1.d} p(A)=1.
66. 3) u(A)=11-2e.b) p(A) =3.¢) u(A) =4+ 2e.d) p(A) =
67. Chegaralangasi o‘lchovsiz to'plam quyidagicha quriladi. Buning uchun
-1, 1]> kesmaning nuqi:a.iari ofasida ckvivalentlik tushunchasini kiriﬁa,nﬁz;
agar £ va y ning ayirmasi .z — y € Q bo'lsa, ular ekvivelent deyiladi. Bu .
munosabat ekvivalentlik munosabati bo‘ladi. Shuning uchun [—1, 1] kesma
o‘zaro ekvivalent bo‘lgan elementlardan iborat K{z), z € {1, 1} sinflarga
ajraladi. Bunda turh sinflar o‘zaro kesishmaydi. Shunday qilib [—1, 1] kesma ‘4
o‘zaro kesishmaydigan K(z), = € {1, 1] sinflarga ajraladi. Endi bu sin-
flarning har biridan bittadan element tanlab olib, bu tanlab olingan elementlar
to‘plamini A bilan belgilaymiz. Hosil bo'lgan A to'plam o‘lchovsiz to'plam
bo'ladi. '
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68. O‘lchovli ham o'lchovsiz ham bo‘lishi mumkin, Masalan, A C [0, 1) dagi
B C [l 2} dagi o‘lchovsiz to* plamlar bo'lsin. U holda ularning kostshmasn
ANB=0o0 ‘Ichovli to° plam, AN A = A o'lchovsiz to‘plam bo‘ladi.
69. O‘lchovh ham, o‘lchovsiz ham bo'lishi mumkin, Masalan;, Ay = (0, 1}
o‘lchovsiz to plam bo'lsin. A= ApU (1, 2), B = Ay bo'lsa, A\B =1, 2)
o'lchovli to'plam bo'ladi. Agar A = AgU[1, 2), B =1, 2) desak, A\B Ag
0" l('hovsv to'plam bo'ladi. ’ , , ’
70. O lchovh ham o'lchovsiz ha,m bo llslu mumkm
71. Mumkin. . ,
72. Agar AN B = 0 bo'lsa, keshishma o'lchovli to‘plam bo‘tadi. Agar B C A
 bo'lsa, keshishma AN B = B ofichovli to'plam bo'ladi. Agar A C B boflsa,
keshishma AN B = A o'lchovsiz to‘plam bo'ladi. | |
73. Agar A C B bo‘lsa, A\B = § olchovli to' pla.m bo‘ladi. Agar BcCA
bo‘lsa, A\B o‘Ichovsiz to‘plam bo'ladi.
74. AN B = @ holda B\A = B o‘lchovli to‘plam bo‘ladi. B C A holda
B\A = § o‘lchovli to‘plam bo‘ladi. A C B holda B\A o‘lchovsiz to‘plam
bo'ladi.
75. ANB =0, o‘lchovli to* pla.m B C A va ACB hollarda AAB to‘plam
‘lchovs:z bo‘ladi.
85. Kantor to plaml
~ 86. 5.42-misolda a = 0,1 deb olsak, pu(4) = 0,9 bo‘ladi. Bu A to‘plam
hech yerda zich bo‘lmagan muka.mmal to‘plam boladi.
87. Mavjud emas. o
88. A=K (o, 1]N Q). Bu yerda K Kantor to‘plami.
89. Shart emas.
90. A=K, B= K. Buyerda K Kantor to‘plami.
91. A = B = K. Bu yerda K Kantor to'plami. K + K = [0,2] tenglik



13.5-misolda isbotlangan.
93. 5.11-ta'rifga ko‘ra

;J-F(A) ()= F(1)=2-5+1-(2: 1+1)—11—3 8.

94. u(A) =
97. b) Ha. c) 5.96-misolga qarang.

.98, X = [O 1] ﬂQ deymlz Gy, orqali . X ning (a, b) interval,- [a, bI

kesma va [a b), (a, b} yarim intervallar bilan kemshma.landa,n 1borat to'p-
lamlar sistemasini belgilaymiz. &,, yarim halqa bo'ladi. Agar Ap =X n(a, b)
{Nla, 8], Na: b, N[a, b)) desak, va har bxr Aa.. to* plamga m(Aap,) =b—a
sonni mos qo‘ysak, bu to plam funk51ya51 m: Gy = ]R+ addltw, ammo
o — additiv bo‘lma.ga,r;o }chov bo'ladi. ,
99. 1) m to‘plam funksxyasmmg amqlamsh sohasi R ning barcha gism
to‘plamlari sistemasi bo‘ladi. Bu sistenta yarim halqa tashkil qiladi.
2} m(A) > 0 tengsizlik m ning aniglanishidan kelib chiqadi.
3)vagar A va B to‘plamlar kesishmasa |
WAUB) = Y -21~ =y 31;4- > 2% = pu(A) + u(B)
neN{Y(4U B) neN 4 neNnB’
tenglik o‘rinli. Bu yerdan o‘lchovmng addltlvhk xossasi kelib chlqadx p,( A)
0, 4(B) = 0,875,

I bobda keltirilgan test javoblari

1-C 2-A 3-C 4D 5D 6-A 7-A &C 9B 10C 11-C 12D 13B
14B 15-A 16-D 17-C 18A 19-B 20-D 21-B 22-A 23-C 24-B 25-C
%6-B 27-A 28-C 20-B 30-C 31.C 32-D 33A 34D 35B 36-C
37.A 38B 39-C 40-D. |
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II. LEBEG INTEGRALI

Ushbu bo'limda o_‘vlchovli funksiyalar va ularning Lebeg integrali xossalari
bayon vqilinga,n.v O‘lého{rli fuﬁksiyalar Lebeg integrali tushunchasini'kiritishda.
asosiy manba hisoblanadi. O'lchovli f&nkﬁiya.la,r té’riﬁ, ularning asosiy xos-
salari keltirilgan Jumladan, o‘lchovli funksiyalar to‘plamihing arifmetik ama.l—‘
larga msbatan yoplqllgl, shumngdek o'lchovii funksnyalar ketma—kctllgl X08- '
bsala,rl va Lebeg mtegrall ta iy, asosw xo::salan ba,yon etliga.n Ama.hy mashg u

lotlar va uy vazifalari uchun yetarlicha masalalar berilgan.
6-§. O‘lchovli funksiyalar

‘Bu pa.régrafdé uzluksiz funksiyaga "qaysidir” ma'noda yagin bo"lgar'l»oz‘l-' ‘
chovli funksiya tushunchasini keltiramiz. O‘lchovli funksiyalar Lebeg integrali-
ni kiritishda asosiy manba hisoblanadi. Bizga £ C R (E C R?) Lebeg
ma’nosida o‘ichovli to‘plam va unda aniglangan hagiqiy qiymatli f funksiya
berilgan bo'lsin.

6.1-ta’rif. Agar iztiyoriy c € R uchun {z € E: f(z) < c} = E(f <)
to ‘plam o‘lchovli bolsa, f funksiya E to‘plamda o‘lchovii deyiladi.
6.1. f: E - R, f(z)= a = const funksiyaning o‘lchovli ekanligini ta'rif

» yorda.mida ko'rsating. ‘

Yechish. Ixtiyorty ¢ € R uchun
E, agar ¢> a,
E(f<c)={z€E:flz)<c}= gare-

@, agarc<a

tenglik o‘'rinli. £ va @ to‘plamlar o‘ichovli. Demak, ixtiybi'iy ¢ € R uchun
E(f < ¢) to'plam o'Ichovli ekan. 6.1-ta’rifga ko'ra, f(z) = a funksiya E da
o‘lchovli bo‘ladi. im|
6.2. Funksiyalarni ta’rif yordamida o‘lchiovli ekanligini ko‘rsating.
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o) fla) =), z€l0,2).  b) fl@)={z}, z€[0, 2).
o) flz)=2z+3, z€0, 3. d) flz})=2"-5, z€(-2 3]
e) flz)=2"-1, z€|0, 2. f) f(z)= 1n(x+1) Tz €0, 2).
g) f(z)=sinz+5, z€l0, n]. h)f :L')—coea:+5 z€[-m, 0]
Yechish. Biz a) misolning yechimini beramiz. Ixt;yorly ¢ € R uchun
: . ' @, agarc< 0 |
E(f< o ={ze€ E[x] <cl=4"

‘[0,"2}, agar ¢ > 1
tenglik o‘rinli. ¢ va [0 1), [0, 2) to‘plamlar o‘lchovli. Demak, ixtiyoriy ¢ €

[, 1), agar0<c<l .

R uchun E(f <c) tof ‘plam oflchovli ek.m 6.1- ta. rlfga ko ra, f(:c) =

funksxya E =0, 2) da o‘lchovh boladi. o o o
6. 3 O‘ichovli bo‘lmagan funksnya,ga, misol keltiring.

Yechish. £ musbat o‘lchovli to‘plam, A C E o'ichovsiz to‘plam bo'lsin.
Quyidagi funksiyani qaraymiz:
1) = { —1, agar x€ A (6.1)
1, agar x € E\A.
Bu funksiya uchun E{(f < 0) = A bo‘hb u olchovsiz to‘plam. Demak, f
funksxya. E dao lchovh emas. . » o

6.4. Agar ACE o ‘Ichovsiz to‘plam bo'lsa, u holda g(:r) = xenalr) funksiya

o'lchovsiz bo'lishini isbotlang,

Isbot. To‘plam xarakteristik funksiyasi ta'rifiga ko'ra E(g < 0,3) =
bo‘lib, u o‘lchovsiz to‘plam. Demak, g : E — R o‘lchovli funksiya emas. [J.
6.5. Agar [ funksiya E to‘plamda o‘lchovli bo‘lsa, u holda ixtiyoriy a, b € R

lar uchun quyidagi to‘plamlarning har biri o‘lchovli bo‘lishini isbotlang:
1) B(f >a); 2)Ela<f<b); 3)EB(f=a);
4) E(f <a); 5) E(f > a).
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Isbot. Aytaylik, f o'lchovli funksiya bo‘lsin, u holda ta’rifga ko‘ra, ixtiy-
oriy @ € R uchun E(f < a) to‘plam oflchovli boladi. .

1) E(/ v__ a) = E\E(f < a) tcnglikdarl hamda o‘lchdvli to‘plé.mning

*to‘ldiruvehisi o'lchovli ekanligidan E( f> a) to‘plamning o‘lchovii ekanligi
kehb ch1qa.d1 ,

2) E(a < f <b) = E(f 2 a) 0 E(f < b) tenglikdan, hamda o‘lchovli
to‘plamlar kesxshmasw lchovla ekanhglda.n Ela< f< b) to plammngo ichovh
ekanligi kelib chigadi. o '

3) E(f = a) to‘plamning o‘lchovli ekanligini ko‘rsatamiz.

B(f=a)= r] E(a<f <a+ 1)
C on=t1 :
Bu yerda E(a < f < a+1/n) to‘plam 2) ko nmshdagl to'plam bo‘lgani uchun
u - o‘lchovli. O‘lchovli to‘plamlarning sanoqli sonda.gl kesishmasi o‘lchovli
bo‘lganligi uchun E(f = @) to‘plam o‘Ichovli bo* la.\dl.

4} E(f < a) to‘plamning o‘lchovli ekanligi ta‘rifdan, 3} dan hamda E{f <

a) = E(f <a)U E(f = a) tenglikdan kelib chiqadi.

tenglikdan va to‘ldiruvchi to‘planining of Ichovli ekanligidan kehb chlqa.dl. O
6.6. Agar [ va g iar“E‘ da o‘lcl‘novli funksiyalar bo'lsa, u ho[da
| {z€E: [(z)>g(x)}
to‘plam o‘lchovli bo'ladi. Isbotlang.

Isbot. Ratsional sonlar to‘plami @ sanoqli bo‘lgani uchun uning element-
larini nomerlab chigamiz, ya'ni Q = {r{,ry,...,7y,...} va quyidagi tenglikni
isbotlaymiz:

. v
e B f@)> @) =0 (z: [ >n}n{e gz <m))  (62)
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Faraz qilaylik, zo € {zx € E: f(z) > g(z)} bo‘lsin. Ratsional sonlarning zich-
lik xossasiga ko‘ra shunday 7 € Q mavjudki, f(ze} > 7 > g{ze) munosabat
“o‘rinli bo‘ladi. Demak, ‘ o

zo € {2: f(z) >rk}vﬂv{xrg(w) <7}
Bunda.n
ES U ({.1: f(z) >rk} N {a: g(:t; ) < rk})

eka.nhgl kelib chlqadl Endi

%o € U ({=: .f($)>m}l’1{:E Q(z)<n})

ixtiyoriy»nu(j_ta bo' lsm,‘u holda a:u birlashmadagi to‘plamlarning hech bo'lma- -
ganda bittasiga tegiéhli bo‘ladi, ya’ni shunday r, € Q@ mavjudki, bir vaqtda
HEEX va'g(.ng) < 7. bo'ladi. Bundan f(zo) > g(zo) ckanligi va demak,
zg € {z € E: f(z) > g(x)} ekanligi kelib chiqadi. (6.2) tenglik isbotlandi.
{z € E: f(z) > g(z)} to‘plamning o‘lchovli ekanligi (6.2) tenglikdan, ham-
da o‘lchbvli to‘plamlarning sanogli birlashmasi va kesishmasi yanaA o'lchovli
ekanligidan kelib chiqadi. )

O‘Ichovli funksiyalar ketma-ketligining yaginlashishlari. Bu band-
da ekvivalent funksiyalar, ularning ayrim xossalari va o'lchovli funksiyalar
ketma.~ketliklﬁrining turli yéqinlashishlaﬁ orasida,gf bog‘lanishlarni o‘rganamiz.

'6.2-.ta’rif. E o'lchovli to ‘plamda aniglangan f ve g funksiyelar uchun

p{zeE: f(z)#9(z)}) =0 bolsa, f va g lar ckvivalent funksiyalar
deyiladi va [ ~ g .;'kaklda belgilanadi.

6.3-ta’rif. Agar biror zossa E to‘plamning nol o‘lchovli gismida bajaril-
may, golgan gismida bajarilsa, bu zossa E to‘plamda deyarli bajariladi deys-
lads.

Endi 6.2-ta’rifni quyidagicha ham aytish mumkin. Agar ikki funksiya de-
yarli teng bo‘lsa, ular ekvivalent funksiyalar deyiladi.
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6.4-ta’rif. Agar E to‘plamda aniglangan {f,} funksiyalar ketma-ketligi-
ning f funksiyaga yaginlashmaydigan nugtelari to‘plamining o ‘lchovi nol bo -
sa (Qa’m’ lim fn(a: = f(x) tenglik E . to‘plamdagi deyarli barcha = lar
uchun o nnh bo ‘lsa) u holda {f.} funksiyalar ketme- ketlags E to ‘vlamda
f funkszyaqa deyarli yaginlashadi deyiladi.

Bizga E to‘plamda aniglangan {f.} o‘lchovli funksxya,lar ketma.-kethgl
Cova f olchovh funk51ya berilgan bo'lsin. ‘ ’
6.5-ta’rif. Agar iztiyoriy & > 0 uchun

Jim #'({-‘n €B: Ifn(w) fl@)i = 5})

tenglsk bajanlsa o holda { fn} funkseya!ar ketma- kethqt E to plamda j' ,
funksiyage o‘lchov bo‘yicha yaginlashadi deyiladi. ’

6.1-teorema (Yegorov). E chekli odchovli to‘plamda {f,} funksiyalar
ketma-ketligi [ ga déyarh' yaginlashsin. U holda ixtiyoriy § > 0 uci;un shun-
day Es C E to‘plam mavjudks, u(EB\Es5) < 6 va E; do {f,} funksiyalar
ketma-ketligi f ga tekis yaginlashadi. ‘

6.2-teorema (Luzin). [a, b} kesmada aniglungan f funksiya o‘lchovli
bolishi uchun iztiyorsy € > 0 son uchun [a, b da uzluksiz bolgan shun-
day ¢ funksiya mavjud bo'lib, p({zefa b): flz)#e(z)}) <e tengsizlik

bajarilishi zarur ve yetarli.

6.7. Dirixle funksiyasi ©® ((2.1) ga qarang), Riman funksiyasi & ((2.3) ga
qarang), nol funksiya 8(z) = 0 hamdabir I{z) =1 funksiyalar orasidan

o‘zaro ekvivalent funksiyalarni ajrating.

Yechish. Ma’lumki, Q sanogli to‘plam, shuning uchun p( Q) = 0. Lebeg
o‘Ichovi - tola o'lchov (5.20-ta’rifga qarang), shunday ekan, ixtiyoriy A C Q
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uchun p{A) = 0. Endi bu funksiyalarni ekvivalentlikka tekshiramiz:
{z:D(z) 7 0( 0 £)} = Q, {z:Rz) £0(z)} - Q
{z:D@) £} CQ  {z:DE) A1)} =R\Q.
Bu yerdan quyidagi tengliklarni bosil qilamiz: '
 plfe: D) #6(2))) = p({z : R(z) £ 6())) = (@) =0

FOCER 33("3) # R(z)}) = u({? D(z) # I{x)}) = s (R\Q) £0. v
Demak, D~ 6, R~0, 9 R munosaba.tiaro rinli. fD,ER va 8 funkmyalar-'

ning birortasi ham 7 bilan ekvivalent emas. a

8. 8 Aytaylik, E = A) U A va A(ﬁAz 0 bo'lsin. Agar fi: 4; >R va -
f Ay — R funksiyalar o lchovh bo‘lsa. u holda

fl(:r), agar € A
f=z) =
folz), agar z € A

funksiyaning E to‘plamda o‘lchovli bo‘lishini isbotlang.
Isbot. Ixtiyoriy ¢ € R da

{zeE . fz)<e}={zeA: filz) <ctU{z € Ay: folz) <c}

to‘plam - o‘lchovli. Haqiqatan ham, {z € A, : fi(z) < ¢} va {z € Aﬁ :
f2(z) < ¢} to‘plamlarning o'lchovli ekanligi f va fo funksiyalarning o‘lchovli -
ckanligidan kelib chiqadi. {zx € E : f(z) < ¢} esa o‘lchovli to'plamlarning
birlashmasi sifatida o‘lchovlid. Demak, f funksiya E da o‘lchovli. 0

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

6.9. Agar f va ¢ funksiyalar £ to‘plamda o‘lchovli bo‘lsa, u holda ularning
yig'indisi f 4 g, ayirmasi f —g va ko'paytmasi f-g o‘lchovli bo'ladi.
Agar E dagi barcha z lar uchun g(z) # 0 bo'lsa, uholda f : g funksiya
ham E da o'lchovli bo'ladi. Isbotlang.
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6.10.

6.11.

' 6.12.

6.13.
6.14.

6.15.

6.16.

ACR to‘pla.mning zarakteristik funksiyusi (2.29-misol (2.4) formulaga

zarur va yetarli. Isbotlang.

O'Ichovsiz fUnksiyalém yigindisi o‘lchovsii boladimi? A C E - [0, 1]
olchovsm to pld.m uchun f(zr) = xA(m) va g(z) = XE\A(Q:) ni ta.hhl

v qllmg

O‘Ichovmz funk51ya.la.r ko‘paytmasn o‘lchovh bo‘lishi mumkmmx” AcC

= [0, 1} olchovmz to‘plam. f(.r) xa(z) va g(x} = xg\a(x) holni
tahlii qllmg.

Agar f funksnya da o‘lchovsiz, g esa E dao lchovll bo Isa, ularmng

yigtindisi f +'g funksiya E da olchovli bo‘lishi mumkmml?

Oz o'lchovsiz, kvadrati o‘lchovli bo'lgan funksiyaga misol keltiring. 6.3-
misoldagi (6.1) tenglik bilan aniglangan f funksiyani tahlil qiling.

Qi o‘lchovsiz,vmoduli o‘lchovli bo‘lgan funksiyaga misol keltiring. (6.1)
tenglik bilan aniglangan f funksiyani tahlil qiling.

Agar ixtiyoriy a, b € R lar uchun 6.5-misolda keltmlga.n 1), 2), 4), 5)

_ ko‘rinishdagi to* plamlammg blrorta81 o'lchovli bo‘lsa, u holda f funksiya

6.17.

6.18.

E to‘plamda o'Ichovli bo‘ladi. ’[sbot:lang.

Ixtlyony a € R uchun E(f = a) to‘plamning olchovli ekanligidan f
mng E to pla.mda o‘lchovli bo'lishi kellb chlqmaydl MlSOl keltlrmg

A C [0, 1] o'lchovsiz to'plam. £ : R — R funksiyani quyidagicha
aniglaymiz:
T, agar x € A
gy=9 ¥ (63
~z, agar T & A.
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6.19.

6.20.

6.21.

6.22.

6.23.

6.24.

6.25.

6.26.

Bu funksiya uchun har bir @ € R da {z : £(z) = a} to‘plamning o‘lchovli
ekanligini isbotlang.

(6.3) tenglik bilan aniglangan £ funksiya uchun {z € {0.1]: £(z) < 0}

to‘plamning o‘lchovsiz ekanligini isbotlang.

(6.3) tenglik bilan aniglangan £ funk&yanmg E =[-1, l] to' plamda

: ‘lchovsnz ekanllglm lsbotiang

f E-R olchovll funksxya bo lishi uchun xxtlyor:y AC ]R Borel

to‘plami uchun f~ l(A) ning o'lchovli to* plam bo‘lishi zarur va yetarh.

Isbotlang

A:R—-R - Kantormng zms.poya funkSIyam [&,., n=12.. lar

Kantor to" plamining qurilishida n— qadamda chiqarib tashla,ngan Ko

intervailar birlashmasi. Ularning Borel to‘plamlari bo‘lishini ko‘rsating,
ATHEKY), B Y (Ky), &YK,) va &7Y(K,) larni toping.

Agar f: E — R o'lchovli funksiya bo‘lsa, u holda [ funksiya £ ning

ixtiyoriy o‘lchovli A qismida ham o‘lchovli bo‘lishini isbotlang.
[-2, 2] kesmada o‘lchovli bo‘lmagan funksiyaga misol keltiring.

=2, 2} kesmada o‘lchovli bo‘lmagan, lekin moduli o'lchovli bo‘lgan funk-

siyaga misol keltiring. -
Har bir f : [a, b} — R uchun

fr(z) = max {f(z), 0}, f-(z} = min{f(z),0
deymiz. Quyidagilarni isbotlang.
a) Agar f o‘lchovli bo'lsa, u holda fi va f_ lar o‘lchovli bo‘ladi.
b) Agar f, va f- lar oflchovli bo‘lsa, f ham o‘lchovli bo'ladi.
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6.27.

6.28.
- 6.29.
6.30.

o'lchovli ekanligini isbotlang.

6.31.

6.32.

6.33.

6.34.
" max {f(z),g(z)} funksiyaning o‘lchovli ekanligini isbotlang.

6.35.

Shunday f va g funksiyalarga misol keltiringki, ularning yig‘indisi o‘l-
chovli bo'lsin, lekin ayirmasi o‘lchovli bo'lmasin. AC E = {0, 1} o‘lchov-

siz to‘plam. f(:z) xa(x) va g(z) = xg\,i(x) holm tahlil qxlmg

Shunday f va ¢ funksiyalarga misol keltiringki, ularning ko'paytmasi

o‘lchovh bo‘lsin, lekin yig‘indisi o‘lchovli bo‘lmasin

Dirixle funkmyas; (2.3-misol, (2 1) formulaga qarang). D ning {0 3]

to* plamda o'lchovli eka.ullglm ta’rif yordamida ko‘rsating.

Aga.r f funksiya E da o'lchovli bo‘lsa, u holda h(z}) = sign f(z) ning |

‘Agar f funksiya F v.t.o‘plamda ‘o‘lch0v1i bo‘isa, u holda

fr(@) =5 (f(x) T - (64)
funksnya,mng o'lchovli ekanhglm 1sb0tlang \
Agar f funksiya E to‘plamda o'lchovli bo‘lsa, u holda

f-(2) = 5 (f@)| - £(z) (65)
funksiyaning o‘lch‘ovlibeka,n»li‘gini igbotiang. |
Aéar f vag funks;ﬁlar E to‘éiamda o‘lchovli bo'lsa, u holda m(z) =
min {f(x), g(z)} funksiyaning o‘lchovli ekanligini isbotlang,

Agar f va g funksiyalar E to‘plamda o‘lchovli bo‘lsa, u holda M(z)=

Agar f funksiya E da o'lchovli bo‘lsa, u holda A(z) = [f(r)] ning
o'lchovli ekanligini isbotlang. Bu yerda {z] bilan z ning butun gismi
belgilangan.
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6.36.

6.37.

6.38.

6.39.

‘bolishi zarur va yetarli. Isbotlang

f: E > R o'lchovli bo'lishi uchun f3 ' ning o‘lchovli bo‘lishi zarur va .
yetarli. Isbotlang.

Agar f va g funksiyalar E tb‘pla.mda o'lchovli, v : R? —» R uzluk-
siz funksiya bolsa, u holda h(z) = ¢(f(z), 9(z)) funksiyaning o‘lchovli

ckanligini lsbotla.ng

f:E— IR o'lchovli bo hshx uchun h(z) = ef (‘) funksnyanmg o lchovhvﬁ -

h(z) = cos f(z) funksiyaning o‘lchovli ekanligidan f : E — R ning
oflchovli ekanligi kelib chlqmaydl 6. 3-1msoldag1 (6. 1) teugllk bllan amqla.n—

' ga.n f funksiya misolida buni tahtil qllmg

6.40.

6.41.

6.42. f

6.43.
6.44.

6.45.

Kompleks qiymatli f(z) = u(z)+iv(z) funksiya berilgan bo'lsin. Agar u
va v funksiyalar o'lchovli bolsa, f: E — C o‘lchouli funksiya deyiladi.

Agar kompleks giymatli f(z) = u(z) 4 év(r) funksiya o‘lchovli bo‘lsa,

uning moduli va argumenti o‘lchovli funksiya bo'lishini isbotlang. .
Kompleks qiymatli f(z) = €'*, z € [—m,n] funksiyaning o‘lchovli ekan-
ligini isbotlang.

1 [0, 1] = R uzluksiz funksiya. Har bir y € R uchun Nf(’(/) bilan -
f(z) =y tenglama yechlmlan sonini belgilaymiz. Ny : R Z, funksi-
yaning o‘ichovli ekanligini isbotlang.

Nol o'ichovli A to‘plamda aniglangan ixtiyoriy f : A — R funksiyaning
o'lchovli bo'lishini isbotlang. o

Agar f: E — R funksiya, o‘lchovli g : £ — R funksiyaga ekvivalent
bolsa, u holda f ham E da o‘lchovli funksiya bo‘ladi. Isbotlang.
Agar f:[0, 1] = R va g: [0, 1] — R uzluksiz funksiyalar ekvivalent
bo'lsa, ular aynan teng bo‘lishini isbotlang.
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6.46.

6.47.

Agar { fn} o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi £ to‘plamning har bir nuq-
tasida f ga yaginlashsa, quyidagi tenglikni isbotlang:

fren: f@<c=0 Gﬁ{ dm)<e-gh 69

k=1n=1m>n

Aga.r {fu} olchovh funkswaiar ketma-ketligi har bir z € E da f (z) »
funksiyaga yaqmla..shsa u holda limitik funksiya f o lchovh bo‘ladl Is-

o botlang

6.48.

. 6.49.

6.50.

6.51.

6.52.

‘ham nolga ekvivalent funléiya bo'ladi. Isbotlang. -

Nolga ekvivalent {fu} funksiyalar ketma-ketligi uchun 3" f.(z) qator

n=1

®

deyarli barcha z € E larda yaginlashuvchi bo'ladi va f(z) =3 falz)

[0, 1j kesmé,da shunday o‘lchovli funksiyaga misol keltiringki, uning o‘zi
va unga ekvivalent bo‘lgan ixtiyoriy funksiya har bir nuqtada uzilishga

ega. bo'lsin.

Quyidagi qatorlar yaqinlashadigan nuqgtalarda yig‘indi bilan aniqlangan
f: R — R funksiyaning olchovli ekanligini isbot giling.

2 fe =5 E gy g - 35 Sl

=zl +n ‘ n=t nyn

Quyidagi gator ya,qmlashadxga.n nuqtalarda. yig'indi blla.n a.mqla,nga,n f:
RZ R funkbnyanmg o‘lchovli ekanligini isbot qiling.

sin(n{2? + y‘))
Sz = ;\/n“[l + 22 + 47

Quyida berilgan f : R? — ]R funksiyaning o‘lchoﬂi ekanligini isbot
qiling:
a) f(z,y) = sign(cosm(a® +97), b} f(z, y) = (Iz] + Iy]) - e,

©) f(z,y)= [z + [y, d) f(z,y) = In(1 + [z% + 4*]).
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6.53.

6.54.

6.55.

6.56.

6.57.

6.58.

6.59.

6.60.

6.61.

fulz) = cos®z, E = [0, 27] funksiyalar ketma-ketligi nol funksiyaga
deyarli yaqinlashadi. Isbotlang.

Agar E to'plamda {f.} o‘lchovli fuhksiyalar ketma-ketligi f ga deyarli
yaqinlashsa, u holda f ham o‘lchovli funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

Agar E to‘plamda {f.} olchovli funksiyalar ketma-ketligi f ga deyarli
aqmlaahsava f~g bo lsa, u holda { f,,} ketma—kethk g ga ham deya.rh :

) a.qmlashad1 Isboﬁlang

Agar'{ [»} olchovli funksiyalar ketma-ketligi ham f, ham g ga deyarli
yaginlashsa, u holda f va> g lar ¢kvivalént bo‘ladi. Isbotlang.

Lebeg ‘teoremasini iéb}itlény. Aga,r {f,,} 6iléhdvli vﬁbjrvnkSiyalar' ke:t.vrilfé’.—"v
ketligi- £ (u(E) < o) to‘plamda .b f funksiyaga deyarli yaqinlashsa,
u holda {f,} ketma-ketlik E to'plamda f “ga o‘lchov bo‘yicha hahl
yaginlashadi.

O‘Ichov bo'‘yicha nol funksiyaga yaqinlashuvchi, lekin biror nuqtada ham

nolga yaqinlashmaydigan {f,} ketma-ketlikka misol keltiring.

Riss teoremasini isbotlang. Agar {f,} o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi
E to‘plamda ’ f fuﬁksiyaga, o'lchov bo‘yicha ya.qiﬂlaéhsa, u holda { S}
ketma-ketlikdan f ga dejarli yaginlashuvchi gismiy ketma-l;etlik;aj ratish
mumkin. ,

f:i-1, 2] » R, f(z) = signz funksiyaning o‘lchovli eka.nhgmx ta'rif

yorda,mlda ko'rsating.

[0, 7] kesmada a,mqlanga.n
sinz, z¢€l0,n]\Q
f@) =] o T
cos’(sinz), z€Q

funksiya o‘lchovli bo‘lishini Luzin teoremasidan foydalanib isbotlang.
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6.62.

6.63.

6.64.

6.65.

. 8.66.

6.67.

6.68.

6.69.

6.70.

Agar f : E — R—oflchovli funksiya va A C E— o‘lchovii to'plam .
bo'lsa, u holda f: A — R funksiyaning A to‘plamda olchovli bo'lishini
isbotlang. ‘ ' , o

Agar f~g va g~y bo'lsa, uholda f~ ¢ ekanligini isbotlang.

folz) = cosz, E = [0, 27] ketma-ketlik uchun Yegorov teoremasi

shartiatihi qanoatlantiruvchi Ej to'plamni § = 10~ uchun quring.

[0, 1] kesmada Dirixle va Riman funksiyalari uchun Luzin teoremasining

- shartlarini qanoatlaﬁtiruvchi uzluksiz ¢ funksiyani toping.

f funksiyaga har bir nuq't.ada yé(iinlé;shuvchi', lekin tekis yédinlashmayl

digan f, funksiyalar ketma-ketligiga misol keltiring.

falz) = 2", x € [0, 1] funksional ketma-ketlikning 6(z) = 0 funksi-

yaga nuqtali, deyarli va o‘lchov bo‘yicha yaginlashishini tékshiring.

fulz) = 2", x € [~1, 1] funksional ketma-ketlik Dirixle yoki Riman

funksiyalariga deyarli yaqinlashadimi?

Deyarli yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlikning limitik funksiyasi ya- -

gona bo‘ladimi?

Quyida berilgan v f:R — R funksiya uchun shunday g : R — R uzluksiz
funksiya topingki, g{x) = f(z) tenglik deyarli barcha z € R. lar uchun
o‘rinli bo‘lsin. ‘ ‘

sinz, z€Q | arctgz, z€Z
= b =
») Jz) { 0, z€R\Q, ) (=) 7w, =€ R\Z,

¢) f(z) = =, #<Q d) f(z) = { el e eRQ

0, 2*¢ R\Q, sinz?, e* € Q.
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6.71.

Quyida berilgan f : R? — R funksiya uchun shunday g : R — R .
uzluksiz funksiya topmgkl 9(z, y) — f(z,y) tenghk deyarh barcha.

(x,y) € R? lar uchun o rmh bo'lsin.

| 2% (=, y)GR\(QXQ) ’

) f(x,y)={x+y' (z.y) €QxQ

- sinz + cosy, (x,y)eQx]R
b) f(z, ¥).
) f= )= {cosz—smy,v (z.y) QxR

) zy, (z,y) € (R\Q) xR
) flz, y) = { iy (@ y) £ (R\Q) xR,

chz, (T, y)¢RxQ.

'd)f( )= {[wi+lyl (xy)GRXQ

6.72.

6.73.

Faraz qilaylik, fe:[a, b)) = R, k=1,2,....n vl'ar oflchovli funksiyalar
bo‘lsin. Quyida berilgan funksiyalarning [a, b kesmada o‘lchovli bo‘lishini
isbotlang.

a) min {fi(z),..., fu(@)};  b) max{fi(z),..., fa(x)};

C) fl(z) R d) fl x) C) fl(a:) . fZ(x)
G Y SIAET O T (G, AT

A~ ‘oflchovli to‘plam, - f,v f,,,g,‘ : A — R o'Ichovli funksiyalar bo'lsin. -

Quyidagi to‘plamlarning o‘lchovli ekanligini isbotlang:
e o]
a) i_?l {zeA: fuz) 2 0}. b) A {z € A: filz) 2 f(2)}.

o {zetsswn@ 2@} @ o € A int (o) < f@}.

o) {xeA:;Iingfﬂ(x) >f(x)}. f) {xeA: lim fa(z) <f(x)}.

n—0C

0 e <m0 {o:infle) £ o]
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6.74.

Quyidagi f,: R — R ketma-ketlik uchun shunday g: R — R uzluk-
siz funksiya topingki inm f,,(z) = g(.'.c) tenglik R ning deyarh barcha

nuqtala,nda o‘rinli bo* lsm

vvva) f,l(x) = cos™ z. b) fu(z) = (—a,rctg:z:) " + sin® 2z.

n?-sin 2
lin’ sintz”

&) falw) =2t-sin st d) fulz) =

. sin"z .
) fn(l') m E f) fn(a:) -*exp( -nlz?— 1])
Quyidagi f, : RZ = R ketma-ketlik uchun shunday g : R* - R

6.75.

uzluksiz va gp : R? — R uzilishga ega bo‘lgan funksiyalar topingki',‘

lim fo(z) = g1(z) va Jim fu(x) = ga(2) tengliklar R® ning deyarli

hamma yerida bajarilsin.

6.76.

a’) f'l(xi y) : cos” (z2 + yZ) . | b} fﬂ(zy y) = €Xp (“-n (:1?2 + yZ)) .
©) fulz, v) = exp(=nlz +yl). d) falz, y) = 27EH0,

) fale ) = VETHAT. ©) fulzy) =n-In (1 g j;‘"y') .
8) fu(z, y) = exp(z + %yz)- h) fu(z, y) = exp(sin® 2 + cos™ y).

fn i A — R ketma-ketlikning deyarli yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang.
Yegorov teoramasidan foydala.nib, berilgan € > 0 uchun shunday A. C
A oflchovii to'plam ‘tanlangki‘, p:(A\A) < € va {fa} ketma-ketlik A;

to‘plamda tekis yaqinlashuvchi bo‘lsin.

a) fulz) = cos"(’t:) A=[0,27, e=10""

b) folz) = A=[0,1, =102
C) f‘l’r(’l") e _:2%2" A = 107 1]1 £ = 10_3‘
d) fulg)=a" -2, A=[0,1], e=10""
n? lsinnz|

e) fulz) = A=[-1,1], e=10"5

1+ n? |sinwz|’
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ﬂﬂ@hwwm@—mL.A=mm,e=wﬁ

6.77. [n:R =R, fu(z) = X[-n,n){T) ketma-ketlik f(z) =1 funksiyaga har
~ bir nuqtada yaqinlashadi, lekin {fa} ketma;-kethk f{z} = 1ga olchov
bo'yicha yaqinlashmaydi. Bu Lebeg teoremasiga (6.57-misolga qarang)

zid emasmi? Sababini tushuntiring

6 78-6. 80-misollarda. keltmlga,n fu R — IR funksxya.lar ket:ma-lmthgnm-.
o‘lchov bo' ylclla. yaqmiahuvchthkka tekshlrmg Yaqmlashuvch: bo'lsa, limitik
funksiyasini toping.
8.78. fu(z) = X[z varr)(@)-
6.79. fu(z)=sin"z - X[2mn. 2xrl+;r]($)‘
, : - _ ‘
6.80. f.(z)= k): Xk, k-+k-21{Z)
=n
6.81-6.84-misollarda keltirilgan funksiyalarni Luzin teoremasidan foydalanib
[0, 1] da o‘lchovli ekanligini isbotlang. Bu yerda K — Kantor to‘plami.
6.81. f(z)==- X[O,ll\Q(-"v')-
6.82. f(z) = D(z) + R(z).

z, z€K

683. f(z)= { L+ zelo \K

sinz, z€0,1\(KUQ)

&M-ﬂﬂz{l+ﬁ’zeKUQ

6.85. fu(x) = Xn,ns1)(%) ketma-ketlik uchun har bir z € R da
Jim /) =0

tenglikni isbotlang. Bu ketma-ketlik nol funksiyaga o‘lchov bo'yicha yaqin-

lashadimi?
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6.86. Agar {f,} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi f : £ — R funksiyaga har
bir z € E da yaqinlashsa, u holda ixtiyoriy ¢ : R — R uzluksiz funksiya
uchun {, = g(fu)} ketma-ketlik g(f) funksiyaga nuqtali yaqinlashadi.
Isbotlang. | ' |

6.87. Agar {vfn} o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligi f:+ E — R funksiya-
* ga o‘lchov bo* yxcha ya.qmlashsa u holda lxtlyony g R—R uzlukslz

| “'funkmya uchun {on = g( f,,)} ketrna-ketlik g( f ) funk.slyd.ga E o’ plamda" N

o‘lchov bo‘yicha yaqinlashadi. Isbotlang.
7-§. Chekli o‘lchovli to‘plamlarda Lebeg integrali -

Bu parzigiafda é‘lcllovli A ito‘piamda aniqla,nga,n, o‘lchovli [ funksiyani
qaraymiz va pt(A) < +oc deb faraz qilamiz. B

7.1-ta’rif. Agar f : A — R o'lchovli bo'lib, uning gqiymatlari to‘plami
kopi bilan sanogli bo‘lsa, u holda f sodda funksiye deyiladi.

Dastlab cheklita 1, ¥, - - -, ¥» qiymatlarni qabul giluvchi f sodda funksiya
uchun Lebeg integrali ta'rifini beramiz. Ixtiyoriy & € {1,2,...,n} uchun

quyidagicha belgilash olamiz:
A,;: {eea: f@)=w) (7.1)

7.2-ta’rif. Cheklita yl,yg, s Yn qaymatlamt qabul qzluvchz f:A—> R
sodda funksiya berilgan bo‘lsin. U holda

n

‘ Z it (Ak)

L k=l
yig'indi f sodda funksiyaning A to‘plam bo‘yicha olingan Lebeg integrali
deyiladi va quyidagicha belgilanadi

/ F@)dp ="y (Ar).
4 k=1 -
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Endi sanoqlita #1,%2,...,%n, ... qiymatlarni gabul qiluvchi f: A — R
sodda funksiya berilgan bo'lsin. f funksiya uchun quyidagi formal

o

Zyk# (Ax) B - (7.2)

k=1
qatorni qaraymiz, bu yerda Ay lar (7 1) tenglik bilan amqlanadn

7.3-ta’rif. Agar (7.2) qator ab.solyut yaqmlashuvchz bo‘lsa, u holda f sod-
. .da funkszya A to plamda Lebeg ma noszda mtegmllanuvchz deydads 7 2) ga-

: towmy yig‘indisi f funkszyanzﬂg A to plam bo yzcha ohngan Lebeg sntegmls,{f o

deyiladi va quyidagicha belgilanadi

f @)= Z i ().

Shum ta’kldlaymlzkl (7. 2) qatommg absolyut yaqmla.shlshl nmhlm Aks
'holda bu shartli yaqmlashuvchn qator yig‘indisi funksiya qiymatlarining tar-
tiblanishiga bog‘liq bo‘lib, integralning qiymati funksiya qiymatiarining nomer-
lanishigé. bog'liq bo‘lar edi (matematik analizdan Riman teoremasini eslang).

7.3-ta'rifda y, qiymatlarning har xilligi talab qilingan. Lekin v, larning
har xilligini talab gilmasdan ham sodda funksiyalar uchun Lebeg integrali
ta'rifini keltirish mumkin.

7.4-ta’rif. Faraz gilaylik, A = UBA, Bi{1B; =0, i # j yoyilma .

o‘rinli bo ‘tib, har bir o ‘lchovli Bk to plamda f funkszya fagat bitta ¢y qzymat' -

gabul gilsin. Agar ‘ , o
Yoan(B) (7.3)
gator absolyut yaginlashuvchi bo ";sa, u holda f sodda funksiya A to‘plam-
da Lebeg ma’nosida integrallanuvchi deyiladi. (7.3) gatorning yig‘indisi f
funksiyadan A to'plam bo‘yicha olingan Lebeg integrali deyilads.
Endi f ixtiyoriy o‘lchovli funksiya bo'lsin.
7.5-ta'rif. Agar A io‘plamda [ funksiyaga tekis yaginlashuvchi, inte- ’
grallanuvchi sodda funksiyalarning {f.} ketma-ketligi mavjud boIsa, u holda
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f funksiya A to‘plamda Lebeg ma'nosida inlegrallanuuchi deyiledi va uning

integrali quyidagi tenglik bilan aniglanads _ :
i [ )= [ e ()
. ""j'x A . 4 . .
Lebeg integraliga uning o'zi tomonidan berilgan ta’rifni keltiramiz. Chek-

li olchovli A to‘plamda aniglangan o‘lchovli, chegaralangan f : A — R

- funksiyani qara.ymiz.v Bu holda shunday m.va M soglb.ri mévjudki, bé.rcha

v”’mEAlarda .

m < f(x) S M

. tengsiglik bajariladi. {m, M) kesmani m=y1 <gp < - <Yp1 <Y =M
nugtalar yordamida n bc_)‘iakka. b.o‘»lamilz. Bu bo'linishni IT bilan belgilaymiz.
Har bir -t wh K - 1,2,:..,n — 1 yarim interval yordamida. Ak =
{reA: k-1 < f(z) <y} to'plamniva 4, = {r € A: Y1 < f(z) <y}
to‘plamni aniglaymiz. Bu II bo'linishga mos Lebegning quyi va yugori yig'indi-

v

larini topamiz:
: n 1
su(f) =Y we(Ar),  Su(f) =Y yeul(Ar).
k=1 k=1

Ixtiyoriy II bo‘linishga mos Lebegning quyi yig'indisi sy(f) yugqoridan chega-
- ralangan (masalan M-u{A) bilan), yuqori yig‘indisi Su(f) esa quyidan chega-
A ralangan (masalan m : u(A) bila;n). Shuning uchun quyidagilar mavjud va
chekli: - ' o
L(f) =supsu(f),  L'(f) = int Su(f). (75)
(7.5) da aniq quyi va aniq yuqori chegaralar {m, M| kesmaning barcha chekli
bo'linishlari bo‘yicha olinadi. L.(f)} soni f funksiyadan A to‘plam bo‘yicha
olingan quyt integral, L*(f) esa f funksiyadan A to‘plam bo‘yicha olingan
yuqori integral deyiladi. ‘ ’
7.6-ta’rif. Agar L.(f} = L*(f) bo‘lsa, chegaralangan f funksiyani A
to‘plamda Lebeg ma'nosida integrallanuvchi deymiz. L.(f) va L*(f) larning
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bu umumiy qiymeti f funksiyadan A to‘plam bo‘yicha olingan Lebeg integrali
deyiladi, ya'ni IR |

[t 1) = )
Quyida.gi :

0< S'H(f) —sulf) < An - p(A), f\yu = max (ykn - yk)

0<k<n—

, tengsxzhkda.n ‘chekli o‘lchovll A to plamda amqla.ngan har qanday chegara-A _ )

langan o‘lchovh f funkslyamng Lebeg ma’nosida mtegra.!lanuvchl ekanhgl ke-
lib chigadi. Bundan Lebeg hayratga tushgan va bu jamlash usulining boshqa
afzalliklarini gidirgan va topgan. Cllegaralangan o'Ichovli funksiyaning integ-
rallanuvchanligi hozirda Lebeg integralining IV xossasi sifatida kelfiriladi, :
» Endi chekli p“!chovli A to'plamda aniqla;ngan chegaralanmagan f: A > R

funksiyaning Lebeg intlegraii ta’rifini keltiramiz. Dastlab f ni A to‘plﬁmda
manfiymas deb faraz qilamiz, ya’'ni ¥z € A uchun f(z} >0 ’bo;lsin. Buholda
f: A— R funksiya yordamida {f.} ketma-ketlikni quyidagicha quramiz:
fulz) = fz), f@)<n

n, f(z)y>n

Bu usulda qurilgan f, funksiya A da o'lchovli va chegaralangan bo‘lada

Ma lumki bu ketma-ketlik monoton ya m
Su(z) < fari(z), Vze A, VYnelN
Shuning uchun qtlyidagi (chel;li yoki cheksiz) limit mavjud
s [ A 79

7.7-ta’rif. Agar (7.6) limit chekli bo‘lsa, manfiymas [ funksiya A to‘plam- '
da integrallanuvchi deyiladi. By holda f dan A to‘plam bo‘yicha olingan in-
tegral deb (7.6) limitning qiymati qabul gilinadi, ya'ni

/ flz)dp = 1}1—{20 Ja(®)du
A A
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Endi chegaralanmagan f: A — R funksiya A da har xil ishorali qiymatlar
qabul gilsin. Bu holda f funksiyadan A to‘plam bo‘yicha olingan integralni
aniglashda . : ,
@)= 1) - 1)

Filw) = 5 (£ + 1) 20, [&)= (@)~ S} 20 (1)
' yoyxlmadan foydalananuz » | '

" 7.8-ta'rif. Agar A to plamda f+ va f_ funkszyataf mtegmtlanuvchz bo‘lsa,, ‘

u holda f ni A da mtegmllanmmhz deymzz va uning integrali deb

f (@)~ [ f-(z)du
ni qabul qzlarmz, ya ‘ni

]A Flaydu = / ff(:r)d;1~ [ 1-t@n

7.1-teorema (Lebeg integralining o — additiviik zossasi). O'lchovli A to‘p-
lam o‘zaro kesishmaydigan Ay, Ag, ... A,,... olchovli to‘plamlarning bir-

lashmasidan tborat bo‘lsin, ya'ni
00 . .
A= U A, AN Ajzw, T
e
va f funksiya A to p!amda integrallanuvchi bo‘lsin. U holda har bir A,
to‘plam bo‘yicha f funksiyaning integrali mavjud,

2;1 fA S

qataé‘ absolyut yaqinlashadi ve quyidagi tenglik o ‘rindi
[ r@an=3 [ sain (79)
n=1
Endi ma’lum ma’noda 7.1-teoremaga teskari hisoblanuvchi quyidagi teore-
mani keltiramiz.
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7.2-teorema. Ochovli A to‘plam o‘zaro lcesishmdydigan Ay, A4y,

Ay, ... oflchovli to‘plamlarning birlashmasidan iborat bolsin, ya'ni
A= T A, ANA; =0, i#]
Agar har bir A, to‘plamda f funksfya integrallanuvchi bolib, -
] £ ()l da

- qator yaqmlushuvchz bo lsa u holda f funkszya A to p!amda Mtegmu“ﬂuvch,*

boladi va (7.8) tenglik o‘rindi.

7.3-teorema (Lebeg mtegmlmmg absolyut uzluksizlik :mssast) Agar f
funkszya A (W(A) < oo) to'plamda mtegmllammchz bo'lsa, u k ho!da z.'my-b
oriy e > 0 son uchun shuuday § >0 son mav]udks wD)<d tengszzhkm

ganoatlantiruvchi har qanday D C A to'plam uchun
'] / f(x)dp] <e

Endi Riman va Lebeg integrallarini taqqoslash haqidagi teorcmani kelti-

tengsizlik o‘rinii.

rawmiz.

7.4-teorema. Agar [a, b] kesmada

b
~®) [ fa)s
Riman iufegmlz' mavjud bolsa, v holda f funksiya [a, b) kesmade Lebeg
ma’nosida ham integrallanuvchi bo‘lads va quyidagi tenglik o ‘rinli:
b
b [ = [ s

7.1. Ko'pi bilan sanoqlita har xil ¥y, s, ..., %, - .. qiymatlarni gabul giluvchi
f: A — R funksiya o‘lchovli bo‘lishi uchun

Au={z€A: f(z) =y}
to‘plamlarning o‘lchovli bo'lishi zarur va yetarli. Isbotlang.

113



Isbot. Zaruriyligi. f funksiya A to‘plamda o'lchovli bo‘lsa, A, to ‘plamlarning

o‘lchovli ekanligi 6. 5~mlsoldan kelib chigadi.

- Yetarliligi. A, to* piamlarnmg har biri o lchovh Lkanllglda.n ffunksi-

yamng ) lchovll ekankglm keltmb chiqaramiz.

»A(f<c)={z€A:f(a:)<c}-—-» Y JAn

tenghkda,n va o ‘lehovli tof pla.mlammg chekli yoki sanoqh bntlashma.s1 o' lchovh :

' ekanhgldan f mng A da o‘lchovh funksiya ekanlngxga kelamiz. - ]

7.2. Ka,ntommg zmapoya funks:ya.s& R nmg K,, to plam bo' y;cha olmgan
, Lebeg mtegralml hisoblang. -

) 0 210— v .
Yechish. Ma.lumki, K, = U K to'planining k — qo‘shni intervali
k=

Ko da £ funksiya y, = (2k — 1) 227 (k= 1,2,3,...,2"1) qiymatni

qabul giladi, ya'ni

v

Ay ={z €K, A(z) =y} = Ku, k=12,3,...,2""

Bundan tashqari barcha & € {1,2,3,...,2"!} lar uchun u{K,;) = 3™
ekanligini hisobga olsak sodda funk51yalar uchun Lebeg untegra.h ta 'rifidan

on—1

21-1 -
SN 2k—-1 1
/Knﬁ(:c}du D o 5; o 3n2(2k—1)

1 1420 _i 1 2n—»] 1 2 '

= ou . 3n ’ 2 ’ 4 3"

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu yig'indini hisoblashda arifmetik progressiyaning

dastlabki n ta hadi yig‘indisi uchun S, ="

o ;a“ n dan foydalandik. ]
7.3. Kantorning zinapoya funksiyasi £ dan [0, 1]\K to‘plam bo'yicha olin-
. gan integralni hisoblang. Bu yerda K-~ Kantor to‘plami.

o
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o0
Yechish. Maluniki, [0, 1]\K = |J K, tenglik o'rinli va K, to‘plamlar
. . n=1 . .
juft-jufti bilan o‘zaro kesishmaydi. Lebeg untegralining o— additivlik xossa-

siga (7.1-teorema va (7. 8) ga qarang) ko'ra quyldaglga ega bo' lamiz:

1 2 1
= 21 3 1 (79
/ou\x z)d'u f Alz)dp = 4 3“ 11-217 2 (7.9)

n=1 n-l

Bu yerda biz oldmgl misol natuasuian hamda cheksiz kamayuvchl geomet:rlk'. .

progrebmya. yig'indisi uchun. 9‘ =1 b

7.4. Chekli o'lchovli A to‘piamda. chegaralangan f sodda funksiya integral-

lanuvchidir. Isbotlang.

Isbot. Bu xossa sodda funksiyalar uchun Lebeg integralining C) zossasi
deb yuritiladi. f sodda funksiya chegaralangan bb‘lga.n_ligi uchun biror M > 0
va barcha x € A larda |f(z)| £ M bo'ladi. Faraz gilaylik, f sodda funksiya
A; to'plamda f; giymatni qabul gilsin. U holda

Y o filw (A) S M- p (A) = M- p(A).
Demak, 7.3-ta'rifga ko'ta f sodda funksiya integrallanuvchi. O

7.5. A = (0, 1] oraligda f funksiyani quyidagicha aniglaymiz: f(z) = n,

agar z € A, = n € N. f sodda funksiya A = (0, 1]

27; 211—-1 L
to‘plamda Lebcg ma’nosida integrallanuvchimi? Agar integrallanuvchi

bo‘lsa, uning integralini hisoblang.
Yechish. Ma'lumki;
°leAn=(0, 1], AnNA,=8, n#m.
= . .

va A, = {z € A: f(z) = n} tenglik o‘rinli. Sodda funksiyalar uchun Lebeg

integrali ta'rifiga ko'ra,

Sovam(A) =Y nom (7.10)
n=1 n=1 )
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qator yaqinlashuvchi bo'lsa, f sodda funksiya A = (0, 1] da integrallanuvchi
bo‘ladi. Bu holda musbat hadli qatorlarni ta.qqosiash haqndagz Dala.mbel alo-

vmatlda.n foydalamsh qulay

fim 41— i Ll —s<l
R0 (Iy nooo 21t n 2

Demak, (7.10} qator yaqinlashuvchi. Bu yerdan f sodda funksiyaning Lebeg
o ma nos:da mtegrallanuvchl ekanligi kelib chigadi. Endi (7. 10} qator yig ‘indisini
hlsoblaymw Uning gismiy yig l[ldlSi S, uchun '

2 3 4 n (1 2 3 n\
Sp =28 -8, =1+%= +4.+8+ 2"*1_(§+Z+§+.“+.2_;)—
(2L i'+ 32 b _pzty_ 1 1
B 2 2 4" 1) vl gl ) gn T T2 T g
gt + o ;—n o’rinli. Bu tenglikda n — oo da limitga o‘tib,
. 1mi
I~ n
f:c)dp—th—hm —— | =2
‘/t;)xll ( L~ OO 1-—1 27].
2
ckanligini olamiz. O

Shuni ta'kidlash joizki, yuqonda biz mtegrahm h:sobla.ga.n sodda funksiya
» chega,ra!anmagandlr Ma’lumki, Riman mtegmh ta'rifi dastlab chegaralan-
- gan funksiyalar uchun keltiriladi. Chegaralanmagan funksiyalar uchun Riman
integfali alohida xosmas integral sifatida ta’riflanadi. Lebeg integrali chegar-

alangan va chegaralanmagan funksiyalar uchun bir xilda ta’riflanadi.

7.6. O‘lchovli f: A — R funksiya A {u(A) < oo) to‘plamda integrallanuvchi

bo‘lishi uchun har bir n € N da

Sy = w(m) lnfiz)] (7.11)

sodda funksiya integrallanuvchi bo'lishi zarur va yetarli. Isbotlang.
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Isbot. Zaruriyligi. f : A — R oflchovli ekanligidan hamda 7.12 va 7.19-
misollardan, har bir n € N da (7.11) tenglik bilan aniqlangan fB ning sodda
funksiya ekanligi kelib.chiqadi. Quyida.gi tengsizlikdan '

1f2 @) < 1) +1

va VII xossadan fh funkmyamng mtcgrallauuvchl ekanhgl kelib chlqa,dl
letarlzlzgs fb“‘ sodda funksnya har blr n E N da mtegrallanuvchl bo‘lsm

{ f,’,"“ sodda funkmyaiar kctma—kethgmmg f ga tekis yaqmlashuvchl ckanh- R

_ gini ko‘rsatamiz. Hagiqatan ham, barcha z € A larda ) ,
B

(@) — f4(a)] = 'Inf(x)] nf(z) — [nf(z)] <t

n
teugsmllk 0 rlnh Demak, {f; """} ketma—kethk f ga tekls ya.qmla.shaﬂl 75

ta’rifga ko‘ra f funksiya A to'plamda integrallanuvchidir. O,

7.7. Lebég ma’nosida integrallanuvchi, lekin Riman ma’nosida integrallanﬁvchi

bo‘lmagan funksiyaga misol keltiring.

Yechish. Dirixle furksiyasini [0, 2] kesmada Lebeg va Riman ma'nolarida
integrallanuvchanlikka tekshiramiz. © sodda funksiya bo‘lib, uning Lebeg
integrali quyidagiga teng:

[ 2@ = L0, 0@ +0-u (0, 2\Q) =
Dirixle funksiyasi [0, 2] kesma,da Riman ma’nosida mtegralianuvchl emas. .

Buni ko‘rsatish uchun {0, 2] kesmani 0 = zg < 7y < 73 < -+ < Tp_g <
Zn = 2 nuqtalar yordamida teng n bo'lakka bo‘lamiz. Ma’lumki, Dirixle
funksiyasining [zx_1, x| bo‘lakchadagi aniq yuqori chegarasi My barcha .
ke {1,2,...,n} uchun 1 ga teng, Dirixle funksiyasining bu bo‘lakchalardagi
aniq quyi chegarasi m;, esa O ga teng. Bu bo'linishga mos Darbuning yuqori

Q, va quyi w, yig'indilarini qaraymiz:
n

2 2 2 2
Q"':EZM":;ZI:Z’ w,,z;kar-HZO:O.

k=i k=t k=1 k—1
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Bu yerdan,
dim Q, =2, limw,=0

-+00 . n—oc

tengliklarga kelamiz. Demak, Dmxle funksiyasi {0, 2] kesmada lean ma’-
nosida integrallanuvchi emas. ‘ ' 0

Shuni ta’kxd[aymlzkl v, VI VII va VIII xossalar fagat Lebeg integrali
uchun x0s. Bu xossalar- lea.n mtegrah uchun o'rinli emas. Bum 78-7.9 va

1. 49-7 50-mxsollatda ko rib chxqa,mw

7.8. Lebeg_ integralining IV xossasi, Riman integrali uchun o‘rinli emasligini,-
ya'ni shuhday o‘lchovli va chegaralangan funksiyaga misol keltiringki, u

Riman ma’nosida integrallanuvchi bo‘lmasin.

" Yechish. [0, 2] kesmada, Dirixle funksiyasini qaraymiz. U chegaralangan
va o’Ichovli, demak v X0ssaga ko'ra u Lebeg ma’nosida integratlanuvchi, lekin
Dirixle funksiyasi [0, 2] kesmada Riman ma’nosida integrﬁllanuvchi emas. Bu
tasdiq 7.7-misolda ko‘rsatildi. ' O
7.9. Lebeg integralining VII xossasi, Riman integrali uchun o‘rinli emas. Ya'ni,

shunday integrallanuvchi ¢ : A —+ R va, o'lchovli f: A — R funksiya-

larga misol keltiringki, barcha z € A larda |f(z)| < ¢(z) bo'lsin, lekin

~ f funksiya Riman ma’nosida integrallanuvchi bo‘lmasin.

Yechish. Qﬁyida.gi_ funksij(alarni qaraymiz: cp(:z:) =
Flz) = { -1, agar z€Q (7.12)

1, agar z€R\Q.
Barcha z € {0, 2} lar uchun [f(z}| < @(z) tengsizlik o‘rinli. ¢ : [0, 2] » R
o‘zgarmas funksiya sifatida [0, 2] kesmada Riman ma’nosida integrallanuv-
chi bo'ladi. Lekin f funksiya {0, 2| kesmada Riman ma’nosida integral-
lanuvchi emas. Bu tasdiq ® ning Riman ma’nosida integrallanuvchi emasligi-
ga o'xshash isbotlanadi. » 0
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7.10. Chebishev tengsizligini ishotlang, ya'ni A o‘lchovli to'plamda manfiymas

¢ funksiya va ¢ > 0 son berilgan bo'lsa, u holda

, 1 .
ploediv@ 2 <2 [ ol (7.13)
tengsizlik o‘rinli. (7.13) Chebishev tengsizligi deyiladi.
Yechish. Aytaylik, A, = {z € A: p(z) > ¢} bolsin. U holda -
Se@an= [ o@anr [ p@anz [o@dnzenar
Ja A, A\a, A,
Bu yerdan (7.13) tengsizlikning isboti kelib chigadi. 0
7. 11 f (z) = 322 + 2, ze {0, 1f funksiyaning integralini ta'rif yorda,lmda.‘
hlsoblang Javobmgvm Riman va Lebeg mt.egrallanm ta.qqoslash haqtda-
gt 7.4-teoremadan foydalanib tekshiring.

Yechish. Berilgan f(z) = 322 + 2, z € [0, 1] funksiya sodda funksiya
emas. Bu funksiya o‘lchovli va [0, 1] kesmada chegaralangan, shuning uchun
u integrallanuvchi. f ga tekis yaqinlashuvchi va integrallanuvehi {f,} sodda
funksiyalar ketma-ketligini shunday tanlash kerakki, har bir n € N da f, ning

integralini hisoblash mumkin bo'lsin, hamda lm f, f.(z)dy ni hisoblash
n—x

oson bo‘lsin. Shu magsadda biz quyidagicha yo'l tutamiz. {O, 1] kesmani

1 2 1 n
0<—<-—<. <___<,.=1
n o on n n

nugtalar yordamida teng n bo‘lakka bo‘lamiz va
k-1 k& -1
T ) PR ST E SR PR L=
n ' n ’ n

belgilashlarni kiritamiz. Tanlanishiga ko‘ra bu to‘plamlar juft-jufti bilan o‘zaro

kesishmaydi va () Ax = {0, 1]. f, sodda funksiyani [0, 1] kesmada quyida-
k=1

gicha aniglaymiz:
k k?
falz)=f o —3—+2 re€ A, k=1,2,...,n
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Tanlangan ketma-ketlikni [0, 1] da f ga tekis:ya.qin!ashishini ko‘rsatamiz.

max If,, - f(z)] = max ma.xlfn(’l') f(f)l =

f<zsl 1<k <n
= max max ]f(k/n) f@)] = 32k-1) 30—

1<k <n 2€Ag 1<k< " n? ) n?
Demak, bu ketma—ketllk [0 1] da [ ga tekis yaqmlashadl Endi f, sodda

- funksiyaning [0, 1] to‘plam bo'yicha Lebeg mtegrallm hisoblaymlz
L e= (kY L .Sk’ 2
piran=3s () a3 (% +2) 1 - —zk
{0 3 n L k=1 n?
" 3 n(n + 1)(2n + 1) (n + 1)(2n+ 1)
+—v Z 1= 6 +2 o
 Yig' mdlm hnsoblashda barcha n € N lar uchun o‘rinli bo‘lgan - -
n{n + 1)(2n +1)
6"
tenglikdan foydalandxk (7.14) tenglikda n — oo limitga o tlb
.+ 1
lim [ fa(z)du = li m(.(.’ii,z)_%”_tfl +2) —142=3

—oC [0

+2.  (7.14)

12+22+32+ Hn’ =

ni hosil gilamiz. Olingan natijani Riman va Lebeg integrallarini tagqosiash
haqidagi 7.4-teorema yordamida tekshiramiz. ‘
/Ol(3m2+2)dx =»(x3+2m‘)|; =1+2-0=3.
Demak,i ta'rif yordamida hisoblangan integral td‘g‘ri eljc.a;n._‘ ‘ o 0
Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar
712. Agar f: A - R o‘lcho;fli funksiya bo‘lsa, u holda g(zx) = [f(z)]

funksiya A da sodda funksiya bo‘hshlm 1sbotlang Bu yerda la] belgi a

sonining butun gismini bildiradi.

7.13. Olchovli A C E to'plamning y = x4 (r) xarakteristik funksiyasi F
da sodda funksiya ekanligini ta'rif va 7.1-misol yordamida A, to'plam-
larning o'lchovli ekanligidan foydalanib ko‘rsating.
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7.14. y

= signz ning F = [—-1, 3] da_sodda funksiya ekanligini ta'nif yorda-

- mida va 7 1-misol tasdig' 1dan foydalamb ko‘rsating.

.15,

7.16.
7.17.

7.18.

7.19.

7.20.

7.21.
7.22.

7.23.

Agar fi: A —R va f: E\A— R sodda funksxyalar bo* lsa, u holda:

filz), z€A
e {hum ze B\

funks:ya E da sodda funkmya bo‘hshzm 1sbotla.ng

Ka.nt;ornmg zinapoya funkblyam ﬁ ning [0, l}\K da sodda funksxya
bo‘llshlm ko' rsa.tmg Bu yerda K— Kantor to*plami.

f:K~ R Ka.ntor funkmyasmmg sodda funksnya emasllgml isbotlang.
Bu yerda K- Ka.nt,or to piarm

Quyidagi sodda funksiyalaming [0, 1] to‘plam boéyicha, olingah Lebeg
integralini hisoblang.

0, agar t € K 1, z€ K

a) f(z) = bo@)={

n, agar z € K, 2™ xeK,.
Sodda funksiyaning songa ko‘paytmasi yana sodda funksiya bo‘lishini is-
botlang.
Sodda funksiyalar yig‘ihdisi»yana ébdda funksiya bo‘lishini is_botla.ngf
Agar f va g lar sodda funksiyalar bo'lsa, u holda o f + B¢ fuhksiya

ham sodda funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

Agar f: A—> R va g: A — R lar sodda funksiyalar bo‘lsa, u hoida,‘
f - g ham sodda funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

f+ A — R funksiya o‘lchovli bolishi uchun unga tekis ya.qinlashuvchi

sodda funksiyalar ketma-ketligining mavjud bo'lishi zarur va yetarli. Is-

botlang.
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7.24.

7.25.

7.26.

' umng A to‘plam bof y:cha olingan integra.lini hisoblang.
7.27.
7.28.

7.29.

7.30.

Kantorning zinapoya funksiyasi £ ga [0, 1] da ,tekis vaginlashuvchi va
cheklita qiymat gabul qiluvchi sodda funksiyalar ket.ma,-ketligini quring.

Agar f va g sodda funksnyalar A tof pla.mda integrallanuvchi bo‘lsa, u

holda « f+8g funk31ya ham A to‘plamda mtegralla,nuvchx bo‘'ladi va

f(af(z)+6’y(x )du—aff(x du+efg<x

:tenghk o‘rinli. I::botlang

f(z) = [z], £ € [0, 5} = A ning sodda funksiya ekanligini ko‘rsating va

Ixtlyony o'lchovli A C E uchun fE x,;[.t = u(A) tehglikni isbot
qiling.

A= {z€[-m n]: sinx <0,5} uchun f[—mri xa(z)dy integralni hi-

soblang. \

Dirixle funksiyasining sodda funksiya ekanligini ta’rif yordamida ko‘rsating.

Uning A = [0, 3] to‘plam bo‘yicha olingan integralini hisoblang.

Riman funksiyasining sodda funksiya ekanligini ko‘rsating va uning A =

0,1} to‘pla_m bo‘yicha olingan integralini hisoblang.

7.31-7.37-misollarda berilgan f : A — R funksiyani sodda ckanligini

ko‘rsatib, uning integralini hisoblang.

7.31.
7.32.
7.33.

7.34.

flm)=(2s, A=10, 2).
f(z) =signz, A=([-1, 3.
f(z) = xpune(e), A=[-1 3.

f(z) = [z] +signz, A=[-1, 2.
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7.35.
7.36.
7.37.
7.38.

" sodda fui}ksiyalar ketma-ketligi uchun (7.4) limit mavjud. Isbotlang..

7.39.

7.40.

7.41.

flz) =signz + xpo(z), A=[-1, 4].
f@)y=n, z€ 4, = (5, F}’ nE,N.’ A=(O,‘i}.

f(x):%'r xEAn_z.(m,i '7%] ,‘ neN A= 0 1]

f ga tekis yaqinlashuvchi va A -to‘plamda integralla._nuw;hi har qanday

Berilgan f funksiya uchun (7.4) limit, unga tekis ya@inlashuvchi {fa}
ketma-ketlikning tanlanishiga bog'liq emas. Isbotlang.

Lebeg integralining bir jinslilik ossasini isbotlang. Bu xossani matema-

tik simvollar yordamida quyldaglcha yozish mumkm
/k flz)du= k/f(:t)dp,, keR.

Lebeg integralining additiviik xossasini isbotlang. Bu xossani matematik

simvollar yordamida quyidagicha yozish mumkin:

]A Ue) +o(@Nda= [ erau+ [ ola)dn

7.40 va 7.41-misollarda keltirilgan xossalar adabiyotlarda ([1] ga qarang)

Lebeg integralining U1 va III zossaleri deb berilgan. -

7.42.

7.43.

7.44.

Lebeg integralining IV zossasini isbotlang. A to‘plamda chegaralangan,
o‘lchovli f funksiya integrallanuvchidir.

Lebég integralining monotonlik zossasini (V xossa) isbotlang. A to‘plarﬁ-

da manfiymas f(z) > 0 funksiyaning integrali manfiymas.

Lebeg integralining VI zossasini isbotlang. Agar p(A) = 0 bo'lsa, u
holda ixtiyoriy f: A — R funksiyaning integrali nolga teng.
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17.45. Agar deyarli barcha z € A lar uchun f(x) = g(z) bo‘lsa, u holda

) f(x)dg:% [ sy

tenglik o’rinli. ‘Isbol;lang.vBu ham Lebeg integralining VI zossast deyiladi. -

7.46 va 7.47-misollarda keltiriladigan tasdiglar mos ravishda Lebeg inte-

gralining VII va. VHI zossasi deb ataladi ([1] ga qarang). -

7.46. Agar ¢ funksiya A to'plamda integrallanuvchi bo‘lib, deyarli barcha

z € A lar uchun |f(z}} < ¢ (z) bo'lsa, u holda f oflchovli funksiya

- ham A to‘planida integrallanuvchi bolishini isbotlang.

7.47. Agar f Q‘lchovli funksiya bo‘lsa, u holda.‘ f va |f] funksiyalar bir vaqtda:

integrallanuvchi yo integrallanuvehi emas. Isbotlang.

7.48. Agar har bir n € N uchun (7.11) tenglik bilan aniqlanuvchi f& sodda

funksiya integrallanuvchi bo‘lsa, quyidagi tenglikni isbotlang

[i@au= i [ ) de
A A

7.49. Lebeg integralining VI xossasi, Riman integrali uchun o'rinli emas. Ya'ni,

shunday f: A - R va g : A — R ekvivalent funksiyalarga misol

keltiringki, ulardan biri Riman ma’nosida integrallanuvchi, ikkinchisi esa

integralianuvchi bo‘lmasin. A = [0, 2] kesmada Dirixle ®(x) va nol

8(r)=0 ‘funksiyalarini tahlil giling.

7.50. Lebeg integralining VIII xossast Riman integrali uchun o'rinli emas. Ya'ni,

Riman ma'nosida integrallanuvchi bo‘lmagan shunday f: A — R funk-

siyaga misol keltiringki, uning moduli |f|{ esa, Riman ma’nosida inte-

grallanuvchi bo‘lsin. (7.12) bilan aniglangan f funksiyani tahlil qiling.
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7.51. [—1, 1] kesmada aniglangan Riman ma’nosida integrallanuvchi bo‘lma-

gan, vlekin kvadrati Riman ma’nosida integrallanuvchi bo‘lgan funksiyaga
- misol keltiring. 7.9-misol yechimida qaralgan f funksiyani tahlil qiling.

7.52. (7.12) tenglik bilan aniglangan f vfl.mksiyvav va p{z) = 1 funksiya.hi :
[-1, 1] kesmada ekvivalent ekanligini isbotlang. Ularni [~1, 1] kesma-
da L{zbeg va Riman ma’nolarida integréllaxigw_charilikka'tékshiriiig. ’

© 7.55. Agar [ funksiya A td‘plénlaa integrallanuvchi bo‘lsa, u holda f funksiya
A to‘plamning ixtiyoriy o‘lchovli A’ qismida ham integrailanuvchi bo‘ladi.
Isbotlang. ’

7.54. Agar f, | f(z)|dp =’:> 0 b»o"lsa, u holda deyarli barcha T e A laruchun”
f(z) =0 bo‘ladi. Isbotlang. ‘

7.55. Lebeg integralining absolyﬁt uzluksizlik zossasidan foydalanib isbotlang.
Agar f funksiya A (u(A) < oo) to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa,

u holda ixtiyoriy n € N son uchun shunday m € N son mavjudki,

#(D) < m™! tengsizlikni qanoatlantiruvchi har qanday o‘lchovli D C A

| |/ f(z)duI?%

to‘plam uchun -

tengsizlik bajariladi.

7.56. {0, 1] ‘kesmada. chegaralanmagan, ammo Lebeg ma’nosida integrallanuvchi
bo‘lgan sodda funksiyaga misol keltiring.

7.57. f(z) = [z?] funksiyaning A = [0, 2] to'plam bo'yicha olingan Lebeg
integralini hisoblang. '

7.58. [a, b kesmada uzhuksiz funksiya sodda funksiya bo'la oladimi?

7.59. Dirixle, Riman funksiyalari sodda funksiya bo‘ladimi? Ularning [0, 4]
to‘plam bo'yicha olingan Lebeg integralini hisoblang.
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7.60-7.65-misollarda berilgan f : A — R funksiyaning integralini ta'rif

yordamxda hisoblang. Javobingizni Riman va Lebeg integrallarini taqqoslash

haqldagn 7. 4-teoremadan foydalanib tekshmng

7.60.
7.61.
762

7.63.
7.64.

. 7.65,

7.66.

f(a: -2 1 I, z€lo, 3].

f(m) 63, zel-1, 2.

fla) = 3x2—~.2x, rel-1 1

f(b) =62 +4z -5, T € [‘-1, 1].
fx)=2"+3, z€(0, 2]

flz) = € + 3, x_ev[(’a 1.

Quyidagi integrallarni hisoblang.

a) [ sign(cos mx)dy; b) [ 51gn(51n )d,u,
[~3.3) (,1]

¢) [ lz+yldy d) [ Vly—zldp.
[0,2tx70.2] r<y<d

7.67-misolni Lebeg integrali ta’rifi va xossalaridan foydalanib hisoblang. Bu
yerda ®— Dirixle; R— Riman, £— Kantor funksiyasi. o

7.67.

a) f z-xppelelde b)) f (1+22)dy;

0,2}
o T (32 +1) dps & f (@) du
’ f0.1]
lf (In3 + &%) dy; f) [ R=)dy;
fo,11 ' - 0]
9 [ c(-D@)du b f z(l- R
0.1 [©.1]
) [ @ @) ds D [ o R@du
[0.1) {0, 1] :
k) [ 2% R(z)dp.
.1
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7.68. Har bir n € N uchun f, : [0, 1] — R funksiyani quyidagicha aniqlaymiz..
fn funksiyaning z € [0 1] nuqtadagi qiymati, z ning cheksiz ikkilik
kasrga yoyilmasidagi n— raqa,mlga teng. Masalan, f2(0 10010...) = 0,
- £3{0,10110.. ) = 1. Bu ketma-ketlik uchun quyidagilarni isbotlang:

/ f,,(:c)f,,,(:c)dp = %’ n 75 m, / . (fn(f))zdﬂ-:
0,1 odoyy T T

N =

7.69. Har bir 7 € N uchun g, - [0, 1] =» R funksiyani quyidagicha aniqlaymiz.
Agar z € [0, 1] nmg cheksiz ikkilik kAsrga yoyilmasida n—i‘éxqam‘i 1
bo‘lsa, g.(z) = 1, agar n— raqami Obbo‘lsa, gu(z) = —1. Bu ketma-
kethk uchun quylda,gllalm 1sbotiang ‘

/,0 ]gn -'v)qm(m)du 0, n #m, f (gn(t)) dﬂ =1L
8-§. Lebeg integrali belgisi ostida limitga o‘tish

Integral belgisi ostida limitga o'tish yoki qatorlarni hadma-had integrallash
masalasi ko‘plab muammolarni yechishda uchraydi. Boshqacha gilib aytganda

ganday shartlarda

i [ fu@dn= [ lim e [ s o)

n—co
tenglik o‘rinli | bo‘ladi, ya’ni limit va integral belgilarining o‘rinlarinfa.lmashtirish. '
mumkin? Iutegral belgisi ostida limitga o‘tishning yetarli shartlaridan biri
berilgan ketma-ketlikning tekis yaqinlishish shartidir, lekin bu shart ta’rifda
bor. Shuning uchun tekis yaqinlishishdan kuchsizroq shartlar qo‘ygan holda
(8.1) tenglikning bajarilishini tekshiramiz. Agar {f,} integrallanuvchi funksi-
yalar ketma-ketligi 4 to‘plamning har bir nuqtasida f funksiyaga yagin-
lashsa, (8.1) tenglik to'g'rimi degan savol tug‘iladi. Umuman olganda, nuqtali
yaginlashish integral belgisi ostida limitga o‘tishni ta’minlay olmas ekan. Bun-
ga quyidagi misolda ishonch hosil qilamiz.
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8.1. [0, w] kesmada quyidagi funksional ketma-ketlikni qaraymiz

) nsinnz, € [0,‘«1[) ' '
fn(x) =. T n ) (8‘2)

. vO,xe[—,ar].’ v )
Bu ketma—ketlik har bir nuqtada nolga yaqinlashadi. Bu ketma-ketlik
;ichun’ (8.1)‘ tenglik to'g‘rimi? ' ‘

Yechlsh Har bir'z € [0 ‘7] uchun hm fa(z) = 0 tenglik oson tekshiri- -

ladi. End1 f. ning [0, 7] kesma bo* ylcha ohngan mtegrallm hisoblaymiz:

T £ )
/ ful(z)dp = n/ sinnzdu = 2.
0o 0

Ikkinchi fomondan

n—OC

lim fn(m = 2ok / B(x)du = 0.

Demak, bu ketma-ketlik uchun integral belgisi ostida limitga o‘tish to‘g'rk
cmas. ‘ a
Quyida biz integral belgisi ostida limitga o‘tish belgilarini keltiramiz.
8.1-teorema (Lebeg). Agar {fn} ketma-ketlik A to‘plamning her bir
nugtasida f funksiyaga yaginlashsa va barcha n € N lar uchun |fu(z)] <
@ (z) tengsizlik bajarilib, @ funlm’yq A to‘plamda integrallanuvchi bo'lsa,
u holda limitik funksiye f ham A da integrallanuvchi bo'ladi va éuyidagi
tenglik o ‘rinki o | : :
Jim /A ful@)dp = ]A f(@)du
8.1-natija. Agar | fu(z)| < M = const va barcha z € A larda ,}Ln;c falz) =
f(z) bo'lse, u holda quyidagi tenglik o ‘rinli

i, [ ool - / Fz)dp

n—x
Nol o‘ichovli to‘plamda, funkslyamng qiymatini o‘zgartirish integral qty-
matiga ta’sir gilmaydi, shuning uchun 8.1-teoremada {f,} ketina-ketlikning
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f funksiyaga deyarli yaginlashishini va | f(z){ < @¢(z) tengsizlikning ham
deyarli barcha z lar uchun bajarilishini talab gilish yetarli.

8.2-teorema (Levi). A to‘plamda monoton

| fi{e) € @) < - < fule) <
integrallanuvchi {f,} funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo ‘lz’b.‘ barcha n € N
v l?zfuéhun , . '
tengsizlik bajarilsin. U holda A ‘to ‘plamning deyarli hammae yerida Iim fn(:c)
= f(x) chekli limit mavjud hamda [ funksiya A de mtegmllanuvchz va

mtegml belgisi ostida limitga o ‘tish mumkm, ya'ng

lim fn(z)dp /f(:t:

N—00

8.2-natija. Agar ¥,.(z) 2 0 bo‘lib,

gﬁmmmK+m

bolsa, u holda A to‘plammning deyarli barche nugtalarida

an

=]

qator yaginlashadi va bu qatorni hadleb integrallash mumkin, ya'ni

/ (Z w,.(x)) du = Z [ wuta)du.

n=l
8.3-teorema (Fatu). Agar menfiymas, o‘lchovli {f,} funksiyalar ketma-

ketligi A to‘plamda f funksiyage deyarli yaginlashsa va

/mmmsx
A

bo‘lse, u holda f funksiya A to‘plamda integrallanwvchi va
[ @<k
A
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téngsa'zlik ‘0 ‘rindi. _
- Shu paytgacha biz fagat chekli o‘lchovli {u{A) < co) to‘plamlarda Lebeg
' integrali va uriing xossalarini o‘rgandik. Lekin ko‘plab masalalarni yechishda
cheksié_. o‘lchovli to‘plamda berilgan funksiyaning integralihi qarashga toég‘ri
keladi. Masa.la.n,‘ R = (~00, 0o} da berilgan funksiyaning Lebeg integralini
qarashga to‘g'ri keladi. Biz X to‘plam sanogli sondagi chekli olchovii X,
. to‘plamlarning birlashmasi ko‘tini'shida._vtasvitla,nishi mumkin bo‘lgan hol bilan
chega,raiaﬁami'z.‘ | ‘ . |
8.1-ta’rif. Agar X to‘plemda p o‘lchov berilgan bo'lib, X to'plamni
sanogli sondagi chekli o ‘lchovli to‘plamlarning birlashmasi ko ‘rinishida tasvir-
lash mumkin 'bov‘lsva, ‘w holda X da berilgan u o‘lchov-a— chekli olchov dey-
zladz ‘ | _ , ,
o— chekli o‘lchovlarga sonlat o‘qidagi va teklshkdagl Lebeg o lchovlan
misol bo‘la oladi. -
8.2-ta’rif. Agar monoton o ‘suvchi {X,} (Xn C Xnt1) to'plamiar ketma-
kethgz quyidagt ikki sharini ganoatlantirsa
1) U X=X, 2) barcha neN lar uchun p{X,) < oo,
{X:Tl ga X to'plamni goplovchi ketma-ketlik deyiladi.
8.3-ta’rif. X to‘plamda o— chekli p olchov va X da aniglangan man-
Sfymas f | funksiya‘be’rilgan bo‘lsin. Agar f funksiye iztiyoriy chekli o‘lchovli
A C X to‘plamde integrallanuvchi bolib, biror goplovchi {X.} ketma-ketlik
uchun
tin [ fe)da

chekli limit mavjud bo‘lsa, u holda f funksiya X to‘plamda integrallanvuvchi

/J{f(x)dﬂ=,}§'{§0/){h f(fv)dﬂ

f dan X to‘plam bo'yicha olingun Lebeg integrali deyilud:.

deyiladi va bu limit
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Endi f ixtiyoriy funksiya bo‘lsin. Uni ikkita manfiymas funksiyalar ayir-
masi shaklida tasvirlaymiz, ya'ni f () = fi(x) = f-(z), bu yerda fy va f_
lar (7.7} tengllk bilan aniglanadi. ’ o B

8.4-ta’rif. Agar (7.7) tenglik bilan aniglangan f. va f- manfiy-
mas funksiyalar X to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u holda f funksiya X
to‘plarnda mtegmllanuvchz deyiladi ve | '

- F(@)dp = f e - - [r ().

‘Lebeg va Riman integrallari orasidagi quyidagi bog'lanishni keltiramis.
Agar [a, b] kesmada f funksiya Riman ma’nosida integrallanuvchi bo'lsa,
u 'liold:«);'f funksiya [a, b]:"kééma&a;v Lebeg ma’nosida ham ’ilitégt&ﬂ'&riil_%ﬁi
boladi va bu integrallar teng bo‘ladi (7.4-teoremaga qarang). |

Agar f funksiya [0, 1] kesmada xosmas ma’noda Riman bo‘yicha intégral-
lanuvchi bo‘lsa, u Lebeg ma’nosida integraltanuvehi bo‘lmasligi ham mumkin.
Masalan, . 4

j; sin-i-—;- (8.3)
xosmas integral Riman ma’nosida mavjud (integrallanuvchi). Hagigatan ham,

o‘zgaruvchilarni almashtirib

/ 1 1 df / %mx
sm - —
sinz

ga kelamiz. Dirixle alomatiga ko‘ra bu mtegra.l yaqmlashuvchl (flx)= —
funksiya integrallanuvechi). f(¢) = sin% . ? funksiya (0, 1) oraliqda Lebeg
ma’nosida integrallanuvchi emas. Faraz qilaylik; bu funksiya Lebeg ma’nosida. -

integrallanuvchi bo'lsin. U holda VIII xossaga ko‘ra

/‘ dt
0

sin~—| —
integral ham mavjud bo‘ladi. Bundan esa yana o‘zgaruvchilarni almashtirib,

L] ¢
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1
sin —
t

[

dt /'°° Ism:c}d >/”sinzxd?q/""l—"cos%dx‘___'
o T 2z
f / cos2z |

x
_ f cos2:rdm
ST

" integral yaqinlashuvchi. Birinchi integral esa uzoqlashuvchi. Demak,

/1 dt
[¢]

integral h@m} uzoqlaéhuvchi. Shuni ta’kidlaymizki, agar manfiymas fuhksiya

tenglikka kelamiz. Ox1rg1

sin —
t

t

Riman ma’nosida integrailanuvchi bo‘lsa, u holda bu funksiya Lebeg ma’nosida
ham iﬁtegré.llanuvchi bo‘ladi va bu integrallar t‘engi bo‘ladi. '

8.4-teorema. Aytoylik A to'plamning o‘lchovi cheksiz bo'lsin. Cheklita
nolmas y1,Ya, - - -, Yo giymatlarni qabul gluvchi f : A > R sodde funksiya
A da integrallanuvchi bolishi uchun A = {x € A : f(z) = w}, k =
1,2,...,n to‘plamlarning o‘lchovi chekli bo'lishi zarur va yetarli. Xususan
B C A to‘plamning rarakteristik funksiyasi - xp(z) integrallanuvchi bo ‘lishi
‘uchun ,u(B) < 00 botishi zarur va yetarls

8.5-ta'rif. Aytaylik A cheksez o‘lchovii to plam f: A — R sanoglita
Y1 Y25 e s Yy . giymatlarni gabul giluvchi sodde funksiya bolsin. Agar har
bir nolmas yr uchun Ar = {x € A: f(z) = y} to‘plam chekli o‘lchovli
bo‘lib, i yn {A,) gator absolyut yaginlashuvchi bo‘lse, [ : A > R sodda
funksiy:;:;! -to‘plamda Lebeg ma’noside integrallenvvchi deyiladi.
8.2. Quyida keltirilgan funksiyalar R da Lebeg ma’nosida integrallanuvchi

bo‘ladimi?

sinn_
n X[n.n-i-l](x);

8)’ f(.’l?) Z £':'"')_X[u,ﬂﬁl ( ) | b) f(l’;) = ’i
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2 L wrm(a); ) f() = 3% cosn - x(uz ) =)
20 n?
Z__: )|X[u n+l)($) f) f(-'l:) ‘ Z 2nx 7, n+1)($)

¢} f(2)

(n+1
Yechish. Hozir biz f) ning yechimini beramiz. Berilgan funksiyaning aniglan-
ishidan quyldagllarga ega bo'lamiz. Ay = (—o0,1) to‘plamda f (.7: =0=yw
va f(x) n, z€ An = [n, n + 1) 8 5-ta’ r1fga ko ra f ER - R funkblya
'mt(.grailanuvchl bo hShl uchun Lo C

oG .
z.’lnﬂ Z;_

n=1

[

- qator yaginlashuvchi bo‘hsht zarur va yetarli. Musbat hadli qatorlarni taqqoslash -
hagidagi Dalamber alomatidan nydaIénib (g = 0,5), hosil bo‘lgan gatorning
yaqﬁnla,shuvchi ekanligiga ishionch hosil qilamiz. Demak, f funksiya R da
integrallanuvchi bo‘ladi. O
o 0]
8.3. A= | [n, n+ n™%) to‘plamning xarakteristik funksiyasi f(z) = ya(z)
n=1
parametr & ning ganday qiymatlarida R da integrallanuvchi bo‘ladi?
Yechish. 8.4-teoremaga ko'ra, f(z) = xa(z) funksiya integrallanuvchi
bo'lishi uchun A to‘plam chekli o‘lchovli bo‘lishi zarur va yetarli. A to‘plamning
o'lchovi, o'lchovning ¢— additivlik xossasiga ko‘ra
o0
1
WAy =3 =

nll
n=1

yigiindiga teng. Ma’lumki, bu qator parametr ¢ ning 1 dan katta barcha
giymatiarida yaqinlashuvchi bo‘ladi. Demak, barcha a € (1, oc) larda A

to‘plamning xa xarakteristik funksiyasi, R da integrallanuvchi bo‘ladi. 0

8.4. Quyidagi limitlarni integral belgisi ostida limitga o‘tish haqgidagi teorc-
malardan foydalanib yeching.
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a) lim f exp (—nm'-’) dy;  b) hm [ exp (—%) dp;

n—00 g 0,13 » |
c) JLrlolo f d) '}g& [of ]exp - cos” ) dy;
z du

9 Jim [ (exp (-;) “Uiie

Yechish. 'a) ning yechimi. Integral belgisi ostida limitga o‘tish haqidagi
: Lebeg tcoremasndan foyclalanamlz Berilgan fa(z) = exp(—n«? ) ketma-ketllk
[0, 1] kesmaning deyarh barcha (nol nuqtadan tashqari) nuqtalarida 0(1:) =
funksiyaga yaqinlashadi. Integrallanuvehi ¢ : [0, 1] —» R funksiyav sifatida
(x) =1 ni olamiz. U. holda bafcha z€[0, jvaneN tar uchun |fu(z)] <
(J:) tengalzhk bajariladi. Integral belgisi ostida limitga o‘tish haqndagl Lebeg

teoremasmmg shartlari bajarlladl Teorema tasdig'i 1ga ko'ra

lim exp(—nz?) dy = / &(x)dp — 0. O
#=o0 Ji0, 1) .1
8.5. f(x) = T;l{—x]_” € A=[0, o) funksiya A da integrallanuvchimi?

Yechish. Sonning butun gismi ta'rifiga ko'ra f : 4 — R sodda funksi-

ya bo'lib, A =[n, n + 1), n =0, 1... to‘plamda. Yp = 3 qiymatni

1+n

qabul q:la.dl va’ E -1 qator yaqmlashuvchl Demak, 8.5-ta nfga ko‘ra
'n—0
flz)= T [£]2 funkslya A= = [0, 00} da integraflanuvchi. E O

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar
8.6. Quyida keltirilgan funksiyalar o > 0 parametrning qanday qiymatlarida
R da integrallanuvchi bo‘ladi”

a) f(m) = z ( ) X, n+!.](x) b) f(T) = i

n=1

sin n
— X, n+1)(Z);

0 1)~ p ‘
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8.7.

8.8.

(X

Parametr @ ning qanday qiymatlarida f,.(z) = z €0, 1],

nz
x? 41’
ketma-ketlik ml:egral belgisi ostida limitga o‘tish haqldagl Lebeg teore-

mast shartlarini -qanoatla‘ntlradl?

Quyidagi {g,} ketma-ketlik integral belgisi ostida limitga o‘tish haqidagi

- Levi teoremasi shart{aritni qanoatlantiradimi?

8.9.

8.10.

8.11.

8.12.

8.13.

8.14.

8.15.

g()~~

- onx 2+1 x’e'[o’fl-ff:: A

Fatu teoremasi shartlari bajarilganda
im [ futa)dn = [ f(@)dn
tenghk ) Bn!um? O'rinli bo‘lmasa, rmsol keltiring.

Integral belgisi ostida limitga o‘tish ha.q1dag1 teoremalardan foydalanib

quyidagi limitlarni hisoblang.
a) lim f exp (— (=2 +4%)) cos (%7: . y) dz dy;

b) lim - sin —‘—!d
) fiy [ ey S e
Agar manfiymas funksiya xosmas ma'noda Riman ma’nosida integralla-

nuvchi bo'lsa, u Lebeg ma'nosida integrallanuvchi bd‘lishini isbotlang.
(8.3} integralning absolyut integrallanuvchi emasligini isbotlang.

1
e T = 1 { ——
f(z) T+ 27 z € A= [0, o0) funksiya A da integrallanuvchimi?

S @) = 2 e = 2

fila) = %Jr:z'” f2()_x2} 2+93§’. x} 4 3
funksiyalarni Ug(1) = {(=1, :cz) € ]R2 : 23+ 1% < 1} to‘plamda mtegra.l-

lanuvchi ekanligini ko‘rsating.

Sing;

Axr) =
flz) 2 — coST) — COS Ty
R?: x} + 2% < 1} to‘plamda integrallanuvchi ekanligini ko‘rsating.

, i=1, 2 funksiyalarni Up(1) = {(2, 22} €
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1 I
816. /o) = oy A0 -
By(1) = {(z1, T2, 73) € R® : 22 + :l:% + :r; < 1} to‘plamda integral-

1 =1, 2, 3 funksiyalarni

lanuvchi ekanligini isbotlang. Ularning By(1) to'plam bo'yicha olingan
integralini hisoblang. »

» ) ; v
.17, = funksiyani 1) to‘pl int; -
8.17. f(z) e Ti — c0s; — c0n T unksiyani By(1) to‘plamda integral

lanuvchl ekanhglm ko' rsatmg

9-§. Monoton va o‘zga.rishi chegaralangan funksiyalar

9 va 10-paragraflarda biz sonlar o‘qida aniqlangan funksiyalarning Lebeg
- integralini qaraymiz. Bunda integralni tayinlangan f 'da to‘plam funksiyasi
 sifatida o rganamiz. Agar f funksiya X C R o‘lchovli to" plamda integral-

lanuvchi bo'lsa, u holda

[ 1@ au (9.1)
A

~ integral barcha o‘ichovli A C X to‘plamlar uchun mavjud va u tayinlangan f
da to‘plam funksiyasi bo‘ladi. Bu integral Lebegning enigmas integrali deyiladi.
X sonlar o‘qidagi oraliq bo‘lishi ham mumkin. Bu holda A to‘plam X dagi
kesmadan iborat bo‘lsa, (9.1) integral kesma chetki nugtalarining funkszyasn
bo lad1 = [a, b] kesma chap chekkasini tayinlab, '

/ f(t)dp (9.2)

fa.1)
integralning xossalarini o‘rganamiz. Bu masala bizni sonlar o‘gida aniqlangan
funksiyalarning ba’zi muhim sinflarini qarashga olib keladi. Bular monoton
funksiyalar, o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar va absolyut uzluksiz funksiya-
lar sinflaridir.
Monoton funksiyalar. Dastlab o‘suvchi, kamayuvchi hamda kamaymay-
digan, o‘smaydigan funksiyalar ta'riflarini beramiz.
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9.1-ta’rif. (a, b] kesmade aniglangan f funksiya, shu kesmadan olingan

har qanday T,y lar uchun z, < 29 bodganda .

flz) < f(xz) (f(z1) 2 f(i'-'z))

bo ‘Isa, [ funksiya {a, b] kesmada kamuymaydzgan (0 ‘smaydigan) funkszya
deyzladc _ . .
9 2-ta’rif. [a b) kes'mada amqlangan f funkszyu shu kesmadan olm_qan. :

har qanday 1,2 lar uchun 2y < o bo‘lganda

$1) < f(fz) (f(-'b‘l > f(xz}) : (. 3)

bo‘lsa f funkszya [a, b] kesmada 0 suvcht (kamayuvcha} funkszya deyaladz

"~ Umuman, gisqalik uchun_mOnoton funk51ya deyilganda, 9.1 va 9.2-ta’riflarda,
keltirilgan funksiyalar tushﬁniladi. Ba'zan o'quvchining diqqatini jalb qgilish
uchun o‘suvchi yoki kamayuvchi funksiyani, qat‘iy o‘suvchi yoki qat‘y ka-
mayuvchi, yoki qat’ly monoton deb ataymiz.

Lebegning anigmas integrali (9.2) ning xossalarini o‘rganishni quyidagi sod-
da va muhim xcssadan boshlaymiz. Agar f manfiymas funksiya bo‘lsa, u hol-
da (9.2) monoton kamaymaydigan funksiya bo‘ladi. Har qanday integralianu-
vchi funksxya ikkita manfiymas mtegrallanuvchl funksnyalar ayn‘ma.sl sha.khda :

faswrlanadl
f(@) = folz) - f-(z),

bu yerda f+ va f_ lar (7.7) tenglik bilan aniqlanadi. '

- Shuning uchun (9.2) integral ikkita monoton kamaymaydigan funksiyalar-
ning ayirmasi shaklida ifodalanadi. Shu sababii yuqori chegarasi o‘zgaruvchi
bo‘lgan (9.2) integralni o‘rganish, monoton funksiyalarning xossalarini tek-
shirish masalasiga keladi. |

Haqiqiy sonlar to‘plami R da aniglangan f funksiya va zy € R nugta -
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berilgan bo'lsin. Agar
hm flzo+h) hm f(?:o + h))

limit mavjvud bo'lsa, bu himitga f funkmyaning zg nuqtadagi o‘ng (chap) fim-
iti deyiladi va f(z4+0)(f(zo—0)) ko‘rinishda belgilanadi. Agar f funksxya.—
ning o nuqtadagn o'ng (chap) limit md,VJUd bo'lib,

f (“f’o + 0) f (w) (F (Ie) f (To -0y

tenglik o‘rinli bo‘lsa, f funksiya zo nuqtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz de-
yiladi. Agar f funksiyaning %o nuqtada o‘ng va chap limitlari mavjud bo'lib,

J(zo+0) = f(z0) = f(zo - 0)
tenglik o‘rinli bo‘lsa, f funksiya z¢ nuqtada wzluksiz deyiladi. Agarda
Hzo— 0} # flzo+ 0}

bo'lsa, f funksiya xo nuqtada birinchi tur uzilishga ega deyiladi, zp nuqta

esa f funksiyaning birinchi fur uzilish nugtasi deyiladi.
A/(x) flz+0) - f(fv— 0)

qzymatga I funksnyanmg z € {(a, b) nugtedagi sakrashi deylladl f funkblya-
ning kesma clxetlandagl sakrashlari deb Ag(a) = fla+0)— f(a), Ay(b) =
f(b) ~ f(b—0) miqdorlarga aytiladi.

Agar f funksiyaning g nuqtédagi o‘ng va chap limitlaridan birortasi
mavjud bo‘lmasa yoki ulardan biri cheksizga aylansa, bu nugta f funksiya-
ning skkinchi tur uzilish nugtest deyiladi.

Quyidagi sonlar

e St ) f)
h—~0+ h ho0+

(170 - h’) (‘to) — A
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g f@EW @) faoo k) =)

K0~ h : B0+ h = »
mos ravishda f funksiyaning xy nugtadagi o‘ng yugori, chap yugori, o‘ng
quyi va chap quyi hosila sonlari deyiladi. ’

Endi monoton funksiyalarning xossalariga doir misollar qaraymiz.

9.1. f(z) —[a:]+2 sign(x+1}+3 X(- .1](1:} [ 2, 1] funksiyani {2, 1}

Vkesmada monotonllkka t.ekshmng Ulardan qaysﬁan o‘ngdan: lllelkblZ S

qaysilari chapda.n uzluksizligini amqlang Ularning barcha uzilish nuq!

talarini toping, uzilish uuqta,landagl sakrashlanm hisoblang.

Yechish. Bcnlga,n funksxyamng har bil‘ ‘qo'shiluvchisini alohida- tahhl qil- -

amiz. Sonnmg butun qismi ta’rifiga ko‘ra y;(a:) {=] funksxya ba.rcha butun

_nuqtalarda uzilishgé ega, ka.maymay(ligan, o‘Iigdall uzluksnz, uzilish nuqta-
lardagi sakrashlari esa 1 ga teng. ya(x) = sign (x+1) funksiya birgina z = -1
nugtada uzilishga ega. Bu nuqtadagi o'ng va chap limitlar esa quyidailarga
teng:

1 i — = - 1 = im si = 1. 4
hllr(r}!‘_ sign (0 — h) 1 # sign0 074’.1_1’151+51gn(0+h) 1 (9.4)

yalz) = sign (z + 1) kamaymaydigan funksiya bo'lib, uzilish nuqtasidagi
sakra.shl (-1 + 0) — y5(—1 — 0) = 2 ga teng. (9.4) dan ma’lumki, bu

funksiya x = —1 nuqtada, o‘ngdan ham chapdan ham uzluksiz emas. So.’nggi,

uznllshga ega. Bu funksiya z = —1 nuqtada, chapdan uzluksiz va sakrashi 1
ga teng. Tekshirish natijalariga ko‘ra quyidagi xulosaga kelamiz. yi, y2 va 3
funksiyalar kamaymaydigan va musbat sonlarga ko‘paytirib yig‘ilganligi uchun

flz)=1z] + 2 sign{z + 1) + 3 x(-1y{x)

ham [-2, 1} da kamaymaydigan funksiya bo‘ladi. Uning uzilish nuqtalari —1
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va 0 nuqtalardir. Bundan tashqari f(—1)= —1, f(0)=5 va

i —1-h)=— (~1) = —4 # i — :_ . 1=4
f,llléif( h) 242 ( 1) 7éhi'51+f( 1+h)=-1+2-14+3-1=4,
Jim f(O—h) =142 143 1= 4 lim f(0+h)=0+2-143-1=5.
Bu funksiyaning —1 va 0 nuqtadagi sakrashlari mos ravishda As(—1) = 8
va Ag(0) = 1. Berilgan funksiya z = —1 nuqtada o‘'ngdan ham chapdan
-ham uzluksiz emas, = 0 nuqtada o‘'ngdan vzluksiz:- . .- . O
9.2, Faraz gilaylik, f : la, b)) — R kaméymaydigan funkéiya, ,c_l,cz‘,...,(;,
. shu kesmadagi ixtiyoriy mugqtalar bo‘lsin. U holda

384 < £0) - 1(@) TR

i=t
tengsizlik o‘rinli. Isbotlang.
Isbot. Faraz qilaylik, f:[a, b = R ka.mayma.ydjaan funksiya, ¢; < ¢3 <
. < ¢, lar shu kesrnadagl, osish tartibida joylashgan ixtiyoriy muqtalar
bo‘lsin. Quyidagi Z Ag{c;) yigiindini qaraymiz:

Z(f(ci+0)’f(ci_0)) = fla+0)— fler—0)+ -+ fca+0) — fcy —0).
i=1

Bu yig'indini quyidagicha yozib olamiz:
"

3" Agle) = Flen+0)— fler —0) = 3 (Fe ~0) — Fleis +0)). (9:6)

i=1 i=2
Kamaymaydlgan f funksiya va istalgan ¢; > ¢;_1 uchun

f(q 0) = Sl +0) 20 | (9.7)

tngzislik o‘rinli. (9.6) va (9.7) lardan

STA) < flea +0) = fler - 0) < F(b) — f(a) (9.8)
i=1
ni olamiz. Bu esa (9.5} tengsizlikning o‘zidir. ]
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9.3. f:{a, b} = R kamaymaydigan funksiya, n € N ixtiyoriy son bo‘lsin.
~ Uholda D, = {x € a, b]: Ag(z) > %} chekli to‘plam. Isbotlang.

Isbot. Teskaridan faraz Qila.ylik, biror -n € N uchun D, tq‘planming :
" elementlari soni chek‘siz'bo‘Isin, u holda ixtiyorly m € N uchun D, dan
- €1,03, -+, Cn € Dy nuqgtalar olish mumkin. (9.5) hamda D, ning aniglanishi- -
dan quyidagini olamiz: .‘ v v : o ‘ "
o
o)~ ) > ZIA,c(c,) >m- 3
- pa
Bu yerdan m < n{f(b) — f (a,)] ekan!igi kelib chigadi.- Bu tengéizlik m ning
'ixtiyoriyvnatural son ekanligiga zid. Demak, ?D,; "chekli- to‘plam. ..o

9. 4 f {a, 8] — R kamaymaydigan funkbiya, C1,Co e Cnye » . Jar uning '
uzilish nuqtalari bo‘lsin. U holda Z As{cn) qator yaqmlashuvchl va
n=1
3 Ada) < 1(6) - fa)
n=1

tengsizlik o‘rinli. Isbotlang.

Isbot. Kamaymaydigan f : {a, }] — R funksiya va [, b] kesmada saqlanu-
“vehi ixtiyoriy ¢, ¢z, . o ¢, nuqtatar uchun ‘(shu jumladan unin‘g' uzilish nug- -
. . : ;

talari uchun ham) ZA;(Q) < f(b) — f(a) tengsizligi 2-misolda ({9.8) ga

qarang) ko‘rsatildi. Bu esa musbat hadli E Ag(eq) qatommg qismiy yigindi-
n=1

lan ketma-ketligi S, ning yugoridan chegara.la.nganhglm bildiradi. Demak,
Z Ag(cq) qator yaqinlashuvchi. (9.8) tengsizlikda n — co da limitga o'tib

=1
x » )
3" Aglen) < £(8) - f{a)
=]
tengsizlikni olamiz. , ’ 0
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9.5. f : [a, b] — R kamaymaydigan funksiya, ci, cs,... lar uning uzilish
nuqtalari bo‘lsin.

M@ =Aake), selal 99

<

funkblya [ ning sakrashlari funksiyasi deylladx Ja: [a., b] —Ro ngda.n

u?luksw kaxnaymaydlgan funksnya Isbotlang

vIsbo’t. KanlayniaYdigan f : [a, b] — IR funksiyaniug ﬁzilish nuqtaiéri

c1, €2, .. larni o'sib borish tartibida joylashtirish mumkin bo‘lgan hol bilan
‘cheklanamiz, ya'ni ¢ < 0 < - < ¢, < --- bo'lsin. (9.9) tenglik bilan
 aniglangan o | I .
| falw) = Ag( @), z€la

<z :
ni {a, b] kesmada kamaymaydigan funksiya ekanligini ko‘rsatamiz. Faraz qi-
laylik, #1 < z4 € [a, b] kesmaning ixtiyoriy ikki nuqtasi bo"lsin. U holda
kamaymaydigan f funksiya va istalgan c € [a, b] uchun Ag(c) > 0 ekanligi-
dan

Ja(@) = Y Ae) < Y Ada)+ Y, Bsle) = fulza)

» . Gsmp Gy . #1<e Sy _

ni olamiz. Bu esa f : [a, b)) — R ning kamaymaydigan funksiya ekanligini
bildiradi. Shuni ta’kidlaymizki f va f; funksiyalarning uzilish nuqtalari bir
xil bo‘lib, ular ¢, ¢q, ... lardan iborat. Xuddi shunday f va fy funksiyalarn-
ing ¢ uzilish nuqtasidagi sakrashlari teng, ya'ni &f(c;) = Ap(c). Har bir
(i, civ1) intervalda fy funksiya o‘zgarmasdir. ' a

9.6. f(zr) = 2+ 2[x], z € [0, 2] funksiyani [0, 2] kesmada kamaymaydi-
gan ckanligini ko‘rsatib, uning sakrashlari funksiyasi va uzluksiz gismini
toping.
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Yechish. Ma’lumki, z ning butun gismi — [z] o‘ngdan uzluksiz va ka-
maymaydigan funksiyadir, g(z) = z esa uzluksiz va o‘suvchi funkSiyadir.
Demak, ularning yig‘indisi bo‘lgan f funksiya o'ngdan uzluksiz kamaymaydi-
gan funksiya bo'ladi. Uning uzilish nuqtalari z; = 1 va zo = 2 lar bo'lib, bu
nuqtalardagi sakrashlari 'Ag{z;) = Ay(zs) = 2. Bulardan fy(x) = 2[z] va
fe(z) = z ekanligini olamiz. ' - O

- O‘zgarishi chegarélangan funksiyalar. Ma'lumki, Lebegning aniqmas ...
integfali (9.2) ikkita monotoﬁ funksiyaning é,yirmasi shaklida tasvirlanadi. Tkki
monoton funksiya ayirmasi shaklida tasvirlanuvchi funksiyalarbsinﬁ hozir biz
ta rifini keltmnoqclu bo‘lgan o zganshi chegaralangan funkmyaiar smﬁ bilan

" ustma-ust tushadi. ' , ' h ' ' -
9.3-ta’rif. Bizga [a, b] kesmada aniglangan f funksiye berilgan bo‘lsin.

Agar [a, b] kesmani
A=< 1< <K Bp 1 <Tp=0"b

nugtalar bilan iztiyoriy n gismga bo‘lganimizda z:(i = 1,2,...,n) nugte-

larni tanlab olishga bog'lig bo‘lmagan ve ushbu
SoIf () — fm) | <C | (9.10)
k=1 . R

tengsizlikni ganoatiantiruvchi o‘zydrmﬁs C son mavjud bo'lsa, u holda f
fuﬁksiya la, b] kesmada o‘zgarishi chegaralangan deyiladi. ‘
9.4-ta’rif. Bizga (a0, b] kesmada o2garishi chegaralangan f funksiya
~ berilgan bolsin. (9.10) yig‘indilarning barcha chekli bo Yfinishlar bo ‘yicha olin-
gan anig yugori chegarasi [ funksiyaning la, b kesmadagi tola o zgamshz
(to‘la variatsiyasi) deyiladi va VP [f] bilan belgilanadi, ya'ni
VEif] —supz 1 f(zi) — f(a?: Vi - (9.11)

%) ey
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9.7. Har qanday lmma.ymaydiganv f:{a, b = R funksiya {a, b] kesmada
 o‘zgarishi chegaralangan va uning to‘la o‘zgarishi f(b) — f(a) ga teng.
Isbotlang. ’
Isbot. (g, b] kesmani z;(i = 1, 2., n) nuqtalar yordamida
a=Tp<Ty < < T} CTn=b
ixtiyoriy ». 'qislmga bo‘lamiz va bu bolinishga mos - . ; v
R . v
Do)~ f @)l S (012)
k=1 ’

yig"ihdini qaraymiz. f kamaymaydigan funksiya bo'igani uchun |f (zx) —
@] = Flax) — f (@x-1) tenglik o'rinli. Bu tenglikdan (9.12) yigindi-
ning giymati f(b) — f(a) ga teng ekanligi kélib chiqadi. Dema,k,b monoton
kamaymaydigan funksiyalar uchun (9.12) yig'indining qiymati [a, b] kesma-
ning bo‘linishiga {wog‘liq emas va u f(b) — f(a) ga teng. Shunday ekan,
V2 f] = f(b) — f(a) tenglik o'rinli. \ | O

9.8. Agar f:[a, )] =4 R funksiya [a, b) yarim intervalda monoton bo'lsa,

u holda uning o‘zgarishi chegaralangan va
Valfl=15(6-0) - f(@)l +1f®) - F(6-0)] (9.13)
tenglik o‘rinli. Isbotlang. '

Isbot. [a, b] kesmani z;{(i = 1,2,...,n) nuqtalar yordamida ixtiyoriy
bo‘linishini qaraymiz. Funksiyaning [e, b) yarim intervalda monoton ekanlig-

ini hisobga olsak, quyidagiga an: bo‘lamiz:

n-1

=N 1f (zh) = £ (@ra)| + £ (B) = f (a1} | =
k=1
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=f (@) = F(@) |+ (B) = f(zn-1) |- - {9.14)

Bndi ¢(z) = [f(z) — f(@)| + |f(b) - f(z)], = € e, b) ning kamaymay-
digan funksiya eka.liligini' isbotlaymiz. Buning uchun [a, b) yarim intervalda -
yotuvchi ixtiyorly #1 < @ nuqtalar uchun # (z5) — 1 (z1) > 0 ekanligini

 komatih kioys
e (e = @150~ £ ~ (o)~ (a¥‘1>.+f(a:l;ftqn-f,;.; ,;;;
v+If(b)-—f(wo-(f(xz)—.f(fn))i=If(wz) [l + 1fe) - Fa)l+

| WO e - s ©19)

(9.15) dagl oxirgi tt,nghk f ning [a, b) yarim mtcrvalda monoton (ya’ m'
f(z2) — f(zy) bilan f(z;)— f(a) ning ishorasi bir xil} eka.nhgldan kelib chiga-
di. Ixtiyoriy ¢ va d sonlar uchun |c—d| > |c| — |d| ckanligidan foydalansak,

P(z2) — 9(z1) =

= |£(8) ~ fz) — (F(@2) ~ F(@)) |+ [f (@) = flz)] = 1f(B) — f(z)
ayirmaning manfiymasligiga kelamiz. Bu esa 9 ning [a, b) d;i kamaymaydigan
funksiya ekanligini isbotlaydi. {914) tenglikdan

-SUPZ [f{zx) = flzr2) 1= 5up. P (x,;_l) = tj)(b -0) |

Ti} g1 U<z 1<h
tenglik kelib chigadi. Funksiya to‘la o‘zgarishining ta'rifiga ko‘ra ushbuga ke-
lamiz:

Va1 =¢(b-0)=1f(b—0) = fa)| + 1/(b) — f(6—0)I. o

9.9. f(z) =sinz funksiyani [0, m] kesmada o‘zgarishi chegaralangan ekan-
ligini ta’rif yordamida ko'rsating.
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Yechish. [0, 7} kesmani z; (i = 1,2,...,n) nugtalar yordamida ixtiyoriy

n bo‘lakka bo‘lamiz va bu bo'linishga mos

n ) )

ZI_)‘(:t:,ic f(x;, ] —lemx; —sinzi_1} - (9.16)

k=1 k=1

+y in -

. 2 T
oz, z 20 munosa.batla.rdan foydalansak (9 16) ni quylda.g;cha baholash

yig'indini baholaymiz. Agar sing —siny = 2cos j sinz| <

B mumkm

| Z'f(xk) f(:u 1 _le cos ’ck+21k -1 inlkmmk#1| <

k=1. o k=1

<L Z ( = Te-1 ) —'x“—a:o-—-vr.

Demak, f(z) = sinz funksxya. [0, #] kesmada o‘zga.rishi‘chegaralangan.‘ O

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

9.10-9.13-misollarda berilgan funksiyalarni [a, b] kesmada monotonlikka

tekshiring. Ulardan qaysilari o‘'ngdan uzluksiz, qaysilari chapdan uzluksizlig-
ini aniqlang. Ularning barcha uzilish nuqgtalarini toping, uzilish nuqtalaridagi
sakrashlarini hisoblang.

9.10. f(z)=[a}, [-1,3).

9.11. f(z)=signz, b[—l, 5]

9.12. f(z) = xp4q(=), [-2, 4].

9.13. f(z)=2-signz +3- X(~1 olz), [-4, 9.

9.14. [a, b] kesmada aniqlangan har qanday monoton funksiya shu kesmada

chegaralangan, o'lchovli hamda Riman va Lebeg ma’nolarida integralla-

nuvchidir. Isbotlang.
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9.15. Kamaymaydigan, o‘ngdan uzluksiz f : [a, b] — R funksiya uchun

fr(x) f(.’l.‘) fd(z) z E as b]
funksiya, f ning u:z_lukszz gismi deyiladi. f. : {a) -b] — R ning uzluksiz

ekanligini isbotlang. Bu yerda fy (9.9) tenglik bilan aniglanadi.

9.16. Kamaymaydigan (o sma.ydlgan) funksiyalar YIg lndlSl kamaymaydlga,n (0 .
- maydigan) funks&yadlr Isbotlang S

9.17-9.20-misollarda koltmlgan funkblyalarnmg kamdymaydlgan ek.mllgml

ko‘rsatib, ularning sakrashlari funksiyasi va uzluksiz qismini toping.
9.17. .f(z) - x + signz + x_ro)fz), TE[-22.

| 2, z€[-10,~2),
9.184 f(x) = —7, e [_2l 0)1
t—3, rel04]

2z .3 _ T
[?J+sm z, €] 2,0)

sin’z +signz, x € [0, —g] .

9.19. f(z)=
9.20. f(a:] = 20: +{z], ze[-24].

Monoton funksiyalarning quyidagi xossalanm (9.21-9.23) isbotlang.
9.21. Monoton funksiya fagat blrmchl tur unllsh nuqtalarga ega.

9.22. Monoton funksiyaning uzilish nugfalari ko‘pi bilan sanoglidir.

9.23. O'ngdan uzluksiz bo‘lgan har qanday monoton funksiyani yagona usul
bilan uzluksiz monoton fﬁnksiya va o‘ngdan uzluksiz bo‘lgan sakrashlar

funksiyasi yig‘indisi shaklida tasvirlash mumkin.

9.24, f(r)= x+[z] funksiyani -2, 1] kesmada uzluksiz monoton funksiya va

o‘ngdan uzluksiz bo‘lgan sakrash funksiyasi yig‘indisi shaklida tasvirlang.

-~
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9.25.

9.25.

Sakrashlar funksiyasining hosilasi deyarli barcha nuqtalarda nolga teng.

Isbotlang.

Monoton funksiyaning songa ko‘paytmasi yana monoton funksiya bo‘ladi.

- Isbotlang. ‘

9.26.

9.27.

Kama.ymaydlgan funk51yan1ng musbat songa ko' paytma.SL ka,maymaydl-‘

gan funksnya bo‘[a,d1 Isbotlang

O'suvchi funk81yan1ng manfty songa ko* payttna51 kamayuvchl funksnyadlr

~ Isbotlang.

'9.28.

9.29.
9.30.

9.31.
“va g(:r) > 0, ¥z € [a, b] bo'lsa, u holda (z) = gz} - f(z) funksiya

9.32.

. 9.33.

Agar f(x) > O‘, z € [a, b] integrallanuvchi funksiya bo'lsa, -

o@) = [ o
kamaymaydigan funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

Ikki monoton funksiyaning yig‘indisi monoton funksiya bo‘ladimi?

f(z) =2 g(z)=1-22, z €0, 2] funksiyalarni tahlil qiling.

Ikkita monoton funksiyaning ko‘paytmasi monoton funksiya bo‘ladimi?

f(z) =z, g(x)=x -2, x €0, 2] funksiyalarni tahlil qiling.

Agar f va g laf la, b} da kamaymaydigan funksi&alar bo‘lib, f(z) > 0

[a, 6] da kamaymaydigan funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

Agar f funksiya [a, b] da o'suvchi funksiya bo'lib, f(a) = A, f(b) =
va g : (A, B] — R— monoton funksiya bo‘lsa, u holda g{f (x)) funkslya

[2, 8] da monoton bo‘ladimi?

Har qanday o‘smaydigan f : [e, 8] — R funksiya [a, b] kesmada
o‘zgarishi chegaralangan va uning to‘la o‘2garishi f(a) — f(b) ga teng.
Isbotlang. Teskari tasdiq to‘g‘rimi?
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9.34.

9.35.

Agar f:a, ] = R funksiya (a, b] da monoton bolsa, u holda uning

o‘zgarishi chegaralangan va
Vil =1 f(a+0) = f@)| +|1(b) = fla+0)]
tenglik o‘rinli. Isbotlang

Agar f:la, ) — R funksiya (a, b) intervalda mbnoton bo'lsa, u holda

o _unving"o‘zgarishi chegaralangan va- ol

VIS =1 F(@+0) — £(@)] + | Fb=0) = fla+0)+| Fb) — [(b—0)|

tenglik o‘rinli. Isbotlang.

9.36-9.44-misollarda bétilgan funksiyaning o‘zgarishi chegaralangan'téka.n-'

ligini ta’rif yordamida ko‘rsating.

9.36.

9.37.

9.39.

9.40.

9.41.

9.42.

9.43.

9.44.

fl@)=3z+1, [0, 2.

@)= 22245, [-1, 3].

f(z)=2cosz, [-m, 7.
(&)= tg3; [-m ).
f(-.r)l= I‘n(l"{'x)s‘ [O’ EI‘ o
f(z) = 2% + 5z, (2. 3.
flz)=ze +5, [-1, 1].

fz)=3lz—1]+4, [0, 2.

9.45-9.53-misollarda keltirilgan tasdiglarni isbotlang.

9.45.

Agar f:|a, 8] > R funksiya [a, b] kesmada o‘zgarishi chegaralangan
bo'lsa, u holda ixtiyoriy £ € R uchun &+ f ning ham o‘zgarishi chegar-
alangan va V2 [k + f] = V2 [f] tenglik o‘rinli.
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9.46.

Agar f:[a, b)) - R fuﬁksiya [a, 8] kesmada o‘zgarishi chegaralangan

" bo‘lsa, u holda ixtiyoriy & € R son uchun k- f mng ham o 7ga,rnslu

9.47.

: chega.raiangan va quyldag1 tenghk o‘rinli

V] = WV

Agar f: fa, 8] = R - funksiya (a, b} kesmada o‘zgarishi chegaralangan

bo‘isa, u holda. ixtiyoriy k,1 € R wnlar uchun k-f+1 nmg ham

9.48. f

‘bo'lishi uchun f(z) = const bo'lishi zarur va yetarli. Isbotlaug.

9.49.

9.50.

9.51.

9.52.

-9.53.

o’ zganshl chegaralangan va quyldagl tenglik o‘rinti
Vﬂﬂ%f+H—MV”i

‘ [a, b — R funksiyaning [a,- b] kes'ma,da,gi to'la o‘zgarishi nol

Ixtiyoriy f va g o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar uchun
V2 +gl SV + Vi lg]
tengs;izlik o‘rinli.

Ixtiyoriy f va g o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar uchun () =

f(z) - g(x) ning ham o‘zgarishi cllegaralangan bo‘ladi va

Vb[f gl < sup If(x)! Vgl + 2?pblig(x)l'%”[fl

x€la, b

~ tengsizglik o rmlx.

Ixtiyoriy c € (a, b) uchun V2{f] = V°[f] + V*[f] tenglik o‘rinli.

Agar f : la, b] >R o‘zgarish‘i chegaralangan funksiya bo‘lsa, u holda
v(z} = V7 [f] — kamaymaydigan funksiya bo‘ladi.

Agar f :[a, b} = R uchun shunday a = zp <21 < -+ <z, = b

" bo'linish mavjud bo'lib, har bir [zx, zx41], £=0,1,...,n—1, kesmada
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f monoton bo'lsa, u holda f ning [a, 6] da o‘zgarishi chegaralangan

hamda quyidagi tengliklar o‘rinli

I | - ,
VEA =D |f(zi1) = @)+ 1f(z) = flme)l, 2 € [me, Ten],

n—-1 v .
VAN =1 ) = Sl (0.17)
. jﬂo co . .

9.54. 9.53-misol va (9.17) tenglikdan foydalanib, 9.36-9.44‘misollarda keltitilgan
funksiyalarning to‘la o‘sgarishini toping.

9.55, Quyidagi funksiyalarning to‘la o‘zgarishini toping. ,

,2-:2,, o<z <“,1’ o = 273' O'S-¢‘1‘<']_‘,-
f(z) hat 0} x; 1: v g(z) = ] 5, ) T = 1,
1, 1<z<2, r+3, l<z<2.

9.56. [0, 2] kesmada f funksiyaning to‘la o‘zgarishini toping.
r—1, z<1,
flx)= o, r=1,
22, z>1.
Parametr a € R ning qanday qiymatida f funksiyaning to'la o'zgarishi
minimal bo‘ladi? Mixiima.llik shartini qanoatlantiruvehi o yagonami?
9.57. Agar o‘zgarishi chegaralangan f funksiya z* € [a, b] nuqtada 'o‘ngda‘m
uzluksiz bo'lsa, u holda v(z) = V¥ [f] ham z* nuqtada o‘ngdan uzluksiz

bo‘ladi. Isbotlang.
9.58. Agar f : [a, b] - R o‘zgarishi chegaralangan funksiya bo‘lsa, u holda
¢ (z) = VF[f] — f(z) kamaymaydigan funksiya bo‘ladi. Isbotlang.

9.59. Har qanday o‘zgarishi chegaralangan funksiyani ikkita kamaymaydigan
funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin. Isbotlang. -

151



9.60

9.61.

9.62.

9.63.

9.64.

9.65.

1 9.66.

9.67.

. flg)=1-sinz, g(x)=1+|cosz|, é(:c) = (z —2)?, ¢¥(z) =sin’z
funksiyalarni {0, 7] kesmada ikkita kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi
shaklida tasviﬂang. , ' o
9.36-9.44-misollarda keltirilgan funksiyalar uchun v(z) = V*[f] va o(z) =
v(z) — f(x) funksiyalarni toping.
Quyida_berilganff funksiya:l_iingvx = 0 nugtadagi hosila sonlarini toping: . -
1 azsin®—+ Gz cos*—, <0,
- z » .
flz) = 0, t=0 ,0<a<pB 0<a<b

azr sin?l +bm cos? i, x>0
Tz Sz
Agar f funksiya [a, b] kesmada tekis uzluksiz bo'lsa, uning o‘zgarishi
chegaralangan bo‘ladimi? )

Agar [ funksiya [a, b] kesmada chegaralangan hosilaga ega bo'lsa, u
holda' f ning {a, b] kesmada o‘zgarishi chegaralangan bo‘lishini isbot-'

lang.

[0, 1] kesmada uzluksiz

‘@ {0, £ =0, @ {o, =0, |
=y .o : glz) = . T ‘ '
zsin=,z € (0, 1}, Tsign (cos ;) .z e (0, 1},
funksiyalarning to‘la o‘zgarishi Vi![f] = Vit|g] = 0o ekanligini ishotlang.
Agar f funksiya [a, 4] da Lipshits shartini ganoatlantirsa, u holda f

ning {a, b] da o‘zgarishi chegaralangan bo'lishini isbotlang.

(@, b] kesmada o‘zgarishi chiegaralanmagan va « € (0, 1) tartibli
QGyolder shartini qanoatlantiruvchi funksiyaga misol keltiring.
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9.68.

9.69.

9.70.

o va # musbat sonlar, f(z) =z sm—l— * f(0) = 0 bo'lsin.
| chekli, agdé’ a>8.

cheksiz, agor a<g
munosabatni isbotlang.
A C |a, b to'plamning xarakteristik funksijfasi xa(z), A ga qanday
 shartlar qo'yilganda [a, 'Ii]vv"daj{'(')‘zgéfiélxi' chegaralahgié.n?fnh_ksiydfbofi&di?:’
Qanday shartda V[x 4] minimal bo‘ladi? '
Agar f : {a, | = R o‘zgarishi chegaraiéngan, g: e ;3] — [a, Y]
- uzluksiz, o‘suvchi biyektiv akslantirish bo'lsa, u holda. Y(z) = f (g(z}),

x € la, B} o 7garxsh1 chegaralangan funkswa bo lad1 va V] = VI
tenglik o rlnh Isbotlang.

. r . .
Yy = sinz va y = cosz funksiyalarning |z, z+ —2-] kesmadagi to‘la

o‘égarishini mos ravishda v,(z) = Vi +§[sin] va v.(z)} = V‘#%[cos] orqali

belgilaymiz. Bu funksiyalar uchun quyidagilarni (9.71-9.74) isbotlang.

9.71. v, : R — R va v, : R — R lar uzluksiz, chegaralangan va 2n davrli
funksiya.
9.72. Ixtiyoriy a < b lar uchun Vo, + ve] = 0 o'rinli.

"9.73.

9.74. V|

9.75.

Shunday a € (0, 7/2) sonni topingki, [0, o va [a, /2] kesmalarda v,
monoton funksiya bo‘lsin. ’

7'/2 1:/2

fvs] + V, [v(I ni hlwblang

vs(z) = V" [sin] funksiyaning o‘zgarmas ekanligini isbotlang.

9.76. Agar f:la, B} >R integrallanuvchi funksiya vbo‘ls'a;, u holda

Flz) - / oy
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o‘zgarishi chega.ralanganv funksiya bo‘ladi va
vir= [l
tcnglik o‘rinli. Isbotlang. |
9.77. Agdr I [a, b] — R o‘zgarishi cht,gdra,la,nga,n funksnya bo‘lba., u holda
f f “, z€ [a, b}

o 7ga.nshl chegarala.ngan funk51ya bo‘la.dl Isbotlang

y(a)-"O g(x 7=a

9.78. [a, b] daaniglangan har qanday o‘zgarishi chegaralangan funksiya o'lchov-

li bo'lishini isbotlang.

9.79. Agar {fn} lar |a, b] dao‘zgarishi chegaralangan funkéiyalar bo‘lib, biror
fila, B >R uchun lim VP[f — fu| =0 bo'lsa, u hiolda f ham [a, b)
n—oo

da o‘zgarishi chegaralangan funksiya bo’ladi. Isbotlang.
10-§. Absolyut uzluksiz funksiyalar. Lebeg-Stiltes integrali

Lebegning aniqmas integrali (9.2) quyida biz ta’rifini keltirmoqchi bo‘lgan
absolyut uzluksiz funksiyalar sinfiga garashli bo‘ladi.

10.1-ta’rif. Bizga [a, b} kesmade aniglengan f funksiya berilgan bo‘lsin.
Agar ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday § > 0 wmavjud bo'lib, soni chek-
li va har ikkisi o‘zaro kesishmaydigan har gandey {{ax, bx)}?_, ihterva{?ar

sistemas: uchun

7i n

U(ak, be) C la, b, Z(bk —a) <6 '

k=1 k=1

shartlar bajarilganda
n
S 1FB) - flat <€ (10.1)
k=1 '
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda f funksiya [a, 8] kesmade absolyut uzluksiz
Sfunksiya deyilads.
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10.2-ta’rif. Agaer uzluksiz va o‘2garmasdan fargli o ‘2garishi chegaralangan
J funksiyaning hosilasi deyarli barcha ‘ta‘rda nolga teng bo‘Ise, u singulyar
funksiya degilad o I |

la, b kesmada kama.yma.ydlgau va ongdan uzluksiz F : [a, b] — R
funksiya vositasida qurilgan o‘lchovlar (5 § ga qarang) Lebog»Stiltes ofIchoviari
deyiladi va ular pg bilan belgllanada

~10. 3-ta. ’rif. Agar Lebcg 0 chom nolga teng. bo lgan. u:tsyorzy A to piam"
uchun we (A) =0 bo ‘lsa, u holda ;.Lp (Lebcg 0 chovzga msbatan} absolyut
uzluksiz 0 lclww deyzladz

Shuni ta'kidlaymizki, agar F funk51ya absolyut uzluksxz bo‘lsa, u yordami-
da hosil qllmgan Lebeg-Stlltes o'lchovi [l.p ham a.bsolyut uzluksiz o lchov
bo'ladi.

10.4-ta’rif. Agar ur o'lchov uchun éhekli yoki sanogli A to‘plam mﬁvjud
bolib, A bilan kesishmaydigen ictiyoriy B to ’ﬂam uchun pr(B) =
bo‘lsa, u holda pp diskret o‘lchov deyilads.

Agar F sakrashlar funksiya (zinapoyasimon funksiya) bo‘lsa, u yordamida
hosil gilingan Lebeg-Stiltes o‘lchovi gz diskret o'lchov bo'ladi.

10.5-ta’rif. Agar pr o‘lchovda istalgan bir nugtali to‘plam nol o'lchovga
ega bo‘lsa va Lebeg o‘lchovi nolga teng bo ‘lgah'bii‘ar A to ‘pldm mavjud bo‘lib,
ur(R\A) = 0 bolse, u holda pp singulyar o‘ichov deyiladi. o ‘

Singulyar funksiyalar yordamida qurilgan Lébeg-Stiltes o'lchovi pp singul-
yar o‘lchov bo‘ladi.

Hozir biz chekli o‘lchovli A to‘plamda aniglangan va chegaralangan funksi-
yalar uchun Lebeg-Stiltes inregrali ta'rifini keltiramiz. Cheksiz o'lchovli A
to‘plamda aniglangan funksiyalar va chegaraianmagan funksiya uchun Lebeg-
Stiltes inregrali ta’rifi shunga o‘xshash ta’riflanadi.

Chekli o'lchovli A C R to‘plamda aniglangan kamaymaydigan F: A — R

-
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va chegaralangan, o‘lchovii f : 4 — R funksiyalarni qaraymiz. Bu holda

shunday m va M sonlari mavjudki, barcha z € A larda

téngsizlik bajariladi. [m, M| kesmani m = y < P< < Yt < Yo =
M nugqtalar yorda.xhida n bo‘lakka bo‘lamiz. Bu bo‘linishni T bilan bel-
gilaymiz. 'Ha,r_vbir,yat'im' interval [yg.-1, yk:) k= Liyn -1 _yordamida
Ay = {2€A: gy < flx) <y} va A,,v,': {:c €A Yy < F(2) <y}
to'plamlarni anitilaym_iz. Bu II bo'linishga mos Lebeg-Stiltesning quyi va -

yuqori yig‘indilarini aniglaymiz: ,
sn(f) = ZykflﬂF(Ak)j Sulf) = zkaF(Ak)-'
k=L : k=1 :

Quyi yig'indi sp(f) yuqoridan, yugori yigindi Sp(f) esa quyidan chegara-

langan. Shuning uchun quyidagilar mavjud va chekli:

L(f) =supsn(f), L*(f) =infSu(f). (10.2)

(10.2) da aniq quyi va aniq yuqori chegaralar [m, M| kesmaning barcha chekli
bo'linishlari bo‘yicha olinadi.

10.6-ta’rif. Agér' L.(f) = L. f) bo‘lsa, chegarulangan f fuﬁksz’yéni'A
to‘plamda Lebeg~.§'t€ltes ma ’rz‘osidd integmllaﬁuvcﬁi ‘dcymﬂ;z. L.(f) va L“( f)
larning bu umumsy qiymats [ funksiyadan A to‘plam bo‘yiche olingan Lebeg-
Stiltes integrali deyiladi, ya’ni

/A f(2)dF(z) = L(f) = L*(f).

Endi g : A-R ixtiyoriy o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'lsin. Uni
ikkita kamaymaydigan F : A — R va & : A — R funksiyalarning ayirmasi
shaklida tasvirlaymiz, ya'ni ¢g(z) = F(z) — &(z).
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10.7-ta'rif. f : A — R funksiyadan g.: A — R o‘zgarishi chegara-
langan funksiya bo‘yicha olmgau Lebeg-Stiltes integrali deganda qnyzdagz in-
tegral tushunilodi: '

- Faha(a) / J(@)dF(z) - f J(@)d0 ().

10.1. (a:) = z* +3, [0, 1] funks;yam absolyut uzluksnz ekanllglm ta'rif

yordamlda ko‘rsating.

Yechish. [0, 1] kesmada har ikkisi o‘zaro kesishmaydigan va uzunliklari
yig mdlsx & >0 dan oshm&ydlgan {(ax, bk)}k ' mtervallar slbtema.sm; olanuz

va unga mos (10.1) yig ‘indini qaraynuz

Z [F(Be) — flaw)| = Z |62 +3 —af — 3| Z(bk — a) (b, + a5) < 25

k=1
Bu yerda biz & + a; < 2 tengsizlikdan foydalandik, chunki b, ax € [0, 1].
Endi ixtiyoriy & > 0 uchun & = €/2 deb olamiz. U holda (10.1) tengsizlik
o‘rinli bo‘ladi. Demak, f absolyut uzluksiz funksiya ekan. ]

10.2. f(z) = 22%+5, x € [~1, 3] funksiyani ikkita kamaymaydigan absolyut

uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlang.

Yechish. f(z) = v(z) — o(z), v(z) = VIIf]. ¢(@) = v(z) - [(=).
Biz f(z) = 22" +5, z € [~1, 3] funksiyani ikkita kamaymaydigan absolyut
uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlaymiz. Ma’lumki, har ganday ab-
solyut uzluksiz funksiya o‘zgarishi chegaralangan funksiya bo‘ladi. O‘zgari-
shi chegaralangan funksiya esa kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi shaklida
tasvirlanadi. Demak, kamaymaydigan v(z) == V&[f] va @(x) = v(x) — f(z)
funksiyatarui topamiz. f ning absolyut uzluksizligidan v va ¢ {urlksiyalarn—
ing absolyut uzluksiz ckanligi kelib chiqadi va f(z) = v(z)~ ¢{z) tenglik
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o‘rinli. Berilgan funksiya {—1, 0] kesmada kamayuvchi va [0, 3] da o‘suvchi,

shuning uchun 9.35 va 9.34-misollarga ko'ra quyidagilarni olamiz:

_ ol _ - a2 B
z';[.'c)r{2 2$2’ z€[-1, 0 90(3:)=={ 3 — 477, fBG[ Lo
2+22% z€(0, 3, 3 we( 3

10.3. Kantormng zinapoya funksiyasi £ ni (5 95—mlsolga qarang) [0, 1] kesma-~
, da a.bzsolyut uzlukmzllkka tekshmng

Yechish. Kantor to‘plami K ning Lebeg o‘lchovi nolga teng. Lebeg o'lchovi '
ta'rifiga ko'ra, ixtiyoriy § > 0 uchun shunday, o‘zaro kesishrﬁaydigmn :
{(ak, o) b2 1 mvervalla,r sistemasi mav;udkl quyidagilar bajariladi: .

L

KC'U(WC’ ), - Z(bk —a) < J. o ' (103) _
- k=1 )

k=1
Ikkinchi tomondan, ug({0, 1\K) =0 va ua([0, 1]) = &(1) — £(0) =1.
Bu yerda pg Kantorning zinapoya funksiyasi yordamida qurilgan Lebeg-
Stiltes o'lchovi. Bu tenglikdan kelib chiqadiki,

pa(K) =1

Endi o'lchovning yarim a,ddmvllk xossa.mda,n hamda. (IU 3) dan foyda.lausak ‘

quylda.glga ega bo‘lamiz:

3 (A(be) — R(an) = s (U(ak, m)) > pua(K) = 1.

k==t k=1
Demak, Kantorning 2inapoya funksiyasi — £ absolyut uzluksiz funksiya ta'-

~ rifini danoatlantirmaydi, ya'ni u absolyut uzluksiz emas. ' -0

10.4. jio,m) 27*d F(x) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda A = (0, oo)—

yarim o‘q, F{z} = [z] funksiya esa z ning butun gismi.
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Yechish. Ma'lumki, F(z) = [z] o‘ngdan uzluksiz kamaymaydigan sakrash-
lar funksiyasi bo'lib, uning A = [0, co) dagi uzilish nuqtalari barcha natural

sonlardir. Shuning uchun 10.43-misolga ko‘ra, bu integral ((10.5) ga qarang)
j 27dF(z) = ¥ 27 (F(n) — F(n —0))
0.00) ey

qator yig'indisiga teng. Agar barcha n € N lar uchun F (n) Fn—-0)=1

tenglikni e’tlborga olsak, so* ngga qator yig‘indisini hisoblash mumkm Bu qator T

birinchi hadi b = 1/2, maxraji q = 1 bo‘lgan cheksiz kama.yuvchl geometnk ‘

progresswa,nmg yig‘indisini 1fodalayd1 Shuning uchun,

' 1
A arto - iﬂ_ o a
10.5. Quyidagi Lebeg-Stiltes integralini hlsoblang:
/ (z + 1)dF(z).
: [0.3]
Bu yerda A = [0, 3] kesma, F(z) = 2%+ 3.

Yechish. Ma'lumki, F(z) = z?+ 3 absolyut uzluksiz funksiya, shuning
uchun (10.44-misolga qarang) (10.6) ga ko‘ra, quyidagini olamiz:

(z +1)dF(z) = f (x+1) 2zdz
0.3} f0.3]
So‘nggi integralning qiymati 27 ga teng. Shunday qilib,
/ (z + 1) dF(z) = 27. ]
03]
10.6. fl0~ ;T d8(z) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang.
Yechish. I usul. Bo‘laklab integrallash usulidan foydalanamiz.
1
/ 2df(z) = 28|} ~/. Rz)dr=1-0—s =5
0.1 0.1 2 2
Bu yerda biz f[a B A(z)dz = 0,5, ya'ni 7.67 f)-misol natijasidan foydalandik.
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IT usul. Shuni ta’kidlaymizki, bu integralni odatdagi Lebeg integrali yoki
biror qator yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlab bo‘imaydi. Shuning uchun integral
“ta’rifi va xossalaridan foydalanamiz. Malumki, |
/ 2d8(z) = f 2df(x) + / 2d8(z) + / zdf(x)  (10.4)
©.1] 0.1/ X f2/3.1]
tenglik o‘rinli. Agar biz R(z) = 1/2, z € [1/3, 2/3] ning [1/3, 2/3] da
E Q‘zgarmasvekénligini hisobga- olsak, (10.4) ‘tenglikcla o'rtadagi (1/3, 2/3] to'p- -
lam bo‘yicha olingan integral (10.45-misolga qaréng) nolga teng bo‘ladi, bun-
‘dan » , ‘ ' o
[ zdf(z) = / zdf(z) + / xdﬁ(:;);
, 0. RV [2/3.1) ‘
Birinchi integralda 3r = ¢, ikkinchi integralda z =§. + % deb almashtirish

olamiz, natijada

fxdﬁ(:r) ; tdﬁ() ;/(\—H)dﬁ( ;)

0,1] [0.1] 0.1]
tenglikka ega bo‘lamiz. Eadi Kantor funksiyasining 10. 34—nusolda, keltirilgan

xossalaridan foydalansak,

1 1
f 2df(z) :é / 1af(f) + ¢ / (2+0)dA(t) = 5 / tdﬁ(t)+%
0.1 [0.1] o 0.1} o
tenglikni olamiz: Bu yerdan '

ekanligini hosil gilamiz. O
10.7. f(z) = R(z) va F(z) = R(z) funksiyalar uchun Lebeg-Stiltes integrali
[ t@ar@

o

ni hisoblang.
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Yechish. 10.47-misolda keltiriigan bo'laklab integrallash formulasidan
{((10.7) ga qarang) foydalanamiz: '

/ 5(x) dA(z) = A(1)-R(1)~R(O)-K(0) - / A(z) d(z) = 1~ f A(z) dA(z).

o 0.1 . 0.1

Bu yerdan | &(z) dﬁ('z:) =0,3 eka,nhglm olamiz. , O
) o ' .

' Uy'vazifalari \ﬁx maVZuni o‘glé.s’htif‘is‘hi uchun masalalar Ll
- 10.8-10.16-misollarda berilgan funksiyalarning absolyut uzluksiz ekanligini
ta’rifdan foydalanib ko‘rsating. - ‘ ‘
108. (@) =324+ 1, (0,2 o
10.9. f(z) =222 +5, [-1, 3].
10.10. f{z)=sinz, [0, 7]
10.11. f(z) = 2|cosz|, [~=, 7]
10.12. f(z) = tgii, |7, .
10.13. f(z)=zIn(1+2z), [0, €.
10.14. f(z) = 2° + 5z, | (-1, 3].
10.15. f(xj =V -1 1]

10.16. f('r:) 3|'r—-1l+4 [0, 2}.

10.17. Absolyut uzluksiz funksiyalar yig‘indisi, ayirmasi yana absolyut uzluksiz
funksiyadir. Isbotlang.

10.18. Absolyut uzluksiz funksiyaning songa ko‘paytmasi yana absolyut uzluksiz
funksiyadir. Isbotlang.
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10.19.

10.20.

1021

10.22.

Agar f va g lar [a, b] da absolyut uzluksiz funksiyalar bo'lsa, u holda
f-gva f g (9(z) #0, ¥z € [a, b]) funksiyalar ham {a b] da absolyut
uﬂuksw funksiyalar bo‘ladl Isbotlant.,

Aga.r f funksiya [a, b kcsmada dbsolyut llthlkblZ bo lsa u [a b] da

o‘zgarishi chcga.ralangan ham bo ladl Ibbotlang

‘Har qanday absolyut uzluks:z funkmya.m 1kk1ta monoton kama.ymaydl«_

. ga.n absolyut wluks:z funksxyalar ayu'ma31 shakhda. tasvirlash mumkm

lsbotlang

10.8-10.16-misollarda keltirilgan funksiyalari ikkita ( v(z) = V{f],

- o(z) = v(z)— fz)) kamaymaydlgan absolyut. uzluksnz funksiyalar aylr-

~ masi Sh&klldd. tasv1rlang

10.23.

10.24.

10.25.

10.26.

Agar f:[a, b — R integrallanuvchi funksiya bo‘lsa,vu holda

Flzy=[ f(t)du

la.z)

funksiya [a, 4] da absolyut uzluksiz bo'ladi. Isbotlang,

[a, b] kesmada absolyut uzluksiz F' funksiyaning hosilasi F¥(z) = f (z)
integrallanuvchi va deyarli barcha = € {a, b] lar uchun

F@)- F@)= / £ (0
tenghk o‘rinli. Isbotlang
Agar f— kamaymaydigan absolyut uzluksiz funksiya bo'lib, f/(z) = 0
tenglik deyarli barcha z lar uchun o‘rinlt bo‘lsa, u holda f o‘zgarmas

funksiya bo‘ladi. Isbotiang.

Har qanday o‘zgarishi chegaralangan f funksiya uchta funksiya yig'indisi.

ko‘rinishida tasvirlanadi,

f(x) = fa(z) + fo(@) + faelz).
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10.27.

10.28.

10.29.

10.30.

10.31.

10.32.

10.33.

10.34.

Bu yerda fy sakrashlar funksiyasi, f; singulyar funksiya, f,. absolyut
uzluksiz funksiya. Isbot qiling.

Agar fvv,flmksiya @, b] kesmada Lipshits shartini qanoatlantirsa, f ,

ning [a, b] kesmada absolyut uzluksiz bo'lishini isbotlang,

Agar f funksiya [a, b] kesmada absolyut uzluksiz, ¢ : R — R funksiya
- Lipshits shactini qa.noa.tla.ntlrsa, u holda. o{ f(z)) ‘z € [a, b] funksnya -
la, b] da absolyut uzluksiz bo‘ladi. Isbotlang

Agar f funksiya [a, b] kesmada absolyut uzluksiz, A C [a, b] - nol

o'lchovli to‘plam bo‘lsa, u holda p(f(A)) = 0 bo'lishini isbotlang.

Shunday uzluksiz, sy(lryektiv f:10, 1] — [0, 1] akslantirishga va A C
[0, 1] to‘plamga misol keltiringki, quyidagilar bajarilsin:
D a(A)=1,  2) u(f(4)=0.

Shunday uzluksiz f : {0, 1] — {0, 1] funksiyagava A C [0, 1] to‘plamga
misol keltiringki, quyidagilar bajarilsin: »

) w(A)=0, 2) p(f(4))=1

la, 8] kesmada uzluksiz hosilaga ega bo‘lgan f funksiyaning [a, b] da

absolyut uzluksiz bo‘lishini isbotlang.

Agar f: [a, 6} — R kamaymaydigan funksiya bo'lib,

[ roe=10-@
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda f absolyut uzluksiz bo‘ladi. Isbotlang.
f(x) = z+ R(z), = € [0, 1] funksiyani qaraymiz. Bu yerda & Kan- -
torning zinapoya funksiyasi. Quyidagilarni isbotlang.
a) f:[0, 1] — [0, 2} uzluksiz va qat’iy o‘suvchi funksiya;
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- 10.35.

110.36.

10.37.

10.38.

10.39.

10.40.

10.41.

by f:1{0, 1] — [0, 2] biyektiv akslantirish;

c) p{f(K))=1, K — Kantor to‘plami.

Kantor fimksij'asining quyidagi xossalarini isbotlang.

’a) ﬁ(a)—— R(z), zelo, 1]':

10);@(2 §)=%+- .ﬁ(r) :ce[O, 11‘. |

[a, b] kesmada tekis uzluksiz, lekm a.bsolyut uzluksaz bo‘lma,gs.n funksiya-

ga mlsol keil:mng.

Aga.r f funksiya {a b} da absolyut uzluksiz bo lsa, u hold&"]f | ham.
absolyut u7luk317 funkmya bo* 1a.d1 Isbotlang.

I f| ning absoiyut uzluksiz ekanligidan f ning absolyut uzluksiz ekanligi
kelib chigmaydi. Quyidagi misolni tahlil giling.

. "'11 z G‘Q7
fo)= { 1, zeR\Q.

Agar f funksiya (e, b] da uzluksiz bo'lib, |f| absolyut uzluksiz bo‘lsa,
u holda. f ham absolyut uzluksw bo‘ladl Isbotlang

Agar f, : {a bl - R, n € N lar ka.ma.yma.ydlga.n absolyut uzluksiz
funksiyalar bo‘ lib, har bir z € [a, b] da 2 fo(z) qator f ga yaginlash-
sa, u holda limitik finksiva f ham [a, b] da absolyut uzluksiz bo‘ladi.
Isbotiang.

Agar » fa © la, 8] — R singulyar funksiyalar ketma-ketligi uchun shun-
day f:la, b — IR o‘zgarishi chegaralangan funksiya mavjud bo‘lib,
hm VUf — fu] = 0 bo' Isa, u holda limitik finksiya f yo o‘zgarmas, yo
smgulyar funksiya bo‘ladi. Isbotlang. .
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10.42.

10.43.

10.44.

10.45.

Agar f, : [a, 6] > R absolyut uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi uchun
shunday f : [a b} — R o'zgarishi chegaralangan funksiya'mavjud bo‘lib,
hm V"[ [ — fu] =0 bolsa, u holda limitik ﬁuksxya f ham absolyut
uz.luksw funksnya bo ladi. Isbot.la.ng

Aga,r e, ) > Ro ngda.n uzluksm kamaymaydigan sakrashlar funksi-

vasi bo* hb,‘cl,cz, - lar unmg [a. b] dag1 uzdlsh nuqtalan bo lsa uholda -
f(:c dF(a:) = Z f(c,c [F‘(ck) F(ck - 0)] (10 5)
tenglik o‘rinli. Isbotlang. :
Aga.r Fbv: la, 8] — R absolyut bu‘zi‘uksiz funkéiya bo“ls'a; u-holaa.#
[ t@ar@) = [ @i (10.6)
[a.b) la.b]
tenglik o‘rinli. Isbotlang.

Agar F(z) = const bo'lsa, u holda ixtiyoriy f: e, b] — R chegaralan-

[ r@)dre) -
fee, B '

gan funkstya uchun

' tenglik o'rinli. Ishotlang.

10.46.

10.47.

Quyidagi tenglikni isbotlang.
Ll - dF(z) = up(A).

Lebeg-Stiltes integrali uchun ham bo‘akiab integrallash qoidasi o‘rinli.
Yani f:{a, b = R va g : [a, ] — R lar o‘zgarishi chegaralangan
funksiyalar bo‘lsa, quyidagi tenglikni isbotlang.

f()dg(z) = F(B)a(b) ~ F(a)a(a) — [{ blg@)df(z). (10.7)

[, B]
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10.48.

Aytaylik, = ¢(t), @ < t € 8 uzluksiz va o‘suvchi funksiya bo‘lib,
wla) = a, ¢(B) =b bo'lsin. f:[a, )] - R uzluksiz, F : {a, 8] = R

e kamayrhaydigan funksiyalarbo‘lsin. U holda

10.49.

10.50.

10.51.

10.52.

(@) dF(@) = /I J0) dF(p(1))

[a.8]

tenglik‘o‘ﬁnli,' ya'ni Lebeg-Stiltes integralida o‘zgamvchilamivalniashtié

“rish mumkin. Isbot qiling. ‘ o

Agar f:[a, b] —~R va g: [a,vb] — R funksiyalar uchun Riman-Stiltes
integra.li mavjud bo'lsa, u holda Lebeg-Stiltes integrali ham mavjud va

ula.r o zaro teng, ya ni
~9) [ 1o dgta) = (R 8) ] f)dala)

f ﬁ(z)dF(x) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda fi(x)— Kan-
.1

torning zinapoya funksiyast, F(x) 2z+1. |

| R(z)dF(z) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda £(x}— Kan-
[071]
torning zinapoya funksiyasi, F(x) = [3z] + 2z.
Quyidagi f : [0, 1} — R funksiyaning V[O 1] da differensiallanuvchi

ekanhglm ko'rsating. Hosila funkswanmg [0 1] da mtegrallanuvchnemas—

» hglm lsbotlamg

10.53. f

' uclmn o‘rta giymat hagidagi teoremani isbotlang, ya’ni

o, =0
f@y=9 , 1 -
xsm-——i,0<z$1
x

: [a, b]i —R 'uzlizksiz,: F : [a, ) = R kamaymaydigan funksiyalar

f f(z)dF(z) = f(c)lF(b> F(a), 3cela, bl

fer.b)
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10.54. Quyida f(z) va F(z) funksiyalar berilgan. Lebeg-Stiltes integrali
[ reyere
[ah] .
ui hisoblang.
1) flz) ==, F(zx)=cosz, ‘:r € [0, =.
2) f{z) =sinz, F(x) lzl, z€[-m, 7).
o o N z+2, zei-2 1]
2,  ze(-1,0),
- , 22+1, zel0, 2
4) f(z) ==z, Flz)=lz], € [0, n], neN.
K 5) f(z) = 2%, F(x) 2], z€[0, n}, n GN
6) flz)=xz+2, F(x)=exp z-sign{cos z}, v:c_ € |—m,. .
7) f(z)=z—1, F(z)=cosz, z € [0, n]. '
8) f(z) =2 F(z)=£R(z), z€0, 1]
9) f(z)=1+2z, F(z)=R(x), z€|[0, 1].
10) f(z) = (32}, F(z)=R(=), z€l0, 1]

3) fx)=22+3, F(z)=

10.55. Quyidagi qatorni garaymiz:

0o -
flz)= Zb"cos(a.“ﬂ'z), be (0, 1), a€ N va tog son.

. n=g L .
Bu f : R — R funksiyaning usluksiz ekanligini isbotlang. Agar ab >
1+ gw bo‘lsa, f : R — R funksiya biror nugtada ham chekli hosilaga

ega cmashgml kot rsating.
10.56. Quyida berilgan absolyut uziuksiz funksiyalarni kaniaymaydiga,n absolyut
uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlang:

a) f(x)=22+2, z€[-1,2], b) f(a:) =exp x%, T €[~1, 2],

c) f(x) = |cosz|, z € |-m, w|, d) f(z})=sinzx, z€[|-n, 7|
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II bobni takrorlash uchun test savollari = -

. Quyidagi belgilashni kiritamiz:

RPRILCIES (G

f+(

- lEsie

Quyidagi tasdiqlar ichidan to‘g‘rilarAini ajrating.

1) fy ofichovli bo'lsa, f ham o‘Ichovli bo‘ladi.

" 9) f- olchovli bo'lsa, £ ham olchovli bo‘ladi.

-3} f+ va f_ lar olchovli bo'lsa, f ham o‘lchovii bo'ladi.
A)1,2 B)1,3 C)2,3 D)3

. ’Quyidagi tasdiglar ichidan to‘g‘ri}lar'ini ‘ajrating.

1) [f] o'ichovli bo'lsa, f harﬁ o'lchovli bo‘ladi.

2 f? o‘léhovli bo‘lsa, f ham o‘lchovii bo‘ladi. -
3) f. va f_ lar o'ichovli bo'lsa, f ham o‘lchovli bo'ladi.
A)L2 BL3 ¢)23 D)3 ‘ '

. flzy =12z, z € E =0, 5} funksiya uchun E(f < 6) to‘plamni toping.
A)[0,2) By[0,3 Clo,5 D)o 2

. f(z) = [22], * € E = [0, 5] funksiya uchun E(f = 4) to‘plamni

toping. »

A2 By 0ORs D3

. flz)=In(2? -2z +1), z€E = (0, o) funksiya uchun {z: f(z) <
0} to‘plamni toping.

A2 B OHUL2 C0x D O3

. flz) =21, z € [0, 5] funksiyauchun {z:3 < f(z) < 7} to‘plamni
toping.

Ay, 3] B)Y(2,3 Cb3 D23
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7.

10.

{zr €0, 7] :sinx <27} to‘plam o lchovuu toping.
T 2% :
N3 BT O Dj

. {ze0, n): sm z < oS a:} to pla,m 0 lrhovnm toping.

A g B) C) D)

..A C [0, 1]- o‘lchovsiz to'plam. ’I)Q Dirixle funksiyasi. fi(z) =

1 0, = € A
1, ze€lo, 1]\A
O‘ichovli bo'lmagan funksiyalarni toping.

A) f B) i,fa C) fi.fs D} fo, fs

, fa(z) = fi(‘?:)t:+ Q(x), ‘fa(‘x’) = -ffl(x)‘_.'@:(,,)_-g‘ o

A}Ci [0, 1} = o‘lchovsiz to'plam. R— Riman funksiyasi. =

Al@) =1—xa(=), falz) = fi(z) - in), fa(w fo(2) - i7‘(95)
O‘Ichovli funksiyalarni toping.

A A B)fuhs Cfi D) f;

11.

12.

13.

14.

[0, 1} kesmada nolga ekvivalent funksiyalarni toping:
filr) =R(z), fiz) =D(z), filz) ==
A) fi B} fofs Cyfs D) AL

A = 14R(z), fhlz) = 1+D(), filz) = 1+ %R(z) + D)
funksiyalar ichidan f(z) =1 ga ekvivalent funksiyalarni toping.
A) fufs B) fufafs  C) fafs D) fifs

. n
fia(z) = sin® z, fou(z) = cos™z, fon(z) = 5 nia? fan(z) = 1+

z" o'lchovli funkmyaia.t ketma-ketliklaridan qaysda.n [0, 1[ to‘plamda

» f(z) =0 funksiyaga tekis yaqinlashadi?

A) flu B) f?n, f-‘fn. C) fiﬂy fam f4n D) -fl101 f2n

fin(z) = sin*z, fum(z) = cos"z, fu(2) = § 1T i fan(z) =
o'Ichovli funksiyalar ketma-ketliklaridan qaysilari [0, 1] to'plamda
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15.

- 186.

f(z) =0 funksiyaga nuqtali yaginlashadi?
A) fln ‘B) 'fln,f:inb C) flm f3m f«tn D) BT f2n

E - 0, 4 t,o‘pla_md; berilgan f sodda funksiyani tbping,

A) fz)=z B) f(z)={z] C) f(z)=¢ D) f(z)=sinz
E =10, 3] to‘plamda Berilgan sodda funksiyalar:ﬁ ko‘rsating.
A@) =z f@)=1  fi==2{E)

A fufufs B fufs O fufz D) hf

17.

18.

19.

f(z) =1+signz sodda funksiyé. uchun Ay = {r €{-2, 3]: f{z) =

to* pla.mnl t.opmg . _ L ,

flz) =5 —{22] sodda funksiya uchun A, = {z € (-2, 3} flz) =

to‘planini toping.
A)[2.3]  B)[2,3) C)[2 25 D)2 26

Integralning additivlik xossasini toping.
A) Agar u(A) =0 bo'lsa, u holda [, f(z)du =
B) [ulf(2) + g(2)ldu= [ f(x)dp+ [, g(r)d;t

Q) [y k- F@)du=k [, fz)du

20.

21.

D) Agar f(z) > 0 bo'lsa, u holda f, f(:c)du >0.

Intcgralumg bir Jmslzhk xossasini toping.
A) Agar p(A) =0 bo'lsa, uholda [, f(z)du =0

B) [ (@) + 9(@llds = [, f(@)da + [, ofz)dn

C) [4 & fla)dp =k [, Flz)dp
D) Agar f(z) >0 bo'lsa, u holda [, f(z)dp >0

Iﬁtegralning monotonlik xossasini toping.
A) Agar u(A) =0 bo'lsa, u holda f, f(z)du =0

170

0}

1}



22.

23.

24.

23.

26.

27.

28.

=0 a= [

B) [Llf(z) + g(z)ldp = [, f(z)dp+ [, g(z)dp
Q) fAk-f(x}dﬂrkaf(x)dp ‘ :
D) Agar f(z) > g(x) bo‘lsa, u holda Lif(xv)d-p > [ 9(z)dp

Lebeg integralining monotonlik xossasidan foydalanib, quyidagi sonlar

ichidan eng kattasini ;oping. - v .
stn xdu, a= | 3“_‘_‘“5@, ag = [ sinzdy
ey T . en T ey

A) ‘dl B) az C)a; - D) ap

A =0, 3]  to‘plah':da Berilgan fl@) =3+ D(z) sodda funksiyaning
integralini hisoblang. . '
A)3 B2 6 D)9

A= '[0, 2] to‘plamda berilgan f(z) = 4 — [z] sodda fun’ksiy‘aning
integralini hisoblang. '

A)3 B)7 C©6 D)4

{—2, 2} kesmada berilgan monoton funksiyani toping.
A) f(z)=cosz B) f(z)=[z] C) flz)=¢" D) f(z)=sinz

f(x) = [z], = € [-2, 2] zinapoya funksiyaning uzulish nugtalarini to-
ping. I -
A) {-10;1} B) {-1;0,1;2} C) {-L1} D) {-2.-10;1}

[0, 3} kesmada aniglangan zinapoyasimon funksiyalarni ko‘rsating.

hlz) ==, filz)=1, fs(z) =]
A) fls f27f3 B) f21 f:l C) fla fa D) f11 f3

[0, 1] kesmada o‘suvchi funksiyalarni ko'rsating.
filz) = —cosz, folz)=sinz, fi(z)=1+[z]
A) flvfz"fa B) f2>fa C) fl’f2 D) flaffi
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29. [—1, 1] kesmada o‘smaydigan funksiyalarni ko‘rsating.
filz) =cosz, folx)=(1-x), filz)=1-[2]
A fiufafs BYffs O fi.hh D) fi,fs

30. {0, 1] kesmada kamayuvchi funksiyalarni ko‘rsating.
fHi(z) =sinz, folz) =[z], fi(r)=cosz _

A fufufs B fafs O fufz D) i

31. f(x)=signz funksiyaning o = 0 nuqtadagi sakrashini toping.
A)2 B)o QC)1 D)3

32. f(z) = [z] funksiyaning 2= 0 nuqtadagi chap limitini toping.
"A)2 B0 O -1 D)1 ‘

33. flz) = 2z — {z} funksiyani uzluksiz monoton funksiya va sakrash
funksiyalarining yig'indisi shaklida yozing.
Ayz+{g] B)az—[-g] C)2+[g] D) {z}+@#

34. f(z) = [2z] funksiyaning [—2, 3] dagi to‘la o'zgarishini toping.
A)3 B} 5 C) 10 D)6

35. f(z) = sinz funksiyaning [—=, 7} dagi to‘la o'z§arishini toping.
A)2 B)4 C)1 D)5

36. [—2, 2| kesmada berilgan absolyut uzluksiz funksiyani toping.
A) {z} B) [z} C) & D) signz

37. [42, 2] kesmada absdlyut uzluksiz bo‘lmagan funksiyani toping.
Az B) [z]  ©) & D} sinnz

38. [0, 1] kesmada berilgan singulyar funksiyani toping.
A) cosz B) R(z) C)D(z) D) A(z)
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39. Lebeg-Stiltes integralining: xossalaridan foydalanib, f(z} = z funksiya-
ning A = [0, 3] to‘plam bo ylcha olingan o f(z)dF(z), F(z) = [.1:] ,
integralini hisoblang. ’

Ay2 B)3 (4 D)6

40. Lebeg—Stiltesvintegraiining xossalaﬁda,n ’foydalanib flz) = 2z funksi—
, ya.mng A = [1 3] to* plam bo' ylcha olmgan fA f(:L) dF(.B), F(:i:) = ,
‘Inz mtegra,hm hlsoblang ' - S
A)2 B)3 C)4 D)6

II bob uchun javoblar va ko‘rsatmalar
6-§. O‘lchovli funksiyalar

11. O‘lchovsiz funksiya]a,rv yig'indisi o‘]ch‘ov]i‘ham, o‘Ichovsiz ham bo‘blishi
mumkin. Tahlil qilinishi taklif gilngan f va g larning yig'indisi (f + g) ()
=1, z € [0, 1] bo'lib, u o‘lchovlidir.

12. O‘Ichovsiz funksiyalar ko‘paytimasi o'lchovii ham, o‘lchovsiz ham bo'lishi
mumkin. Tahlil gilinishi taklif gilngan f va g funksiyalarning ko‘paytmasi
f(z)-g(z) =0, 2 € [0, 1] bolib u o'Ichovlidir.

13. Mumkin emas.

I, z€eA ‘ ' :
14. f(z) = ‘ bu yerda A C [0, 1] oflchovsiz to‘plam.

15. 14 ga garang.

17. 6.18 — misolda keltirilgﬁn 2(:;:) funksiya.

18. Har bir a € R da {z € R: £(z) = a} to‘plam ko'pi bilan ikki elementli
to‘plam bo‘ladi. Haqiqatan ham £(x;} = £(z3) bo'lsin. Agar z;, z2 € A
bo'lsa, u holda £(x;) = £(x2) tenglikdan z; = x4 kelib chiqadi. Xuddi shun-
day zi, 2 € A bo'lsa, u holda £(z;) = £(x2) tenglikdan —z, = —z, yoki
T = 2y kelib chiqadi. Agar 71 € A va 2o € A bo'lsa, u holda £(z1) = £(x3)
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tenglikdan z; = —z; kelib chiqadi. Shunday qilib, {r € R : £(z) = a}
to‘'plam a € A\ {0} uchun ikki elementli to‘plam, qolgan @ lar uchun bir
elementli to‘plam bo‘ladi. Shuning uchun ham {r ¢ R: 2(1.'): a} oflchovii
to plamdu' |

19. {x €0, 1}: £(z) <0} = {0 1] \ A tcngl:k o'rinli. A o'lchovsiz to’ plam

bo'lgani uchun [0, 1]\ A ham o‘lchovli emas.

.:;,20 Ba;cha z € {1, 0] larda £(z) 20 bo‘lganligi uchun {x € [-1, 1} .

» 2(.1:) < 0} = 0 1] \ A tenghk o'rinli bo‘ladi (19-m1:,olga qarang). [0, 1]\ A
 ¢‘lehovsiz bo* lgani uchun £ funksiya E da o'lchovsiz funksiya bo‘ladi.
22, R‘?(Kl) 2{;} ﬁ-l(K2) {l Z}, ﬁ_l(,Ka); - {%’ %’ g g},
vﬁ_i(Kn):'; {3’55:—1 k=1,2,..,2 *} I -
1, z€A
0, z €2, 2]\A
1, 'z€A

~1, re€[-2,2]\A
27. A C [0, 1] = E o'lchovsiz to‘plam va f(zr) = xa(z), g(z) = xpalz)

24. A C [-2, 2] olchovsiz to'plam xa(z) = {

25. A C [-2, 2] o‘Ichovsiz to'plans f{z) =

o‘Ichovli funksiya emas. f(z)+ g(z) = 1.

28. A C [0, 1] = F oflchovsiz to' plam f{x) = xalz), q(r = —~xE\,1(x)
f(@)-9(x)=0, T & F,
, ’ 9, c<0
20. E@<c)=4 E\Q, 0<c<1
E, ¢>1.

- 36. Agar f: E — R oflchovli funksiya bo‘lsa, {x € £ : f(z) < a} =
{z € E: f¥z) < a®} tenglikdan f* o'ichovli funksiya ekanligi kelib chigadi.
Chunki a soni —oc dan +o0o gacha bo‘lgan giymatlarni qabul gilganda a®
ham (—oo, oo) to'plamni to'la bosib o‘tadi. {z € B : f}z) < ¢} = {z €
E:fz)< i} tenglik o'rinli. Demak; f va f* lar bir vagtda o‘lchovli yoki
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o‘Ichovsiz funksiyalar bo‘ladi.
41. Eyler formulasi €'® = cosz + isinz dan, hamda cosz va sinz larning
[~m, 1r]v kesmada oflchovli ekanligidan, f(z) = ¢ fuhksiyaning [—ﬁ', 7] -
to‘plamda o‘lchovli ekanligini olamiz.
49. [0, 1] = AU B shaklda yozamiz. A va B olchovli to‘plamlar va
u(A) > 0,5, wu(B) = 0,5. A va B lar quyidagi xossalarga ega. Bar-
,cha;.z':b.be_; [0 1} va ixtiyorly 4 >0 uchun u(A N (z —~ 6,2 + §)) > 0va
u(BN(z - b,z + 8)) > 0 bo'lsin. U holda x(x) misol shartlarini qanoat- -
lantiruvchi funksiya bo‘ladi. ' ‘ '
58. [0, 1] kesmani teng n bo‘lakka bo'lamiz. Har bir n € N uchun
ERE I C)) R

xarakteristik funksiyalar oilasini qaraymiz. Bu funksiyalar oilasini quyidagicha
nomerlaymiz.

hA(z) = xpay(z), folz) = X, 3(2),  falz) = x2.q(2)
va holkazo biror v uchun

fulz) = X[ﬂ: %](x)a frni(z) = Xii, %](1’), coos Jorn-i(Z) = X["T_‘,l](z)v SR

» - Hosil bo'lgan f, ketma-ketlik [0,.1) da o‘lchov bo‘yicha nol funksiyéga yagin-
‘lashadi, lekin biror nugtada ham nolga yaginlashmaydi.

60. BE(f <c¢) = {z€[-1,2] : signz <c} to'plamni barcha ¢ € R larda
o‘lchovli ekanligini ko‘rsating.

€ € € € | 1
4. = (5.7~ 15) U (" + 135 27~ i) € ("*2)‘
65. p(z) =0, z €0, 1}. -

67. fu(z) = 2", =z € [0,1] funksional ketma-ketlik 6(z) = 0 funksiyaga de-
yarli va o‘lchov bo'yicha yaqinlashadi, nuqtali yaginlashmaydi.
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68. Ha. 69. Yo'q.

70.9) g(z) =0, 6) g(a) =, €)g(z) =0, d) (&) = In(1 + |z,
71.a) g{z, y) =z b) g(z,y) =cosz —siny, c)g(z, y) =y,
d) g(z, y) = che. :

74.2) g(x) =0, b) 9() =0, ) 9(a) =0, d) gla)=1,

e) gz} =0, f) g(z)=0. , o : '
75.5) gi(z, ) =0, galwry) =1 L &N eQRQ:
Y 0, (z, ) ¢QxQ

1, (z,9)€QxQ
0. (z,Y) ¢QxQ
1, (n:,>y)€lR’va”
0, (£, ) §RXxQ
L (r,y) ¢QxQ

d) qifz, ) =1, yz(x,y)={2 PPNPE

. b) vgl(ii‘-', y) =0, gg(’x, y) = {

)01(17 y) =0, %(x '!J) {

v lz], |z| > |yl
) =l fzl = |9
e) gilx,y)= v ez gy =19 l, 12| < |y| -
lyl, =] < |yl
0, |z} = lyl
0, z=y
) f) gl(x)y)'—_'lxl'i‘“]l, g?(xrvy): )
: o b z#y
' &,z —y
g) gi(z, y) = €%, galz,y) = { ' :
0, z=—~y
0, 2% = ¢
h) g'l(x1 y) == 1: gZ(x: y) =93 , ”
L 2t # ¢
: 1 1 1 1 1
76. a) Ag—[%,w % U[ﬂ-%% Bh—].b)A [0 1-10—1]
1 104 ‘
©) A = | 1507 ] d) 4. '_[

, 1 1 1 ]
e) ASI 5105-—1, _5-105]U[50105, ]-_5_105}
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. 1
) Ae*[o,z—m.

77. Sababi p(R) = co.” 78-79. f(z) =0. 80. f(z) =0. 85. Yo'q.
7-§. Chekli o‘lchovli to‘plamlarda Lebeg integrali

13. Xarakteristik funks‘iya; ikkita 0 va 1 giymatarni qabul giladi. 7. l—misoldau
va Ay ={z€E: xalz) =0} = E\A Ay = {x €E: xalz) = 1} =

" to‘plamlarning o ‘dchovli ekanhgldan X4 hing o lchovh, sodda funkmya ekanllgl o
kelib chiqadi. ' ,

14. Ay = {z € E: signz=-1}=[-1,0), Ao ={z € E: signz =0} =

{0}, A3 ={z € E: signz= 1} - (0, 3}, to'plamlarning o'lchovli ckanligi--

dan y = signz ning F da sodda funksiya ekanligi kelib chiqadi. -

16. £: {0, 1] — R oflchovli funksiya 6.23-misolga ko‘ra R funksiya [0, 1]\ K
da o'lchovli funksiya bo‘ladi. Har bir n € N uchun K, da (7.2-misol yechimiga
'qav,rang) A funksiya cheklita qiymat qabul giladi. Shuning uchun £ funksiya
"gl K, = [0, }}\K da sanoqlita qiymat qabul qiladi, demak u sodda funksiya.

18. a) én';?ﬂ. b) %. 24. f,,.(a:)z_-—["’ffx)l.

26. Bu funksiya 1 = 0,32 = 1,45 = 2,ys = 3,y5 = 4, qgiymatlarni mos
ravishda A; = [0,1), A = [1,2), A3 = [2,3), A4 = [3,4), A5 = [4,5)
 to‘plamlarda qabul qiladi. Uning integrali 7.2-ta nfga, ko'ra 10 ga tcug
28. 4—;- .
29. Dirixle funksiyasi o‘lchovii va ikkita (0 va 1) qiymat gabul giladi. Uning
[0, 3} to‘plam bo'yicha olingan integrali 0 ga teng.
30. Riman funksiyasi olchovli va sanoglita {O 1, 1 .,% } giymat qa-
bul giladi. Uning [0, 1} to‘plam bo‘yicha olingan mtegrah 0 ga teng.
31.3. 32.2. 33.1. 34.1. 35. 4. 36. g 37. e—-2
56. 7.5-misolga qarang. 57. 5— /2 — /3.

58. O‘zgarmasdan fargli uzluksiz funksiya sodda funksiya bola olmaydi.
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59. Ikkalasi ham sodda funksiya, ularning integrallari 0 ga teng.

60.12. 61.0. 62.2. 63. —6. 64, 142+5 65.64—%.

a+3\/_+\/_
2

+1, e) ln3+e, f) 3 g) h)

66.2)0, b)lnd—1, ¢)6, dy
SERAA

67. a) % b) 6, ) 10, d)

i} —, k) 0.
N WO |
" 8. Lebeg integrali belgisi ostida limitga o‘tish -

2. a) Yo'q, b) Yo'q, c} Yo'g, d) Yo'q, €) Ha, f) Ha.
4.3)0, b) 1, ¢} 0, d) 7
“6.a)a>1, ba>1, c)a>2

7.a>1. 8 Ha 10.a) x, b) _1_2r_ 13. Ha.

9-§. Monoton va o‘zgarishi chegaralangan funksiyalar

10. Kamaymaydigan funksiya, o‘ngdan uzluksiz,\ uzilish nugtalari 0, 1,
2, 3. Barcha uzilish nuqtalaridagi sakrashi 1 ga teng.
11. Kamaymaydigan funksiya, faqat = 0 nuqtada uzilishga ega. = = Oda
o‘ngdan ham, chapdan ham uzluksiz emas. £ = 0 nuqtadagi sakrashi 2 ga
teng. ' ’
12. Kamaymaydlgan funksxya faqat =10 nuqtada umhshga ega. ¥ = Odav
chapdan uzluksiz, uzilish nuqtasidagi sakrashi 1 ga teng.
13. [—4, 0) da va [0, 5] da kamaymaydigan funksiya. Bu funksiyaning uzilish
nuqtalari z = —1, z = 0. z = —1 nugtada o‘ngdan uzluksiz va bu nuqtadagi
sakrashi 3 ga teng. z = 0 da o‘ngdan ham, chapdan ham uzluksiz emas.
Funksiyaning z = 0 nuqgtadagi sakrashi 1 ga teng.
0, z€[-2, -1}

17. foz) =4 1, z€[-1, 0] f(z)=z -1

2, 2€(0, 2,
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0, z€[-10, -2) 3, ze[-10, -2)

18. fa@)=13 1, z€(-2,0)  flz)={ -8, z€[-2 0)
5, z€0, 4, | z-8 zep, 4.
T : T
0, z€ 0 sin®(z) -1, z€ |-=, 0
19. (.1:) [ 2 ) flz)=14 ) L 2 )
I, ze |0, 5|, sin® —1, a:G[O,-zw].

20. f(z) = fole) + fulz), fulz)=[a]+2, folz) =22 -2.

29. Monoton funksiyalar yig ‘indisi monoton bo* Imasligi mumkin.

30. Monoton funksiyalar ko‘paytmasi monoton bb‘lmasligi mumbkin.

32.Ha.  33.Ha | |

54.36. V[f] =6, 37. V[f] =20, 38. Vif] =2, 39.V{f] =8, 40. V{f]

41 V{f]=In(l+e), 42 VIf] = 3 , 43, ifm_e?“ 44, vm

55. VIf]=3, Vlgl=T. |

56. \211’]=4+|a|+|1—a| barcha € (0, 1] larda V(f] minimal bo'ladi.

60. f(z) = v(z) - ¢(z), v(z)=Vi[f].
sinz, r € [0, T 2sinz—1, z € [0, ;—r]

7);(.'12) = 2 ’ ‘Pf(x) =
2 —sinz, z € (g, 7r] 1, =ze¢ (g, T[']

vy(z) = \x/{g] =1—cosx, €0, 2m], p,(z) = |cosz| +cosz , vg(z) =
, g 9 $
4-(z-2)% z€0, 2] 4-2x - 2) , z€(0, 2]
= > 994’(3:) =
4+ (z~2)? z€(2 7 v4,’ x e (2, 7

2—sin‘r, z €
61. {36.v(z) =3z, ()= -1 ,
2222, r € [-1,0] | 4zt -3, ze(-1,0)
O eln =g

o sinz, re [0, %] v 0, =x¢€ [0, %]
vy(T) = 9 F s , pylz) = 9 2siniz. zc (71' 71-]
5 u] sin’r, 5

37.v{z) =
2+ 222%, x € (0, 3], -3, ze(0, 3]

38.0(z) = { sinz, z € [0, 12[]7, ofz) = { 0, re [0, -125]

(z
2-sinz, z € (5, 7r] y i 2—251112.1:, T € (er-, 1r].
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39.v(z) = o
~ - 6—2cosz, z €0, 7,

40. v(x) = f;gx +1, <p(:z) =1.

41. v(z) = ln(l + z), go(:::)

42, u(x) =27 + 5z +92, p(x) = 9§.

43 v(z) = ze* + 1, p(a) = —4

44 u(z) = 3+3(m—1), olz) = 39: -4-3jz—1]}.
62. A= -3, AN=—a, Ar=a, A, =b. '

2cosT+2, z € |-, 0] 2, T €|-m 0
~ olz) =
6~ 4cosz, z € [0, 11']

63. Yo'q (9.65 ~ mlsolga qarang).

- 64. Agar [ funks1ya [a, 8] kesmada chegaraiangan hosilaga ega bo‘lsa, u
" holda f ning [a, b kmmadaozganshl chegaralangan bo‘hsh;m nsbotlang.
69. A sodda j;ofpldnl bo‘lsa, A = [a, ] ho'lsa \2[)(,4] mhiimal b,o“ladi. ,

10-§. Absolyut uzluksiz funksiyalar. Lebeg-Stiltes integrali

8. Zlf(bk) f(ak)|_2|3bk+1 30, — 1} = 32(bk-ak)<3d va b =

desak, E |F{bx)} — flax)| < € tengsizlik bajariladi. Demak, f(z} = 3z +
k=l
funksiya [0 2] kesmada absolyut uzluksiz funksiya ekan.

¢
3
5

9. > — b = (a —b)(a+b) dan foydalamng 10. 1-n11b0| yechimiga qa.rang

10. lsmx - smy{ <{zr —y| dan foydalanmg ’

11. || cosz| — {cosy|| < |cosz — cosy| < |x — y| dan foydalaning,

16. Bo‘linish nuqtasiga zx = 1 ni qo'shib, moduldan qutiling.

22. {8. v(z) =3z, @{z)=—

9. v(z) =27, p(z)=-3. ,
sinz, z € [0, —-] 0, z€ [0, —]

10.v(z) = 2 plz) = 2
2—sinz, T € .-2~,7r], 2—25in21:,:c€(§,7r].
24 2cosz, z€|-m 0

1. v(z) = »
. " 6—2cosz, z€ (0», @,
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2+ 2cosx —2|cosz|, z€[-m, 0
p(z) = o .

6 —2cosz —2|cosz|, z € (0, .
12.0(z )*tgz—kl ¢{£)—-1
13. v{z) = z!n(1 + z), (p(a:)
14. 1r(x)~2’+5x+4 5, go( ) 4,3.

l-v-z ze[-1, Q]

| 1+vZ z€(0, 1,
1-2¢/~z z€[-1, 0]
plz) =9 = -

1+ z€(0,1], :
16. v{z) = 3z, go(a:) 3z -3l —z|—4}
30. f(z) = f(z), A=[0,1\K.
31. flz)= ﬁ(:r), A K.
36. Kantorning zmapoya funksiyasi.
50.1. 51.3
54.1) —r, 24, 3) 25%, 4)

15, v(z) =

n(n + 1) n{n -+ 1)(2n -l » 1)

2 6,
6) 272 —2e™? —(1+m)e"+ (1 —m)e™™, T)2-x, 8) 3
9)2, 10)L

5)

II bobda keltirilgan test javoblari

1-D 2D 3B 4B 5B 6-B 7-A 8A 9B 10-C 11-D 12-B 13-A
14-B 15-B 16-D 17-B 18C 19-B 20-C 21-D 22-C 23-D 24-B 25-B
26-B 27-B 28-C 29-B 30-C 31-A 32-C 33-A 34C 35-B 36-C
37-B 38-D 39-D 40-C.
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ITI. METRIK FAZOLAR

Bu bob 7 paragraf (11-17) dan iborat. Bobning 11-paragrafida mefrik fa- -
zolar,"unda.g‘i ‘asosiy tué‘hunc‘halarning‘ rnohiYati‘nivvochib beruvchi misol va
m,asalala,i» jar‘nlahgan. 12-paragrafda yaginlashuvchi va fundamental ketma-
.ketliklarga doir inisollar qaralgan 13-paragrafda ochiq va. yopiq sharlar ham-’
.da ochiq va yop1q to pla.mlarmng xosaa.la.nm tekshmshga doir m]sollar qar- |
B 'algan 14'pa.ra.graf to‘la metrik fazolar va metrik fazolarni to‘ldmshga. doir |

,mlsollarga bag‘ishlangan. Bu yerda Ber teoreruasining qo‘llanishiga hamda
~ hamma yerda zich va hech yérda zichmas to‘plamlarga doir qiziqarli misolla.r’
bor. 15—pa.ragra.fda metrik fazolarni uzluksiz aksla.ntmshlar hamda izometrik,
gomeomorf metrik fazolarga doir misollar jamlangan. 16-paragrafda q1sqar~
tirib akslantirish prinsipining qo‘llanishiga doir misollar qaralgan. Kompakt
to‘plamlar va kompakt metrik fazolarga doir misoila.r 17-paragrafda jamlan-

gan. <

11-§. Metrik fazolar

Bu paragrafda foydalaniladigan asosiy tushunchalar va ta'riflarni keltiramiz.
X bo sh bo lmagan to‘plam va X X X bilan X ni ozini-o‘ziga dekart
ko‘paytmasini belgilaymiz. '
11.1-ta’rif. Agar p : X x X — R ckslantirish quysdagz uchta shartm
ganoatlantirsa unge X degi masofa yoki metrika deyiladi:
1) p(z,y}) 20, Vr,ye X, p(z,y) =0 & z =y (ayniyat aksiomasi),
2) plz,y) = ply,x). Vz,y € X (simmetriklik aksiomasi}, |
3} plz,2) < plz,y) + ply, 2} , Va,y,2 € X (uchburchak aksiomasi).
(X,p) juftlik esé metrik fozo deyiladi.
Odatda metrik fazo, ya'ni (X, p) j;ftlik bitta X harfi bilan belgilana-
di. Agar X to‘plamda pi, p2, - .., pn metrikalar aniglangan bo‘lsa, u holda
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(X, 1), (X, 22), .- -, (X, pn) metrik fazolar mos ravishda X;, Xo,

.5 Xy harflari bilan belgilanadi. -

11.2-ta’rif. Agar shunday C, >0 va Cy >0 sbnlar‘mavjud bo lib, barcha
i,y € X lar uchun '

Clpl(x; y) < pofz, il) < CQPl(xa y)

tengszzlzklar o'rinli bo lsa, P Ve P2 lar elcmvalent metnka[ar deyzladz :

" Bu bobda va bundan keymgl boblarda, foydalamladlgau asosiy belgxlash-‘
larni keltiramiz. ‘

R"={z={(z1.22,...,Zy), i €R} —n o'lchamli vektor fazo, m— bar-

- chachegaralangan ketma-ketliklar to‘plami. ¢ — barcha yaqinlashuvchi ketma- *
ketliklar to‘plami. co —nolga yaqinlashuvehi barcha ketiua-ketliklar to‘plami.

£, — kvadrati bilan jamlanuvchi barcha ketma-ketliklar to‘plami, ya’ni

. 00 .
32 = {3’.‘ = (a:l,xg,...,w,,,...) : Z‘.’L‘HE < 00} .
n=1

&{p > 1) — absolyut qiymatining p— darajalaridan tuzilgan qator yaqin-
lashuvchi bo‘lgan barcha ketma-ketliklar to‘plami, ya’ni '

fp = {3: = (:tl,xz, Ty, - ) Z'l‘nl < OO}

=t
Xususan p =1da g to‘plam — hadlanmng modullaridan tuzilgan qator
yaqinlashuvchi bo‘ladigan barcha ketma-ketliklardan iborat bo‘ladi. Cla, ]~
{a, b] kesmada aniglangan barcha uzluksiz funksiyalar to‘plami. M([a, 8] —
[a, B} kesmada aniglangan chegaralangan funksiyalar to‘plami. C®[q, 4] —
[a, b} kesmada aniglangan barcha uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar
to‘plami. C'™[a, b]—[a, b] kesmada auiqlanga,n n marta ugluksiz differensial-
lanuvchi funksiyalar to‘plami. Vla, b] —{a, b| kesmada aniglangan o‘zgarishi
chegaralangan funksiyalar tofplami. ACla, b] — [a, b] kesmada aniglangan

barcha absolyut uzluksiz funksiyalar to‘planii. Ep{a, b]— oflchovli va [a, b
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kesmada (p > 1) p — darajasi bilan Lebeg ma’nosida integrallanuvchi bo‘lgan .
funksiyalar to‘plélmi Eg))[a, b © Ep[a b bilan nolga ekvivalent funksiyalar
“tof pia,muu belglla,ymw Agar f—-g € L(O’ [a; o] vbo‘ls‘a; ularni ¢ munos-
abatda deymlz. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo‘ladi va u z,‘,[a, b]
ni o'zaro kesis‘hmaydiga.n sinflarga ajratédi Hosil bo‘lgan sinflar to‘pla.mihi '
Lyfa,. b] bilan belgilaymiz. Xususan p =1 bo‘lganda, [a, b] kesmada Lebeg
ma nosnda. mtegrallanuvchl ekvsvalent funksnyalar smﬂarl to*plami hosil bo‘ladx ]
vau Lija, b] bilan belgilanadi. Xuddi shunday p = 2 bo'lganda {a, b] k&sma-
da kvadrati Lebeg ma’nosida integrallanuvchi bo‘lgan ekvivalent funksiyalar
sinflari hosil bo‘ladi va u- LyJa, b} bilan belgilanadi. o
" Bu paragrafdé. metrik fazolar va akslahtirishlarga‘doir misollar qaraladi. o
11.1. R? to'plamda z = (z1, xz) va Y = (y;, y2) elementlar uchun kiritilgan
ushbu
(@, y) =z~ +|v2~ 12l p2(z,y) =z — 22| + i — el
py(zy) =1z —pl+z -yl palz,y) = 5122 — iyl
akslantirishlardan gaysi biri metrika bo‘ladi?

Yechish. p; akslantirishning metrika aksiomalarini qa.noatlantmshml tek-
shu‘amu o ‘ ,
p(z,y) 20 shart modulning manﬁymashgldan kelib chiqadi. Faraz qnla,yhk
nz,y) = [y —y1[+ T2 —ye| =0 bo'lsin. U holda fz1—yil = [za—y! =0
bo'ladi. Bundan z; = Y. T2 = Y2, ‘ya’ni z =1y. Endi z =y bo'lsin, ya'ni
Ty =1, T2=71.Buyerdan

oz, y) =l —yil + |22 *—92| =

- ekanligini olamiz. Demak, 1-aksioma bajariladi. Quyidagi tenglikdan

oz, y) = |21 — wi| + 22 ~ vl = |y —x1l + [y — 22| = p1(y, )
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2-aksiomaning bajarilishi kelib chigadi. Nihoyat,
plz,z) =z, — 2| + |22 ~ 29| = 1¢i-— ntm—altln-wtp-—zn <

Sz -yl + iy —al + o - wol + lp — 2l = ﬁl(i, ¥) + oy, 2)
tengsizlikdan 3-aksiomaning bajarilishi kelib chiqadi. Shunday qilib, (R%, py) =
Rf metrik fazo bo'ladi. - . | o

11.2.. p{z.y) = »sup v|:rn y,,[ ) TYE q, akslantmshmng metnka shartlari-

ni qanoatlantnrlshlm tekshiring.

Yechish. {J:,.} va {yn} ketma—kethk[ar nolga yaqinlashuvchi bo’ lga,nhgl ‘
uchun ular chegaralangan bo‘ladi. Shumng uchun sup |z, — ya| barcha T,y €
¢ larda chekli bo'ladi. Ixtiyoriy n € N da lo 9] > 0 ckanligidan
p(z,y) = sup Jzn — y,] > 0 ekanligi kelib chiqadi. Endi p{z, ) S sup |Tn — Yn| =
0 bo'lsin, :lelolda barcha n € N larda |z, — y,| = 0 bo'ladi. Bu yerdan r=y
tenglikka. kelamiz. Agar = = y bo‘lsa, u holda p(z.y) = 0 bo‘ladi. Demak, 1-
shart bajarilar ekan. {z,, - ¥.| = |y — 2| tenglikdan 2-shartning bajarilishi

kelib chigadi. Uchburchak tengsizligi
Ixn - Zﬂ} < ]z!t - yn! + Iyn - Zni s Sllp(fl?u + yn) <supx, +supyy
n 12 . n
tengsizliklardan kelib chigadi. Demak, berilgan p : cp X ¢y — R akslantirish
uchun metrikaning barcha shartlari bajariladi. [
11.3. p(x y) = (z~ y) z, y € R akslantirish metrikaning qaysi shartini
qanoatlantirmasligini aniqlang.

Yechish. plz,y) = (z —y)z, z, ¥ € R akslantirish metrikaning 1— va
2—shartlarini qanoatlantiradi. Bu akslantirish uchun uchburchak tengsizligi
o'rinli emasligini ko‘rsatamiz. Buning uchun £ =0, y=3, 2=5 nuqtala.rhi
olamiz. U holda p(z,z) = 25, plz,y) =9, p{y,2)} =4 bo'lib,

25 = p(x,2) > p(x,y) + ply,2) =9+4=13.
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Demak, p uchun uchburchak aksiomasi o'rinli emas. O

114. X = AC{0,7]), z(t) =sint, y({) = 0 metrik fazoda x € X va

4 € X elementlar orasidagi masofani toping.

, Yechish., AC{0, 7] metrik fazoda z va y nugqtalar drasidagi masofa p(z,y) =
(0} - (0)] + Vg'lz — y| tenglik bilan hisoblanadi. Ma’lumki, z(t) = sin ¢

furlkSlyanmg [0 7r] kcsmadagl to'la o‘zgarishi 92, ga teng. Shunmg uchun .

z(t) =sin ¢t va ¥ (t) 0 nuqtaIar ora.slda,g: masofa quyndaglga teng plz,y) = N
1£(0) — y(O)] + Vil — 9] = Vi[z] = 2. 0

Uy vazifalari va rﬁa.vzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

1L5. R sonlar o'qida p(z,y) = |arctgz — arctgy | akslantirish motrika boli-

shini tekshiring. py (z, y)‘ = arctg |z —y| akslantirish R ‘to‘plamda,

metrika bo‘ladimi?

11.6. R" to'plamda ushbu akslantirishlar metrika bo‘lédimi?

oy =3 1o —wl; p2{z,y) = | max (zx —m)|;
b1 $k5
1, agar z#y ro
p3(%,y) = v opa(my) =) sign xk— yl
0, agar z =y k=t

11.7. R? fazoda boshi koordinatalar markazida bo‘lgan barcha birlik (uzunliigi

birga teng) vektoilar to‘plamida
o(Z, §) = arccos(Z, ) = arccos(z1y) + Toye + Tys)
akslantirish metrika bo‘lishini isbotlang.

11.8. [0, 1] kesmadagi barcha ochiq to‘plamlardan iborat sistema X bo‘lsin.
Agar u—sonlar o'qidagi Lebeg o‘lchovi bo‘lsa,

p(A, B)=p(AAB)
akslantirish X da metrika bolishini isbotlang.
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11.9.

11.10.v

11.11.

11.12

11.13,

Barcha ko'phadlardan iborat P to‘.pia.mda

P, q) |p"’ 0) - q(" ©)]
G

=

akbla,ntmsh metrika bo‘ lishini 1sbotlang

Natural sonlar to‘plami N da

-, agar n # m

| | 1 —— |
pr(n, m)=[eM — €™ gy (n m) Condml T T

0 a,gar n=m

akslantirishlar metrika bo'lishini isbotlang.

Butun sonlar to‘plami Z da

'p(nvﬁ) __fm nl _
e mm

(bu yerda k son |n — m| ayirmaning oxiridagi nollar soni, agar n = m

p2 (., ‘m) =107,

bo‘lsa, k = oo deb hisoblaymiz) ifodalar metrika bo‘lishini ko‘rsating.

. Ushbu {z| < 1 tengsizlikni qganoatlantiruvehi kompleks sonlar to‘plami-

da
14272
o, ) = In— 22U
i 1— 23— 2
1 — 202}

akslantlrlsh metrika bo'lishini lsbotlang Bu metrika Lobachev skzy metrikast

v deylladl

[a, &) kesmada aniglangan x funksiya uchun shunday a va 3 o'zgarmas

sonlar mavjud bo‘lib, barcha ¢, ¢2 € [a, 4] lar uchun
tz(t) —z(t}] <8t —t|"

tengsizlik bajé.rilsa, z funksiya a ko‘rsatkichli Gyolder shartini ganoat-
lontiradi deyiladi. Bu shartni qanoatlantiruvchi barcha funksiyalar to'p-
lamini H*a, b] orqali belgilaylik. Agar a > 1 bo'lsa, H%[a, b] faqat
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o‘zgarmas funksiyalardan iborat ekanligini isbotlang. Agar 0 < @ <1

- bo'lsa,

‘ p(:r"y)v= mta)i !z(t) - y(tn + sup F(x(tl) "y(tl)): (xcstﬂ) — y(tQ))l .
77 astsh U art Ity — ta]*.

 akslantirish H%[a, b] to‘plamda metrika bo'lishini isbotldng. ‘H%a, b
Gyolder fazosi, @ = 1 bo‘iganda Lipshits fazosi deyiladi.
11.14. (e, 8] ‘vk_esmada." cheksiz mafta;:diffetensial]‘anuvcﬁi"'funksi&a.la.ti to‘pi'ami
C*®[a, b da
- max |20 () — y®(8)]

ke y)—-ii- max [s8(8) —y®(t)]

AN k x |2 ® (£} = &)
KRS "k’=02 1+£%J$“(t)x y(:.(t)i v

akslantirish metrika bo‘lishini isbotlang.

11.15. (X,p) metrik fazo bo‘lsa, X to‘plamda

m(z,y) = %; p2(z,9) = In(1 +--ﬁ($v!{))€
pa(x,y) = e’V — 1 pa(z,y) = min {1; p(z,9) }

akslantirishlarning har biri metrika bo‘lishini isbotlang.
11.16-11.34-misollarda p: XxX — R akslantirishning metrika shartlarini
Qanoatlantirishini tekshiring. Ular asosiy metrik fazolardir.

A3

1L16. p(z,y) = /5 lei—ul, z, y e R™

11.17.. Poo(xy y] = 1“2?25, |z; — yﬂ.t , T,y €R".

T
11.18. pi(z, y) = kz lzg — i}, =z, y € R™
=1

i3
11.19. Pp (‘I‘lv y) = i’ E lxi - yiipv P 2 ]-a z, Yy € R",
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‘(B -y @), z,yeCWa, bl

11.20. p(z.y) = Sup [ZTn = yal , 2,y € m.

11.21. p(z,9) = su: fn =l , 2,9 € c.

11.22. p(.y) j@i 1a — tl? nych.

11.23. p(;, y) = f:l oy — y,,l; 2y b |

11-24; vp(x y) ﬁ/Z Izn ynt”‘, aye e,, |

11.25. p(f,9) = Igagblf( z)-g(@)l, f, g €Cla, b

11.26. oi(f, 9) = [} 1/(z) - la)ids. 1. g€ Closbl.

127, polf, 9) = [0 17(@) - 9@Pdz. f, g€ Cla bl
11.28. =/ @) - 9@l dz, p>1, f,9€Cla b,
11.29. p(z,y) = max |z () — y (8) + max o

11.30. p(z,y) = :x(a) y(a) + Viz — y] z,y € Vla, bl.
1181, p(z,y) = le(a) - y(@)l + Ve — 4], =, v € ACla, b].
1132, p(f,9) = [, |f(z) - g(z)ldz, f, g € Lo, b,

1133, p(f,0) = \/Tm dz, f, g€ Lala, b}
1134, p(7,0) = {/215(@) - 9@Pds, p21, £, 9 € Lyla,b].

Yuqorida aytilganiga amal qilib quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

R o) =Ri, (R"p) =K. (
(Cla, b, ;1) = Cifa, b], (Cla, b),02) = C;
11.35-11.43-misollarda p : X x X — R

shartini qanoatlantirmasﬁgini aniglang.
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' 0, =y
11.35. p(z,y) = , . yeN.
EKUK(z, y), z#vy B

| 0, z=y

, w,yGN"
EKUB(z, y), z#vy Do

11.36. p(z,y) =

11.37. p(z,y) = |sinz —siny|, z, y € R.

o ' 0, z=y
11.38. p(z,y)=4¢ 1, z<y <« YyER
2, > y, '
1139 p(ey) = fn—wal+ln —ml, 2 yE R
11'.46. p(z.y) = (27 — 3] + 2|z — yg| .z, ye R
11.41. p(z,y) =21 — | +|z2 — 9|, z, ye R
1142, p(f,9)=1f(0)—g(O|+If () -g(D)], frgeC01].
11.43. p(z,y) = "Z |20 — wal*, 2,4 € L.
11.44-11.58-misollarda £ € X va y € X elementlar orasidagi maso-

fani toping. Masofa ko'rsatilmagan misollarda tabily metrika qaraladi. Ularni

11.16-11.34 misollardan qarab oling.
1144, X =N, z=5 y=25 p(r,y)=0,1- |z -yl
1145. X =R}, z=(843), y=(60,—1)
1146, X=R.Y, z=(-1,-230), v=(4 2, 0, 9.
1147. X =RY, z=(4,501), y=(-3,0,2 7).
11.48. X = Pg,, z(t) =1+1¢, ‘y(t) =2t, plr,y)= f}:r(f) y(8)l dt.

1149. X =C[0, n], =z(t)=sint, y= cost.
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11.50. X =Cyf-m 7}, z(t)=et, y(t)=e

11.51. X =m = (=1 oy, = .,
vmv ‘rﬂ ( )’ yn .‘n-‘+1
n+1

11.52. X =¢, = n Yo =1~ (_1)"1—12 :

11.53. X =cy xyp= 22"",_ y,; = -2

1154 X =, v‘x‘ ~(11,0,1,0,0,..), ¥=00,0,0,.).

1155 X= Lo, 7}, z() =sint, y(O)=cost.

11.56. X = L,}0, ], z(t) =sint, y(t) = cost.

, 11,57. X=Vl-mn, z(t)= cos ¢, ‘y:(:t'),___= Lo

11.58. X = MI0, ém‘], plz,y) = Usg&lr(t)- y(t)|, 'r(r) =t, y(t) = sint. "
| 12-§. Ya.qinlashlu\vc‘hi—v; vfunc-lamenta‘E l-cetma;-kel;liklar |

X metrik fazoda x1, Zs,..., La,... ketma-ketlik va z nuqta berilgan
bo'lsin. Agar lim p(Zn. ) = 0 munosabat bajarilsa, {z,} ketma-ketlik =
. n— : .
nuqtaga yaginlashadi deyiladi. £ nuqta csa {z,} ketma-ketlikning fimiti
deyiladi. Agar ixtiyoriy € > 0 uchun shunday N, natural son mavjud bo'lib,
barcha n > N; va m > N, lar uchun p{(z,,z,) < ¢ tengsizlik bajarilsa, u
holda {z,} ga fundamental ketma-ketlik deyiladi.
12.1. Agat lim p(2n,20) =0 va lim p-(:c,,, ¥n) = 0 bo‘lsa, u holda
N—C n—00 : .
zlirglc 2 (yn,zo) = 0 ekanligini isbotlang.
Tt =t
Isbot. Metrikaning 1 va 3-aksiomalaridan foydalansak,

0 < p(¥n, o) < (Y, Tn) + P (Tn. Zo)
tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bu sonli tenggizlkda limitga o‘tib,
lim p (Yn, zo) = 0
n—og
ni olamiz. . ‘ : =
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12.2. z,(t) = n% e funksiyalar ketma-ketligi 2(t) = O funksiyaga har
bir nuqtada yaqmlashuvchx ammo Ci[0, 1] metnk fawda yaqmlashuvchl

emas. [sbot qiling.

Isbot. Har bir t & {0 1] uchun lim :z:,,(t) = 0 tenglik matematik analiz
‘kursidan ma’lum. Demak, z,, (t) funksnyalar ketma-ketligi z(¢) = 0 funksiya-
: ga har bir nuqt.ada yaqlnla§had1. Endi py(z,, 0) masofani hlSObld.yt_’ﬂi‘Z.‘

S 1 - 1 o
(@) = / {z(t) — 0] dt = / |z (t)]dt = / nltedt = 1~ (n +1)e™
’ 1] i I3 .

. Integralni hisoblashda bo‘lakla.b integrallash usﬁlidan fbydalag‘ildi. Bu ye;-dén v '

lim py (2, ) = 1

n—0

ni olamiz. Demak, {z,} ketma-ketlik z({) = 0 funkmyaga 1[0, 1] fazo
metrikasida yaginlashuvchi emas. . O

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

12.3. (X, p) metrik fazoning ixtiyoriy z, y, 2, £ nuqtalari uchun
a) |p(z,2) —p (. )| S p(z.y) +p(z.t);
b) lp(z,2) —p(y,2)| S p(z,y) tengsizliklarni isbotlang,

12.4. {z,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Agar lim p(z2,,a) =0
00 . .
lim p(:rg,hq,b) =0 va lim p(z,,c) =0 bo'lsa, a = b = ¢ hamda
n—xc

hm p(zn,a) =0 munosabatlarni isbotlang.

n—00

12.5. C|0, 1] metrik fazoda ushbu

a) zn (t) = t" — " b) ya (8) = £ — £
i +2 " tu+1
t) = t* — 2" e, d -l _
¢} za(2) + E v ) 4 (t) n n+l

ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo‘ladimi?
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12.6.

12.7.

12,8,

12.9.

12.10.

Oldingi misoldagi funksiyalar ketma-ketligi C[0, 1], C;[0, 1] metrik

fazolarda yaqinlashuvchi bo‘ladimi?

C41{0, 1} metrik fazoda yaqinlashuvchi; ammo C[0, 1] metrik fazoda
yaqinlashuvchi bo‘lmagan z,,(t) uzluksiz funksiyalar ketma-ketligiga mis- -

ol keltiring.

[0, 1] metrik fa.zoda'c(f) =0 funksiyaga,yaqinla‘s_h‘uvéhi;‘:'la.m‘r‘l;pﬂhec},af, -

bir ¢ € [0, 1] nuqtada 0 ga yaqinlashmaydigan funkéiyala.r ketmh—kétligiga

misol keltiring.

Agar ©,(t) uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi C'[0, 1] metrik fazoda -
z(t) funksiyaga yaqililashéa, bu ketma-ketlik Cy[0, 1} va G40, 1] metrik

fazolarda ham shu z (t) funksiyaga yaqinlashadi. Isbotlang.

C[0, 1] metrik fazoda yaqinlashuvchi, ammo C(M[0, 1] metrik fazoda

yaqinlashuvchi bo‘lmagan uzluksiz differensiallanuvchi funkstyalardan ib-

~ orat ketma-ketlikka misol keltiring.

12.11.

12.12.

Ushbu

a) z,=(1,2,...,n,0,...); by y=(-1,2...,(-1)"n,0,..);

: : ' 1 i
C) 3',;2(1, 17'--1 1$05)! d) Un = (1: 5’)""9 ;;’1 Oa'):

n .
1 1 :
e e =1(0,...,01,0,..) Hw,=(—, ...,—,0,...7; a>0
A n(l na
n N—  piitie?”

i

'ketma-ketliklarning qaysilari ¢y, ¢, &, m ' metrik fazolarda yaqin-

. lashuvchi bo'ladi.

R da metrika p{z,y) = |arctgz —arctgy! tenglik bilan aniglangan
bo'lsin. U holda ixtiyoriy monoton ketma-ketlik (masalan, =, = n) fun-

damentaldir. Isbotlang.
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12.13. Biror qismiy ketma-ketligi yaginlashuvchi bo‘lgan fundamental ketma-
ketlik yaqinlashuvchidir. Isbotlang.

» 12.14. Biror tayinlangan £> 0 son uchun p(xk, Ty ) 2,-5 >0, k#m shartni »
qanoatlantiruvchi {z,} ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi va hatto funda-

mental qismiy ketma~ketlik ajratib olish mumkin emas. !sbotlang‘

12.15. (X Py metnk fa.zo {mn} {y,.} ©sa undan olingan fundamcnta.l ketma-

ketliktar bovlsm U holda {a,,, = (xu,y,.)} sonli ketma—kethk yaqin-
lashuvchi ekanligini isbotlang.

12,16 ‘{x,,} fundamental ketma—kethk bo Isin. Agar biror {va} kel;ma—kethk |
, uchun 11m p(:c,,,y,,) =0 bo lsa {y"} ketma-ketlik ham fundamental o
bo'lishi kellb chlqadlmﬂ . )

12.17. {z,} va {y,,} fundamental ketma-ketliklar uchun

\

im p(2q,ya) =0
n—oc

shart bajarilsa, bu ketma-ketliklarni ekvivalent deylik va {z,} ~ {y.}
ko‘rinishda yozaylik. Bu (vagtincha) kirititgan munosabat refleksiv, sim-
- metrik va tranzitiv ekanhgx, ya'ni hagigatan ham ekvwa,lentlxk munos-

iabat;l bo* llbhil’ll isbotlang.’

12.18. {z,}, {¥=}. {2}, {¢.} fundamental ketma-ketliklar uchun {z,} ~
{ya} va {z.} ~ {t.} b0'lsa, quyidagi tenglikni isbotlang

lim p(z,,, Zy) = hm p(yn, ta) -

i aats o)
13-§. Ochiq va yopiq to‘pla.mlar

Bizga X metrik fazo, uning zp nuqtasi va v > 0 son berilgan bo‘lsin.

X metrik fazoda markazi z¢ nuqtada, radiusi r bo‘lgan ochig shar deb

194



{re X: p(z,2p) <r} to'plamga aytiladi va u B (xzg,r) kabi belgilanadi.
Berilgan 79 € X va 7 >0 da p(z,70) <7 shartni qanoatlantiruvchi bar-
cha z € X elementlar to'plami B{zg,r] orqali 'bel'gilanadi va u markazi 330
nuqtada, tadiuéi r bo'lgan yopiq sher deyiladi. p(x,z¢) = r shartni qanoat- -
lantiruvchi barcha z € X elementlar to‘plami S{zg,r] orqali belgilanadi
va u markazi zy nuqtada, radiusi 7 bo‘lgan sfere deyiladi. Metrik fazoda

markazi 2o nugtada va radiusi € > 0 bo‘lgan B (z0.€) vQéhiq shar zoy mlq— L

taning =— otrofi deyiladi va u O, (z¢) ko‘rinishda belgilanadi. X metrik
fazo, M uning gism to‘plami va x € X bo'lsin. Agar ixtiyoriy £ > 0 uchun
O:(z)NM #£9 munosabat ba_]arllsa., z nuqta M ning m*mmh nuqtasz dey-
iladi. M to* plamnmg batcha urinish nuqtalandan iborat to* plam M ning
yopig'i deyiladi va u [M] yoki M ko'rinishda belgilanadi. Agar z € X ning .
ixtiyoriy O, (z) atrofi M ning cheksiz ko'p elementlarini saglasa, u holda
z € X nuqta M to‘plamning Umitik nugtesi deyiladi. M to‘plamga
tegishli © nuqta uchun shunday ¢ > 0 mavjud bo'lib, O, () " M = {z}
~bo‘lsa, u holda z nuqta M to‘plamning yekkalangan (yolg'iz) nugtasi deyi-
ladi. Agar X metrik fazodagi M to‘plam uchun M = [M] tenglik bajarilsa,
M yopiq to‘plam deyiladi. Boshqacha aytganda, agar to‘plam o‘zining bar-
cha limitik nuqtalarini saqlasa, u yopiq to‘plam deyiladi. Agar z € M nuqta
uchun shunday ¢ > 0 mavjud bo'lib, O.(z) C M bolsa, z nugta M
to‘plamning fchki nugtesi deyiladi. Agar to‘plamning barcha nuqtalari ichki
nuqgta bo'lsa, u ochig to‘plem deyiladi. Ya'ni faqat ichki nuqtalardan tashkil
topgan to‘plam ochig to‘plam deyiladi. Agar metrikaning 3-aksiomasi, ya’'ni
" uchburchak tengsizligi p(x.2) < max{p(zr,y),p(y.2)} tengsizlik bilan al-
mashtirilsa, (X, p) ga ultrametrik fozo deyiladi. Ochiq va yopiq to‘plamlar
hagida quyidagi tasdiglar o‘rinli.

13.1-teorema. Irtiyoriy sondagi yopig to‘plamlar kesishmasi va chekli
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sondagt yopiq to‘plamlar yigindist yopigdir.:
13. 2-teorema Iztiyoriy sundagi ochiq to ‘plamlar yig mdm va chekh sonda-

gt ochzq to plamlar kesishmasi yana ochig to‘plamdir.

V , ' 13.3-teorema. M to plam ochiq ba hslzz uchun uning butun fazoyacha |

to ‘ldzmvchzsz X \M yopiq. bo ‘lzshz zaryr va yetarl.
13 1 ]R da ochxq va yopiq to* pla.m!a.rnmg tuznhshl

Ixtlyony metnk fa,zodagl ocluq va yopiq to pl&mla.r haqxda 13. 1 13.3-teore-
malar o‘rinli. Sonlar o q1dag1 ochiq to‘plam tavsifi quyidagi teorema orqali
1fodalanad1

13 4- teorema Soular 0 qzdayz irtiyoriy ochzq to p!am cheklt yokt sanoqh '

sondags o ‘zaro kesishmaydigan intervallar yig ‘indisi ko nm'sh;da tasvirlanadi.

13.1. Kattaroq radiusli shar kichikroq radiusli sharning qismi bo‘lishi mumkin-

mi? Misol keltiring. \

Yechish. Faraz gilaylik, X = Ry va p(r,y) = |z —y| bo'lsin. Agar
B(1,5) = {z € [0, 00): |z —1] <5} deb markazi 1 nuqtada va radiusi 5
ga teng sharni, hamda B(3 4) = {z €0, 0): |z—3| < 4} deb markam 3
nuqtada va radiusi 4 ga teng bo‘lgan ochiq sharlarni olsak, u holda |
ra=5>r; =4, ammo [0, 6) -B(1,5)CB(3,4)—{O, 7). - O

13.2. R?* to‘plamda

3
plr,y) =" sign|z —
i=1

metrika kiritilgan. Markazi (0, 1, 2) nuqtada radiusi esa a) 1 ga; b) 2 ga;

¢) 3 ga teng bo‘lgan sferalarni chizing.

Yechish. Radiusi 1 ga teng sfera - (0, 1, 2) nugtadan o‘tuvchi va koordi-
nata o'qlariga parallel to‘g'ri chiziglardan ularning kesishish nuqtasi (0, 1, 2)
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nuqtani chiqarib tashlashdan hosil bo'lgan to‘plam bo‘ladi, 13.1 chizmaning
‘a) blga qarang. Radmm 2 ga teng sfera - (0, 1, 2) nuqtadan o‘tuvchi va ko-
ordinata tekisliklariga parallel teklsllklardan, har juft teklsllkmng kesishish
chizig‘ini chiqarib tashlashdaa hosil bo* lgan to* plam bo‘ladi, 13.1 chizmaning
b)siga qarang. Radiusi 3 ga teng sfera - R® fazodan (0, 1, 2) nugtadan

o‘tuvchi va koordinata I;eklshklanga pa,ra.lle[ tekisliklarni clnqa,rlb tashlashdan

- hosil bo lgan to‘plam bo‘ladl S T EI -
| /
7/
e a) by

13.1-chizma

13.3. Diskret metrik fazoda har ganday to’plam ham ochiq, ham yopiq to‘plam
ekanligini isbotlang.

Isbot. Diskret metrik fazoda ixtiyoriy M uchun {M] = M tenglik o‘rinli.
Shuning uchun M yopiq to'plam. Faraz qila'ylil(_,‘ T € M ixtiyoriy nug-
ta bo‘lsin, u holda ixtiyoriy ce (0, 1) uchun Oe(x) = {x} atrof M~ da.
saqlanadi. Pemak, M ochiq to‘plani. o -

13.4. Interval ochiq, kesma yopiq to‘plam ekanligini isbotlang.

Isbot. R da ixtiyoriy (a, b) interval ochiq to‘plamdir. Hagiqatan ham,
agar T € {a, b) desak, ¢ = min{z —a, b~ 2z} son uchun O.(z) C (a, b).
Endi ( — 00, a) to'plamning ochiq ekanligini ko‘rsatamiz. Agar ixtiyoriy x €
(~00, @) uchun, £ = a—z desak, O(z) C (—o0, a). Xuddi shunday (b, oo)
to‘plamhing ochiq ekanligi ko‘rsatiladi. Ochiq to‘plamlarning birlashmasi ochiq
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ekanligidan (— o0, a)U (b, co) to'plamning ochiq ekanligi kelib chigadi. 13.3-

teoremaga ko'ra. bu ochiq to‘plamning to‘ldiruvchi to‘plami bo‘lgan [a, b]

kesma yopiqdir. S v . ' (]

13.5.

K>+ K = {z’ =z +y; X, Y E K} =10, 2} tenglikni isbotlang.

Isbot Kantor to* plann K dan xxtlyony

“’=2£': . Va y Z3c

larni 6!an1iz. Bu yerda & va & lar 0 yoki 2 raqamlandan birini qabul qlladl

_ Agar’

' o0 - o . x4 -
xzzlff?z:% v ,2};3*2 Z3wf

vshaklda yo7sak u holda a; va b lar O 'yoki 1 faqamiarzdan birini qabul

qiladi va ularning yig'indisi = +y = 22 R G =a +b; bo'lib, ¢; — 0, 1
-13

yoki 2 ragamlaridan istalgan birini qabul qila oladi. Ya'ni z+y, z €K, y€

K shakidagi yig'indini [0, 2] kesmadagi ixtiyoriy songa teng qilish mumkin.
Demak, K + K = [0, 2| tenglik o‘rinli. O

13.6.

13.7.

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

Agar radiusi 7 ga teng bo'lgan shar, radiusi 3 ga teng bo‘lgan shar ichiga

_joylashsa ular ustma-ust tushadi. Isbotlang.

R? to'plamda z = (21, %2) , y = (1, 2) uchun
a) pi(z, ¥) = |z — | + lza — wl;
b) 02(33 y) = maJ\(IIl wl, 2 —w2l);

) p3(z,y) = \/'-’51 —yl)A + (22— po)’;

d) pa(z, y) = sign{zs — i} +sign|zz — yo|

tengliklar orqali kiritilgan metrikalarning har birida markazi 0 == (0,0)
nuqtada va radiusi 1 ga teng ochiq shar B(0, 1), yopiq shar B0, 1] va
;‘5"[0, 1] sferalarni chizib ko‘rsating.
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13.8.

13.9.

13.10.

13.11.

13.12.
13.13.

13.14.

Kengaytirilgan to‘g'ri chizig R* = (—o0, +00)} U {—00} U {+o0} da
K '.'/I ' z Y
a z,y) = . b z, — -

metrikalar kiritilga.n. Aga.r 0 <r <1 bolsa, B(—o0,7); B(oo,r)
to‘plamlarni, ya'ni markazi +oo, radiusi r bo‘lgan ochiq sharlarni chiz-
ing. ’ ' ,

M C (X p) to plamnmg dlametn dzamM = sup p(.x:, y) tenghk b1->

.ryE

“lan amqlanadl U holda:

a} diamB(xg,7) < 2r tengsizlikdi isbotlang;

b) diamB(zq,7) < 2r bo’ lga.n sharga tmisol keltmng, ’ o

c) dzamB xg, r) dzamB[xo, r} t:enghk fog nnu'? »

Ochiq shar - ochiq to‘plam, yopiq shar esa yopiq to‘plam bo'lishini ishot-
lang.
R? tekislikda (0. 1) va (0, —1) nuqtalardan hamda OX o‘qidagi (-1, 1)

intervaldan iborat to‘plamni M deb belgilab. M to‘plamda Evklid

metrikasini kiritamiz:

Cplmy) = \/&1 —yp)’ + (@ —w) e =(21,22) , y = (31, ) € M.

U holda markazi {0,0) nuqgtada, radiusi 1 ga teng ochiq.shé;rhing yopiq '

to‘plam, ammo yopiq shar emasligini isbotlang.

Shunday yopiq sharga misol keltiringki, v ochig to‘plam bo'lsin, ammo

ochiq shar bo‘lmasin.

Diskret metrik fazoda ixt;iyoriy ikkita shar yoki kesishmaydi yoki biri

ikkinchisining gismi bo‘lishini isbotlang.

Diskret metrik fazoda ixtiyoriy "uchburchak" teng tomonli, ultrametrik

fazoda esa har qanday "uchburchak" teng yonli ekanligini isbotlang.
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13.15.

13.16.

1347,

'13.18.

' vchekh yokl sanoqh sondagi mtervallarm chiqarib tashlash natijasida hosil

13.19.

13.20.

13.21.

Fy va Fy yopiq to'‘plamlar o‘zaro kesishmasin, ya'ni N F = § .

U holda shunday ‘G1 D F1 va Gy D Fy ochiq to‘plamlar xnaVJudka

G1N Gy = 0. Isbot qiling.

O‘zaro kesmhmaydlgan intervallardan iborat to* plamlarmng quvvati chek:
li yokx ba.noqh eka.nhglm 1sbotlang '

R da ixtiyoriy Qchiq to‘plam chekli yoki sanoqli sondagi 0'zar0 kesish-
nmydiéah intervallarning birlashmasidan iborat bo‘lishini isbotlang. Bu'
yerda (—o00, a), (a, 00),

(—o0, 00) va (@, a) =@ to‘plamlar ham intervallar jumlasiga kiradi.

R dagi ixtiyoriy yopiq to‘plamni (—oc, 00) dan o‘zaro kesishmaydigan

qlhsh mumkin. Isbot qiling.

Ixtxyony z € [0, 1] sonni uchlik kasrga yoyish mumkinligini isbotlang:
zr = E: 3 bu yerda g; — 0, 1, 2 raqamlardan biri. U holda z =
0,€1€2. .. ko‘rinishda yozamiz. Agar biror z € [0, 1] uchun shunday n
mavjud bo‘'lib, e, #0 va £,,1 = €p42 = ... =0 bo'lsa, z soni chekli
uchlik kasrga yoyilgan deyiladi. Bu z sonini cheksiz yoyilma ko‘rinishda
ham yozish mumkin: z = 0, £1.-.Eq 0... = =0, &1...6n1 (€ ~
1)22... masalan, 0,100... =0,0222.... F| orgali yoj'i_lmasida, 1 ragami
gatnashmaydigan usulda YOZle mumkin bo‘lgan barcha z € [0, 1] son-i
lar to‘plamini belgilaylik. Masalan, 0,1:=0,0222... yoki l =0,020202. .

Fy to‘plamning yopiq va kontinuum quvvatli to‘plam ekanhglm isbot-

lang. F; = K to plam Kantor to‘plami deyiladi.
0,25 € K ekanligini isbotlang,.

Ixtiyorty £ € K uchun shunday y € K maVJudkl p(z,y) = |z —y|

son irratsional bo‘ladi. Isbot qiling.
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14-§. To‘la metrik fazolar

Agar X metrik fazoda ixtiyoriy fundamental ketma—ketlik yaqinlasvhuvcvhi
bo‘lsa, u holda X ga tola metrik fazo deyiladi. X metrik fé.zoning ikkita
A va B gism to‘plamla.ri‘ berilgan bo‘lsin. Agar B C [A] bo‘lsa, u holda
A to'plam B to‘plamda zich deyxlad1 Xususan, agar [4] = X bo‘lsa, A
to plam hamma yerda zich (X da zich) deylladl Agar A to plam birorta

ham sharda zich bo‘lmasa {ya'ni har bu' B c X sharda. 4 to* plam bilan

umumiy elementga ega bo‘lmagan B’ sha,r saglansa), u holda A heck gerda »
 zichmas deyiladi. (X, p) metrik fazoda r nuqta va M to‘plam ogesidagi .
vmqsbfa deganda L
| bz M) = inf ()
miqdor tushiniladi. Xuddi shunday (X, p) metrik fazoda A va B to‘plamlar
ovrasidagi masofa deganda
oA, B) = inf p(z.y)
migdor tushiniladi. Metrik fazolarning to‘laligini tekshirishda qliyidagi teore-
madan foydalaniladi.
14.1-teorema. "X metrik fazo to'la bo ‘lishi uchun undagi ixtiyoriy ichma-
ich joylashgan ve radwslan nolga mtzluvchz yopiq sharlar ketma- ketlzgsmng‘
keszshmasz bo ‘sh bo ‘Imas[zgz zarur va yetarlidir. ‘ »
Agar R metrik fazo to'la bo‘'imasa, uni biror usul bilan (aslini olganda
yagona. usul bilan) biror to'la metrik fazo ichiga joylashtirish mumkin.
14.1-ta’rif. Agar: 1) R metrik fazo R* to‘la metrik fazoning gism fazosi
bolsa; 2) R to‘plam R‘ ning hamma yerida zich, ya'ns [R] = R* bolse, u
holda R* metrik fazo R metrik fazoning to‘ldirmasi deyilads. ‘
14.2-teorema. Har bir R meirik fazo to'ldirmaga ege va bu to'ldirma
fazo R ning nugtalarini go 2g‘ulmas holda qoldifuvchi 1zometriye anigligide
yagonadir.
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14.1. R metrik fazo to‘la. Isbotlang.

~ Isbot. Matematik analiz kursidan ma’lumki, ixtiyoriy fundamental sonli

» ketma-ketlik yaqinlas}huvcl'iidir. Demak, R to'la metrik fazo. o
14.2. Ci}-1, 1} metrik fazo to'la emas. Isbotlang.

Isbot. (‘1[ 1,1]) fazonmg to‘la emashglm ko rsatamiz. Bumng uchun

| C'.[ 1,1 fazoda uzluksiz funkswalammg

» ' ~1, agar z€[-1, —n"}' -
In(x)=4 nz, agar z€(-n"' n)
o ’Y::lv,"agar xe{n )
ketma—kethgml (funksaya gra.ﬁgl 14, 1-chizmada keltirilgan) qara,ymlz,!Bu ketma-
ketlik Cif—1, 1} fazoda fundamentaldlr chunki barcha z € [~1, 1] lar uchun
|fa (z} = fm (z)| <1 ekanligini hisobga olsak va n <m desak,

“1}

m 1

14.1—chizina

1/n

o (for )= f o (3) — fou () ldz < / 1de = % 0, 1o oo,

-1/n )
Biroq { f,,} ketma-ketlik Cll }. 1] fazodagi birorta ham funksiyaga yaqin-
lashmaydi. Hagiqatan ham, f € Ci{—1, 1] ixtiyoriy funksiya va
—1, aegar z€|-1, 0),

@(x)=
1, agar z€]0, 1}
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nol nugtada uzilishga cga funksiya bo‘lsin. Ko‘rinib turibdiki,
. 0, ze ["11 —l/n]U [l/nv 1] )
falz)-@(@)=¢ nx+1, ze(-1/n, 0),
o nz—1, zé€lo, 1/n).

Bundan tashqari barcha = € {1, 1] lar uchun ifal@)—e@| <1 Shumng

uChUn o ,
/ o) — (e = [ ) - w(x)ld«%< S0 noe (141
~1/n

Agar mtegralmng monobonlxk xossa.s:dan foydala.nsak

v

| f \f(@) - (x)tdfc‘< ] lf(z) f,.(x)ldx+ / fulz) — qa(x)rdx (142)
-1 . P

..w" B

tengsizlikka kelamiz. Endi quyidagi

1 .
f_llf(m) —p(@)|dr >0 (143)

tengsizlikni isbotlaymiz. Uning isbotini ikki holga ajratamiz.
1) Faraz qilaylik, f(0) < 0 bo‘lsin, u holda f ning uzluksizligiga ko'ra
shunday d; > 0 mavjudki, barcha z € {0, ¢;] lar uchun f{z) <1/2 bo‘ladi.
Y-Bunda.n' | : , , o , '
() - @)1 21/2, z€[0, 4] (14.49)

tengsizlik kelib chiqadi. (14.4) tengsizlikni [Ov, é1] kesma bo'yicha integrallab,
1 5 . P}
[r@-v@nds> [ 1@ -p@la> G

tengsizlikka kelamiz.
2) Agar biz f(0) > 0 deb faraz qilsak, u holda shunday d; > 0 mavjudki,
barcha z € [—ds, 0) lar uchun |f (z) — ¢ (z)| > 1/2 bo‘ladi. Bundan

1
[u@-s@idz [ i1@-e@id> 2
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Demak, (14.3) tengsizlik isbot bo‘ldi. (14.2) tengsizlikdan

/ &) - 1 @iz > / f(z) - tp(xldx / () - o(a)|ds (14o)

-1

ni olamiz. (14.1], (14.3) va (14.5) lardan ,
. h . v
o1 = [ 11@) - fal@ldz
. -1 o

}ningv nolga yaqinlasha olmasligi kelib"(:hiqadi', yani { fu} ketra-ketlik ci[-1, 1]
dagi birorta ham funksiyaga yaqinlasha olmaydi. ’ O

14.1. Separabel metrik fazolar

Haﬁima yerda zich sanogli gism to‘plamga. ega bo‘lgan metrik‘fazolar sepe-
rabel metrik fazolar deyiladi. M to¢ plamnmg barcha ichki nuqtajandan iborat
to'plam M to‘plamning ichi deyiladi va ]L[ bilan belgllanadl A to'plamning
chegarasi FrA=AN (X \A) tenglik bilan aniqlanadi. '

14.3-teorema (Ber teoremasi). To‘la metrik fazoni hech yerda zich bo ‘tma-
gan sanogli sondagi to ‘plamlar yigindisi ko‘rinishide tasvirlash mumkin emas.

Endi, mukammal to‘plam, 1-va 2-kategoriya to‘plamlar tushunchalarini kelti-
ramiz. M to‘plamuing barcha limitik nuqtalaridan iborat to‘plamni M’ bi-

“lan belgilaymiz. Agar M = M’ tenglik o‘rinli bo'lsa, M ga mukammal
to‘plam deyiladi. Agar X to‘la metnk fazodagi M to‘plamni hech yer-
da zich bo‘lmagan sanoqli sondagi to‘plamlar birlashmasi ko‘rinishida tasvir-
lash mumkin bo'lsa M to‘plamga 1-kategoriyali to‘plam deyiladi. Agar M
to* plamm hech yerda zich bo' 1ma.gan sanoqli sondagi to‘plamlar birlashmasi
ko‘rinishida tasvirlash mumkin bo‘lmasa M ga 2-kategonyal’t to‘plam deylla-
di.

14.3. Q, R\Q to‘plamlarning har biri R metrik fazéda zich ckanligini isbot-

lang.
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Isbot. Faraz qilaylik, z € R ixtiyoriy hagigly son bo'lsin. U holda z, =
[nz] : n ratsional sonlar ketma-ketligi = ga yaqinlashadi. Bu yerda [z] deb z
ning butun qismi belgilangan. Demak, ratsional sonlar to'plami Q hagigiy son-
lar to'plamii R ning hamma yerida zich ckan. Endi irratsional sonlar to‘plami
R\Q haqiqiy sonlar to* pla.ml R da zich ekanllgml lsbotlaymlz Ixtiyony z€R

[nx] =
haqquy son uchun g, = = +v-7—£ irratsional sonlar ketma—kethgn z ga yaqin-
lashadi. Ya'ni, IR\Q to'plam R da zich eka.u Demak, Q] = [IR \Q} =
a

14.4. R metrik fazoda Q to‘plam 1-kategoriyali, R\Q to‘plam 2-kategoriyali
to‘plam ekanligini isbotlang.

'Isbot.b Ma'lumki, QQ - sanoqli to‘plam, shuning uchun uning elementlarini

{z1, 2,%3,...,%n, ...} ko‘rinishda nomerlab chigish mumkin. Shunday ekan
Q - BI Al[n» A’Iu = {.’L‘n}
n=

yoyilma o‘rinli va M,, n =1,2,... lar R ning hech yerida zich emas. Ta’rifga
ko‘ra Q 1-kategoriyali to‘plam. Endi irratsional sonlar to‘plami R\Q ning 2-
kategoriyali to‘plamn ekanligini isbotlaymiz. Teskaridan faraz gilaylik, R\Q
1- ka.tegorlyah to‘plam bo‘lsin. U holda 14. 44—mlsolga, ko‘ra, to‘la metrik fazo
R = QU (R\Q), 1- kdt.egonyah to‘plam bof lar edi. Bu esa Ber teorcmaslga
zid. Demak, R\Q 2-kategoriyali to‘plam. o : |

14.5. = hagqiqiy sonning kasr gismi {z} ko'rinishda belgilanadi. {n - v2},
n € N sonlar to‘plami [0, 1] kesmada znch ekanhglm 1sb0tlang Umu- ,
man, a— irratsional son bo'lsa, {n-a}, n € N sonfar to' plami [0, 1)

kesmada zich. Ishot qiling.

Isbot. Biz a irratsional son bo‘lsa, {n - a}, n € N sonlar to'plamining

{0, 1] kesmada zich ekanligini ko‘rsatamiz. [0, 1] kesmani teng N bo‘lakka
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bolamiz. {a}, {2a},...,{Na}, {{N+1)a} sonlari har xil bo‘ladi. Haqiqatan
ham, agar biror ki # ks uchun {kia} = {kea} bo‘lsa, u holda (k; — ky)a =
[ksa] — [kya) = m bo'lib, @ = ——

' - ko — k) )
son ekanligiga zid. N +1 ta {a}, {2a},...,{Na}, {{N + 1)a} nugta N ta

o1 1 23 N-2N-1\ [N-1 N
N’N,N’N IR ] N’N_’ N’N

ot plamda yotgani bois hech bo* lmaganda. ulardan ikkitasi blr oralzqqa qarashhi

bo‘ladi. Masalan, {kla} {kza} € [8 Nl ﬁ,) bo‘lsin. U holda umumayhkka'i

ziyon yet;ka7maga,n holda k; > k; deb faraz qilib, |{ksa} ~ {k1a}] < -—1~ ni

bo‘lar edi. Bu esa @ ning irratsional .

olamiz. Sonnmg kasr qlsnu ta nﬁga ko‘ra
{kza} {kia} = (kza - {hal) - (ha - [kla]) = (Lz - kl)a + {kla} [k20]

ni olamiz. Agar r=y+n ncZ bolsa, u holda {x} = {y} yoki {z} =
1 — {y} tenglik o‘rinli bo‘ladi. Demak, |{ksa} — {kia}| = {(k2 — k1)a} yoki
{{kea} — {kia}] = 1~ {{ks—k )a} boladi. N ixtiyoriy natural son bo'lganligi
uchun shunday xulosa qilish mumkinki, istalgan £ > 0 uchun shunday n € N
mavjudki, {na} < ¢ yoki 1— {na} < ¢ tengsizligi bajariladi. Faraz gilaylik,
1—{na} < ¢ bo'lsin. Agar 1--{na} = d desak, d € (0, £} bo'ladi. 1—{na} =
§ tenglikdan foydalanib, na uchun »

na=[na]+1-4§ | (14.6)

ifodani olamiz. Aniglik uchun a > 0 deb faraz qilamiz. U holda [na] > 0
butun son bo‘ladi. Agar 1—24 > 0 bo‘lsa, u holda 2na = 2[na];t-2-6 ((14.6)
ga qarang) {2na} =1 - 24 ni olamiz. Va hokazo agar 1 —md >0 bo‘lsa, u-
holda {mna} = 1-md tenglik o‘rinli. Shunday eng kichik m sonini topamizki
1 —(m+ 1) <0 bolsin. U holda & > 1 —m§ > 0 tengsizligi o'rinli va
{mna} = 1—md < § tengsizlik ham bajariladi. Demak, ixtiyoriy £ > 0 uchun
shunday n. € N ina.vjudki {nea} < ¢ tengsizligi bajariladi. Endi z = 0 soni
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n = {na} ketma-ketlikning limitik nuqtasi ekanligini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy

e > 0 uchun shunday n € N mavjudki 0 < {na} =& < ¢ < 0,5 tengsizligi

’ba.ja.riladiv U holda shunday eng kichik ‘m sonini topamizki 0 < mé < 1 va

(m + 1)d > 1 bo'lsin. U holda {mna} = mi va {{m+ Vna} = 3, < 4,¢

bo'ladi. Demak, (0, £) oraliqda z, = {na} ketma-ketlikning cheksizta hadi

" bor, ya'ni £ = 0 bu‘ketma-ketllkmng limitik nugtasi. Endi ‘¢ ni yetarlicha

- kichik musbat son deb‘v_(')lamiz. U holda shunday n € N soni mavjudki; {na} =
& <€ bo'ladi. U holda . .

5, 26, 35,..., mé € (0, 1) B (TE

- bo'lib, (m + 1)é > 1 bo‘ladi. Bu yerda 46 ham irratsional son bo‘iadl Aks
v holda. {na} = {na] = § bo‘lgani uchun a - 8+ [na] bo'lib, bu a
mng irratsional ekanhglga zid. Shuning uchun ixtiyoriy ;:z € N da mé £
1. (14.7) munosabatdan ixtiyoriy z € [0, 1] uchun shunday m topiladiki
[{mna} — z| = |mé — z| < & tengsizlik bajariladi. Yuqoridagi mulohazalarni
tokrorlab ixtiyoriy € [0, 1] va € > 0 uchun (z — &, = + &) oraligda
zn = {na} ketma-ketlikning cheksizta elementi yotishini ko‘rsatish mumkin.
Demak, [0, 1] dagi barcha nugtalar z, = {na} ketma-ketlikning limitik
nuqtalari bofla.di; o o : ‘ : o -
14.6. Diskret metrik fazoda ixtiyoriy to‘plamning chegarasi bo‘sh ekanligini
isbotlang. ‘

Isbot. M diskret metrik fazodagi ixtiyoriy to‘plam bo‘lsin. Ma’lumki (8.3-
misolga qa,fang), bu fazoda ixtiyoriy M to‘plam uchun‘ M= M teﬁglik |
o'rinli. Shunda& ekan X\M = X\M tenglik ham o'rinli. To‘plam chegarasi
ta'rifiga ko‘'ra M uchun FrM =M N (X\M) M0 (X\M) =0 tenglikni
olarmiz. 0

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar
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.14.7. ¢ metrik fazoning to‘laligini isbotlang.

14.8. To‘la metrik fazolarning dekart ko‘paytmasi yana to‘la metrik fazo bolishi-

“ni isbotlang. Demak, R" metrik fazo to'la.

: »14.'9. Cla. b] uzluksiz funksiyalar to‘plamida metrika

, v__p(}z,;y)é/‘silgnlx(?)—y(f)ldt

ifoda bilan aniglangan bo'lsa, {(Cla, b], p) metrik fazo to‘la bo‘ladimi?

14.10. CY{q, b]— uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar to‘plamida metrika

- ploy) = ggglx(t) -y (8] |
tenglik bilan aniqlangan bo‘lsa, (CM[a, b],p)v metrik fazo to‘la ertas.

(CM{a, b],p) metrik fazoning toldirmasini toping.

14.11. f : R — R funksiya qanday shartlarni ganoatlantirsa p{z,y) =
| f(z) = f(y)] akslantirish R to‘plamda: a) metrika bo‘ladi; b} (R, p)

to‘la metrik fazo bo‘ladi?

14.12. Agar p(z, y) = |arctgx — arctgy] bo‘lsa, (R, p) metrik fazoning to'ldir-

masini toping.

14.13. ® — barcha finit ketma-ketliklar, ja’ni faqat cheklita hadi noldan farghi

T = (Z1,T2,...,Tn,0,0,...) ketma-ketliklar to'plami bo‘lsin. Agar
o
m(x,y)=zl:|ms—ygl; pz(w,y)=1lgg§|wi—yii
=

bo'lsa, (®,p1) va (P, p;) metrik fazolarning to'ldirmasini toping.

metrika kiritilgan.

14.14. X = (-=, 1r)‘ to‘plamda p(z,y) = tsinz
» {X, p) metrik fazoning to‘ldirmasini toping.
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14.15. P - barcha haqiqiy koeffitsiyenth ko‘phadlar to'plamida z, y € P uchun -

’ _ o e P (Y gt .
) o1 (x9) = uax 120 -y 01+ pax 14 () v @)

) ps(z0) = max 120~y (B +12(0) ¥ ()]

metrikalar kiritilgan. (P, py), (P, p2), (P, p3) metrik fazolarning to'l-

~.dirmasini toping. .-

14.16. {2% Com.n Gv Z} to‘plamping R da zich eka.nliginib isbotlang.

14.17. Z, {;: nez, n;é()};

1 1

) .
-+ —: Z,n- 0, to‘plam-
n+m n,mezZ,n-m#t } opam ,

~ " lar R metrik fazoning hech yerida zich emas. Isbotlang. ~

. 14.18

. Hamma, yerda zich, ichi bo‘sh bo‘lgan to'plamga misol keltiring.

- Kantor to‘plamining quyidagi (9.19-9.23) xossalarini isbotlang.

14.19

14.20.
14.21.
l4.22>.
14.23.

14.24.

14.25.

14.26.

. Kantor to‘plamining o‘lchovi nolga teng.

Kantor to'plamining yaki’calangan nugtalari mavjud emas.
Kantor to‘plamining ichki nugtalari mavjud emas, ya'ni 10{ =0.
Kantor to‘plami {0, 1} kesmaning hech jerida. zich emas.
Kantof to‘plami mukammal to‘pla.m; ya'ni K : K ’

T
R metrik fazoda shunday A to‘plamga misol keltiringki, A, ﬁi, A,
o 0 ¢
A, A, A to'plamlar turli, ya'ni hech qaysi ikkisi teng bo‘lmasin.
A C (X,p) hech yerda zich bo‘l'masa, X\A to‘plam ha,mmavyerda
zichligini isbotlang.

Agar A hamma yerda zich va ochiq to‘plam bo‘lsa, X\ A to‘plam hech
yerda zich emas. Isbotlang.
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14.27.

14.28.

14.29.

14.30.

1431

Shunday A to‘plamga misol keltiringki, A va X\ A to‘plamlarning har
biri hamma yerda zich bo‘lsin.

® — finit ketma-ketliklar to‘plami ¢y va (p _>~‘1') metrik fazolarda
zich joylashgan, ammo ¢ va m metrik fazolarda zich emasligini isbot

qiling‘

vAgar A to plam B da, B esa C' dazich joyla.shgan bo‘lsa A to pla.m‘

C da mch eka,nhgml isbotlang.
P — barcha ko‘phadlar to‘plami Cla, b} metrik fazoda zich. Isbotlang.

{a b] keemada a =t < f2 < - < t, = b nuqta.lar va 1xt1yor:y ‘

: ml,zg, ., %, sonlar bcnlgan bo' lsm U holda z(t;) = i i=1n

14.32.

14.33.

14.34.

14.35.

va [t;, ,+1} orahqlammg har birida chiziqli bo'lgan z(t) funksiya" qzs—‘ .
man chizigh uzluksiz funksiya deyiladi. Barcha qisman chizigli uzluksiz

funksiyalar to‘plami Cla, b} metrik fazoda zich ekanligini isbotlang.

Barcha sodda funksiyalar (o‘'lchovli va giymatlari to‘plami ko‘pi bilan

sanoqli bo‘lgan funksiyalar) to‘plami Li[a, b] metrik fazoda zich ekan-
ligini isbotlang. '
Sodda fﬁnksiyalar tofpiami L,;[a, b] (p = 1) metrik fazoda zich. Isbot-

lang.

a, b] kesmada a =1t '<'t2 < .-+ < t, = b nugtalar berilgan.‘vbo‘lsin.
(i, tigr)s & - T,n — 1 intervallarning har birida o‘zgarmas, t; bo‘li-
nish nuqtalarid#gi qiymatlafi esa ixtiyoriy bo‘lgan funksiya pog‘onasimon
funksiya devyilva,di. B,avshaﬁki; pog‘onasimon funksiya sbdda funksiya, bo'la-

di. Pog'onasimon bo‘lmagan sodda funksiyaga misol keltiring.

Pog‘onasimon funksiy_a,laf Lyla, b (p > 1) metrik fazodagi barcha sod-
da funksiyalar to‘plamida zich joylashgan. Isbotlang.
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14.36.

14.37.

14.38.

14.39.

14.40.

14.41.

14.42.

14.43.

ko phad mav;udkl,

Pog'onasimon funksiyalar Lyfa, b] (p > 1) metrik fazoda zich ekanligini

isbotlang.

Barcha uzluksiz funksiyalar va[a, b (p > 1) metrik fazodagi pogona-
simon funksiyalar to‘piamida zich. Isbotlang. Demak, Cla, b] to‘plam

sifatida L,[a, b] metrik fazoda zich.

{a b} kebma,da amqlangan ud::yony uzluksiz funksnyam 1sta1gan('ha amq-»’ »
likda L {a,b] fazo metrlka.s1da ko' phad bilan ya.qmlashtlmh mumkm,
yani z(t) uzluksiz funksiya va ixtiyoriy & > 0 uchun shunday p(¢)

ol 7) = ([ 12 -t )ip’at)ll";;f? s

tengsizlik o'rinli. lsbotla.ng. '

Oldingi 14.38-masaladagi p(t) ko'phadning barcha koeffitsiyentlarini rat-

sional sonlar qilib tanlash mumkin. Isbot qiling.

Separabel metrik fazoning to‘ldirmasi ham separabel bo‘ladimi? Misol

keltiring.

Scparabel fa.zodé. ixtiyorty G ochiq to'plamni sanoqﬁ yoki chekli éondagi

0'zaro kesishmaydigan ochiq sharlarning yig‘vindisi ko‘rinishida: .
G = !;IJB(:L"“, ), Blzi,r)OB(z;r;)=0, i#3j
tasvirlash mumkin. Isbot qiling.

Separabel metrik fazoda ixtiyoriy F yopiq to‘plamni mukammal M va
chekli yoki sanoqgli N to‘plamlarning birlashmasi ko‘rinishida tasvirlash

mumkin. Isbotlang.

Diskret metrik fazo separabel bo‘lishining zarur va yetarli shartini toping.
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14.44.
14.45.
14.46.

gorxyéil t.o plam bo'lishini ko rsatmg

14.47.

M va N lar 1-kategoriyali to'plamlar bo'lsin.. U holda M U N ning
l-katégoriyali to‘plam ekanligini isbotlang. '

Darajasi n dan oshmaydlgan ko phadlarning Pe, to‘ plaml Cla, b}

metnk fazoning hech yenda. zich emas. Isbot qiling.

P= U P<n barcha ko' phadlar to'plami C[a, b] metrik fazoda 1- kate-

Lola, b] tof plam Ly {a, b] metnk fazoda l-kategOrlyah to* plam Isbot—
" lang. ’
z.(t) — uzluksw funksnyalar va thlyony t € R uchun hm 0 2 (t) =

. 14.48.

14.49.

14.50.

Zo (t] bo* lsa :cg {t) funksxyamng uzilish nuqta.la.rzdan lbora.t to pla,m 1-

kategouyah to‘plam ekanligini isbotlang.

Cla, b} to‘plamda |
p(x,w=/:sign1x(t)~'y(t)|dc

metrika kiritilgan. (Cla, 8],p) separabel emas. Isbotlang.

Cla, b] metrik fazoda

= {z: fz(t)) - x(t"|<n ¢~ e, VE, 1€ a, b}

~ to‘plam yopiq va hech yerda. zich emas. Isbotlang.

14.51.

14.52.

Cla, b] fazoda Lipshits shartini ganoatlantiruvchi funksiyalar to‘pla-
o0

mi M = U M, (14.50-masalaga qarang) i-kategoriyali to‘plam. M
n=1

to‘plam yopiq emas va Cla, b} fazoda zich ekanligini isbotlang.
Cla,b] fazoda har bir neNda

D,={z: z'(t) € Cla,b] va max ') <n}
to‘plam yopiq va yech yerda zich emasligini isbotlang.
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14.53.

14.54.

14.55.

14.56.

Cla, b fa.zoda, uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar to'plami
CWla, b = U D, (D, — 14.52-misolda a,mqlanga.n) 1-kategoriyali -

to‘plam, y0p1q emas va hamma yerda zich ekanligini 1sbotlang

Hech yetda. zich bo lma.ga.n to‘planining qism to‘plami hech yerda zich

emas. Isbotlang

Chekll sonda.gl hech yerda z1ch bo' lmagan to* plamlammg ylg lndlSl hech»_ ‘

»yerda zxch emas. Isbot qlhng

(X,p) to'la metrik fazo M C X esa l-kategériyali to‘plam bo'lsin. U

~ holda X\Jll to* plam X fazoda Mch bo hshmx ko rsatmg

14.57.

14.58.

14.59.

14.60.

14.61.

14.62.

(X, p) to‘la metrik fazo G,. CX, neN esa ochlq va hamma yerda
oo

zich to' pla.mldr bo'lsin. U holda M = N ﬁ',, to‘plam ham hamnma yerda
=1

z1ch ekanllgml isbotlang. "

M to‘plam hech yerda zich bo‘lmasligi uchun M ] sha,rtnmg bajar-

ilishi zarur va yetarli. Isbotlang.

X - to'la metrik fazo, M C X esa l-kategoriyali to‘plam bo‘lsin. U holda
X\M 2- kategorlyall to* pla.m Isbot qiling.

Agar yy € B(zq, ) bo‘lsa, B(yo,r) C B(zg,2r) munosabatni isbot qil-
ing.
Biror A to‘plamning e— atrofi ushbu

V:(A) = {:c € X : inf p(z,y} < 5}
yeA

tenglik bilan aniglanadi. U holda A = () V.(A) tenglikni isbotlang.
>0

To‘g'ri chizigda [a, 8], (@, b), Z, Q, [a, 00), & to‘plamlarning che-

garalarini toping.
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14.63.
14.64.
14.65

14.66.

14.67.

14.68.

Hech yerda zich bo‘lmagan to‘plamning yopig‘i ham hech yerda zich emas. -
Isbotlang '

Fr(Au B)vC' FrA U Fr B munosabatni i:sbotlang" Agar ANB =1
bo* lsa, I"r(A U B) FrAUFrB tenghkm 1sb0t qiling.

Separabel metnk fazoda ixtiyoriy to‘plamning yakka.langan nuqtalari chek-
li yokl :.a.noqh to plam bo ladl Isbotlang

{’l’n} - [a b] bo lsm Ixtlyony (e, B) [a, b] mterva.l uchun n(a )
orqali 1, z9,...,%, nuqtalarning (e, 8) oraliqqa tushganlarining sonini ‘
belglla,yhk Agar 1xt1yor|y (o, B) C [a, ) uchun

n—x n b—a .

tenglik bajanlsa {z.} ketma-ketlik [a, b] kesmada tekis taqszmlangan

112123 12 k—1
deyiladi. Ushbu 0,1, - T PLT YRR R ketma,—ket— .

lik (0, 1] kesmada tekis tagsimlangan bo‘la,di‘mi?

o — irratsional son bo'lsin. {na} = na - [na], ya'ni na sonining
kasr gismlaridan tuzilgan ketma-ketlik [0, 1] kesmada tekis tagsimlangan
bo‘lishini isbotlang.

14.67-masaladan foydalanib, I, 5‘, 5%,...,5",. .. ketma-ketlikdagi 5" son-

. ning {o‘nlik sanoq sistemasida) 13 dan boshlanish ehtimolligini toping.

14.69.

14.70.

X to'la vmetrik fa.zb, { f,,} esa X dé a,niqléngan uzluksiz funksi&alar
bo'lsin. Agar ixtiyoriy € X uchun chekli nig{.lo fu(z) = f(z) mavjud
bo‘lsa, f funksiyaning uzilish nuqtalari to‘plami 1-kategoriyali to‘plam
ekanligini isbot giling. | | | , ‘

Agar f : R — R funksiya har bir nuqtada chekli hostlaga ega bo‘lsa,
f'(z) funksiya uzluksiz bo‘ladigan nuqtalar to‘plami 2- kategoriyali to‘p-
fam ekanligini isbotlang.
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15-§. Uzluksiz akslantirishlar

X = (X,p) vaY = (Y, d) - metnk fazolar, f esa X ni Y g ak-
slantirish bo'lsin. Agar ixtiyoriy € > 0 uchun shunday 6 >0 mavjud
bo'lib, g (z, 7o) < & shartni qanoatlantiruvchi barcha z € X nugtalar uchun
d(f(x), f(zo)) < & tengsizlik o'rinli bo‘lsa, u holda f akslantirish zp € X
nugtade uzluksiz deyiladi. Agar f ‘ akslantirish X ning hamma nuqtalérida,'
uzluksiz bo'lsa, u holda I akslantirish X da wzluksiz deyiadi. -Agai ix-
tiyoriyv £>0 uchun shunday & > 0 mavjud bo'lib, p(z, y) < & shartni
qanoatlantiruvchi barcha z,y € X nugtalar uchun d(f(z), f(y)) < € teng-
sizlik ba;anlsa, u holda f akslantirish X da tekis uzluksiz deyiladi. Agar )
f: XY blyektw akblantmsh bo'lib, f va f-! akslantmshidr uzluksiz
bo'lsa, u holda f gomeomorf akslantirish yoki gomeomorfizm deyiladi, X va
Y fazolar esa gomeomorf fazoler deyiladi. Agar (X, p) va (Y, d) metrik‘fa-
zolar o‘rtasida biyektiv moslik o‘rnatuvchi f akslantirish ixtiyoriy zy,z2 € X
lar uchun p{z(, 2} = d(f (x1), f (z2)) shartni qanoatlantirsa, u holda f ak-
slantirishga izometriya deyiladi, X va Y fazolar esa izometrik fazolar deyi-
ladi.

15.1. f:R? — R funksiya har bir tayinlangan 2 da y o‘zgaruvchi bo‘yicha
ko‘phad va har bir tayinlangan y da z o‘zgaruvchi bo‘yicha. ko‘phad
bo‘lsa, f(x,y) funksiya ikkala argumenti bo‘yicha ham ko‘phad ekanlig-
ini isbotlang.

Isbot. Shartga ko‘'ra f(z,y) funksiyani quyidagicha tasvirtash mumkin
f(z,y) = ao(z) + ai(z)y + ax(z) y* + --- + an(2)¥", (15.1)

fz,9) = b() + @)z + baly) 2’ + - +buly) 2. (152)
Bundan f ning z va y o‘zgaruvchilar bo'yicha differensiallanuvchi ekanligi

kelib chiqadi. Agar y = 0 bo‘lsa, u holda {15.1) va (15.2} lardan quyidagini
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olamiz
1z, 0) ...... ao(z) = by(0) + b3 (0) z + bz(O)JJ +- +bm(0)

Xuddi shunday (15 1) va (15.2) lardan y bo'yicha xususiy hosila olib, ula,rnmg
y =0 dagi qiymatlarini tenglashtirib

ay(z) = 85(0) + B(0)z + B(0) 2% + - + 8, (0) =™
' ténglikhi olamiz. Va hokazo flz,y) nmg (15,‘1) va (15.2) ifodalaridan y
bo‘yicha n—tartibli hosila olib, ularning ¥y = 0 dagi qiymatlarini teng-
lashtirib ,
- an{z) = 800(0) + 5 (0) z + N (0) 2% + -+ + B (0) 2"
tenglikka ega bo‘lﬂmiz. ao(x), a1(z),..., as(z) lar uchun topilgan bu ifo-

dalarni (15.1) ga qo‘yib, f(z,y) ning ikkala argumenti bo‘yicha ham ko‘phad
ekanligiga ishonch hosil qilamiz. : 0

15.2. Shunday f: R — R uzluksiz funksiya va G— ochiq, F'— yopiq to‘plam-
larga misol keltiringki, f{G) to‘plam ochiq emas, f(F) to‘plam esa yopiq
emas.

Yechish. Agar F chegaralangan yopiq (kompakt) to'plam bo‘lsa, u holda
(F } ham kompakt, xususan yopiq chegaralangan t.o‘pla.m bo‘ladi. Demak, F
yopiq, lekin chegaralanmagan to‘plam bo‘ladi.
cosz, agar x € [~4nm, 4],
@)= i |
L+ (z—4n)?:2%  agar |z| > 47,

G = (-2r -1, 1) 0chiq to‘plamni olsak, f(G) = [—1 1]'yopiq bo‘ladi.

15.3. f : C[O, 1] = L0, 1] akslantirish f(z(t)) = z(¢) tenglik bilan

aniglangan bo‘lsa, uning uzluksiz ekanligini isbotlang.
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Isbot. z4 € C[0, 1] ixtiyoriy nugta bo‘lsin, u holda

v 1 . . 1 ’
@), 1(a) = [ 120 = m(Ofde < guax 1a(t) - (0] [ dt = pla.z0)
it v : : , 0 : :

tengsizlik o‘'rinli. Berilgan € > 0 uchun § = ¢ desak, u'holda p (2, zo) < ¢
shartni qanoatlantiruwchi barcha 2 € X larda Pf(x), f(m)) <€ tengswhk
ham o'rinli bo'ladi. zp € C[O 1} 1xt1yony nuqta. bo‘iga.m uchun f akblan- ‘
tirish uz.luksu boladi. ‘ ' a

'15.4. [:C[0, 1] — C[0, 1] akslantirish quyidagi ,
) Sa() = [a(s)ds; b} f((0) = fsint - shals)ds;
' ¢ >, .
<) flz(t) = {.wz(S)ds v d) fz() ==z(t%), a20
tenglik bilan aniqlangan. Ularning qaysilari uzluksiz, qaysilari tekis uzluk-

siz bo‘ladi?

Yechish. a), b) va d) lar tekis uzluksiz, ¢) uzluksiz, lekin tekis vziuksiz
emas. Biz misolning a) gismini tekshirish bilan cheklanamiz. f akslantirishni

tekis uzlukswhkka tekshlramlz Barcha z, y € C[0, 1} lar uchun

p(f (x) f (y)) = max

U598

/ (a(s) - y(s)) ds

< Joax 1a:(s) y(s)|/ ds,

ya'ni p(f(z), f(y N < plz,y) tengsxzhk o‘rinli. Tekis uzluksizlik ta’rifidagi ¢

ni ¢ ga teng desak, u holda p(z, ¥} < § shartni qanoatlantiruvchi barcha
~x, ¢y € X larda p(f(z), [ (y}) < ¢ tengsizlik bajariladi. Demak, f akslan-

tirish tekié uzluksiz ekan. Tekis uzluksiz akslantirish uzluksiz bo‘ladi. o

1, agar z#y

0, agar z=y

15.5. R da pi(z.y) =z —y| va ;2 (z,9) =

metrikalar ekvivalent emas. Isbotlang.
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Isbot. Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni py va p» metrikalar ekvivalent
bo'lsin. U holda shunday C1 >0, Cy >0 sonlar l’lla.VJUd bo‘lib, barcha

T 7é Yy, 2.y € (—oo oo) lar uchun
Clpx(x,y) Sp(zy) SCmlzy) &= Cle-y|<1<Glz -yl

tengsizliklar bajarilishi kerak. Lekin |z — y| = desak, oxnrgl tengsizlik

2('
bajanlmaydl Demak, prva py. mLtnka.lar ekvivalent ¢ emas. '_: - o

15.6. Cla, b] to'plamda kiritilgan

- pe(my) = gggii(t) =yl pazy) = ‘/ [ l=(t) -y e,

P

pie) = J ) vl i) = f senlet) —yilae

a ) . @

metrikalarning ixtiyoriy ikkitasi ekvivalent emas. Isbotlang.

\

Isbot. Biz p; va py metrikalarni ekvivalent emasligini ko‘rsatamiz. Cla, b}
fazoda y(t) =0 va
1-n(t—a), agar t€la, a+ 1
Zq (L) = ( , ), ag { al
' | 0. agarte(at+t b
funksiyalar uchun Poe(Tn, y) = 1 < Cpy(z,, y) tengsizlikni qanoatlantiruvehi
C > 0 soni mavjud emas. Chunki- n — oo da '

a+é
n 1

1
| rpz(xm y) = /(vl —‘ﬂ(t» —a)ldt= - — oy = o

sonlar ketmaketligi nolga intiladi. Demak, g1 va p, metrikalar ekvivalent

cmas. O

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar
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15.7.

15.8.

15.9.

15.10.
15.11.
15.12.

15.13.

Ikki argumentli f : [0, 1]x [0, 1] — R funksiya har bir z da y bo'yicha
va har bir y da z bo‘yicha uzluksiz bo‘lsa, shunday (zo,y0) nuqta mavjud-
ki, bu nuqtada f funksiya ikkala argumenti bo‘yicha birgalikda uzluksiz

 bo'ladi. Isbot giling.

f funksiya (0, 1} intervalda cheksiz marta diiferensiallanuvchi bo‘lsin

Agar lxtlyony a; € (0 1) uchun shunday n = n(.'r) eN mav.;ud bo‘hb

fB(z) =0 bo' lsa f ning ko' phad ekanhglm lsbotlang

(X,p) va (Y,d) metrik fazolar bo'lsin. f: X = Y akslantirishning
uzlukswllgl quy1dag1 shartlarmng ha.r bmga teng kuchh eka.nhgml isbot-
lang '

a) ixtiyoriy G C Y ochiq to'plam uchun f~1{G) C X ham ochiq
to‘plam;

b) ixtiyoriy F' C Y yopiq to'plam uchun f~}(F) C X ham yopiq
to‘plam;

¢} ixtiyoriy {z,} C X yaqginlashuvchi ketma-ketlik uchun {f(z,)}} CY
ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi. '

Ixtiyoriy fundamental ketma-ketlikni yana fundamental ketma-ketlikka
akslantiruvchi funksiya uzluksiz bo‘lishi shartmi?

Agar X diskret metrik fazo bolsa, har qanday f: X — Y akslantirish
uzluksiz bo‘ladi. Isbotlang.

fi: X oY, (i=1,2) uzluksiz akslantirishlar bo‘lsin. U holda
M={zeX: fi(z) = fo(x)} to'plam yopiq ekanligini isbotlang.

fi: X =Y, (i=1,2) uzluksiz akslantirishlar va X da zich bo'lgan
biror M to‘plam berilgan bo‘lsin. Agar barcha z € M uchun fi(z) =
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f2(z) bo'lsa, f1 = fa, ya'ni akslantirishlar butun X fazoda teng. Isbot

qiling.

- 15.14. f+ X = Y uzluksiz akslantirish bo‘ksin. Quyidagi implika.tsiya.lard&n

»qaysi biri to‘g‘ri? Ixtiyoriy M C X to‘plam uchun:

‘a) I€M=>f(1,)€f(M)

b) I€M=>f(1)€f(M) 5

<) TeM = f(z)e (f(M))’

d) z € FrM = f(z) € Fr(f(M)) .

15 15

15.16.

15.17.

15.18.

15.19.

X aeparabel metrlk fazo va f: XY haq:qu funks,lya. bo' lsm M
orqa,h X fazodagl barcha shunday nuqtalarm beigllaynuzkl hm f (:c)
mavjud va }1_1{(1‘ f(x) # f(a) bo'lsin. M to‘plamning ko'pi bzlan sanoqh
ekanligini isbotlarzg. o

S ={z € C: |z| =1} aylanada p(z1,22) =:|2; — 22| metrika kiritilgan.
Ixtiyoriy f:S — R uzluksiz funksiya ﬁchun shunday zp € § mavjudki,
flz) = f(—=) tenglik o'rinli. Demak, aylanada aniglangan uzluksiz
funksiya gandaydir diametral qarama-qarshi nuqtalarda teng qiymatlarni

qabul giladi. [sbotiang

f: Cla, b = C[0, 1] akslantirish f(:v(t)) = :z:(a+(b a)t), O <t<1
tenglik bilan aniglangan. Bu akslantirish:

a) uzluksiz, b) izometriya bo‘ladimi?

fa(t)) = z(£) tenglik bilan a) f:C[-1, 1] - C[0, 1]; .
b) f:Ly(~1, 1] = L,[0, 1]; ¢) f:C|~1, 1] — Ly[0, 1] akslantirish-
lar aniqlangan. Ularning har birini uzluksizlikka tekshiring.
Ff(z(t)) = z*(t) tenglik bilan a) f:Clo, 1] = CJ0, 1];
b) f: Lpf0, 1] = Lyf0, 1]; ¢} f: L]0, 1] — Ls{0, 1];
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15.20.

15.21.

d) f:Laf0, 1] = L0, 1];. €) f: L1, 1] ~ Ly{0, 1] akslantirishlar

‘aniglangan. Ularni uzluksizlikka tekshiring.

f 2 Laf0, 1] — Lo[0, 1] akslantirish quyidagi
¢ 1

8) f(2(t) = [2(s)ds;  b) S(a(t) = [sin(e = )a(s)ds;
) @) = [eHsMsi &) [@®) = [2()ds, @20
tenglik bilan :niqiangén, Ularning qay_si;ar(; uzluksiz, qaysiliri tekis valuk-
siz bo‘ladi?

F o Lal0, 1] — Ly[0, 1] akslantirish ushbu |
2 F@(0) = u(®) -2, w e C, i b) f@W) = 2t?), a>0.

 tenglik bilan aniglangan. Ularni uzluksizlikka tekshiring,

15.22.

15.23.

15.24.

15.25.

15.26.

R da uzluksiz, lekin tekis uzluksiz bo‘lmagan funksiyaga misol keltiring.

X, Y~ metrik fazolar bo'lib, Y —to'la bo'lsin. Agar M C X hamma
yerda zich, f : M — Y. tekis uzluksiz akslantirish bo‘lsa, shunday F :
X — Y tekis vzluksiz akslantirish mavjudki, F = f. ya’ni ixtiyoriy
z € M uchun F(z) = f(z). Isbotlang.

Lipshits shartini qanoatlantiruvchi akslantirish tekis uzluksiz akslantirish

bo‘lishini isbotlang. . -

K(t,s) funksiya [a, 8] x [a,‘b]‘ kvadratda ikkala argumenti bo‘yicha :

uzluksiz bo'lsa, , ‘
Az(t) = / K{t, 8)z(s)ds

tenglik bilan aniglangan A : C[a,Z} — Cla, b} akslantirish Lipshits shar-

tini qanoatlantirishini isbotlang.

Oflchovlt K(t,s) funksiya uchun

b pb
[ [ |K(t,s)|%dtds < M
22
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15.27.

© 15.28.
15.29.

15.30.
15.31.

15.32.

15.33.
15.34.
15.35.

15.36.

tengsizlik o'rinli bo'lsa, A : Lyfa, b} — Lsla, b

b
:r.(t)=/ K(t, s)z(s)ds
4 .
akslantirish tekis uzluksiz bo‘lishini isbotlang.
f: X — Y tekis uzluksiz vag:Y > Z Lipshit;s shartini ganoat-

l.anmuvchl akslantmbhlax bo‘lsm Uholda gof: X — Z akslantlrlsh

tekis uzlukslz (Llpshltb shartml qanoatlantlruvchl) bo‘ladlnu?

[0, 1] kesmada tékis uzluksiz, ammo Lipshits shartini qanoatlantirmay-
dlgan funksnyaga mlsol keltlrmg ‘ '

{X 2 metnk fazo bo" ism E X x X —>R a.ks!antlrlsh

a) uzluksm; b} tekis uzlukmz bo'ladimi? ‘

(X, p) metrik fazo, A # 8, A C X biror to‘plam bo‘lsin. d: X —» R

funksiya d{z) = mf p(x,y) tenglik bilan aniglangan. Shu akslantirishn-
ing tekis uzluksxz eka.nhglm isbotlang.

R? da p(z,y) = /(z1 - ¥1)? + (22 ~ 42)? metrika, C kompleks son-
lar to‘plamida d(z;, 23) = |z1 — zz| metrika kiritilgan, Bu fmola.rnmg

izometrik ekanligini 1sbotlang

X vaY lar metrik fazolar bo'lsin. X xY va Y x X metrik fazolarning

izometrik ekanligini isbotlang.

¢ vaRxc fazolaxning izomgtrik ckanligirﬁ isbotlang.

Co, 1} va Cla, b metrik fazolar orasida izometriya o‘rnating.
1zometriya ekvivalentlik munosabatt bo'lishini isbotlang.

R metrik fazoning barcha izometriyalarini toping.
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15.37.
15.38.

15.39,

15.40.
15.41.

15.42.

15.48.

15.44.

15.45.

R? metrik fazoning (p{z,y) = /(21 — 11)? + {23 — p)?) barcha izo-

metriyalarini toping.

Metrik fazoni 0‘zini-o‘ziga akslantiruychivba'rcha izometriyalar gruppa
tashkil etishini isbotlang. '

Biror X to‘plamda p; va pp ekvivalent metrikalar bérilvgahibo‘lsin.' X
mfpi@idagi barcha metrikalar uchun Kiritilgan bu mimosabat hagiqatda

ham ekvivalentlik munosabati bolishini isb’otlang.

X chekli to‘plam bo‘lsa. unda kmtxlgan 1xt|yor1y 1kk1 metraka. ekvwalent
ekanligini 1sbotlang ‘ S ’

R™ da kiritilgan pl,‘ p2 = p Va py metrikalar ekvivalent ekanligini is-
botlang.

Ekvivalent metrikalarning birida yaginlashuvchi {fundamental) bo‘lgan
ketma-ketlik ikkinchisida ham yaginlashuvchi (fundamental} bo‘lishini is-
botlang.

Ekvivalent metnkalarmng bmda ochiq {yopiq) bo'lgan to‘plam lkkln(:hlSl-
da ham ochiq (yopiq} ekanhglm 1sbotlzmg

pr va py ekvivalent metrikalar bo‘lsin. Agar (X, p1) metrik fazo a)
to‘la; b) separabel; ¢) diskret bo‘lsa, (X, pe) metrik fazo ham shu xossaga

ega bo'ladi. Isbot qiling.

C" to‘plamda p(z, y) fnax |'r, ul, plzy) = 21 T —

f=1

mz,y) = 1/2 |z; — {2 metrikalarning ixtiyoriy ikkitasi ekvivalents
ekanligini isbotlang.
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15.50.

X to‘plam [a, b kesmada o‘lchovli va chegaralangan funksiyalardan

15.46.
ibomt. Shu to‘p!amda aniglangan o R
. 1/
pl(x, ( / () —y(t)l""dt) p(z,y) = ( / l=(t) - (t) !”’dt)
metrikalar 21 76' pn 1 21,p2 2 1) bo'lganda ekvivalent emashgini
“isbotlang. - . L o '
15.47. Gome‘omorﬁim ekvivalentlik munosabati ekanligini isbotlang.
1548. f: X =Y gomeomorﬁzm M c X to plam berllgan bo lsm Ushbu
o tasd;qlarm isbotlang: ‘ ' '
~ a) M ochig to* plam bo‘ls&, f(M) ham ochig;
b) M yopiq to'plam bo'lsa, f(M) ham yopiq;
¢) [(¥)=T(3). : '
15.49. Gomeomorf metrik fazolardan biri separabel bo‘lsa, ikkinchisi ham sepa-
rabel bo'lishini ko‘rsating.
R to'plamda pi(z,¥) = |z — y| va miz,y) = |arctgz — arctgy|

metnka,lar kmtﬁgan, (R, p)va (R, pp) metrik fazolar gomeomorf ekan~
ligini :sbotlang Zu=n ketma-ketlik (R p2)- metrik fazoda fundamen-

tal, (R, p1) fazoda esa fundamental emasligini isbotlang.

(R, p1) tola metrik fazo, (R, p2) esa to'la emas. Demak, gomeomorf

metrik fazolarning biri to‘la bo'lsa, ikkinchisi to‘la bo'lishi shart emas.

Xulosa. Metrik fazoning to‘laligi topologik xossa emas.

15.51.

(X,p) mctrik fazo ‘bo‘lsin. Agar p(z,y) = I_fw(% bo'lsa, (X, p)

va (X, p1) metrik fazolar gomeomorf ckanligiui isbotlang.
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15.52.

15.53.

R va R? metrik fazolar gomeomorf emas. Umuman n # m da R" va

R™, metrik fazolar gomeomorf emasligini isbotlang.
C® a, b] to‘plamda aniglangan
prle.y) = max |o(t) ~y(1)] + max [¢'(¢) - y’(t)i + max [2"(8) - " ()],

ooz y)v # max Ix(t y(t)f + Inax lx”(t) "{t)|

, ”met,nkaia.rnmg ekvwalent eka.nhgml xsbotla.ng

15.54.

» Lmetrlk qlsm fazosn (X p) metnk fazoga lzometnk (gomeomorf) bo’ lsa. o

15.55.

 15.56.

(X,p) va (Y,d) metrik fazolar bo‘lsin. Agar (Y,d) fazoning biror

(X.p) fazoni (Y d) fazoga. zzomctrzk ( gomeomorf ) goylashtmsh mumkm:‘:' ‘
deyiladi. Agar n < m bo‘lsa, R* metrik fazoni R™ fazoga izometrik
joyiashtirish mumkinligini isbotlang. Bu yerdé metrika sifatida

\lgle -l

p(l‘, y] =

Poo (Z,Y) = ma'x 1'5: vil, iz, y) = 2 lo; — sl
(k= n yoki k = m) ifodalardan biri olingarn.
S tabiiy metrika kiritilgan aylana bo‘lsin. U holda S x [0, 1] va S x S

metrik fazolarning har birini R® metrik fazoga gomeomorf joylashtirish

mumkinligini isbotlang.

Uchta nuqtadan iborat bo‘lgan ixtiyoriy metrik fazoni R? metrik fazoga
izometrik joylashtirish mumkinligini isbotlang. To‘rtta nugtadan iborat

bo‘lgan diskret metrik fazoni R? metrik fazoga izometrik joylashtirish

- mumkin emas, ammo R? metrik fazoga izometrik joylashtirish mumkin-

ligini isbotlang.
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15.57. To‘rtta nugtadan iborat shundé.y metrik fazo mavjudki, uni R" metrik
fazolarning birortasiga ham izometrik joylashtirish mumkin emasligini -

isbotlang.
- 15.58. L0, l]v‘metrik' fazoni L,[0, 1] metrik fazoga

a) gomeomorf, b) izometrik joylashtirish mumkinmi?
~16-§. Qisqartirib aks ettirish prinsipi

Agar f: (X, p) — (Y,d) akslantirish uchun éhunday 'L'>0 son mavjud
bo'lib, ixtiyoriy z,z, € X lar uchun d(f (z1}, f (22)) < Lp(z1,22) shart
 bajarilsa. u holda f akslantirish Lipshits shartini '&anoazzani;mdi deyiladi.
Agar f : X — X akslantirish Lipshits shartini qanoatlantirsa va Lipshits
o‘zgarmasi L < 1 bolsa, f akslantirish gisuvchi deyiladi. Agar A X — X
akslantirish uchun shunday z € X nugta mavjudvbo‘lilﬁ, Ar =z tenglik
bajarilsa x nuqta A akslantirishning go ‘zg‘almas"’nuqtasi deyiladi.
16.1-teorema { Qisuvchi akslantirishlar prinsipi). To'la metrik fazoda anig-
langan har qanday gisuvchi akslantirish yagona go ‘zg‘almas nugtaga ega.
16.1. © = -;-cos_ T — 2 tenglama yagona yephimg_a ega ekanligini visbotl'ang.v
Kalkulyator yordamida yechimni 0,001 aniqlik bilan toping. -
Yechish. Hagqiqiy sonlar to‘plarhi R— to‘'la metrik fazo,
[ RoR, f(z)= %cos x — 2 akslantirish esa

p(f (-’Evl) ,f(z2)) < ‘:I;P(fvt{;'tz)

shartni ganoatlantiradi, ya'ni - qisuvchi. Shuning uchun 16.1-tecremaga ko‘ra,
berilgan tenglama yagona yechimga ega. Uning yechimi tagriban
T = —2,194749. ' v 0
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16.2. C[—a, a] metrik fazo va f; : C[—a, a] — C[—a, a] (i = 1,2) ak-
slantirishlar fi(z(t)) = z(—t) va fo(z(t)) — —z(—t) tengliklar bilan

aniglangan. Shu akslantiriéhlarning qo‘ig‘alxnas nuqtalarini tbping.

Yechish. C{-;a, a| metrik fazoda juft funksiyalar vto‘p]a.mini C*tl—a, g
bilan, toq funksiyalar to‘plamini esa C~[-a, a] bilan belgilaylik. U holda
ixtiyorly zt € C*l-a, a] uchun fl(a:") = z¥ tengl:k 0 rmh Xuddl shun-
day kot rsatlsh mumkmk1 har bir 2 € C [—a a] da fg( ) =z tenghk"wi'
o'‘rinli. Demak, barcha juft funksiyalar f akslantmshnmg qo‘zg'almas nug-
talari, barcha toq funksiyalar esa f> ning qo‘zg‘almas nuqgtalari bo‘lar ekan.

16.3. R metrik fazoda shunda.y f : R — R akslantirishga misol keltii‘fingki,
barcha z, y € R, z # y lar uchun

o(f(z), f() < olz,y)

tengsizlik o‘rinli, ammo f(z) = z tenglama yechimga ega bo‘lmasin.

Yechish. Barcha z € R lar f(z) = Va2 + 1+
qiymatlar qabul giladi. Bu funksiya uchun barcha z, v € R, z # y larda

T funksiya musbat

p(f(z), () < plz, y) tengsizlik o'rinli, ammo f(z) =z tengla.ma, yechim-
ga ega emasligini ko‘rsatamiz. Funksiya qiymatlari musbat bo’ lga,nhgl uchun
z <0 larda f(z) = = tenglama yechimga ega emas. Shuning uchun z > 0

holni qaraymiz:

’ 1 T 1 '
) ~z=vVrl+1-x+ = + > 0.
f@) VEi+1l Val+l+z Vziid

Demak, barcha z € R larda f(z) > z o‘rinli. Endi

o(f(z), F(y)) < plz, y) <= |f(z) ~ f¥)| < |z — 9]
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tengsizlikni isbotlaytrliz. Funksiya hosilasi uchun
flz) = ’ .o L z (1- 1 )= z3
, \/ ) 1 (\/x2 +1P VaZi T 2+l (P41

tenghk ofrinli. Bu yerdan kellb chiqadiki, barcha z € R larda f’(z)

o‘rinli. Shuning uchun
fx) - f(y)l = [f'({)[fan -yl < ii u, = 79 v
tengsnzhkoﬁnl: R R 1j
- Uy va.zifaiari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

16.4. Agar f:R—> R va [f’(x)f <q< 1 bo'lsa, x = f(x) tenglama ya.gona :

yechlmga ega ekanhgml isbotlang, -
16.5. Agar f : [a, b} — [a, -b) uzluksiz funksiya bo'lsa, z = f(x) ténglama’-
ning yechimi mavjudligini isbotlang.
16.6. Agar 0 € a <1 bo'lsa, .
Tppl = (z —a), xz3=0
rekurrent usulda aniglanuvehi { z,} ketma-ketlikning /@ soniga yaqin-
lashishini isbotlang, ,
, 16.7. Diskret metrik fazoda qanday ak‘slantirishv qisuvchi bp‘iadi?
16.8. S = {z: |z} =1} aylana bo'lsin. f : S — S qisuvchi akslantirish
mavjudmi? '
16.9. X metrik fazo, f: X - X qlsuw,hl akslantirish bo‘lsin. U holda f
akslantirish uzluksiz va hatto tekis uzluksiz bo‘hshlm isbotlang.
16.10. X to‘la metrik fazo va f; : X — X (i = 1,2) akslantirishlar berilgan
bo‘lsin. Agar f, qgisuvchi bo'lsa, hamda f) o fo = fao f; tenglik o‘rinli -
bb‘lsa, fg akslantirishning qo‘zg‘almas nugtasi mavjudligini isbotlang.

228



16.11.

16.12.

16.13.

16.14.

R? metrik fazoda yagona qo‘zg‘almas nuqtaga ega bo‘lgan izometriya

shu nuqta atrofida burishdan iborat ekanligini isbotlang.

X tola metrik fazo, f : X — X biror akslantirish bo‘lsin. f akslan-

tirishning iteratsiyalari {darajalari) ushbu

f=fof, frepiof

'tenghk[ar bilan a.mqla.na.ch Agar blror n uchun f" qnsuvchl bo!ba,, f :

X — X akslantirish ya.gona qo' zg almas nuqtaga ega bo‘ladi. Isbot gil-

ing.

K (t ) funksiya. (a, b] [a b] kvadratda, uzluksiz bo'lsin. U holda Vey-
ershtrass teoremasiga ko ra K ¢, s) funkbxya chegara.la.ngan ya’ ni barcha
ts€ [a b} lar uchun ‘

|K(t,5)| < M

tengsizlik o‘rinti. Ushbu
b -
(Az)(t) = / K(t, 5)2(s)ds

akslantirish Cla, b} metrik fazoni o‘zini-o‘ziga akslantirishi va barcha

z, y € Cla, b} funksiyalar uchun
 plAz, Ay) < M(b—a)p(z,y)
tengmzhkmng bajarilishini isbotlang.

K(t, s) olchovli funksiya uchun

/ﬂ fa K, 5)Pdtds < M

tengsizlik o‘rinli bo'lsin. U holda Lyle, b fazoda aniqlangan

b
2(t) = A / K(t,5)a(s)ds +y(t), ¥ € Lafa, b
¢
integral tenglama A parametraing yetarlicha kichik (moduli bo'yicha)
qiymatlarida yagona yechimga ega ekanligini isbotlang,
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16.15.

K (t,s) funksiya a < s <t < b uchburchakda (sohéni chizib ko‘rsating)
uzluksiz bo'lsin. U holda
(Az)(t) = ] K(t, s)a(s)ds

tenglik bilan amqlangan A: Cla, b] — Cla, b aksla,ntmsh uchun shun-
day n- natural son maVJudkl, A" : Cla, b] — Cla, b] akslantirish qisu-

v » v(,hl bo ladl Isbotlang

16.186.

K (t s} funksnya a<s<t< b uchburchakda, (t} funksnya esa {a, b] |

- kesmada uzluksiz bo'lsa,

16.17.

16.18.

16.19.

sc(t) =2A / K(t s)x(s)ds+ y(t)
mtegra.l tenglama, lxtlyorly AER uchun yagona uzluksnz yechlmga ega k
Isbotlang. '

(Az)(t) = j a:z(s)ds tenglik bilan amqlangau A: Clo, a] — C[0, g

akstantirish hech bir @ > 0 uchun gisuvchi emas. Isbot qiling.
a > 0 songing qanday giymatlarida
z(t) =1+ /t z*(s)ds
mt,egral tenglama Cl0, fazoda yechimga ega‘?
]R" fazoda

sl = {:cm(xl,xg, Zz‘.—l 1‘5‘20}

qism to'plam sémpleks deyiladl Agar P = (Pu) i,7 = I,n matritsa el-

-ementlari p;; > 0 va '}: pij=1, 3=12,...,n sha,rl;larm qanoatlantir-

sa, P stozastik matntsa deyiladi. z +— Pz akslantmsh 8™ simpleksni
o‘zini-o‘ziga akslantirishini ko‘rsating. S*~! to‘plamda

plzy) = ZIJJ; wlh, z,yes
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16.20.

16.21.

16.22.

16.23.

16.24.

metrika kiritilgan bo‘lsin. Agar P matritsaning biror satri musbat el-
ementlardan iborat bo‘lsa (py > 0,pp > 0,...,pin > 0), Pr = =

tenglarha. 8" simpleksda yagona yechimga ega bo'lishini isbotla.hg.
K(t,s) funksiya [0, 1] x [0, 1] kvadratda uzluksiz bo‘lsin.

f fK(t o)|ds = M

(l<t<1

bclgllash kmtayhk Agar 4M !)\f <1 bcngswllk b«nanlaa,

z(t) =1+ /\[ K(t,s)z(s)ds
integral téngfama‘ clo, 1} fazoda yagona yechimga ega ekanligini isbot-
lang. - ‘
Kalkulyatordan fbyd_alanib,

a) 5z —3sinz =7, b) 3z +e =10, ¢) r =InVYi+zZ-3
tenglamalar yechimini 0,01 aniglikda toping.

f biror uzluksiz funksiya bo‘lsa,
1.
5{t) - 5 in 2(6) 4 /(1) =0
tenglikni qanoatlantiruvchi z € C{0, 1] funksiya mavjud. Isbotlang.

Ushbu
z(t) = e 4 sint

tenglamaning C|0, 1] fazoga tegishli yechimi mavjud. Isbotlang.

X to'la metrik fazo, A: X — X, p(Az, Ay) < gp(z,y), 0 < ¢ < 1

qisuvchi akslantirish bo‘lsin. Ixtiyoriy zo € X uchun Az =z tenglama-

__(_xo’_o)] sharga tegishli. Isbotlang,

ning yechini Blzg, -
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16.25.

X to‘la metrik fazo, Bzg,7] C X yopiq shar va f : Blze,r] = X
biror akslantirish bo‘lsin. Agar f akslantirish Blxg,7] sharni gisqartirib -

akslantirsa, ya'ni -

'pmw,m»eq;p@, V. 0<g<l, 2y¢ Blanr]

~ shartni qa.noa.tlantnsa. va p(f(x),20) < (1 —q) - tengsizlik bajarilsa,

f (x) =z tenglama B{Io, r] shatda yagona yechlmga. ega. Isbotla.ng

16.26.

16.27.

16.28.

X to'la metnk fazo, f: X — X vuzluksm‘ a.ksla,ntmsh

@, I@) 2 plny), a>1, syeX
shartni qanoatlantlrsm Uholda f(z) =z tenglama yechunga ega bolishi

shartmn‘?

R" fazoda metrika

p(z,y) = loi —ul | g
-1 i

tenglik bilan aniglangan. 4 = (a;;), i,j=T,n ‘matritsa elementlari

15]<n Zla,ﬂ <1

shartni ganoatlantirsa, A : R®* — R" akslantirish qisuvchi bo'ladi. Isbot-

lang.

A = (a;;) cheksiz matritsa bo'lsin. z = (z1,Zs, ..., %y, . ..) uchun

o0 o o0
Az = Zalixhzazixwuaz s - - -

fe=] =1 §=1

belgilash kiritaylik. Quyidagi tasdiglarni isbotlang:
a) agar sup 2 lai;| < 1 bo'lsa, A: & — £ - qisuvchi:

1<j<o0 i=}

b) agar sup 2 la;j| <1 bo‘lsa, A:m — m - gisuvchi:

1<i<oo  j=

c) dgar Z Z |a,,~jf2 < 1 bo'lsa, A: £y~ & - qisuvchi.

j=li=l1
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16.29.

16.30.

16.31.

16.32.

Akslantirish 4 : C[0, 1] — C[0, 1], Az{t) = Az(t®), a > 0 tenglik
bilan berilgan. Parametr XA ning ganday giymatlarida bu akslantirish
qisuvchi bo'ladi? R

f va g uzluksiz funksiyaiar bo‘iib, 1£(0)] <1, [f(1}] <1 shart bajar-
ilsa, |

| () = 1(0) 3(t7) + o(t) -
tenglama a>0, a 76 1 bo‘lganda C[O 1} fazoda yagona yechlmga
ega ekanligini isbotlang.

A: L0, 1] — Lof0, 1], (Az)(t) = A-z(t*), 0<ea <1 akslantirish
A parametrning qanday qiymatlarida qisuvchi bo‘ladi? o
K{t,s) uzluksizva @ < 1 bo'lsin. Paramelr ) ning Qanday giymatlarida
A:C[0, 1] - C[o, 1]

K(t, s)

(AZ)(t) = A - / z(s)ds
akstadtirish gisuvchi bo‘ladi?

17-§. Metrik fazolarda kompakt to’plamlar

Agar K C X to‘plamning istalgan ochiq qoplamasidan E;hekli qism qoplzi-'

ma ajratish mumkin bo‘lsa, u holda K kompakt to‘plam deyiladi. Agar X .

fazoning istalgan ochig qoplamasidan chekli qism qoplama ajratish mumkin

bo‘lsa, u holda X kompakt meirik fazo deyiladi. Kompakt to'plamni quyida-

gicha ham ta’riflash mumkin. Agar K . to‘plamdan olingan ixtiyovriyv {zu}

ketma-ketlikdan K da yaginlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish murnkin

bo‘lsa, K ga kompaké to‘plam deyiladi. Agar M to'plamnning yopig'i |M]

kompakt to‘plam bo‘lsa, M nisbiy kompakt to‘plam deyiladi. Agar ixtiyoriy

z € M uchun shunday ¢ € A mavjud bo'lib, p{z,a) < & tengsizlik bajarilsa,
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A to‘plam M to‘plam uchun ¢ to'r deyiladi. Agar ixtiyoriy £ > 0 son
- uchun M to plamnmg chekli ¢ ton mavjud bo‘lsa, M tols Lhegamlangan
o ‘plam deydadn ,
. Har qanday to‘la chegaralangan to‘plam chegaralangan bo‘ladi, lekin teskari-
| si o‘rinli émas. Metrik fazolarda to‘plamning nisbiy kompakt bolishligi hagida |
quyidagi tasdiq o‘rinli. v .
~17.1-teorema. (X, p) tole metrik fazodagi M to‘plam nisbiy kompakt
bo lishi vuchun', w'zingb to‘la chegaralangan bo ‘lisha'b'vzarur va yetaﬂi. |
Cla, b} fazoda F' funksiyalar oilasi berilgan bo‘lsin. Agar shunday C >0
-mav.]ud bo'lib, xxtlyony ¢ € F va barcha z € [a, b] lar uchun |¢(z)} < C
- tengsizlik bajarllsa, u holda F funk31yalar oilasi tekis cheyaralangan deyxiadl
Agar ixtiyoriy € > 0 son nclmH shunday § > 0 son mavjud bo'lib, ) — 22| <
K] fen'gsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy mi, To € [d. b] hamda barch# pEF
ia.r uchun | ¢ (z1) — ¢ (z2) | < £ tengsizlik bajarilsa, F funksiyalar oilasi tekis
darajada uzluksiz deyiladi. '
17.2-teorema (Arsela teoremasi). M C Ca,b] to‘plam nisbiy kompakt
bo‘lishi uchun uning tekis chegarclangan va tekis darajada uzluksiz bo‘lishi
zarur va yetarli.
Endi biz R* yoki C* fazoda, td‘plamning kompaktlik va nisbiy kompaktlik .
kriteriysint beramiz. ‘ ' | ' |
17.3-teorema. R*( C" ) metrik fazodagi K to‘plam kompakt bo lishi uchun,
uning chegaralangan va yopig bo'lishi zarur va yetarki.
17.1-natija. R*(C") metrik fazodagi K to‘plam nisbiy kompakt bo lishi

uchun, uning chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli.

17.1. X metrik fazoda A va B nisbiy kompakt to‘plamlar bo'lsa, AUB, AN
B to‘plamlar ham nisbiy kompakt bo‘lishini isbotlang,

Isbot. A va B nisbiy kompakt to‘plamlar bo'lgani uchun, 17.1-teorema-
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ga ko‘pa, ular to‘la chegaralangan bo‘ladi. Demak, A va B to‘plamlar uchun
A; va B; chekli £ to‘rlar mavjud. U holda AU B f.o‘p'lam uchun A; U B,
to‘plam chekli € to‘r bo'ladi. Bundan AUB to"p-iarxm‘jng,to‘vla,chegara;la.ngan
“ekanligi, 17.1-teoremadan esa A U B ning nisbiy kompakt to‘plam ckanligi
kelib chigadi. 17.3-misol tasdig'i lga ko‘ra kesnshma AN B CA msbty kompakt
bo plam bo'ladi. ‘ S : - ‘ r

17.2: Cla, b| fazoda

F={y(s :/bK(s,t z(t) dt, SL’EB[O, 1]} (17.1)

funk51ya.lar 01la.suu msbly kompakthkka. tekshlrmg Bu yerda Blo, 1]: o
to‘plam - Cla, b} fa.zodagl ‘markazi nol (.L(t) 0) nuqtada radiusi 1

ga teng bo'lgan yopiq shar. K(s,t) - [a,b] x [a, ¥ kva,dratda aniglangan

uzluksiz funksiya.

Yechish. Arsela teoremasiga ko‘ra F' funksiyalar dilasining tekis chegara-
langan va tekis darajada uzluksiz ekanligini ko‘rsatish yétarli. K(s,t) funksiya
- la,b] x [a,b] kvadratda uzluksiz bolganligi uchun u chegaralangan, ya’'ni
shunday € > 0 son mavjudki, barcha s, t € {a,b] lar uchun |K(s,t)| < C
tengsmhko rinli. € B[O, 1] shartdan max lz(t)| <1 ekanllgl kelib chiga-

di. Endl F funksnyalax oﬂasmmg tekis (‘hegaralangan eka.nhglm ko' rsata,mlz

ly(s)] = [ K (s,8) z(t) dt

Bu tengsizlik F funksnyala.r 011asmmg tekis chegaralangan ekanligini isbotlay-

|K(s,t)|,-|z(t)| dt<C-1-(b—a).

dl Endl F funkSIyala,r odasmmg tekls darajada uzluksiz ekanligini ko rsatamiz:

ly (1) — t) z(ty dt — [° K (s5.8) z(t) dt|_
<fr IK(Sl,t)—K(SzaH'lz(t)ldtSE'l'(b“a)-

So‘nggi munosabat |s) — sof < & tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha sy, s, €

[a.b] va hamma z € BI0, 1} lar uchun o‘rinli. Demak, F' funksiyalar oilasi
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tekis darajada uzluksiz ekan. Shunday qilib, Arsela teoremasiga ko'ra (17.1)
tenglik bilan aniglangan F funksiyalar oilasi nisbiy kompakt to‘plam bo‘ladi.
a. '

17.3. C[0, 1] fazoda
2at . '
M :{ talt) = T @€ 0, °°’} -

’ ’fuﬁkgiyavlavr Oil'asivn;ivnisbiy kbnmpaktlikka tekshiring.

Yechish. Arsela teoremasiga ko'ra, (17.2) tenglik bilan aniglangan @
funkstyalar oilasining tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz ekanligini
tekshirishimiz kerak. (1 — at)® =1-2at+a?? > 0 tengsizlikdan |z, ()| <
. 1 ekanligi kelib chigadi. Demak, o fux;ksiyalaf oilasi tekis chegaralangan ckan,

Tékis da.rajada uzluksiz emas degan tushunchéni ta’tiﬂé,ymiz. Agar bll‘Ql
son va ixtiyoriy d > 0 uchun shunday z, € ® va shunday ¢,, ty€ [0, 1] lar

mavjud bo'lib, |#; — f2] < § tengsizlik bajarilganda'
{20 (t1) —za(ta)| 2 €

tengsizlik bajarilsa, ® funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz emas deyiladi.
. . . 1 .
Endi £ = 1/2 va > 0 - ixtiyoriy son bo‘lsin. Agar « > —;— va t; = o =0
T N ,
bo‘lsa, u holda |t — &3] = > < & bo‘ladi, ammo
20 .1_
124 (81) — za{ta) | = —-———a—r-= 1>¢
1+a2: —

o
tengsizlik o‘rinli. Demak, ® funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz emas
ekan. Shunday qilib, (17.2) tenglik bilan aniglangan ® funksiyalar oilasi nisbiy

kompakt to‘plam emas ekan. 0

17.4. X metrik fazoda sanogqli va kompakt bo‘igan to‘plamga misol keltiring.
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~ Yechish. X = (—o0, oo} va M ={0, 2,271, ..., 27 ...} bo'lsin.

M to‘plam sanoqli va yé;gona limitik nuqtasi 0 ni saqlaydi. Demak, M yopiq

to‘plam. M to‘plam quyidan 0, yugoridan 2 bilan chegaralangan; 'ya’ni chegar-

alangan to‘plam. 17.&te0refnaga ko‘ra, M kompakt to‘plam bo‘ladi. N

17.5.

Uy vaznt‘ala.n va mavzum o‘zlashtirish uchun ma.salala.r

X metnk fa.zo A undagt kompakt to plam bo! lsm U hoIda |x!:1yor1y

. B (B C A) to* plamnmg nisbiy kompakt botlishini 1sbotla.ng

17.6.
17.7.
17.8.

17.9.
17.10.

17.11.

17.12.

17.13.

17.14.

X metrik fazo A undagi kompakt to‘plam bo‘lsin. Shunday B(B C A)

to plamga misol keltlrmgkl u kompa,kt to pIam bo lmasm

X metrlk fam A uudagl msbly kompa.kt to‘plam bo* lsm U holda, i
tlyony B(B C A) to'plamning nisbiy kompakt bo‘lishini isbotlang.

X metrik fazoda Ava B kompakt to‘plamlar bo‘lsa, AUB, AN B
to‘plamlar ham kompakt bo‘lishini isbotlang.

Kompakt metrik fazo to‘la ekanligini isbotlang,
Kompakt metrik fazo separabel. [sbot giling.

Kompaktning uzluksiz' akslantirishdagi tasviri yana kompakt bo‘lishini

isbotlang.

X kompakt metrik fazo, {Fataer esa undagi yopiq to‘p‘lamlaf bo‘lsin.
Agar F, to‘plamlarning ixtiyoriy cheklitasi bo‘sh bo‘lmagan kesishmaga

ega bolsa, u holda {\ F. kesishma ham bo‘sh emas. Isbotlang.
acf

Kompakt metrik fazolarning dekart ko‘paytmasi yana kompakt bo‘lishini
isbotlang.

X, Y metrik fazolar, ¥ kompakt va f : X — Y uzluksiz va inyektiv
akslantirish bo‘lsin. U holda X va (X} gomeomorf ekanligini isbotlang.
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17.15. X kompakt metrik fazo va f: X — X akslantirish uchun

p(f(2), FW) 2 p(z,y), VxyeX

| tengsizlik bajarilsa, f izometriya bo‘lisﬁini isbotlang.

v17.16. X kompakf met;ﬁk fazo va, f : X — X akslantirish :
p(f(x) f(v)) <p('r- u) Tty

shart;m qanoatlantxrsm U holda f (x) =z tenglama ya.gona. yechlmga.

ega bo' lu-,hlm isbotlang. -

17.17. X kompakt metnk fazo a f:X =X 1zgmetnya bo Isin. .U holda
fiX)y=X eka.nhgm1 1sbotlang

17.18. R metrik fazodaa) Z, b)b Mn_ = {g t ke Z} to'plag R Eknn ganday "

to‘rni tashkil etadi?

17.19. Z? to‘plam R? da qanday to‘rni tashkil etadi?,

17.20. Tekislikdagi A = {1 <z <5, 0<y <4} to‘plam uchun chekli ¢ =
V2 to'r quring. Chekli ¢ = V2 to'rlar, ichidan eng kam elementlisining

elementlan sonini topmg

17.2%: [: X — Y tekis uzluksnz M C X to‘plam to" la. chegara.la.ngan bo‘lsa,
F{M) to‘plam ham to'la chegaralangan. Isbot giling. Agar tekis uzluksi-
zlik shartini faqat uzluksizlik sharti bilan almashtirilsa, xulosa noto‘g'ri
bo‘ladi. Misol keltiring.

17.22. X metrik fazo. Agar ixtiyoriy uzluksiz f : X — R funksiya chegaralan-

gan bo'lsa, X kompakt metrik fazo bo‘lishini isbotlang.

Demak, X metrik fazoda uzluksiz, ammo chegaralanmagan funksiya mavjud

bo‘lsa, X kompakt metrik fazo emas.
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17.23.

17.24.

17.25.

Agar M—kompakt to‘plamn, F—yopiq to'plam va- M N F =@ bo'lsa,

" quyidagi tengsizlikni isbotlang

M) = pt o) >0

Shunda.y M va F yopiq to plamia.rga. misol kelt,mngkl MNF =90 va
d(M, F)— ’ mf p(a:,y) 0 bo'lsin.

Ushbu ~
a) {t*}, a >0 b) ,{sinat}. ack;.
c) {

,a>0; d) , a>0; e} {m"t}, a>0

a+t? 1+

- funksiyalar oilalarining. qaysllan [0, 1) kesmada tekis darajada uzluksiz? -

* Qaysitari tekis chegaralangan?

17.26.

17.27.

17.28.

17.29.

K kompakt, C(K) shu kompaktda uzluksiz bo‘lgan barcha hagiqgiy
{kompleks) qiymatli funksiyalar to‘plami bo'lsin. Agar

pla,y) = max|z(t) — y(t)|
deb olsak, C(K) to‘la va separabel metrik fazo ckanligini isbotlang.

X metrik fazo va K C X kompakt to‘plam bo'lsin. Ixtiyoriy r€ X
uchun shunday y € K ma.vmdkx
p(:z: y) = ml[; plx, 2)
ya’ni  uchun' K da unga cng yaqin element mavjud. Isbotlang.
X metrik fazoda K to‘plam berilgan. Agar ixtiyorly € > 0 uchun K

to‘plamning kompa.kt to‘ri mavjud bo‘lsa, K kompakt bo‘lishini is-
botlang.

Arsela teoremasidan foydalanib, C(a, b] metrik fazoda K to‘plamning
nisbiy kompakt bo‘lishining zarur va yetarli shartini toping.
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17.30.

| 17.31.

C10, 1] metrik fazoda ushbu
M ={zeClo, 1}: |z(t)| <1};

My={zeCh, : |zl <1, lF® <2}
My={zeClo, 1]: 2l <1, 20 <2, |20 <3);

My={zeClo, 1]: [2BI<1, lOI<2;

Ms = {zeC[o 1]: 1z’(t)|<1 lz"(8)] < 2},

to'plamlardan gaysilari msbly kompakt to‘plam bo* ladﬂ

K =10, 1] x [0, 1] kvadratda uzluksiz differensiallanuvchi va

LA l"’f

<1
3t1 ot

; f(0,0)=1

’ shartialm qanoa.tla.ntlmvchl f (t1, tg) funkalyalardan 1b0ra.t t.o plam (‘(K )

17.32.

17.33.

metrik fazoda kompakt ekanligini isbotlang.

{a.} sonlar qanday bo'lganda M = {2 € £y : |z,| < a,} "parallelepi-
ped” £, metrik fazoda kompakt bo‘ladi? '

K C X kompakt, f, lar shu kompaktda aniglangan, hagiqly qiymatli
uzluksiz funksiyalar. Agar ixtiyoriy £ € K uchun {f.(z)} monoton
kamaymovchi

A@) < frl@) < < fulz) <o

-;bo‘lsa, hamda }5& falz) = f(2) uzluksiz funksiya bo'lsa, {fn} funk-

sional ketma-ketlik f funksiyaga tekis yaqinlashadi, ya'ni C(K) metrik
fazoda p(fa, f) — 0. Isbot qiling.

" III bobni takrorlash uchun test savollari

. R fazo metrikasini ko‘rsating.

A) plz,y)=lz—yl = B) plz,y) = ||~ |y]
C) plz,yy=lz—y* D) plz,y) =zl +yl
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. R" fazo metrikasini ko‘rsating.

A) pzy) =[S @ -w)  B) p(x,y)=>":izwykt,
O) ple,y) = max o —wl D) plz,y) = 3 (o)’

. R} fazo metrikasini ko'rsating.

A) p(x,y)=,'/2(zk—yk) B) oz - iizk—yka'

0) plz,y) = [max |1‘£ wl p(”? y) Z (Tk
. RZ fazo metrikasini ko‘rsating.

M@= @w)? B ) E’lm_em;

C) plz, y) = max |z — wl D)oz, y) =3 (zx—w)’
- SKREN . . k=1

. Cla, b] fazo metrikasini ko'rsating.

A) plz,9) = \/j le(t) ~y(®)*dt B) plz,y) = f =(t) - y(®)] dt

Q) plzy) = maxz(t) ~y(©)] D) plzy) =f () - y()[* at
. Cila, b] fazo metrikasini ko'rsating.

A) p(z.y) \/fl’«(t y(t)dt B) plz,y) = f!x(t) ~y(t)|dt

O) ple.y) = max ()~ y(®] D) plz3) = f o) - (0}

. /f'g[a, b} fazo metrikasini ko‘rsating.

A p(z,y) = fblx(t) — y(t)| dt B) p(z,y) = flx(t) y(t)ldt |
C) plz,y) = max|a(t) - y(t) D) p(z,y) f z(t) — y(t)[* dt

. &5, p > 1 fazo metrikasini ko'rsating. »
< .
A) p(z,y)= sup lme—wl  B) p(zy) = 3 ¥ |z — il
) 1<k<oo k=1
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C) olz,y) = {’glmk ~ yel? | D) plz,y) = kzl e — yl”

. ¢ fazo metrikasini ko‘rsating.

. . o v}
A) plz,y) = sup |z —wl B p(z, y) =3 ¢ lzx — wl
~ 1<kgoo P}

0. [

=1 =1

- ©) plzy) %\/'2 lee —wl* D) pla,y) = 3 (s —w)” |

10.

11.

12,

13.

14,

15.

Ratsiona.l‘sonla,r vto‘pla‘mi“Qv“i"g barcha limitik nugqtalarini 'tobing. ‘ .
AR BQ C¢C#¢ DRQ

Ratsional sonlar to‘plami @ ning ‘barcha urinish nuqtalarini toping.

A AR B Q (8 DRQ

Ratsional sonlar to* plami Q ning barcha yakkalanga.n nuqtalarini toping.

AR B Q@ O¢ DRWQ

Butun sonlar tb‘plami Z ning barcha limitik nugtalari to‘plamini toping.

A AR BQ (¢ D2z

Butun sonlar to‘plami Z ning barcha urinish nugtalari to‘plamini toping.

AAR B Q O¢ DZ

Butun sonlar to‘plami Z ning ba,rch& yakkalangan nugtalari to‘plamini

- toping.

16.

17.

18.

AR BQ 08 D)z

R dagi ochiq to‘plamni toping.
A)(0,2) B)(0,2] C)[0,2) D) Io,2]

R dagi yopiq to‘plamni toping. ‘

A)(0,1) B)[6,1) C)(0,2] D)[0,4
R dagi chegaralangan te‘plamni toping.

AY[0,1]  B)(-o0,0) CQ D) (0,00
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19.

20.

21.

22,

23.

(X, p) metrik fazoda chegaralangan to‘plam ta’rifini keltiring.
A) F C X to‘plam X dagi birorta sharda saglansa;

B) FcX- - yopiq to‘plam bo‘lsa;

C) F C X - ochiq to‘plam bo'lsa;

D) F € X - chekli yoki sanoqli dona elementdan iborat bo’ lsa

Quyldagllar ichidan metraka shartlarini ajratmg
Udzw~0®x~% 2) plz, y) = pww)WyeX

3) oAz, y) = Aoly, 2}, 4) pla,y) < plz, 2) + pl2,y), VT,9,2 € X.
A)1,2,3 B)L24 C)1,3,4 D)1,234

Quyidagilarning qa_ysilari (X, p) metrik fazodagi yopiq. to‘plam tarifi’
bo'ladi?

Y Agar F to'plam barcha limitik nuqtalarlm o‘zida saqlasa,

2. Agar F ning barcha nugtalari ichki nugta bo‘lsa;

3. Agar F =[F] bo'lsa,

4. Agar F ning to'ldiruvchisi ochiq to‘plam bo‘lsa.
A)1,2,3 B)1,3,4 C)2,3,4 D)1,2,3,4

Quyidagilarning qaysilari (X, p) metrik fazodagi ochiq to‘plam ta'rifi
bo‘ladi?

1. Agar F to‘plam barcha limitik nuqtalarini o‘zida saqlasa;

2. Agar F rﬁng barcha nuqtalari ichki nuqgta bo‘léa; |

3. Agar F = [F] bo'lsa;

4. Agar F ning to‘ldiruvchisi yopiq to‘plam bo'lsa.

A)1,2,3 B)1.3.4 C)2,34 D)2,4

R metrik fazoning hamma yerida zich to‘plamni toping.

A) Q - ratsional sonlar to‘plami B} tub sonlar to‘plami

C) Z - butun sonlar to'plami D) N - natural sonlar ﬁo‘pla.mi
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24.

- 25.

R metrik fazoning hamma yerida zich to‘plamni toping.
A) murakkab sonlar to‘plami - B) R\Q - irratsional sonlar to‘plami

C) Z butun sonlar to'plami D) N - natural sonlar to‘plami

R metrivkv fa.zoning hech yerida zich bo‘lnla.gén to‘p{afnni- toping.
A) Q - ratsional sonlar to'plami B) Z - butun sonlar to‘plami
C) YR\Q - ,ir,rvatsionalv sonlar to‘piami D) [0 oc

. Quyldagx ta,sdlqlardan to‘g'rilarini ajrating.

1} Ochiq to* plammng to‘ldiruvchisi yopiq to'plamdir.

© 2) Ochiq to* plammng to‘ldlruvchlsl ochiq to* plamdlr

27.

28.

29.

3) Sanoqh sondagi ochxq to ‘plamlarning birlashmasi ochlq to* plamdlr

4) Sanogli sondagi ochiq to‘plamlarning kesishmasi ochiq to‘plamdir.

A)1,2,4 B)L,23 C1,4 D)1,3

Quyidagi. tasdlqlardan to‘g‘rilarini ajra,tmg »

1) Yopiq to‘plamning to ldu‘uvchlsl ochiq to‘plamdir.

2) Yopiq to‘plamning to ldn‘uvchlsn yopiq to'plamdir.

3) Sanoqli sondagi yopiq to‘plamlarning birlashmasi yopiq to‘plamdir.
4} Sanoqli sondagi yopiq to‘plamlarning kesishmasi yopiq to‘plamdir.

AL24 B)L23 CL4 D)L3

Quyida keltirilganlardan gaysilari to'la metrik fazo bo‘ladi?
DR 2)R*  3)Cla,b] 4) & 5) Ca, b

A)1,2,3,4 B)1,2,45 C)1,2,3,5 D)2,34,5

Ci[—1, 1] fazoda quyidagi ketma-ketliklardan qaysilari nolga yaginlasha-
di? 1) falz) = 2", 2) fulx) = 1—2",

3) fulz) = Ging)",  4) fu(z) = (cosz)"

A)1,3,4 B)1,2 C)24 D)1,23"
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30. 5[0, 1] fazoda z,(t) = " + t"*! ketma-ketlikning limitini toping.
A) z(t)=0 = B)z(t) =2t Cya{t)=1 D) z(t) =2

31. R" fazoda Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini ko‘rsating.

n

A) kzmk-bklsZa%-Ebi
=1

B) 3 loe-bal < (31:1 |:1) (& ubkr'),: a1, %+1 -1
C) (gfak-l-bklp)éﬁ(éi@;l’; %_+ (}"_,v]bk}”) ,>p>l |
D) g:lak bLJS z":af ibz | ' ‘

32. R* fazoda Minkovskiy tengsizligini ko‘rsating,

| n
A) |3 ar - b <Zak Z
k=1 = ’ l
7 » n P
B) (Z lax + bk|p) < (E lflklp) 1 (Z !bklp) , p>1
k=1 k=1 -
ki3 T "
C) |Xar-bi| <X af-X b
-1 k=1 k=1

D) $fos-tul < (3 m;")’l' (£ ;bksq)i, o> ;{+§= ;

33. R" fazoda Gyolder tengsizligini ko'rsating.

n 2 n P "
A) (S an-be| <> al-> b
k=1 k=1 k=1
n n
B) } <Pan
k=1 k=1 k=1

! n e C 11
0) St < (Shaat) - (S 0t) s o>t 2l
k=1 k=1 - P q

D) (2|ak+bk|")"s (z: |ak|") +(z |bklf')- L p21
k=1 k=1 k=1

34. Yopiq birlik shar qaysi fazoda kompakt to‘plam bo‘ladi?
A)R"da B) Cla,bJda C)é da D) mda

f
-
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35.

36.
A) To‘plamning chegaralangan va ochiq bo‘lishi -

R" fazoda kompaktlik kriteriysini keltiring,

A) To'plamning chegaralangan va ochiq bolishi

B) To‘plamning che’garala,nga.»nvva. yopiq bo'lishi »

C) To'plamning chegaralangan va sanogli bo'lishi

D) To‘plamning éhegaralangan bo'lishi

R* fazoda nisbiy kompaktlik kriteriyﬁsini ;l'celt»iring, »

B) To‘plamning chegaralangan va yopiq bo‘lishi

- D} To'plamning chegaralangan bo'lishi

37.

38.

39.

40.

To‘la metrik fazoni ko‘rsating. ’

A) Cla, b]

B) C] [a, b]

0 Gila b

~C) To'plamning chegaralangan va sanoqli bo‘lishi

D) Cyfa, b

Separabel metrik fazolar keltirilgan javobni toping.

A) R, Cla, b, €, m
C) RY, Cla, b, 2, m

Separabel bo‘lmagan metrik fazoni ko‘rsating.
A) R"

A) R* da

B)Cla,b) Cm D)6

B) L,[0, 1] da

C) £ da
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B) ?1 C[a: b]v 62)\(0
D) C*, R;, Cyla, b], m

‘Birlik shar qaysi fazoda nisbiy kompakt to‘plam bo‘ladi?

D)mda;



II1 bob uchun javoblar va ko‘rsatmalar
11-§. Metrik fazolar

1. Agar = = (1, 1), y = (2, 2) deb olsak, u holda ps(z,y) = {1 — 1]+
|2 —2| = 0 tenglik o'rinli, ammo z # y. Demak, P2 akslantirish uchun
metrikaning 1-aksiomasi ba jarilmaydi.

Xuddi shunday ko‘rsatish mumkinki, z = (2,3), y = (3,2) har xil nuq-
talar uchun pa(z,y) = |2 — 2| +[3~3] = 0 va pu(z.y) = [2-3—3-2 =
tengliklar bajariladi. Demak, p; va py akslantirishlar uchun metrikaning
1-aksiomasi ba,janlmaydl ,

5. Ha. 6. py metrika bo lmaydl ,0[,/73 p4 lar metuka bo ladn ,

16-34 misollarda keltirilgan p: X x X — R akslantirish metrikaning bar(‘ha
sha,rtlanm qanoatlantiradi.

35, 36 va 40, 43-misollarda metrikaning 3-sharti bajarilmaydi.

37, 39, 41, 42-misollarda metrikaning 1-sharti bajarilmaydi. -

38-misolda metrikaning 2-sharti bajarilmaydi.

44. 2. 45. 6. 46. 5. 47. 20. 48. 0,5. 49. V2. 50. 2\/7. 51. 2.

52. 153354f55 zfsef 57.4. 58. 2.

12-§ Yaqmlashuvchl va fundamental ketma-ketliklar

5. a) Ha. b) Yo‘q. c¢) Ha. d) Ha.

6. CW[0,1] dayo'q, C1[0,1] da ha.

T, yu () = £ — 127,

8. Har bir k- € N uchun [0, 1] kesmada f(“ f(k),...,v ,ﬁk) funksiyalarni
quyidagi usul bifan aniqlaymiz: fi(k)(ﬂ) =1 va

H
e<
P <tcp

0, agar z¢€(0, 1]\( Ll ;]
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f i(k) (x) =



Bu funksiyalarni tartib bilan nomerlab, {gn} ketma-ketlikni hosil qilamiz.
{9} ketma-ketlik nol funksiyaga Ci[0, 1] fazoda yaqinlashadi, lekin biror
nuqtada ham nolg‘é y_aqinlashﬁiay"di. | ‘
10. 7, () = ¢~ 41 |
11. Tny Yns z;,, en ketma-ketliklar barcha metrik fazolarda uzoglashuvchi,
u, ketma-ketiik cg,c va ™m -;netrik fazolarda yaqinlashuvchi, agar ap > 1
bo‘lsa; u ¢, fazoda ham yaqginlashuvchi, #; da uzoqlashuvchi.
16. Ha.. - h ’

13-§. ‘Ochiq va yopiq to‘plamlar

7. a), b), c) larga mos yopiq sharlar 13.1k chizmada a), b), ¢} lar,

13.1k-chizma

a), b), ¢} larga mos ochiq sharlar 13.2k-chizmada a), b), ¢) lar,

Y
b .
9) ¥ ) y & ¥y ‘

13.2k-chizma

a), b), ¢) larga mos sferalar 13.3k-chizmada a), b}, ¢) lar

O)y . . . b!y; o ‘)y‘

13.3k-chizma
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d) B(0,1) = {0}, B0, 1]-yopiq shar Oz; va Ozy o'qlarining birlashma-
sidan iborat. S[0, 1] sfera esa koordinat o‘qlaridan (0, 1) nuqtani chigarib
v tashlangan to‘plamdén iborat. ‘ - o R ‘
8.2) B(~oco,r) = B(oc,7) = 0. b) B(-00,1) = (=00, -a ~r)/r),
B(oo, 1) = ={(1—7)/r, cc.) '
9. b} Diskret metrik fazodagi birlik ochiq shar uéhun
‘diam B(zo, 1) =0 < 2- 1. c} Har doim to‘g'ri emas. _‘
 Diskret metrik fazoda 0 = diam B(zo, 1) < diam Blrg, 1] = 1.
12. Dlskmi metrik fazoda,gl birlik yopiq shar. ' '
%o

20. 1 ni 7 Z vl ko‘rinishda uchlik kasrga yoylsh mumkm Bu yoyllmada
i=1 : L SIS

1 raqanu qatna.shmayaptl Demak 0 25 ¢ K ckan. -
14-§. To‘la metrik fazolar

9. Yo'q. 10. Cla,b].

11. a) f - qat’iy monoton funksiya bo‘lsa. b) f- qat’iy monoton funksiya
bo'lib, zli.rinmf(sv) = too0 bo'lsa.

12. To‘ldirmasi X = [—z -7[] to‘plamga izomorf.

13. (,p1) ¥ &y, (D,00) ¥

15. a) (P, p1) = C®0, 1], b) P,Pg) = CcWjp, 1],

c) (P, ps) = {x € C[—l,i 1] va t=0 da hosilasi mavjud funksiyalar}.

18. R da ratsional sonlar to‘planii.

24. (5, 6) oraliqdagi ratsional sonlarni nomerlab chigamiz:

{zk} = (51 6) nQ.

Quyidagi ochiq to‘plamni kiritamiz:

AiKC

2 1 1
t=U(p =t mm)

k=1
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A to‘plam sifatida A = ((0, 1)NQ) U (2, 3) U {4} U A; ni ofamiz. U holda

A= 3ua, E: 2, 3ju {5, 6}, A- (o, 1}u(2,‘ 3)U (5, 6)

'(Y

=3

n

= [0, 1]U[2 3}U{5 6l, D (2, 3)uls, 6.
27. X =R, A=Q.
34. [0,1} da Riman yoki Dirixle funksiyasi.
V43 X ning sanogli bo‘lishi.- '
44. Ta'rifga ko‘ra quyldagl yoyllmaiar o‘rinli:

M= ”L=Jl Nopy N = ﬂ';'l Nop_1. |
Bu yerda Ny, va Nay_i vlafr X metrik fazo‘ning hech yerida zich bo‘lmagan .
to'plamlar. U holda MU N = g N, tenglik o‘rinli. Demak, A U N 1-
kategoriyali to‘plam. ,
62. Fria, b] = Fr(a, b) = {a,b}, FrZ=27Z, FrQ=R,
Fria, 0o) = {a}, Frp=1. '
66. {z,} ketma-ketlikning [a, b] kesmada tekis tagsimlangan bo‘lishi uchun,
ixtiyoriy f € Cla, 8] da

b
[

bo'lishi zarur va yetarli. Har bir (@, 8) C [e, b] uchun x4 5 (z) funksiyani

uzluksiz funksiya bilan yaqinlashtirib tekis tagsimlangan ketma-ketlik uchun

b
1 NP . nla, f) B-a
P—a / Xta.p(2)dz = lim = gxw.m(rn) = lim ——— = ———

7—00 n b —a
. . 1121 2 1 2 k-1 ‘
tenglikka kelamiz. 0, 1, 73T SRR TR ketma-ket-
lik {z,} bo'lsin. U holda n = k(k + 1) : 2 deb olamiz.

lI

=

3.
3"
1):
=i ()
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deb olsak

LAY
' —
o1/ (3)
integral yig'indi va bular uchun

hm |6k — &} = i 'f( )l
munosa,ba,t o‘rinfi. Shunmg uchun
hm GL = / f (x}dm
Kk-1)
2

tenglik o‘rinli. Endi n = uchun 0 va 1 scmlérini tashlab,

—Zf Ez) ="Gs +~'G2+ -G
e

ni olamiz. Matematik analizd'agi Tyoplits teoremasiga ko‘ra
'lim(IG +2(‘5 + +k6)—lim(‘5 ~'/lf(z)dt
n— 7 1 n 2 n k——k—'oo k_o dad

ZC-M <n< !c_(lc_z—_l) bo‘lsin. U holda

tenglikka kelamiz. Endi

2
K(k—1) . K41
1o 1O
;Zf(ﬂ?t)=;Zf($z) Z f(ze)
=t e--(b—’lq-l
bo'ladi. Ko rinib turlbdlkl :
L “ = e 0, koo
e MH
- k(1) .
Isin. Bu yerda M = max |f(z)|, hamda lim = 1. Shuning uchun -
z€(0, 1] rn—oo  2n

L !
Jim 3 fle = [ reye.
Demak, {z,} ketma-ketlik [0, 1] kesmada tekis tagsimlangan bo‘ladi.
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15-§. Uzluksiz akslantirishlar

10. Ha. 14. a) to'g'ri. b), ¢) va d) lar doim to‘g‘ri emas.

17. a) uzluksiz. b) izometriya bo‘ladi.

18. a) va c) uzluksiz, b} uzluksiz emas.

19. a) va d) uzluksiz, b}, ¢) va e) lar uzluksiz emas. ,

© . 20. a): va b) lar tekis uzluksiz, ¢) uzluksiz, lekin tekis uzluksiz emas,

d).a € (0, 2)' da tekis uzluksiz, @ > 2 da tekis uzluksiz emas.

21. a) tekis uzluksiz, b) « € (0, 2} da tekis uzluksiz, > 2 da tekis uzluksiz ,
emas. ‘

22 f(.i) =2% a>1. 27. Tekis uzluksiz bo'ladi. 28. f(z) = z.
,29" a) Uzluksiz bo‘ladi. b) har doini tekis uzlukéiz emas. x

34, 15.17-misolga qarang. '
36. fxy=ax2, z€R

37. R? fazodagi evklid harakati, ya'ni .
f{z1, x2) = (z1 cosp — xasing +ay, x1 sinp + r2co8¢ + ag) va

{21, Za) = (&2, 1) shakldagi izometriyalar va ularning kombinatsiyasi.
58. a) Ha. b) Yo'q.

16-§. Qisqartirib aks ettirish prinsipi

8.Ha 18.a<1. 21. a)z=1414,b) r=3,321,¢) z = —2,369.
26. Shart emas. 29. A€ (—¢q, ¢), 0<g<l. 31 X€(0, 1).

17-§. Metrik fazolarda kompakt to‘plamlar

8. A kompakt to‘plam bo‘lgani uchun, istalgan £ > 0 da uning A. chekli
£ to‘ri mavjud. B C A bo‘lganligi uchun A, to‘plam B uchun ham chekli ¢
to‘r bo'ladi. 17.1-teoremaga ko‘pa B nisbiy kompakt to'plam bo‘ladi.
6. X=R, A={0,1], B=(0,1). 7. 17.5-misol kabi isbotlanadi.
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N

S 1
18. =0,5.b) e=—. 19, g= Y=,
20. Tekislikning 4 ta M1(2,1), M2(2,3), Ms(4,1) va M,(4,3) nuqtalaridan
tashkil topgan to'plam A uchun eng kam elementli £ = V2 to'r (17.1k-

chizma) bo'ladi.

-

PER!

of S =z

17.1k-chizma

21. X =R, M =(0,1), f(z)= % | |
24. X =R, M ={(z.y): y=0}, F={{z,y): x>0, y=z7'} yoki '~
tekislikda M sifatida y = z to'g'ri chiziqni, F' sifatida esa asimptotikasi
% = z bo‘lgan va u bilan kesishmaydigan biror egri chizigni olish mumkin.
25. Birortasi ham tekis darajada uzluksiz emas. a}, b), d} lar tekis chegar-
é,langan, »
29. CW [a, b] fazodagi K to‘plam nisbiy kompakt bo‘lishi uchun uning tekis
chegaralangan hamda o'zi va hosilalari tekis darajada uzluksiz bolishi zarur
va, yetarli. - |
30. My, My, My 32. lim a, =0.

100 _

I1I bobda keltirilgan test javoblari

1-A 2-A 3-]3 4C 5-C 6-B 7-A 8C 9-C 10-A 11-A 12-C 13-C
14D 15D 16-A 17-D 18-A 19-A 20-B 2L.B 22.D 23-A 24B 25B
26-D 27-C 28-A 29-A 30-A 31-D 32-B 33-C 34-A 35-B 36D
37-A 38-B 39-C 40-A.
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