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Биринчи нашрга суз боши

Дифференциал тенгламаларга багишланган китоблар рус, инглиз 
ва бо!ика тилларда куплаб чои чтилган. Улар ичида математик 
олимлар JI. С. Понтрягин, В. В. Степанов, И. Г. 11етровекийлар 
томонидан яратилган дарсликларни алохида кайд килнб утнш лозим. 
Узбек тилида илк дарслик академик Т. Н. Кори-Ниёзий томонидан 
40- йнлларда ёзилгаи. Утган давр ичида дифференциал тенгламалар 
назарияси ва унинг татбик донраси кенгайиб, инада бойиди. Шу 
муносабат бнлан узбек тилида хозирги замон талабларига жавоб 
бераднган, амалдаги дастурларга мое келаднган дарслик ёзиш 
зарурати вужудга келди. Мазкур китоб шу йулда куйилгаи илк кадам 
булнб, унта муаллнфларнинг Тошкемт Давлат уникерситети матема­
тика хамда амалий математика ва механика факультетларида узок 
йиллар лакомила укнган лекциялари асос килиб олинди. Дарслик 
университетларнинг «математика» ва «амалий математика» нхтисос- 
ликлари талабалари учун мулжалланган, лекин ундин педагогика 
олийгохлари. олий техника укув юртлари талабалари хам фойдала- 
нишларн Му.»кин.

Дареликда дифференциал тенгламалар назариясипи баён килнш 
бнлан бирга уларнинг амалий масалаларни ечишга татбик этилншига 
хам катта -»ътибор бернлди. By сохада Л. С.. 11онтрягиннинг рус 
тилида чои угнлган китобидан кенг фойдаланилди.

Физика, иктнеоднёт, биология, кимё, тиббиёт на бошка фанларда 
учрайдиган куплаб жараёнлар дифференциал тенгламалар ёрдамида 
тавсифланади. Illy тенгламаларни урганиш бнлан тегишли жараён­
лар хакида бирор маьлумотга, тасаввурга ни  буламиз. Уша 
дифференциал тенгламалар урганилаётган жараённинг математик 
м оделила и иборат булади. By модель канча мукаммал булса, 
дифференциал тенгламаларни урганиш натижасида олииган м a i>ji у - 
мотлар жараёнларни шунча ту л а тавеифлайди. Шуи иен кизиккн, 
табиатда учрайдиган турлн жараёнлар бир* хил дифференциал 
тенгламалар билап тавеифланиши мумкин. By *еа «бир ук билан нккн 
каргани отит» имконини беради, яъни агар бирор математик модели и 
туда урганилса, тегишли натижадап турли жараёнларни тушунти- 
ришда фойлаланса буладн. Лйтилган фикрлар ди(|)ференцнал 
тенгламаларнинг умумии назарияеи ка амалий масалала|>нн ечишга 
татбики мухим ахамият касб угишини англатади.

Дарслик олин укув юртларининг дифференциал тенгламалар 
буйнча макжуд дастурлари асоснда ёзилгаи булиб, баён утилгаи

з



материал тилинннг равонлигига, математик жиддийлигига катта 
чътибор берилди. Кумчилик мавзулар баёиига ижодий ёндашилди. 
Жумладан, дифференциал тенглама (тенгламаларсистемаси) ечими- 
нинг мавжудлиги ва ягоналнги. г- такрнбий ечим, чегаравий 
масалалар, чизикли бир жинсли ва бир жинслн булмаган тенглама- 
ларни (еистемаларни) урганишда Грин функциясидан фойдаланиш, 
лимит давралар, ечимларнинг тургунлиги каби катор мавзуларни 
санаб утиш мумкин.

Китобдаги биринчи тартибли хусусии хосил ал и дифференциал 
тенгламаларга оид материални академик М. С. Салохитдинов, оддий 
дифференциал тенгламаларга оид материални ка  проф. Г. Насритди- 
нов ёздн.

Муаллифлар китоб кулёзмаеини синчиклаб укиб чикиб, уз 
фикр-мулохазаларини билдирган китобнинг илмий мухаррири Узбе- 
кистои Республикаси Фанлар Академиясининг мухбир аъзоси, 
физика-математика фанлари доктор и, профессор Нуъмон Юнусович 
Сатимовга. шунингдек, Узбекистон Республикаси Фанлар Акаде- 
миясининг хакикий аъзоси, физика-математика фанлари доктори, 
профессор Т. Д. Жураевга ва физика-математика фанлари доктори, 
профессор X. Р. Латиповга узларининг чукур миннатдорчиликларини 
изхор этадилар.

Иккинчи нашрга суз боши

Дарсликнинг иккинчи нашрида аввало унинг дастлабки нашрида 
учраган айрим ноаникликлар тугриландн. Ундан ташкари баъзи 
материаллар бошкача баён этилди. Баъзилари эса янги материаллар 
билан алмаштирилди. Айрим материалларни кнскартириш максадга 
мувофик деб топилди.

Иккинчи нашрни тайёрлаш жараёнида уз фикр ва мулохазалари- 
ни билдирган хамкасб дустларимизга миннатдорчилик изхор кила- 
миз.



Д А РСЛ И КД А  УЧ РА Й Д И ГА Н  АСОСИЙ Б Е Л Г И Л А Р

I? (¿;кн [* ') барча хакикий сонлар туплами
Я *  (ёки К  ) бнрча м\< мат (м анф ий) хакикий сонлар туплами.
Я 2 сонлар текислиги, яъни Р 2= | (а ,  Л) ; Я, Й|.
/ — й тупламнинг кисмн булиб, у очик,, ёпик, ярим очик, ярим ёпик. чскли ёки 

чексиз интервалдан иборат.
/ ,— х нинг узгариш интервал».
С ( Р ) — К  гупламда узлуксиз булган функциялар синфи.
С ( / ) — I  интервалда узлуксиз булган функциялар синфи.
С 1 ( К )  (ёки С  ( / ) ) - - К гупламда (ёки / интервалда) узлуксиз дифференциалланувчи 

функциялар синфи.
(р (х )£ С (И ) (ёки ч (х )  (1 )) — ф (д:) функции Й тупламда (ёки / интервалда) 

узлуксиз функциялар синфига тегишлн.
ф (д г )^ С '(Ю  (ёки ц.(л-) € С '( / ) )  - ф (х ) функция I* тупламда (ёки / интервалда 

узлуксиз дифференциалланувчи функциялар синфига тегишлн.
Г — К 2 текисликнннг кисмндан иборат булган соха.
С ( Г ) — Г сохада узлуксиз булган функциялар синфи.
С ' ( Г )  — Г сохада узлуксиз дифференциалланунчи функциялар синфи.
/ (х, у ) £ С ' ( Г )  — ( (ж, у ) функция Г сохада узлуксиз дифференциалланувчи функция­

лар синфига тегишли.

К'' =  |(а, Ь. с I : аб  К '. * 6 « ' .  с 6 * ‘|.
[*‘ = 1( 0 1 , и * , . . . . а * ) : и , 6 1*'. / =  I ,2 ......  ¿|.

Ю.1 — 1*} фазонинг кисмидан иборат соха.
[ )» — [** фазонинг кисмндан ибораг соха.

С " ( / ) — / интервалда п марта узлуксиз дифференциалланувчи функциялар синфи.
((!(*) £ С "(/ ) -  ф (х) функция / интервалда п марта узлуксиз дифференциалланувчи 

функциялар синфига тегншли.



К И РИ Ш

}-§. Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л  ТЕНГЛАМ АЛАР ХАКИДА ТУШУНЧА

Табиатда учрайдиган турли жараёнлар (автомобиль харакати, 
тайёранинг учити, физик, химик на биологик жараёнлар ва X- к.) уз 
харакат конунларига эга. Ваъзи жараёнлар бир хил конун буйича 
содир булнши мумкин, бу хол зса уларни урганиш ишини енгиллаш- 
тиради. Дммо жараёнларни тавсифлайдиган конунларни турридан- 
тугри топиш хар доим хам мумкин булавермайди. Характерли 
микдорлар ва уларнинг хосилалари ёки дифференциаллари орасида- 
ги муносабатни топиш табиатан енгил булади. Вунда номаълум 
функция ёки вектор-функция хосила ёки дифференциал ишораси
остида катиашган муносабат хосил булади. Жумладан, =

— ¡(х, у) биринчи тартибли оддий дифференциал тенглама дейилади. 
F (x ,y ,y ')= () биринчи тартибли цосилага нисбатан ечилмаган 
оддий дифференциал тенглама дейилса, y ,r" = f(x , у , у', ... ,
F {х, у , у', ... ,у'"' ) = 0 — п-тартибли оддий дифференциал тенглама 
дейилади. y ',n= f(x , t/, у', ... t/‘ ' ° )  -п-тартибли юк,ори тартибли 
^осилага нисбатан ечилган оддий дифференциал тенглама дейилади. 
Агар /(лег, у, ... ,уи'~ и ) ёки F(x, у , у\ ... , (/"') лар у, у', у (" ‘ " 
ва у{п) аргументларга нисбатан чизикли функцинлар булса, тегишли 
дифференциал тенглама чи:шк,ли дейилади. Юкоридаги дифференци­
ал теигламаларда номаълум функция бир аргументли деб каралади. 
Аслида номаълум функция куп аргументли булган холлар хам тез-тез 
учрайди. Вундай холда дифференциал тенглама хусусий досылали
дейилади. Ушбу F  (и, '■и , ' ) =  0 тенглама б и р и н ч и т а р т и б л и

\ дх ду /
х у с у с и й  х о с и л а л и ген 1Л а м а л а р д а н ,

/  du du д2 и â и д2иФ  (и, , , —,
I  дх ду tfx2 дхду rfy2

тенглама эса и к к и н ч и  т а р т и б л и  х у с у с и й  х о с и л а л и 
д и ф ф е р е н ц и а л  тенгламалардан нборат. Куйидаги

=  а~ (~* “ (исащлик утказувчанлик тенгламаси),
дх ду2

д 11 — Q (Лаплас тенгламаси),
дх2 ду2

д2и д2 и- ■ ‘ .! = f (x ,y )  (Пуассон тенгламаси) 
дзе ду \

в



тенгламалар иккинчи тартибли хусусий хосилали дифференциал 
тенгламаларнинг мухим хусусий холлари хисобланади, уларда 
номаълум функция икки аргументлидир.

2-§. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕН ГЛАМ АГА  ОЛИБ КЕЛИ Н АД И ГАН 
БАЪЗИ МАСАЛАЛАР

I -м а с а л а . Массаеи т  булган жисм и (0) =  у» бошлангич тезлик 
билан бирор баландликдан ташлаб юборилган. Жисм тезлигииинг 
узгариш конунини топинг {1 -чизма).

Ньютоннинг иккинчи конунига кура:
(¡Vт (И =  /\

бу ерда Р  жисмга таъсир этастган кучларнинг 1
йигиндиси (тенг таъсир этувчиси). Жисмга фа кат 
иккита куч таъсир этнши мумкии дсб хисоблайлик: 
хавонннг каршилик кучи /•', =  — Ьи, £> (); ернинг 
тортиш кучи Р2 =  тц. Шундай килиб, математик 
нуктаи назардан У7 куч

а) Р 2 га; б) Р\ га; в) Р\-\~Р2 га тенг булиши I-чизма
мумкин.

а) /г = / г2 булсин. Унда биринчи тартибли т  =пг^ диффе­

ренциал тенгламага эгамиз. Оддий хисоблашлар бу тенгламада 
номаълум функция (/) =  #7 +  С (С - ихтиёрий узгармас сон) 
куринишда булишини курсатади. у(0) — ип булгани учун C =  va деб 
олин] мумкин, у холда изланган конун и\(/) = ^ 1  +  у<> куринишда 
булади.

экани
равшан.

в) Р = Р 1-\- Р2 булсин. Ьу холда ушбу т  = т % ки (£
дифференциал тенгламага келамиз. Номаълум функция и 

и (1 )= С е  " 1' ( 0 )= ио, и2( 1 ) ~ (и » — т~ у  " + т#
к

куринишда булишини кур сати ш  кийин -¿мае. 
Р а вш а н ки ,  П т и ,  (/) =  у, (/ ) .  Х а к н к а т а н ,



2 - м а с а л а .  Массаси т  булган моддий нукта тугри чизикли 
харакат килмокда. Унииг харакат конунини топинг.

Хар бир моментда G нуктадан координата бошигача булган
масофа х булса (2-чизма), нуктанинг тезлиги булади.
Моддий нуктага икки ташки куч: ишк,аланиш кучи Ьх, Ь > ()  ва 
таранглик кучи kx, k > 0  таьсир этади дсйлик. Ньютоннинг 
иккинчи конунига acocan G нуктанинг харакати

тх  =  — bx — kx

2- чи *мл

R

3- чи.}
Кирхгофнинг биринчи к,онунига кура (| 

íah(t) + /,„(/) — 0, ¡ab(t)
Шунги ухшаш,

1ьЛ1 ) = ! , Л  О. h»(t) =

конун билан содир булади. Ьу иккин­
чи тартибли дифференциал тенглама- 
дир. Агар моддий нукта двигатель 
билан таьминланган булиб, двига- 
телнннг (7 нуктага таьсир кучи 
Р  булса, у холда С нинг харакат 
конунн

тх  =  — Ьх — кх +  Р
булади. Купинча Р  микдор 1/П^ 
^ / го = соП51 муносабатга буйсунади.

3-м ас ал а. Туртта икки кутб- 
ликлардан тузилган ёпик плектр 
занжири берилган (3-чизма). Икки 
кутбликлар: аЬ индуктивлик 
Ьс каршилик (/?), С(1 ~ сигим (С); 
кучланиш манбаи (£/(/)) (¿а. Вакт 
утиши билан ёпик электр занжирида 
электр токи /(/) ниш' узгариш кону­
нини топинг.

83 84-бетлар)
¡ ь М ) .

Lb(( ),
яьни

/«*(/) = 1ьЛП = /ы (/) =/,/,( 0 =/(/). 
Кирхгофнинг иккинчи конунига кура:

(/) -\- С/ьс( 0 +  +  ¿Л/и (0 =0.
Э н д и

и „ь(1) =  1. ‘‘ц. ‘' . и ьл п = т щ .а!

и сА =  и иаи) = - и и )
муноеабатлардан фойдалансак:

+ /?/(/)+* [ 1 {1 ) Ш ~ и и ) =  0.(И С I

н



Агар £/(/)££' (С 1 - бир марта узлуксиз дифференниалланувчи 
i|i\икциялар синфи) булса, у холда юкоридаги тенгламанинг хар бир 
чадини ( буйича дифференциаллаб, 1 ( 1 ) нинг узгариш цонунини 
ифодаловчи

, Ц1) , о
d¡¿ at (. at

тенгламага келамиз. Албатта, бу масалада хам турли хусуеий 
холларни курит мумкик эди.

4 - мае ал а. Математик тебрамгнч 
{маятник)нннг харакат тенгламасини кел- 
тириб чикаринг.

Вертикал текисликда ётган I радиусли 
К  айлана буйлаб огирлнк кучи таъ- 
сири остида харакат килувчи т  массага 
эта булган Р  нукта математик тебрангични 
тасвирлайди (4-чизма). \ар бир мо- 
ментда Р  нуктанимг урни ф(0 бурчак 
билан тула аннкланади. Масаланинг шар- 
ти буйича Р  нукта факат огирлик кучи 
таъсири остида харакат килади. Аммо бу 
харакатда айлананинг роли бор. У Р  нук- 
тани айлана буйлаб харакат килишга 
мажбур этади, яъни Р  нуктага айлананинг 
ички нормали буйича йуналган F куч билан таъсир этади. Агар 
тортиш кучи mg ни иккита ташкил чтунчига ажратсак: 
F\ = — mg sin (р, F ‘¿=  — mg cos (p. у холла F-a +  F 2 =  0 булади. 
Шундай килиб, Р  га таъсир этаётган кучларнинг тенг таъсир этувчиси 
F =  Fi-\-F-2 + F i  =  F i=  — mgsintp. Демак, P  нуктанинг харакат 
тенгламаси Ньютоннинг иккинчи конунига асосан

т[ц>=— m^sirup ёки /cp +  £sin<p =  0
куринишда булади.

5 - м а с а л а .  Агар ёруглик 
манбаи О нуктага урнатилган 
булса, кузгунинг шакли ундан 
кайтган нурлар горизонтал укка 
параллел булиши учун кандай 
булиши керак?

Горизонтал укни Ох, вертикал 
укни Оу дейлик. Кузгу еиртини 
хОу текислиги билан кесишдан 
хоенл булган эгри чизикни кура- 
миз. Р(х, у) шу чизикдаги их- 
тиёрий нукта булиб, унда олинган 
билан Од: укининг кесишган нуктаси О булсин (5-чизма). Равшанки, 
zL ORQ =  OQP (чунки нурнинг тушиш ва кайтиш бурчаклари тенг 
булади, яъни ¿ . A P R =  ¿LÜ RQ  =  a). Шу сабабли, | O Q | =  |О/5[ =

=  y =  R P  Агар у >  0 десак,

эгри чизикка утказилган уринма

тд

4-чинма



dy =  \PR\ _ _  у ____ ё к н  -d-y- =  v y  +  v*
dx \QR\ \ j x 2 +  y 2 + x  dx у

Бундам
.  x + y y L ^ =  ]

V J  +- w2
дифференциал тенглама келиб чикади. Унда номаълум функция у{х)

УШбУ S» - 2 C (x + ? ;‘) . C  =  const.j,> 0

куринишга эга эканини текшириб курит кийин э.мас. Бу эса 
С Ф О булгани учун параболадан иборат.

Масаламинг шартига кура, т у  эгри чизик Ох укига нисбатам 
симметрик булади. Шунинг учун юкоридаги функцияда t/<0 булиши 
хам мумкин. Шундай килиб, куйилган масалани текисликда курсак, 
ёруглик манбан мараболанинг фокусида булади.

Агар параболами Ох укн атрофида айлантирсак, айланма 
параболоид хосил булади. Демак, кузгу формаси айланма парабо- 
лоиддан иборат булиб, О нукта унинг фокусида ётади.

6 - м а с а л а .  Хайвонларнинг бирор тури узгармас мухитда 
алохида яшасим дейлик. Урчит на улишнинг даврийлигини хисобга 
олмай курнлаётган тур индивидуумлари сонининг узгариш конунини 
топинг.

Масаланинг шартига кура вактнинг берилган кичик интервалида 
урчиш ва улншлар сони берилгам моментда индивидуумлар сонига 
пропорционал булади. N индивидуумлар сонининг усиши курнлаёт­
ган интервалда N сонига пропорционал булиб, бу усиш интервал 
кичик булганда унинг узунлигига хам пропорционал булади. Шундай
килиб, N  сои t иинг функцияси ва унинг усиши ^нънн ^   ̂ А' ( / )

га пропорциомалдмр. N{ t )  функциями узлукенз ва узлуксиз диффе- 
ренциалланувчи деб карасак, ушбу

‘1Ы\п = ,N ( t ) ,  Л/(/(1).= ^ >  О di

дифференциал тенгламага эга буламиз, бу ерда е - пропорционал- 
лнк коэффициентн («усиш» коэффнцненти). Урчиш конуми диффе­
ренциал тенглама билам берилгам фумкциямимг куриниши N(t)  =

XI ,и V - г-= N{)e экамнга ишонч хосил килиш киимн эмас. Бундан
келиб чикадики, вакт арифметик прогрессия буйича узгарса, 
индивидуумлар сони геомегрик прогрессия буйича узгаради. Агар 
к> 0  булса, /V усади; агар г< ()  булса, N камаяди. е =  0 булганда 
Ат =  const булиб, урчиш улишни гула коплайди.

Бу масалада мухмтни узгарунчан деб хисоблаш ва бу мухитда 
хайвонларнинг бир меча тури яшаяпти деб караш, сунгра турлармимг 
ораендаги баьзн мумосабатларга караб хар бир тур индивидуумлари 
сонининг узгариш конунини топиш масаласини хам куйиш мумкин. 
Биз бупга тухталмаймиз.

И)



1 - б о б
Х.ОСИЛАГА НИСБАТАН ЕЧИ ЛГАН  Б И Р И Н Ч И  ТАРТИ БЛИ 

ОДДИЙ Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л  Т ЕН ГЛ А М А Л А Р

1.|-§. 1ЧИМ ТУШУНЧАСИ. КОШИ МАСАЛАСИНИНГ К.УЙИЛИШИ

Даетанвал бизбиринчи тартибл» бил а дифференциал тенгламани 
курами:». Юкорида

тенгламани биринчи тартибли хоеилага ниебатан ечилмаган оддий 
дифференциал тенглама деб атаднк, унда х эркли узгарунчи, у

чоемласи. (I Г )  куринишда ёзиладиган теигламаларнн би:» 3-бобда 
урганамнз. \о:»ир (1 Г ) нинг мучим хусусий коли га тухталамиз. 
( 1 Г ) тенглама учта дг, у ва у' узгаруичини боглайди. Ьаъзн холл ярда 
бу тенглама у' ни х »а у нинг фумкцияси сифатида аниклайди. Ьу 
холла (I I ')  тенглама ушбу

дифференциал тенгламага тенг кучли булади. ( 1.1 ) тенглама, одатда, 
цосилага ниебатан ечилган дейилади. Кум чолларда (1.1) курнниш- 
даги темгламаларни урганиишннг кулайлиги бор. Энди биз (1.1) тенг­
лама (1 Г )  ни у' га ниебатан ечши натижасида чоеил булган деб 
карамасдан, балки (1.1) да /(лг. у) функция Г сохада*1 берилган деб 
караймиз. Мазкур бобла ана шундай дифференциал теигламаларнн 
ур гамамиз.

I .1-т a i» j) и ф . (1.1) тенглама берилган булиб, уш)а [ (х, у) функ­
ция RJ текиеликнинг Г еохаеида аник,ланган булеин. Агар / ( очи к,, 
епик, еки ярим ачиц) интервалди иник,ланган у =  ц-{х) функция учун 
цуиидаги уч ишрт:

*' (д>ха денилганда буш булчаган очнк богланган тупламни тушунилади. К ай л  
к и л а ч тк н . агар берилган Г тупламнннг ихтиёрий икки нуктасини тугаштирувчн ва ш у 
тупламга тегишли бнрор синик чи ш к  мавжуд булса, у холла Г туплам боглангин 
леннлади.

Агар / интервал сник булса, у холла унннг чаи учила унг хосила. уиг учнда *са 
чаи хосила иачарда тугиладн. Аник холларда: / ённк булса, оралиs, сучнни, у очнк ёки 
ярнч очнк булса. инк-риал сучини ишдлтами i.

/ ( V, //, у ' ) =  О (1.1')

( I I )

1 (*,ц (дг) ) £ Г . Г с  Ra.jcç/. 
2°. ф(х> Ç С  </)

3'. ^  = f(xt ц(х) ) ,  x£¡
( 12 )



бажарилса, у %олда бу функция I интервалда ( 1 .1 ) дифференциал 
тенгламанинг ечими дейилади.

Агар |у =  (((дг), х£/ функция (1.1) тенгламанинг ечими булеа, 
у (1.1) тенгламани к,аноатлантиради, деб хам айтилади.

(1.1) дифференциал тснгламанинг хар бир ¿/ =  ц>(х) ечимига мое 
келган эгрн чизик (ньни у =  ц(х) функциянинг графиги) шу 
тенгламанинг интеграл эгри чизиги (ёкн соддагина, интеграл чилиги) 
дей ил ад и.

Ушбу =2х тенглама учун /'= I*2 булиб, <((ж) =  х2 + 1 функция

К 1 тупламда (яънн — о о < х <  +  оо интервалда) ечим буладн. 
Хакикатан, таърифга кура:

Ф(х) =  агс5тх — 2 функция шу ( — 1, 1) интервалда ечим булади. Бу

(1.1) тенгламанинг ечими баъзи хапларда ошкормас Ф(х, у) =0 ку- 
ринишда булса, баы*н холларда параметрик х ~ х ( 1 ), у = у [ 1 ), 
х'(/) Ф ( )  куринишда булиши мумкнн. Хулоеа килиб айтганда, тенглама­
нинг берилишига караб унииг ечими куйидаги

шартларии каноатлантирувчи у =  ц,(х) функциями топиш талаб 
этилади. Бу масала «.искана

каби ёзилади ва (1.1) тенглама учун Коши масаласи (ёки бошлангич 
масала) деб аталади. Юкоридаги 1°, 2° ва 3° шартларни каноатлан- 
тирадиган функция / интервалда (К )  Коши масаласининг ечими 
дейиладн. Яма (К )  масаланннг ечими у =  ц(х) х(), уо бошлангич 
кийматларга эга ёки ф(хо) — уч бошлангич М1артни каноатлантирадн, 
деб юритиладн.

холла Г =  | (х, у ) : — 1 < х< 1 ,  — *-- 2 < у <   ̂ —2| (6-чизма).

У у =  ц (х ); Ф (х , у) = 0 
х — х (/), у = у { 1 )

куринишлардан бирортаси оркали ёзилади.
Коши масаласининг к,уйилиши: (1.1) 

тенглама берилгам булиб, унда /(х, у) функ­
ция I*" текисликннмг Г еохасида аникланган, 
узлукеиз ва / интервал х укидаги интервал 
булсин, Хо ни уз ичига оладиган / интервални 
ва шу / интервалда аникланган узлукеиз 
дифференциалланувчи хамда ушбу

1°. (х. ч ( х ) ) б Г ( ^6/ ) .
2°. ф 'и > ^ / > .ч и )М * е / ).  П-3)
3 ° .  ч  (Х о ) =уи,(Хо,//< |) 6

У' =  Цх, у ), У(Хо) =уп



Энди Г еоханинг (К ) масала ягона ечимга *»га буладиган (х, у ) 
нукталариднн тузилгам кисмини ( 0 2  =  1’) деб бслгилайлик.
Шунга кура 1)  ̂тупламминг хар бир (х, у) нуктасидан (1.1) тенглама- 
нинг ягона интеграл чизиги утади.

1.2-таърнф. (11) дифференциал тенглама ва х, С узгарувчи- 
ларнинг бирор узгариш соуасида аник,ланган >;амда х буйича 
узлуксиз дифференциалланувни

у — ф(х, С) (14)
функция берилган булсин. Агар ихтиёрий (х, у ) £ 0 '2 нук,та учун
(1.4) муносабат С нинг

С =  1|з(л\ у) (1.4')
к,ийматини вир к,ийматли аницласа ва бу к,ийматни ушбу

С) (1-4")

тенгликка цуйиш натижасида (1.1) тенглама уосил булса, у х;олда
(1.4) функция (1.1) тенгламанинг тупламда аник,ланган умумий 
ечими дейилади.

(1.4) функция ихтиёрий узгармае С га боглик ва демак. (1.4) га 
чизимар оиласининг тенгламаси деб караш мумкин. Баъзнда С ни 
параметр деб х,ам юритилади.

1.3-таъриф. (1.1) тенглама ва (1.4) чизиклар оиласи берилган 
булсин. Агар: I )  <р(дг, С) функция / интервалда х буйича узлуксиз 
¿¡осилага эга булса; 2) ^ар бир (лг, у) нук>та учун (1.4) муносабат 
С нинг (\А') к,ийматини бир к,ийматли аник,ласа; 3) у =  ц;{х, 41 (х, у ) ) 
функция (1.1) тенгламанинг ечими булса, у х,олда (1.4) функция
( 1.1) тенгламанинг умумий ечими дейилади.

Дифференциал теш ламалар назариясида (1.1) тенгламанинг 
барча ечимларини топиш асосий масала хисобланади. Барча 
ечимларни топиш жараёни дифференциал тенгламани интеграллаш 
(ечиш) дейилади. Агар (1.1) тенгламанинг ечимини элементар 
функциялар ва уларнинг интеграллари ёрдамида ёзиш мумкин булса, 
у холда дифференциал тенглама квадратураларда интегралланади 
дейилади.

Агар Ф(х, у. С) = 0  ( 1.4"')
муносабат тупламда */ =  ф(х, С) умумий ечимни аникласа, у холда 
(1.4"') ни (1.1) дифференциал тенгламанинг умумий интеграли 
дейилади. Шундай килиб, биринчи тартибли дифференциал тенглама­
нинг умумий ечими у = ф(х, С) битта ихтиёрий узгармае сонни уз 
ичига олади Бир параметрли силлик чизиклар оиласининг дифферен­
циал тенгламаси биринчи тартибли дифференциал тенгламадан 
иборат.

Хакикатан, (1.4) силлик чизиклар оиласи берилган, яъни ц>{х, С) 
функциянинг аникланиш сохасида узлуксиз ц)'х(х, С) ва С)
хосилалар мавжуд булсин. (1.4) ни х буйича дифференциаллаб, 
куйидагини хосил киламиз:

</' =  <рЦх, С). (1.4")



Агар (1.4") нинг унг томони С га боглик булмаса, бил С ни чикариб 
ташладик деб хисоблаб,

У' =  %'Лх)
дифференциал тенгламани хосил киламиз. Агар (1.4") нинг унг 
томони С га боглик булса, (1.4) ниш- унг томони хам С га боглик 
булади, я'ьни ц£(х. С) ^ 0 . Шунинг учуй (дго, Со) нуктанинг бирор 
атрофида С ни х на у нинг функцияеи С,' =  ̂ (л:, у) сифатида 
аниклашимиз мумкин. Равшанки, х ва С л ар б у йича (•*. <( (х, С ) ) =  С 
айният уринли. С учун топилган кийматни (1.4") га куйиб,

y' =  t\'х(х, ф(х, у ))
биринчи тартибли дифференциал тенгламага эгабуламиз. (1.4) функ­
ция ихтиёрий С учун шу дифференциал тенгламанинг ечими эканига 
ИШОНЧ ХОСИЛ кил И111 кийин эмас.

Юкоридаги мулохазалар берилган силлик чизиклар оиласининг 
дифференциал тенгламасини топит йулини хам курсатади.

Масалан, у — Сех чизиклар оиласи берилган булеин. У холда 
у ' =  Сех =  у. Изланган дифференциал тенглама у' =  у булади. 
Равшанки, бу тенгламанинг умумий ечими: у =  Ссх.

(1.1) дифференциал тенгламанинг (1.4) муносабат уз ичига 
олмаган ечимлари хам булиши мумкин. Виз уларга кейинрок 
тухталамиз.

Агар умумий ечим маълум булмаса, Копти масаласини ечиш 
кийинлашади. Бунда дифференциал тенглама гакрибий интеграллаш 
усуллари ёрдамида ечилади. Бизбу усулларга тухталмаймиз. 2-бобда 
е-такрибий ечимни куриш билан танишамиз холос.

Мисоллчр. I. у  =  sin {*  +  С ) , — оо <  х <  +  оо , — o o < C < - fo o  чизиклар 
оиласининг дифференциал тенгламаси тоиилсин.

Г y ’ =  c o s U  +  C ),

\ // =  sin (лг +  С)

муносабат л ардан y '2-\-yJ — 1, — оо <  *  <  +  оо дифференциал тенглама келиб чикади.
2. y ' =  yc\gx, (1 < л < п ,  — оо <(/•< + оо дифференциал тенгламанинг

£ / ^ ^  =  2 шартни каноатлантирадиган ечими толилеин.

Берилган тенгламанинг умумий ечими у  =  С siiix булиб, ундан шартга кура
Д

2 =  С  sin ёки С  =  4 булади. Демак, ц (.«■) = 4  siru' функция изланган ечнмдир.(>

1.2- §. М А В Ж У Д Л И К  ВА ЯГОНАЛИК ТЕОРЕМАЛАРИ

«Хар бир (1.1) куринишдаги дифференциал тенглама учун Коши 
масалаеи ((1.1), (1.3)) нинг ечими борми?,Агар бундай ечим бор 
булса, ягонами?» деган саволларга жавоб бериш керак булади.

Юкоридаги саволларга жавоб берадиган теоремалар м а в ж уд- 
л и к  в а я гон ал и к т е о ре м  а л а р и  деб юритилади. Куйида 
улардан асосийларини келтирамиз.

1.1-теорема (Коши теоремаси). Агар /(*, у) функция Г соуада 
аницланган ва узлуксиз булиб, унинг у буйича хусусии уосиласи



•Vi*#) бир0р Q(Q<z. Г) cocada аницланган ва узлуксиз булса, 
<1у

if х,(т)а:
Г . (1.1) тенгламанинг хо ни уз ичига оладиган бирор интервалда 

аник,ланган ва ^ар бир берилган (хо, у0) нуцта учун у{Хо) = у п 
бошлангич ишртни к,аноатлантирувчи ечими манжуд.

2°. Агар (1.1) тенгламанинг иккита у =  у {х )  eay  — ̂ ix)  ечимлари 
х« да устма-уст тушса, яъни ц.(хо) =  ^(*о) — уп булса, у уолда бу 
</ =  ф(х), у =  $(х) ечимлар аник,ланиш со^аларининг умумий 
к,исмида устма-уст тушади.

I .4 -та ъ р и ф . Агар f(x, у) функция Г cocada аник,ланган булиб, 
шу функция учун шундай L ^ O  сон манжуд булсаки, ихтиёрий 
(х, í/0 6 Г, (х,' y-i) 6 I ’ 'нуцталар учун ушбу

\({х, уА —f(x, у2) I — уА (/-)
тенгсизлик бажарилса, у х,олда f(x, у) функция Г cocada у буйича 
Липшиц шартини к,аноатлантиради дейилади, L эса Липшиц 
узгармаси дейилади.

1.2-теорема ( Коши-Пикар-Линделеф теоремаси). Агар /(х, у) 
функция Г cocada аницланган ва узлуксиз булиб, Г cocada у буйича 
Липшиц шартини к,аноатлантирса, у %олда ¿¡ар бир (х0, у0) £ Г учун 
шундай узгармас h >  0 сон топиладики, натижада (1.1) тенгламанинг 
(1.3) бошлангич ишртни кtaнoaтлaнтupaduгaн ва 1 =  [х:\х — дг«| 
оралицда аник,ланган ягона ечими мавжуд булади.

1.3-теорема ( Пеано теоремаси). Агар f(x, у) функция Г cocada 
аник,ланган ва узлуксиз булса, у ^ ^ d a  Г со^анинг берилган 
(*о, Уо) 6 I" нук,таси учун (1.1) тенгламанинг (1.3) шартни цаноатлан- 
тирадиган камш)а битта ечими мавжуд 6faadu.

Юкоридаги теоремаларнинг кулланилишига дойр мисол курай- 
лик. Ушбу

У —У >
\ у { - 2 ) =  \

I
Коши масаласида l ’ = R'¿, = \ у  J га кура Q=R-’\{(x, у):

ву  ó '
у =  0, х£/?'}, Q<=R2 чкани келиб чикади. Равшанки, r  =  Q [J(*. у):

■2

s f/ =  (), х£R l\ ва ( <2,1) £Q-y' =  y '  тенгламанинг умумий ечими
i / х-\- С  V* ‘

У  =  ( з ) — кУбик иараболалардан нборат. Ьундан х = — 2; 
y — I булганда С =  5 келиб чикади. Демак, Коши масаласн- 
нинг ечими =  булиб, бу ечим Q да нгонадир. Бун га ишонч

хосил килиш учун, масалан, Коши теоремасининг шартлари берилган 
дифференциал тенглама учун бажарилншини текшириб чикиш кифоя.



Ушбу

I
U ( - 2 > = 0

Коши маса.часини курсак, унда Г = R2 ва ( — 2,0)6 Г. Аммо 

( — 2,0) нуктада \ у  J функция узлуксиз эмас. Демак, Коши
теоремасининг шарти бажарилмайди. Шунинг учун ягоналикни 
тасдиклаб булмайди. Аслида ( —2, 0) нуктадан утадиган интеграл 
чизиклар сони санокеиз (континуум) тупламни ташкил этади.
Хакикатан, ( —2, 0) нуктадан у = кубик парабола утади ва

у интеграл чизикдан иборат. Lily ( —2, 0) нуктадан у =  () интеграл 
чизик хам утади. Шунинг учун, масалан, ушбу

<pU) =

( ^ 2) ,  агар х ^ — 2 булса,

0, агар — 2 ^ х ^  — k, — k >  — 2 булса, 

ага  ̂ булса

функция бернлган тенгламанинг R2 да аникланган ечими булади. 
Ьундан k нииг хар бир кийматида унга мое ечим хосил килиш мумкин. 
k нинг — k >  — 2 тенгсизликни каноатлантирадиган кийматлари 
саноксиз тупламни ташкил этгани учун юкоридаги тасдикнинг 
тугрилиги келиб чикади.

Курилган масалада /(х, у ) = у '  функция R2 да узлуксиз. Пеано 
теоремаси буйича R  ̂ нинг ихтиёрий тайииланган нуктасидан 
берилган дифференциал тенгламанинг камида битта интеграл чизиги 
утиши керак. Юкоридаги мулохазаларга кура R2 нинг ихтиёрий 
тайииланган нуктасидан саноксиз интеграл чизиклар утади, аммо

Q тупламда каралган y ' =  y s дифференциал тенгламанинг бу туп- 
ламнинг хар бир тайииланган нуктасидан игона интеграл чизиги 
утади.

Ушбу
у> —  — • г_  , Г  =  ( ( х ,  у):  —  1 < х < 1, —  о о  < у <  +  о о |

V'l-A--

дифференциал тенглама учун у { — 2) =0 шартни каноатлантирувчи 
ечим мавжуд эмас, чунки ( — 2, 0)  ̂ I’.

Мавжудлик ва ягоналик теоремаларида if(x) ва $(х) ечимлар 
узлари аникланган интервалларнинг умумий кисмида бир хил 
булиши хакида ran боради. Жумладан, агар у =  ц>{х) функция
1 , =  {х :г\< х< г2\ да, у =  ̂ (х)  функция /л =  (х: s i < х  <  да 
аникланган ва х06/,ПА учун ц»(хн) =  ̂ (*о) булса у холда

Ф (х) =г|?(дг), хб^ПА-
Н)



«Пекин бу тасдикдан зинхор /, =  Л экани келиб чикмайди. Агар /г=>/„ 
булса, /л да аникланган f/ =  <j>(x) ечим у =  ̂ (х ) ечимнииг давоми 
дейилади. Бизни, албатта, давом эттириш мумкин булмаган ечимлар 
кизиктиради. Бундай ечимларни давомсиз ечимлар деб юритамиз.

Аникроги, агар у =  ц>{х) функция (1.1) тенгламанинг I г интервал- 
да аник,ланган ечими булиб, шу ечимнинг давомидан иборат булган 
%еч к,андай ечим мавжуд булмаса, у %олда у =  ц(х) ечим давомсиз 
ечим дейилади.

Давомсиз ечимларнинг аникланиш интервали / шу ечимлар 
аник,ланишининг максимал интервали дейилади. Кейинрок ( 1.12- § га 
каранг) хар бир ечим давомсиз ечимгача давом эттирилиши 
мумкиилиги нсботланади.

Бундан кейинги мулохазаларда интеграл чизик сифатида давом­
сиз ечимнинг графиги тушунилади.

К.айд киламизки, у =  ф(х) ечимнинг геометрик маъноси сифатида 
<1>(х) функциянинг графиги тушунилган эди. Энди (1.1) тенгламанинг 
геометрик маьносига тухталамиз: Гсоханинг харбир (х,у)  нуктаси- 
дан ¡(х, у) бурчак кочффициентли /(х, у) тугри чизикни утказамиз. 
Сунгра хар бир (х, у) нуктада тегишли /(х, у) тугри чизик буйлаб 
йуналган, Ох ук билан arc\gy' бурчак ташкил чтадиган стрелкаларни 
куйиб чикамиз. Натижада (1.1) тенгламага мое йуналишлар майдони 
х,осил булади.

Хар бир у =  ц>(х) интеграл чизик узининг хар бир (х, <р(х)) 
нуктасида /(х, <р(х) ) тугри чизикка уринади. Бу чса (1.1) дифферен­
циал тенглама билан унинг ечими орасидаги богланишни беради.

1.3- §. ИЗОКЛИН АЛ АР

(1.1) дифференциал тенгламани курайлик. Хар бир (х, у ) 6 Г 
нукта учун/(х, у) микдор (х,у) нуктадан утадиган интеграл чизикка 
(агар у мавжуд булса) утказилган уринманинг бурчак коэффициен­
тным ифодалайди. Ьундан интеграл чизикларни тахминан чизишда 
фойдаланиш мумкин. Шу максадда изоклина тушумчасини кирита- 
миз.

1 .5 -т а ъ  р и ф . Изоклина деб текисликдаги шундай нук,таларнинг 
геометрик урнига айтиладики. у нук,таларда берилган (1.1) диффе­
ренциал тенглама интеграл чизик,ларига утказилган уринмалар Ох 
ук,ининг мусбат йуналиши билан бир хил бурчак ташкил этади.

Таърифга кура, изоклина тенгламаси
f(x, y ) — k, k =  const

куринишда булади. Аввал шу таърифга дойр мисол курамиз.
Ушбу у' — х2~ у  дифференциал тенглама берилган булснн. Бунда

Г R" булиб, ихтиёрий (х, у) Ç Р учун — 1. Коши теоре-

масша кура R ' текисликнинг ихтиёрий (х, у) нуктаси оркали 
бери.пан дифференциал тенгламанинг ягона интеграл чизиги утиши 
келиб чикади. Демак, интеграл чизикларни чизиш хакида мулохаза 
юритиш маънога ira. Изоклина тенгламаси x2 — y =  k, fc =  const. Бу 
R~ текисликда ботикднги кжорига караган иараболалар оиласидан



иборат. к нинг хар бир кийматида тегишли изоклинага эгамиз. 
Жумладан, k =  0 да у =  х2, к — I да у = х2 — 1, у =  ~  I да у =  х2-\- 1 ва 
бошкалар. Равшанки, у =  х2 параболами интеграл чизимар кесади ва 
кесишнш иукталарида интеграл чизиклар горизонтал уринмаларга

7- чизма

К- чизма

эга булади (7,а-чизма). Шунга ух- 
шаш, у =  х2— \ параболани кесади- 
ган интеграл чизикларнинг хар бир 
муктасида уринманинг бурчак коэф- 
фициенти I га, у =  х2-\~\ учуй эса 
тегишли бурчак коэффициент - I га 
тснг (7, б, в-чизма). Х.ар бир изокли­
на кесиб утишдаги йуналишларни 
стрелкалар билан курсатамиз. Мати- 
жада текисликда йуналишлар майдо- 
ни хооил булади. Текисликда их- 
тнёрий (а, у) нуктаии олайлик. Бу 
нуктадан утадиган шундай эгри 
чизик чизамизки, бу чизик узиминг 
хар бир муктасида тегишли майдон 
йуналишига эга булсин. Бу чизик (х, 
у) нуктадан утадиган интеграл чи- 
зикни тахмина!! тасвирлайди (8-чиз- 
ма).

М а ш к . Ушбу дифференциал тснгламаларнинг интеграл чизикла- 
рими изоклиналар ёрдамида тахминан чизинг:

1. у ' — а, а =  const; 3. У '— Ух>

2. у' =  2х-\\ 4. У'=~-



!.4-§. БИРИНЧИ ТЛРТИБЛИ СОДДА Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л  
ТЕНГЛАМАЛАРНИ ИНТЕГРАЛЛАШ

Виз бу параграфда содда дифференциал тенгламаларнинг икки 
турини интеграллаш билан шугулланамиз.

I. ^~= Ц х) куринншдаги тенгламани интеграллаш./(х) функция 

бирор / интервалда узлуксиз булеин. Бу халда умумий ечим

у(х) =  +  х£1, х0£1, (С — ихтиёрий узгармас)
*о

куринишда ёзилади. Ундам у ' =  } (х) . С нинг С =  0 киймати 
тенгламанинг у{х$) =0 шартни, С — уо киймати эса у (хо) =уо шартни 
каноатлантирувчи ечимига мос келади.

Берилган дифференциал тенг- 
лама учун
Г  =  {(дг, у) :х£1, —  оо < у <  -Ь ° °>

(9-чизмага каранг), унда / =
={х:г| < дг< г2|.

Энди Г еоханинг ихтиёрий (дго, 
уо) нуктаеини олайлик. Унга 
С = у п тугри келади. Бундан Г 
еоханинг ихтиёрий нуктасидан бе- 
рилган дифференциал тспглама- 
нннг факат битта интеграл чизиги 
утиши келиб чикади.

М ¡1 и! к  . У ж б \ .

I. ^~='Лх\ хея, 
<1х

2. =  cos.it, х (  И;их 3. ¿У
*х 1+*2

дифференциал тенгламаларни интегралланг на интеграл чи:»икларини чинннг.

2. ~~-=&(у) куринишда! и тенгламани интеграллаш. Бутенглама-
да %(у)  функция /„ интервалда узлуксиз ва нолга айланмайди дейлик. 
Лгар берилган тенглама урнига

у  =  1

¿х  ц [у )

тенгламани курсак, бу холда /’ (у) =   ̂ функция хам /„ интервал- 

да узлуксиз булади. Шундай -жан, охирги тенглама учун аввалги
19



пунктдаги мулохазаларни юритиш мумкин. Бошкача айтганда, 
тегишли тенгламанинг умумий ечимн

х { у ) =  5 +  ( С ~ ихтнёрий узгармас)

куринишда ёзилади.
Э  с л а т м а . Юкорида курил гаи содда дифференциал тенгламаларда Ц х ) на ц (у ) 

функциялар тегишли интервалда узлуксиз хамда и  [у ) нолга аиланмайди деб 
каралади Агар ^(лг) функция /, интервалда битта еки бир нечта нуктада 1-тур ёки 
2-тур узилишга эга булса, бу холда борилган дифференциал тсиглама учуй ечим ва 
умумий ечим тушунчаеини кнритиб, «интеграл чнзнклар» устнда гапириш мумкин *ди. 
Ш унга  ухш аш , £ {у )  функция ! и интервалда узлуксиз ва битта ёки бир нечта 
нукталарда нолга айланган холда хам ечим тушунчаси ва «интеграл чизиклар» хакида 
фикр юритиш мумкин »ди Ьнз б у т а  гухталмаймиз.

1.5-§ УЗГАРУВЧИЛАРИ  А Ж РАЛ АД И ГАН  ДИ ФФЕРЕН ЦИ АЛ ТЕНГЛАМАЛАР

Ушбу
% - = 1 М е ( у )  (1.5)

курииишдаги тенгламалар узгарувчилари ажраладиган дифферен­
циал тенглималар дейилади. (1.5) дифференциал тенгламани 
интеграллаш билан шугулланамиз.

1.4-теорема. Агар /(х) функция /, интервалда, #(у )  функция /„ 
интервалда узлуксиз булиб, £ {у )  фО, у £ !и булса, (? =  {(*, у) :х£ 1х, 
У £ 1ц\ тугри туртбурчакнинг ихтиерий берилган ички (хо, у») 
нук,тасидан (1.5) дифференциал тенгламанинг фак,ат битта интеграл 
чизиги утади.

И с б о т .  Теоремами исботлаш учун (1.5) дифференциал тенгла­
манинг (дго, уп) £ () нуктадан утадиган интеграл чизиги борлигини ва 
унинг ягоналигини куреатиш кифоя. (1.5) тенгламанинг у (х ъ )= у1\ 
«партии каноатлаитирадиган у =  ц.(х) ечими бор деб фараз зтамиз. 
У холда

(*.<('(*>) €<*>-

Бумдан

чунки Ц(у)  фО, (/£/<,. Охирги тенгликнинг икки томонини х» дан х гача 
интеграллаймиз:

С С/(£)^
) ?(Ф(6)) V ' 5' 6 
*0 х0

ёки

чи<,)*</(, хо



Агар <!»((/) функция ^  ̂ учун, F  (x) функция ica f(x)  учуи бирор 

бошлангич функция булеа, у холла тенглнк бундай ёзилади:
Ф(ц U ) ) —Ф  (i/o) =  /■'(*) — f U « ) .  ( 1.6)

g(iy) /=(), у £ 1ц га кура Ф { у )  функция ! и интервалда монотон 
функциядир, чунки ф'(|/) =  ^ ^  ф{). Шунинг учун (1.6) тенгликни

<!'(*) га нисбатан бир кийматли ечшн мумкин:
4 'U )= (I* '(Ф(*/о) +  /; U )  — fU o )!, (17)

бунда Ф  1 функция Ф  га тескари функциядир. Демак, тегишли ечим 
бор деб фарад угилса, у ечимнинг ягоналиги на (1.7) формула билан 
ёзилиши исбот угилади.

Энди (1.5) дифференциал тенгламанинг ф(д-0)= уо  шартни 
каноатлантираднган у =  (| (х) ечими борлигини иеботлаймнз. Хакика- 
ган, (1.7) формула билан ифодаланган ф(х) функция Хц нуктанинг 
бирор атрофида (1.5) дифференциал тенгламанинг ечими булади. 
Бунине учун (1.6) ни х буиича дифференциаллаймиз:

бундан

Равшанки, ф (*о) = Ф  ИЧ/Уо)1 =  Уо. Шундай килиб, (1.7) функция 
изланган ечимдир. 1.1-теорема тула исбот булди.

Э  с л а т м л . Юкорклаги мулохазалар ( I .5) шфферпщиал тенгламанинг умумий 
ечимнни ёзишга нмкон беради. Агар I . I -тгореманинг шартлари баж арилса , у холла 
(1.5) нинг ха.мма очнмларн ушбу

5 ; ; ; ,  - \ т « + с .  о.«,
% *"

формула (С  ихтиёрий узгармас) ёрдамида ифолаланади. Х.акикатан ц (* „ )  = у „  
шартни каноатлантирган у = ^ (х )  ечим учун (1.8) дан С  =  0 келиб чикали. Ш унга 
ухшаш хар бир ихтнёрий один га н (* |, у , ) £ ф, {х,. у\) =£ (*<>, уи) иуктага  С  пинг факат 
б т т а  киймати мое келади.

М и с о . г  Ушбу

^  ' — - . С!> =  |(д-. у ) .  — с » < д г <  +  оо. — <ю < у <; +  оо| 
а *  1 + Г

дифференциал чтпглама ишчтраллансин.
Ьу (1.5) курнниш дат дифференциал тенгламадан иборат. (1 .8) формул ага кура

\ d--v = \  % ;+ С  
J I + т J I +s

a ret ц у  — a rc tg i/n  =  a ret к *  —  a re tg x ii +  С.



У =  1£(агс1ял:+ агс1й/и — агс1£Х«+ С ).
Ихтиёрий (ж, у ) £ ( ?  нуктадан утунчи интеграл чнзнк учун

г/— (я(агс1едг+С)
деб ёзиш мумкин.

М  а ш к. Уш бу дифференциал тенгламалар ннтеграллансин:

. йи4. дгсочдг. у >  0;
йх

у> о.

1.6-§. БИ Р ЖИНСЛИ ВА УНГА КЕЛТИРИЛАДИГАН Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л
ТЕНГЛАМАЛАР

I. Бир жинсли тенгламалар.
I .б-т я ъ риф.  Ушбу

куринишда ёзиладиган тенглама вир жинсли дифференциал тенглама 
дейилади.

си булиб, у нолинчи тартибли бир жинсли функцияднр*’.
Н(и) функция а < « < 6  интераалда аниклаиган дейлик. 

( а ^ и < Ж  интерваллар учун хам мулохазалар

тенгсизлнклар билам аникланган сохада, дг<() булганда чса 
Ьх <Су <С.ах тенгсизлнклар билан аникланган сохада берилган 
булади. Икки холла хам бу сохани Г деймиз.

1.5-теорема. Агар Н(и) функция а < и с Ь  интервалда узлуксиз 
булиб, шу интервалнинг барча нук,таларида И(и) Ф и  булса, хар бир 
(лсо, ¿/о) 6 * нуктадан ( 1.9) дифференциал тенгламанинг фак,ат битта 
интеграл чизиги утади.

И с б о т .  у =  их десак, (1.9) тенглама

узгарувчилари ажраладиган дифференциал генгламага келамиз.

' А гар  уш бу М (6£ , ¿т|) = А "'М (^ , 1| ).  муносабат барча (£,»1) лар учун
уринли Оулса, М  (*, <|) функция т-тартибли бир жинсли функция дейилади.

(1.9)

тунга ухшаш булади. ) х > 0  булганда И ( м  функции ах<с.у<Ьх

хи' 4  и — И.{и) 
куринишда ёзилади. Ундан ушбу

с1и __  И {и ) — и
(1х X



5-§ даги белгилашларга кура
/и) = £(ы) =И(и) —и ва

10- чизма

g ( u ) Ф 0, а < и < Ь .  Демак, I' со- 
ханинг ихтиёрий бернлган (*о, Уо) 
нуктасидан битта интеграл чизик 
утади (10-чизма). Умумий ечим 
эса (1.8) формулага кура топила- 
ди. Ноаник интеграл куринншида- 
ги ушбу

г и х  _  Г  (1и

3 *  3 (Ц и )- и

муносабатдан умумий ечим формулаеи
\n\x\ = Ф ( н )  + С  ёки 1 п |* |= ф (* )  + С

келиб чикади. Бу орда Ф(ы)  функция ц функциянинг бнрор

бошлангичи. Агар булса, А ( а ) ^ и  ва # ( ы ) = 0  булади.
и

Агар к (и )= и ,  и =  и\, . . . , ип булса,  ̂ а"(^Г_Ё интегралнинг
“о

1, 2, . . . .  п) да якинлашувчи ёки узоклашувчи булишига 
караб и=*и3 (яъни у =  и>х, .9 = 1 ,  2, . . . .  п) чизикларнинг \ар бир 
нуктасидан чексиз куп ёки битта интеграл чизик утади (И , а,
б-чизма). Бунда \ар бир у — и5х($=  1, 2, ..., п) чизик (1.9) диффе­
ренциал тенгламанинг интеграл чизиги эканини хисобга плиш лознм.

М  л ш к. Дифференциал тенгламаларнн интегралланг па интеграл чизикларими 
чнзинг.

¿УаУ. = _у. з  ^йх X ' Лх

¿У  _ _  У 4.Лх х Лх

2. Бир жинсли
А. Ушбу

-У'+С)'
-у-«)1

ах х х

в. ■'« „ ¿ У  +  У ;
йх X X

¿У
(1х-= / ( а}Х + 1>1у + С1 \

а2х + Ь2у + с2 } Ю)

дифференциал тенгламада ( (и )  функция бнрор интервалда
узлуксиз булсин. У холда (1.10) тенмамани узгарувчилари 
ажраладиган дифференциал тенгламага келтириш мумкин булган 
холларни ургаиамиз.

I. с\=с2 =  () булган кол.



à y  s f a \x +  b\ У \—  =  ! i - . i дифференциал тенгламага эгамиз. Агар dx y a 2x + b 2y J  1

ci\b -2 —  a  >b\ Ф  0  бу'лса, 6y тенглама ( 1.9) куриннпл a келади, чунки

^kœ-

I I - ч и з м а

Агар A — 0 булса = — = к  ёки
' У а , Ь2

a \ = a 2k, Ь\ =  Ьгк деймиз. Ьунда 
^- =  f(k) га келамиз. Бу диффе­
ренциал тенгламанииг умумий 
ечими £/ =  /(/г)дг-(-С булиб, бурчак 
коэффициенти f ( k ) га тенг булган 
тугри чизиклар оиласидан иборат 
( 12-чизма).

II. t'f-f*с*2 Ф 0, яъни С\ ва с2 
лардан камида биттаси нолдан 
фаркли булган хол.

Агар Д =  0 булса, у холда а \ = а 2к, b\ =  b2k га кура:
йу _ с /  к( а чх  +  b jÿ )  +  С t \  
dx \ а гх-\- b-iy +  C* )



Ушбу
z =  a-ix-\-biy ( M l )

алмаштиршнни бажарамиз, унда z — янги номаълум функция.
<1.1 I > дан +  курилаётган холда 62 — 0 шарт 1.4-§да

курилган холга олиб кслади. Энди Ь-2ф {) булсин.
(iiJ• =  1 (lz — 2 ни охирги дифференциал теигламага куйсак,
dx b.> dx b.,

I dz 
Ь„ dx

а2 = f ( kZ +  C' \  
ь2 \ г ~ + с 2 )

еки

•t* . t  ( / кг +  с ' \
(/*

( 1. 12)

дифференциал тенгламага кедами:».
А ^ О  булсин. Ушбу

Г x =  l  f  
I у=П+И> 

алмашти|)ии1ни ба жара ми:».
d y __d i|
dx d l '

(/ч _ i / “ i £ + M  +-а ' хо +  6|У«-ь( i \  ( M  i )

( 1.1 2 ) алмаштиришда xu ва j/(( сифатида
U|jr-t-/i,[/+Ci = 0 , 
щ х  -f- / у /  -f- Cj =  0

системанинг ечимини оламиз. by система нгона ечимга уса, чунки 
Аф(). Шундай килиб, (1.13) бундай куринишга келади:

dt
a \* +  b 1*1 \  

4е + М  /
By тенглама Л = ^ 0  булган \ол учун мазкур параграфнинг 

I кисмида курилган.
Хулоса килиб айтганда, (1.10) куринишдаги дифференциал 

тенглама А нинг кийматига караб, масалан, Д =  0  булганда ё ( 1 .1 1 ), 
ёки ( 1.1 2 ) алмаштирнш ёрдамида узгарувчилари ажраладиган 
дифференциал тенгламага олиб келинади.

Б. Витта еунъий усулга тухталамнз. (1.1) дифференциал 
генгл амада

y =  z'" (1.14)



алмаштириш бажарами:*, бу ерда г - яиги нома1>лум функция, т  
бирор хакнкий сон:

бундам

* (щгг- 1) =/(лг,^т ) ,
(1х йх (1х

1й = т г ' ~ ' т ^ х Х , ) = ^ Х ' г )  ( М 5 )

Агар гп нинг бнрор ккйматила А'(*. г) функция бир жинсли булса, 
у холда (1.14) алмаштириш маьнога эга булади.

М и с (I л.

^ х у у '=  V х>> ~  у 4 К / -  х ф {) ,  у ф  О, \хл\ ^ у 2

дифференциал тенглама иитегралланеин. Ь у  тенгламани интеграллаш учуй аввал 
(1.14) алмаштирншни бажарамиз. Содда хисоблншлар

-  х-гт т г т - '  *  =  \  /*- V " '  +  * * "3 йх

Лг =  3_ 3 \ х г,- г 4"' + / " '  
с1х 2 т  х-г1 т ~ 1

булишини куреатади. Б у  дифференциал генглама бир жинсли булиши учуй т  =Л3
=  булиши раншан. Ш ундай килиб, у  =  г 2 . Бундам у =  \  /  = г  у 1 — | г ‘ | . Бо- 

рилгаи дифференциал тенглама кунидагнча ёзилади:

их
г =  их алмаштириш натижасида

и йи йх 
. 11 х\ \~ип

дифференциал тенгламага колами:». Ун» ннтеграллаб. аввал м =  2 дан, е\нграх
г

2 — у л дан фойдалансак, дифференциал теигламанннг умумнй ечимнни

Ц* , г *  \
я г с б ш  , =1пСд:

1/1
куринишда ёзиш мумкии булади ( хиеоблашларнн тула бажариш кнтобхонга 
тоиширилади).

1.7- §. Ч И ЗИ К Л И  Д И Ф Ф ЕРКН Ц И  АЛ ТЕНГЛАМАЛАР

I .7 -т а ъ  р и ф. Ушбу

^  = и {х )у  + Ь(х) (1.16)

куринишОаги тенглама биринчи тартибли чи:шк,ли дифференциал 
тенглама <)ейила<)и.



(1.16) тенгламада «(х) ва (дг) функциялар бирор / интервалда 
аникланган ва узлуксиз булсин. Демак, I' сох,а текисликда у ихтиёрий 
булганда х га куйилган х£/ шарт билан аникланади, яъни Г =  {(.*, у ) : 
х£/, —  оо < у < ; -f- ° о }. f jy  тунлам интервалнинг кандай булишига 
ка раб таем а (кенглик), ирим текислик ва токнелнкдан иборат булииш 
мумкин.

1.6-теорема. Агар tt(x) ва Ь(х) функциялар / интервалда 
аникланган ва узлуксиз булга, у jçoa<)ü Г соуанинг ихтиёрий олинган 
(х,и i/o), дг<)£/ нуцтисидан ( I .Н>) тенгламанинг / интервалда 
аникланган битти интеграл чилиги утади ва у

У =  [М>+ м"Ь (т )йт  А(х ) =  $а(т)*/т (1.17)

формула билан ифо()алина<)и.
Исбот .  Аввало (хи, ¿/о ) пуктадан утадиган интеграл чизикнинг 

мавжудлигини текширайлик. Х.акикатан, (1.16) дифференциал 
тенгламада /(х, //) = а  (х)// +  Ь (х) булиб, бу функция Г сочада
аникланган ва узлуксиз. Ундап ташкари =  а(х) хосила / нн-

тервалда узлуксиз. Демак, Коши теоремасига кура Г соханннг 
ихтиерий олинган (х0, у{)) нуктасидан утадиган интеграл чизик 
мавжуд ва ягонадир. Энди уша интеграл чизикни ифодаловчи 
функциянн излаймиз. (1.17) функция изланган функция -жанини 
исбот чтамиз. Ву функция учун у (х  о) — у и экани равшан. Унинг 
хос иласи н и хисоблаил ик:

</?/ = е  Ли| 
dx

Ь(х)е^ш -\ A,"b ( r )d T ^ a (x ) c ^ (x) = Ь (х )  -\-а{х)у

Шундай килиб, (1.17) функция учун ечим хакидаги 1.4-таъриф- 
нинг шартлари уринлидир. (1.17) формулада иштирок этган 
функциялар I интервалда аннкланганлигини кайд кнламиз. Демак,
(1.17) функции / интервалда аникланган ва давомсиз ечим булади. 
Ву чизикли дифференциал тенгламаларнинг мухим хоссасидир. 
Теорема исбот булди.

1.7-теорема. (1.16) дифференциал тенгламанинг умумий сними

^  ''1 <Ti (т) i/ т (‘ , (С ихтиёрий узгармас) (1.17')

формула билан ифодаланиди.
Ис бот .  Равшанки, (1.17') функция (1.16) тенгламанинг ечими- 

дир. Энди (1.17') формула хамма ечимларни уз ичига олишнни 
курсатамиз. t/ =  <| (х) функция (1.16) дифференциал тенгламанинг 
бирор /, интервалда аниклашан ечими булиб, £о =  <|)(то), т(1£/х, 
булсин. Юкоридаги мулохазалардан (1,6-теоремага каранг) /хс=/ 
чкани келиб ч и кади. (1.17) формуладан С ни танлаш усули билан tu у 
у =  <р(х) ечимни хосил килиш мумкинлигини исботлаймиз. Унинг учун



тенглама С га ниебатан битта ечимга зга булиши зарур. Куриниб 
турибдики:

ГИ

C  =  | 1e “ ',,To, ^ ( т ) ^ т .
*0

Энди у =  ц>(х) ечим учун

<р(*> =  ( ^ Ли,)) ^<Глы Л(т)£*т + \ e-Al,)b(T)dx V ,("

формулага эга буламиз. Теорема исбот булди.
Юкорида исботланган (1.17) формулами иккинчи усул билан 

исботлайлик. Лгар (1.16) дифференциал тенгламада Ь(х) = 0  булса, 
у холда

~ ^ = а М у

тенглама (1.16) га мое бир жинсли дифференциал тенглама 
дейилади; &(*)=£0 булганда (1.16) тенглама биринчи тартибли 
чи:шк,ли бир жинсли булмаган дифференциал тенглама дейилади. 
(1.18) тенгламанинг бир жинсли деб юритилиши (1.16) да 
Ь ( х ) =  0 булиши билан богланган булиб. (1.9) бир жинсли 
дифференциал тенгламага алокаси йук.

(1.18) дифференциал тенглама узгарувчилари ажраладиган 
тенгламадир (5-§ га каранг). Унинг умумий ечими.

у =  Се*и> (С  - ихтиёрий узгармас) (1.19)
куринишда ёзилади. Энди (1.16) тенгламанинг умумий ечимини

у  =  ^ ( х ) ^ ш  (1 .2 0 )

куринишда излаймиз. -ф(х) бу ерда / интервалда аникланган 
изланадиган функция. Тавсия чтилган усулни узгармасни ва- 
риациялаш усули деб юритилади. Фаразга кура, (1.20) функция
(1.16) дифференциал тенгламани айниятга айлантириши лозим:

-I- г|?(л:)«(л')^4<*> =  а (х ) \ | ? ( ^ ) +Ь{х )
ёки

^'(дг)^1' 1 =Ь(х ) .
Бундан

X

ф ( х ) = С +   ̂ е ' А[х) b{^)dт (С- ихтиерий узгармас).

^ ( * )  функция учун топилган ифодани (1.20) га куйсак (1.17') фор­
мула келиб чикади.



М и с и . г  1. у ' +  у\%х =  яесх, Г«= |(х, у ) : — < х <  — о о < |/ <  +  оо|, диф ­

ференциал тенглама интеграллансин.
Бу  тенгламада а (с )  =  — 1й*. Ь (х ) =$есх Унинг умумий ечими (1.17') га кура

У = (С+ ^ ',КД̂ КеСХ^^-'1К11,‘ = С̂-)-  ̂ —* С̂0ЭХ = СС05ЛГ+ 5111,1:

Демак, у  =  Ссобдг &1пдг.
2. Ушбу

а,У =~ •: ----- ■ Г = |и ,у ):- "< *< £-, — оо < *<  + «>}
(¡х — х\ цу + ьесу 2 2

дифференциал тенглама интеграллансин. Б у  тенгламада у  номаьлум функции
булиб, х *рклн узгарувчидир Куриниб турнбдмкн, бернлган тенглама чизиклн эмас.
Агар х ал у  ларнннг ролларини алмаштирсак. I-мисолдаги дифференциал тенгламага
келамиз.

1А-|. БЕРН УЛЛИ  ВА РИККАТИ  ТЕНГЛАМ АЛАРИ

I. Бернулли тенгламаси.
1 .8 -т а ъ р н ф. Ушбу

2 = а М у  +  Ь {х )у ‘  (1.21)

тенглама Бернулли тенгламаси дейилади. Бу тенгламада а{х) ва Ь (х ) 
лар бирор / интервалда аникланган функциялар, а  бирор х.акикий 
сон (а£/?). Равшаики, агар а  =  0 булса, (1.16) дифференциал 
тенгламага уга буламиз, агар а =  1 булса.

‘‘1 = { а М + Ь { х ) ] у
тенгламага келамиз. Бу эса узгарувчилари ажраладиган дифферен­
циал тенгламадир. Демак, Бернулли тенгламаси а  =  (), а =  1 булганда 
бизга маълум дифференциал тенгламаларга айланади. Энди а Ф О ,  
а ф \  деб фара» этамиз.

1.8-теорема. Агара(х) , Ь{х) функциялар / интервалда аникланган 
ва узлуксиз булиб, а > \  булса, у  %олда Г =  { (х,у):х£/,
— оо < у <  -+- оо} соуанинг ихтиёрий олинган (дго, уо) нук,тасидан 
(1.21) тенгламанинг / интервалда аникланган битта интеграл низиги 
утади.

И с б о т .  (1.21) тенгламада ¡{х, у) =а{х)у-\-Ь(х)угх ва
,)И хЛ К  — а(х)  + а Ь (х )у *  а > 1  булгани учуй бу функция Г даоу
узлуксиз. Демак, Коши теоремасига кура, Г соханннг ихтиёрий 
(хо, «/о) нуктасидан (1.21) дифференциал тенгламанинг битта 
интеграл чизиги утади.

Агар уо =  0 булса, а >  1 булганда Бернулли тенгламасининг ечими 
у =  0, х£1 булади. Бу хусусий ечимдир. Аммо а< 1  булганда

функция у =  0 да узилишга эга ва (*о, 0) нуктада ечимнинг
°У
ягоналиги бузилиши мумкин. Агар 0 < а < ;1  булса, у =  0, х£/ 
функция махсус ечим булади, яъни у =  0 нинг хар бир нуктаси оркали 
камида битта (курилаётган холда бирдан ортик) интеграл чизик



утади. Буни курсатиш учун аввал (1.21) ни п Ф 0; 1 да квадратура- 
ларда интеграллаймиз. у ф й  дейлик. Дифференциал тенгламанинг 
барча хадларини у '1 га булиб

у 1 " =  г (1.22)
алмаштиришни ба ж а рам из:

( l - a ) ÿ  ^ = Т  .dx dx

У '+ b ( x ) ,

£  =  ( \ - a ) a ( x ) z + ( l - a ) b ( x ) .  (1.23)

by (1.23) тенглама z га ниебатан биринчи тартибли чизикли 
дифференциал тенглама. Унинг умумий ечими

г =  (С  +  ^  в,л,х№(1 - a ) b ( x ) d x )  е ' "  =  СА(х) +  Д(х)
куринишда ёзиладн. Бу ерда Л(дг), В(х) лар / интервалда узлуксиз 
функциялар. (1.21) дифференциал тенгламанинг умумий ечими:

У =  (СЛ(л) + В ( х ) )  .

Агар х =  Хо, у =  уо — () ва ()<сс<1 булса, бу формула ёрдамида 
ушбу

у =  (C-A(xH) + Й ( х 0) )  1 * =0. 
теигламадан С нинг ягона кийматини тона оламнз, яъни

С =  — -fj-"1 - Шундай килиб, (ха, 0) нуктадан// =  ( — А(х) +Л(дго) \ /ч (Жо)
I

+  й ( х ) у Ф 0 интеграл чизик утадн.

Равшанки, 0 < а < ; 1 булганда (1.21) тенглама у =  (), х £ / ечи.мга 
хам эга. Бу ечим хам (дго, 0) нуктадан утадиган интеграл чизикни 
ифодалайди. Демак, 1) Бернулли тенгламаеи квадратураларда 
интегралланади; 2) Бернулли тенгламаеи 0с  et <  1 булганда t/s= 0, 
x^ i  махсус ечимга *га.

2. Риккати тенгламаеи.

1 .9 -т а ь р и ф. Ушбу
^  =  а(х)у>+ Ь(х)у + с(х) (1.25)

тенглама Риккати тенгламаеи дейилаОи. Бунда а(х), Ь{х), с(х) 
функциялар бирор / интервалда аникланган ва узлуксиз булиб, 
Г — {(х, у) ; х£1, — оо < ;у <  +  оо}. Равшанки, агар ( 1.25) да а(х) = 0, 
х£/ булса, чизикли тенгламага, c(x) =0, х£1 булса, Бернулли 
тенгламасига эга буламиз. Шунинг учун кейинги мулохазаларда 
/ интервалда а ( х ) ф 0, с ( х ) ^ 0  деб фараз этилади.



(1.25) дифференциал тенгламанинг унг томони Г сохада 
аникланган ва узлуксиз булиб, у буйича узлуксиз дифференциалла-
нувчи (чунки =  2а(х)у +  Ь{х) ). Демак, Г сохада Коши

тсоремасининг шартларн уринли. Г соханинг ихтиёрий олинган 
(хо, «/<>) нуктаеидан Риккатн тенгламасининг битта интеграл чизиги 
утади.

Шуни кайд киламизки, умуман айтганда, Риккати тенгламаси 
квадратураларда интегралланмайдн. Куйида битта хусусий холни 
келтирамиз.

1.9-теорема. Агар Риккати тенгламасининг битта хусусий ечими 
маълум булса, бу тенглама квадратураларда интегралланади.

И е б о т. у =  у (х ) , х£1 функция (1.25) тенгламанинг бнрор хусусий 
ечимн булсин. у — ц>(х)-\-г алмаштириш бажарамиз:

с¡у __  с/ф (х ) . (1г
7х~~~ ~~йх ’ И х  '

+  ¿X = а ^ Н ч ’(л:) + г |^  +  6 ( х ) | ч.(х) +  * ]+ < ; ( * ) .

Ьундан, = а  (х)|ц)(х) \2-\- Ь (х)ф(х) +  с ( х ) . х£ 1  эканинн хисобга

олсак, ушбу
-‘~-=\2а {х )у (х )  + Ь (х ) ] г  + а (х )2?

Г>ериулли тенгламаси келиб чикади. Ву тенглама эса квадратура­
ларда интегралланади. 1.9-теорема нсбот булди.

Мисоллар куришда баьзн холларда Риккати  тенгламаси учун хусусий счимни 
бирор куринншда излаш ка уни то п и т мумкин буладн. Ушбу

= ~1?+2ху+ {  5 - / )
¿х

тенглама Риккати тенгламаси булиб, унннг хусусий очиминн ф(лг) =  ах-\ Ь куринншда 
излаш максадга мувофнкдир. Бундам

= а , а =  — [ах -\-Ь)2 +  2х {ах  {  Ь ) +  ( 5 — х2) ва а =  I, Ь =  ± 2(¡X
келиб чикади Текширнш курсатаднки, ч ( * )= * - Ь 2 х а м ,ф (х )= л :  — 2 хам хусусий ечим
булади. Лгар ф (д г )*х- Ь2  ни олсак, тегишли Бернулли тенгламаси

</г 2
— — 4г — г

Ах
куринншда буладн 1у=*ц>1х) г  =  х +  2 +  г алмаштириш бажарилган).

I Аи . ..-»иди г =  десак, = 4ы -(-] тенгламага келамнз. Ь у  узгарувчиларн аж рала  
и (1х

диган дифференциал теныачаднр. Унинг умумий ечимн Аи 4 - 1 = 0 ' '  куринншда

бйлнб. и =  - на г — у — (*-+-2) алмаш тириш лар ёрдачнда берилган Риккагн 
г

тенгламасиниш*’ умумий ечичини ёзамиз:

у= х + 2 +  4
С,-'1 -  1

Виз юкорнда Риккатн тенгламасинн тула урганмадик. Унинг турли хосеаларн 
хакнда, иккита ёки учта хусусий ечими м;п>лум булгандаги квадратуралар хакида 
туларок маилучотнн В. В. Оенаноннинг китобидан |3| укнш мумкнн.



1.9-f. ТУЛИК Д И Ф Ф Е РЕН Ц И А Л Л И  ГЕН ГЛ АМАЛАР

Хар бир (1.1) куринишдаги тенгламани символик равишда 
dy — f{x, y)dx =  i) куринишда ёзишни келишиб оламиз. Г>из хатто 
бундан умумийрок

М(х, y)dx-\~N{x, y)dy =  i) (1-26)
тенгламани курамиз. Уни биринчн тартибли хосилага ниебатан 
ечилган дифференциал тенгламанинг дифференциал шакли деб 
юритилади. (1.26) да Mix, у ) ва N(x, у) функциялар V сохада 
аникланган ва узлуксиз.

1 .10-таъриф.  Агар (1.26) тенгламанинг нап томони бирор 
U { х, у) ,  Uix, 4/)£С' (Г)  функциянинг тулик, дифференциалидан 
иборат булса, у jfaidü (1.26) тулик, дифференциалли тенглама 
дейилади.

Агар (1.26) тенглама тулик дифференциалли булса, у холда
(1.26) тенгламанинг (аникроги, ä y = — ^ {x' y) , № { х , у ) ф О ,

'  r  d x  \  i x .  у )

(х, у) £ Г  тенгламанинг) хар бир t/=(f(x) ечими учун U (х, <у(х)) — 
=  const айният уринли. Аксинча, бирор интервалда аникланган ва

U(x, у)  =  С (1.27)
тенгламадан ошкормас функция сифатида аникланадиган хар бир 
у =  ̂ {х) функция (1.26) тенгламанинг ечими булади. Хакикатан, 
у =  ц,(х) (1.26) тенгламанинг/интервалда аникланган ечими булсин. 
Бунда куйидагига эгамиз:

М(х, <р(х)) +Л/(х, ф(х))<р'(х) = 0  ёки -*x U{x, ф(х ) )=0,  х£/.

Бундан U {х, ij(x ))= co nst экани келиб чикади. Энди t/ =  q(x) 
функция U(x, у ) = С  тенгламанинг ечими булсин, яьни Uix, ц(х)) = 
=  С. Буни х буйича дифференииаллаб, топамиз:

Mix, i|)(x)) +  /V(x, ф (х ))ч/(х) =0.
Бундан у =  ф(х) функция (1.26) нинг ечими экани келиб чикади. 
Юкоридаги (1.26) тенгламанинг чап томони Uix, у) функциянинг 
тулик дифференциалидан иборат булгандя (1.27) муносабат
(1.26) нинг умумий ечими (умумий интегралы). U i х. у) ф\нкция -ка
(1.26) нинг интегралы дейилади. Аммо хар доим хам

dU(x, у ) — М(х, y)dx +  N(x, y)dy (1.28)
муносабат уринли булавермайди.

1.10-теорема. Агар Сир богламли 'Y cocada Mix, у), Nix, у) 
функциялар аникланган булиб, шу cojuda М(х, у), Nix, у),

/>д1 „.V фуНКцияЛйр узлуксиз %амда шу Г да М а-h №2фО булса,
<)у «)лг

*’ Агар Г сохада хамм;| нукталарн билам жойлаипан, уплро кесишмайдипш 
ихтнгрнй ёпнк синнк чи.»икнинг барча нчкн нукталари хам шу 1' сохага тегишли булса, 
Г  соха бир бугламли дейилади. Бир богламли соха албатта богланган соха булади, 
амм о хар бир богланган соха хам бир богламли булавермайди.



у халда (1.26) дифференциал тенглама тулик, дифферснциалли 
булиши учун

ш  S  dN (1.29)
ду дх

айният уринли булиши .чарур л;ам етарли
И с б о т . 3 а р у р л и г и . (1.26) тенглама тулик дифферснциалли 

булсин. У холда Г сохада аниклашан бирор U(x, у) функции учун
(1.28) муносабат уринли булади. Шунинг учун:

д Щ х , у ) , . d U (x , и) . . .
,,, = М ( Х ■ У) ■

Теореманинг шартига кура
IY U {x , у ) __  дМ (х. у ) d2U (x , у )  __  <!N{x, у )

дх ду ду ' дх <ly dy

тенгликлардан Г сохада (1.29) айниятнингту»рнлигн келибчикади.
Е т а р л и л и г и .  Энди (1.29) айният Г сохада тугри булсин.

(1.26) дифференциал тенгламанинг тулик дифферснциалли ъканинн 
исбот этамиз. М(х, у) функция Г сохада бирор U{x, у) функциядан 
х буйича олинган хосилага тем г деб карашимиз мумкии, яъни

Mix, y) =  ,Wi*-y) . (х. у) 6 I' (1.30)

Энди U(x, у) функциями шумдай танлаймизки, М(х, у) —

тснглик хам уринли булсин. Унинг учун (1.30) ни х(, дан х гача 
интеграллаймиз:

I
Uix, у ) =  $М{/, у) dt-\-у (у) , ix, у) 61'. Ха£1. (1.31)

*()
Ь у Щ х , у )  функция учун (1.30) бажарилади. Энди (1.31) ниубуйича 
дифференциаллаймиз:

X
d lJ {x .  у )  Г d M it. и) j .  ,

ву ■ = )  lJy М +  Ч>(У), (х, у)£\ , xt)£f.
хп

(1.29) айниятдан фойдалансак:

d U {x . у) 
¿У

г m t . y )  dt +  4/ {l/) =  NiXt y ) - N i x „ ,  у ) + 4, '(у)
J  ду

Агар < v ' ( y ) = N ( x o ,  у) деб танланса максадга эришамиз. Ьу содда 
дифференциал тенглама булиб, N (лг(), у) функция ихтиёрий (ж«, у) £ Г 
нуктада узлуксиз булгани учун (л:», у) нуктадан ягона интеграл чизик 
утади. Масалан, ф(t/c>) = 0  шартни каноатлантирадиган ягона ечим

ф(у ) =  \М(хи, s)ds, (xih i/o) £ Г, (хо, у )£  Г
"о

*’ (1.29) шартнн Л . Эйлер (1707 1783) тогиан.
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формула билан ёзнлади Тоинлган ифодани (1.31) ni куииб, U\x, у) 
функция учу»

U(x, y ) = \ M ( t , y\dt+\N(xi„ s)ds
*11 Kir

ифодани хоеил килами;!. Теорема иебот булди. Теореманинг 
етарлилнгини иебоглаш бир вактда тулик дифференциалли тенглама- 
ларни интеграллаш уеулини хам беради.

Ктарлиликнинг исботида интеграллаш аелида (хп, t/n) £ I - (*• У )  6 I 
нукталарни туташтирунчи нхтмёрий чгри чизик бунича олиб борилди. 
Ьу Г соха бир богламли булганда! ниа мумкнн.

V A h to . i .  УшГп (дг *’ ■+• '2y)dx -t- (2д -f • j/-’)rf»/ =  l) диффоршциал к-жламаннш тулик 
дифференциалли чк.'ши юкшири.к'ин на ин ггфалданош

<?Aí <] ,V
Тш гллмада M = x ‘ \-2tf. N — 2x-\u ! . Im u a n  — 2, =  2. Ломак, гонгла-

i)tf dx
мн тулик  дифференциалли. Энди уни ншеграддаймш

= Х *  +  2у дан ( } = *  -f '¿1/х - f - ^  \ =  2* i f .  <|'(í/)= {/''.
¡Jx Л <íi/

(| ( í/ )= - ^  f-í?| колиГ) чикали. Тоинлган патнжани \|>шна куйсак (í.'i = 0  д еб}.

i .1 
U (x . и) - А \ 2хч \ Ул -  С

умумии ечимни тонами.».
Ушбу

М (х ) dx +  .V (у ) di/ ~  О 

дифференциал тенглама тулик дифференциалли, чунки ^  =
<1N n  , ,=   ̂ =U. (д>дда хисоблашлар ердамида куиидагини томами:*:

dJ * = M ( x ) ,  ^  =  /V ( у ) , U =  \ M(x)dx +  ^{y) ,

=<('(*/). ч ' (у)  =М[у) .
Дифференциал теигламанинг интеграл и

U =  \M(x)dx+\N{y )dy  
функциядан иборат. Умумии интеграл чса

куринишда булади, бу ерда Ф| (х)  функция М{х)  нинг бирор 
бошлангич функцияеи булеа, ФДу )  функция N (у) нинг бирор 
бошлангич функцияеидир.

Агар (1.5) тенгламадн f ix)  = М {х } ,  giy)  = — , №{у)фО

дейилса, юкорида курил га н тулик дифференциалли тенгламага 
келамнз. Демак. курилган дифференциал тенгламага у.чгарувчилари 
ажраладнган на тулик дифференциалли деб караеак хам булаверади.



du [x . у  I

1.11-теорема. (1.2t») дифференциал тенгламада Af(x, у ), М{х, у) ,
,1М{Х' и) на фцнкцинлир Р  =  |(х. y ) :x£ lx, y £ lul  Р а  Г тугри

йу " л

туртбурчакда узлуксиз С) it лип. /V(x, у) Ф  0, {х. у ) £ Р  ва — ,
(х, у) £ Р  пулей, у халда Р  тупламнинг \ар imp берилгин (х,,. у<>) 
нуцтасидан (1.26) тенгламининг фак,ат битта интеграл чизиги утади.

И i f) о г. Теореманинг шартига кура дифференциал тенгламанниг
чаи томони тулик диффоренциалдир. яънн Af(x, у) ~ . N(x. у)  =  

=  N(x, у) ФЛ), (л. ц ) £ Р  га кура (1-20) дифферен­
ту

циал тенгламаии
А 1 (х . //) +  Л ' ( * .  //)//' =  () 

кчринишда с.чии! мумкин. Ундан
и
tlx

\(к'ил булади \оеила м(х, у) дан итингам тулик \<кида). »иди

у(х), л ^ /, функция (1.26) тенгдаманинг ечими булиши учун
и (х, у\х) ) = С, х£/, (1.32)

булиши tapyp на етарли. Фаразга кура — N{x, у) / 0, (х ,у )£Р .

П К  сабабли, (1.32) им,¡/(х) га иисбатан бир кийматли ечиш мумкин. 
С пи иг и (Хи,/уо) =  С муносабат бил а и аникланган кии м а т  (1.26) тенг- 
ламаиииг (Хн, t/d) нуктадан утадиган и гон а интеграл чи.чигини 
белгилайди ва у

и (X ,  //) =  U { X(i, (/„)

формула ёрдамида ифодаланади. и(х,у)  фуикцинии излаш уеулн >еа 
аввалги теоремада берилгаи.

1Л()-§. ИНТЕГРАЛЛОВЧИ К7ПАЙТУВЧИ

I. Г ео\ада аниклапган бирорта \ам 1 1 (х, у) функция учун
( 1.28) тенглик уринли булмасин, я ъни (1.26) дифференциал теиглама 
тулик дифференциалли булмасин.

1.11- tл  ъ р и ф. Агар Г со.\а<)а берилгин М (х, у ) , /V (х, //) на бирор 
ц(х, //) --ф 0 функцшишр учун ушбу

ц(л, у )М  (л, //)i/x +  |i (х, у)\'{х, y)dy =  i) (1.33)
тенглама тулик, дифференциалли булса, (1.26) дифференциал 
тенглама ту.ищ дифференцииллига келтириладиган тенглама. ц(х, у) 
функция :н'а унинг интегралловчи купайтувчиск дейилади.

Ьундан кейнн юритиладигаи муло.чазалар курсатадики, М(х, у) ва 
N (х, у) функцинлар Г со\ада дифференциалланувчи булса, 
интегралловчи купайтуичи (х<>, //.>) £ Г нуктанинг етарли кичик 
атрофида албатта мавжуд булади.



1.12- теорема. Агар О Ф  ц(х, у) 6 С1 (Г) ,  М (х, у) £ С' ( Г ) , ¿V(*, у) 6 
^ С ' ( Г )  булиб, у =  у{х) ,  у{хи) =уо функция I  интервалда аник,лан- 
ган %амди (1.33) тенгламанинг ечими булса, у %олда уша функция
(1.26) тенгламанинг хам шу / ингервалда аник,ланган ечими булади.

И с б о т .  Шартга кура, ц(ж, у { х ) ) ф 0, х£/ ва у(х) функция
(1.33) нинг ечими. Демак, ушбу

ц(х, у {х ) )М {х ,  у {х ) )  +  ц(х, y ix ) )N (x ,  у (х ) ) у ' (х )  =0, х £ 1
айният уринли. Ундан М (х, у {х ) )  +Л/(х, у{х)  )у' {*) = 0 , х £ 1  айният 
келиб чикади. Бу эса у(х)  функция (1.26) тенгламанинг ечими 
эканини билдиради. Бу теоремадан (1.26) тенглама тулик дифферен- 
циалли бул маган холда теги шли интегралловчи кунайтувчи 
ц(дг, у) ф ( )  ёрдамида косил килинган тулик дифференциалли тенглама­
нинг умумий интеграли и(х ,у)  =Сборилган (1.26) тенгламанинг хам 
умумий интеграли булиши келиб чикади.

2. Энди интегралловчи купайтувчини туларок урганамиз.
( 1.33) тенглама тулик дифференциалли булеин. У холда Г сохада

<>(ци. у)М{х. у)) ^  У И у )£\'  (134)

айният уринли. Бундан хоеилаларни хисобласак 
,,ди . дМ •, г5ц . <3Л/

М - \ -  + ^ -  =  Л , + 1 1 ,ду ду дх дх
ёки

М  д- £ - № »  ™  - , ш \ду дх г \ дх ду )
ёки ц(д\ ¿/)>0, (*. //)€*' лесак,

=  ,1.35)ду дх дх ду
муносабатга келамнз. Бу 1пц(х, у) функцияга ниебатан биринчи 
тартибли хусуеий хосилали бир жинсли булмаган дифференциал 
тенглама (12.2- ва 12.3-§ларга каранг). Биз учун т у  (1.35) теигла- 
манинг бирор хусусий ечимини билиш етарли. Бундай ечим (хи, у») £ Г
пуктанинг етарли кичик атрофида М , N. 1 -- , функциялар Г

сохада узлуксиз булгани учун доим маижуд ( 12.1-теоремага каранг).
1.13-теорема. Агар (1.26) дифференциал тенглама С/{х, у ) = С  

умумий интегралга зга булса, у холда бу тенглама учун интеграллов­
чи кунайтувчи мавжуд булади.

И с б о т .  Рашианки, йх +  — (х' у-~ =  0 ёки ф  О ,дх ду - д у
ди

(х, у ) £ У  леса к, ^  . Кайд киламизки, агар д- =  д1' = 0¿х ди 1 дх ду
ду

(■*. У) 6 I' булса, 0-с1х +  0'(1ц =  () тенгламадан текисликнинг ихтиёрий 
нуктасн ечим була олнши келиб чикади, яъии бу холда 
ннтегралланувчи дифференциал тенгламага эга буламнз. Агар

:«}



/ iiU V , / д О Х * , п dU , n M  n , > ^
U W + U i , )  * ° - м а с а л а н ' ax  ф 0 - V “ 0 , '*•  */ , e l  б у л с а ' б и з

¿/x =  0 ёки x =  eonst га чга буламиз. Бу холда ихтиёрий вертикал х = 
=  const турри чизик интеграл чизик булади.

Иккинчи томондан, (126) га кура
d y _  _ М  
dx ~  N '

Шунинг учун

Бундам

сW  dU <W
М __ дх дх ___ ду
N ~  d U  М ~  N 

¿У

М  * 4  А /=  цМ, = \iN
ох ау

темгликлар оркали Г сохада аникламган ц(х, у) функциями киритит 
мумкин. Энди

\kiMdx-\-Ndy) =  \iMdx-\- \iNdy =  ^  йх-\- д̂ й у  =  <Ш =  О

муноеабатлардан ц (х, у) функция (1.26) дифференциал тенглама 
учун интсгралловчи кумайтувчи экани келиб чикади.

Куйида иккита теоремани исботсиз келтирамиз.
1.14-теорема. Агар ц (х, у ), (х, у )£  Г (1.26) дифференциал 

тенгламанинг интегралловни купайтувчиси булиб, и  {х, у) функция 
шу тенгламанинг интегралы булса, у %олди ихтиёрий

ц, (х, у ) = ц  (X, у ) Ф ( и ) ,  Ф  (¿7(х, у ) ) (Г ) (1.36)
функция х,ам интегралловчи купайтувчи булади.

1.15- теорема. (1.26) дифференциал тенгламанинг ихтиёрий 
интегралловчи купайтувчиси ушбу

Ц1 (х, у) =  Ф(£У)ц(х, у) (1 -36')
формула билан берилади, бунда ц(х, у) бирор интегралловчи 
купайтувчи, Ф  эса (1.26) тенглама интегралы I)  нинг ихтиёрий 
узлуксыз функцияси.

Кайд киламизки, бу теорем ада н икки катъий фарк килувчи ц ва Ц| 
интегралловчи кумайтувчилар маълум булганда дифференциал
тенгламанинг умумий интеграли Ц|=со 1Ы  экани келиб чикади.

3. Интегралловчи куиайтувчини тонишнинг баъзи хуеусий холла- 
рига тухталамиз. Шубхасиз \х(х, у )ф О ,  ц(х, /у)^соп51. Интеграл­
ловчи кумайтувчи факат х нинг ёки у ниш функцияси булган холлар 
ънг содда холлар хисобланади.

а) ц(х, у ) =ц (х )  булсин. Бунда (1.35) тенглама еоддала1иади
<? I и ц' <ЛП ц ,.\; ,унки ^ = 0 ) :



ц (х , //) ф ун кц и я  учуи ю корида ки.ш нган фара:» (1 .37) иинг унг 
томоии ф а к а т  а- нннг функциями булиш идап нборатдир. (1 .37) пинг 
икки гомоннни ли дан х  гача  нитсч ра.ыаимид:

» W « \
Г о,, .**
\

ц (л ') =  Ct* " (1.38)

Ьи .нш  бирорта ш т т р г м л о и ч н  куиаитувчи  кн лн кти р асп  ани уч\ н 
С ~  I доса 6\.ia ;m

б )  » и д и  ц(л\ // )= ji(// ) булсим , (1.36) m nvia.ua б\ндаи кури-
I I  и  и i г а  к е л а д и :

, ,  (/III)) ô V (/Л!
• >1 . —  ,  — . l ili  '»-V Oll

Уидам i /„ дан ц гача ми к т р а д л а ш  натиж асида { { х .  //п)£Г ,
<А\;/>ео'

\ "V" ■
||<Í/) = Г Л '"М (1.39)

ифодани гопами i.
М и с о . i .1 ;i |i I . Уц|Г)\

r/í/; ~ а (  X11/ (• м  V> 
tlx

чнш к.’П! дифференты.i Н 'ш .laua бсри.и ли Г>\.н'ин. Умм
|<¿ (.г )/ /  f  h (л  ) |(/д tlii =  (1 

к у р н н н ш л а  f n i i . i i i  .V} ( д , // ) = i i  ( л )  y  -f- h | . v ) , / V (v ,  //)  • 1. Р л т и а н к н ,

r)Af t 'i\  и ( .V )
-  = . < л л г | .  =  — <i ( V ).

<)y ox \

Демак, ц * ц (д г ) .  (1ДН| га кура:

"  (1.40)

III y и да и km.1116 , бирничи tapi иб.иг чи ihk.im ;i м (|t ijx|u-n 11 и ii-’i гешдамамим! им reí раддончи 
кунайтунчисн (1.40) куринишла будадн.

2 . У т б у

(х у : — 1/ ) tlx  -|- хйу =  0 

д и ф ф е р е н ц и ал  гем м а м а  i ул ик дм()и|н'|)(‘мциа.1.1и «мае, ч \ нкм.



г)Л1 d N
ill/ âx  _  2 {хц  -  I ) _  '2 

W ( ,/J  — у  У

I f M i i K ,  ( t  Ц ( iy)  б у л а д и .  l i l y  н и м  г  у ч у н

“n /  V
M ÿ )= .-  =<■ =  [  ,/(i

c K i i  i / n =  I -U‘0  | i ( i / )  -=- и H i i ' i  i ' í i . ' i . ’i o H ' i i r  к у и а й т у в ч и г а  * г а  б у л а м т .  
ti~

1>c|)h;h <iii ю н г л а м а н н  к и т  pa.i.iam  ж а р а ё н ш ш  oxnpm a с т к а ш б  к у я м н : » .  .Vu»

 ̂ l a  K v n a n i  и|>иб . г у . ш к  д и ф ф ф е м ц н а л л и  г г н г л а ч а н и  ч о с и л  к и д а м т :

//'

(х  - 1 \dx -\  '  =
'  У / и'

1»у г г н г л а м а  у ч у м

л г:
*  У

у м  \ м  и и 1‘ч и м  б у л а д и

и) ц(д-, у ) =  ц i ( л*) ц„>(//) дейдик. (1.21)) диф ф еренциал генглама 
т у  кури ни ш ла интеграл ж т ч  и кум аи тувчш  а чга б ул и ш и  шартини 
чикарамии. |].3 (i) дан

^  I <h>¿ у  i <A*i _  , ) ..v  о м  

Ц„ lit) |l| il к <lr lit/

1‘КИ

, П 1 _  /).\ _  д .  /V iij'., ( у  )  ( 1 . 4  I }
ill/ II V

га *гами;*. бу орла
i ‘ht’, i <h‘ i 

ь  (</) =  . ■ , (A )  =  ( 1.42)
• |I_, t i l l  Ml d \

i)M  rJ VШундай килиб, arap — ‘ нфода (1.41) куринишда езили-
thf их

ши мумкнн б\леа, у \олда ( 1.2 0 ) тот . i яма р —  Ц| ( а ) ц _> (//) к\ ринит да 
ш г т  радловчн куиайтуичнга чга булади. бунда pi (v)  ка (Ы//) 
функциялар (1.42) формулалар ёрдлмида гопилади:

Mi

W - < .t ) ЛЬ ( {/1 d.\ +  Vi (л I \  .. (i/ i di /  =  0 .
V M í / )  /  O, V . «  v i  /  O. |.t. ti) i  К  . v f / , .  t/ ( /,,

.«»



дифференциал тон м ам а  Ц|(д) ц Н у ) куринишда интеграллончи купайтувчига *га. 
Х,ак.икатан, агар  M ix , у )  =  М> ( д: ) • М ; ( у ) , N ix , у )  г= ¿Vi (jc) N¿ {у ) дееак.

Бундан

ОМ
Оу

~ М \ ( х ) М Л у )

~ М { х , у )

ON ¿ М А Ц )  А, . . d N i (дг)• •• = М \ (х )  - — N t iy )  - -  
Ox dy  dx

Í N M -dy N i (дг)
I dMAy) 

М-Лу) dy

d N ,ix )

- N {x ,y )
Nx(x)

dx
d N  i U )  

dx

I
N ,{x ) dx M t(y )

dM-i(y)
dy

Демак.

1 rfM| = _  L  f/,V| 1 Ä _ 1 dM-'
Hi dx N  i </x ' (L, dy M^itj) dy

Mi =
I

Щ х )  • 1*2- M 2[y )

, l U ’y ) N x{x ) M 2[ y ) '

Берилган тенгламанииг иккн томоннни my функцинга купайтирсак, узгарувчилари 
ажраладиган

;VÍ,(X) N.¿ [x)
— dx + ............ dij =  i)

N x{x ) ^  M.¿ {x ) *

дифференциал тенгламага келамиз. Унинг умумий ннтеграли

M ¡ [x )  $ N.¿ (y )
Î  — dx
J  N . ix ) *■ \

У» M t iy )
dy =  C.

2. .Viiißv

{ y 1 —  4xy)dx +  (2хцл — 'Áx2)d y = Q , х > 0 , у > ( ) .  -  у :|< д :<  - у л
4 3

дифференциал тенглама интеграллансин.
Бу  тенглама тулик днфференциалли эмас, чунки

М *ж у*  — 4ху, N =  2xy' — 'ix2 ва ^ —~ = 4 у х--4х, ^  =  2 у ' — %х
i)y ' àx

дМ ON
м ун о сао атл ар д ан--- Ф ----тенгсизлнк келиб чикади.

ду дх
Берилган дифференциал тенглама ц(дг, í/) =  [ц (д:) \it{y) куринишдаги интеграл­

лончи купайтувчига ira . чунки

ОМ — ON = 4 у , 4х (2 « _ .,5Ж) =  { 2ху '- 'Л х2) . - -  ( у '- 4 х у )- - -  =
Оу Ox X у

2 2= д/ л. _  м  - .



Д очак. интчтралловчи купайтувчи ц(х, у ) = х гу : куринншгл i i i i  (бернлган 
ггнгламапи ц =  х 'у ' булглнд.! тулик  диффорешшаллига келтирнб, суш  ра уни 
ннтеграллаш китобхонга мустакил иш урнила тошиирнллди).

Машк бажараётганда баъзи холларда интегралловчи купайтувчи 

ц(х , у ) = ц ( У ' ,  у ) ,  ( i U ,  ц ( * .  у )  = ц ( х 2 — у 2)

ва бошка куринишларда изланишн мумкин.
г) (1.26) дифференциал тенгламада М { х ,  у )  ва N {x ,  у )  

функциилар Г сохада аникланган, днфференциалланувчи ва т- тар- 
тиблн бнр жинсли булеин. У холда (1.26) тенглама

= ,« + .„ *  , Ы З )  
куринишда интегралловчи куиайтувчига чга. Хакикатан,

М ( х ,  у ) = х " ' М (  1, N { x , y ) = x mN (  I,

на

лг"'Л|(|, yx ')dx +  xmN (  I, yx )d y  =  0.

Агар   ̂ = и десак, х ' " М {  1, и ) dx -f а-"' N  ( 1, и )  (xdu-\-udx)  —  0 ёки

|агш,М(1, н) ■+ ux'"N(\, u)\dx + xm + }N(\, u )d u=  0.
Бундан интегралловчи купайтувчи учун

ц. (а-,и) =  , 1
хт  + 11 Af (1 .ы) +  uN  ( I ,u ) |

формула келиб чикади. Берилган тенглама учун аввалги белги- 
лашларга кайтиб, (1.43) формулами хосил киламиз.

д) 1.15- теоремага кура, (1.26) дифференциал тенгламанииг 
ихтиёрий интегралловчи купайтувчисм Ц|{аг, у )  = < P ( U ) n ( x ,  у )  фор­
мула билан ёзилиши мумкин. Бу формула интегралловчи куиайтувчи- 
ни топиш учун аввалги булимларда баён этилган усуллардан фарк 
килалиган усулни куллашга олиб келади. Янги усул куйидагидан 
иборат: (1.26) тенгламани шартли равишда иккнга буламиз:

\М\[х, y)dx~\-N|(лг, у ) dy|-)-[/Wа(at, y)dx +  N 2(x, y)dy\ =  (),
бунда /Vfi-fMi> =  M, /V i -f- N -2 =  /V. Суп ipa ушбу

;Vf i dx + N i dy =  0, M,dx -f- N >dy =  0
темгламаларни айрим-айрим курамнз. Албатта, бу дифференциал 
тенгламалар учун интегралловчи купайтувчинн нисбатан осонлик 
билан топа оламиз. деб хиеоблаймиз. Теги шли тенгламаларнинг 
интегралловчи купайтувчиларни мое равишда |ii ва ца, интеграллари-



ни чса U i ва U¿ лейлик. У холда юкоридаги формулага acocan хар бир 
дифференциал тенглама учуй ихтиёрнй нитегралловчи купайтувчини

M.f= Ц,Ф, Ц?=М>2<^) 
куриншида ёзиш мумкии. Ф| ва 'ларнинг ихтиёрийлигндаи 
фойдаланнб, уларни шундай танлаймизки, ушбу

Ц*=Ц?=Ц
мунск'абат уринли булсин. У холда ц функция берилган ( ! .26) диффе­
ренциал тенглама учун нитегралловчи купайтувчн булади. Амалда Ф| 
ёкн Ф.> фуцкцияни 1 га тенг килиб олиш мумкин.

М и с о л . Уш бу (xy* +  y ')d x  +  (х ' — х у ')d y  =  0, - ï> 0 , «/><>, х > у '  дифференциал 
тенгламаниш интеграллончн кунайтувчиси тоннленн. 

l i \  T O H I V I Ü M Í I H H
.1

c/ (x i/ )+ 'V (y iix  — xdu) = 0  
x

к\рннншда п и ш  мумкии. Ундан цГ =  jii *1* i (х у ) =  Ф | (ху ). (ydx — x d y )= i)  тенгла­

ма уч\м u - ¿ =  - !  , чканини н | булимдаги ycv-'i fi план иебоглаш м\мкин Энди ц Г = -ц ? 
х 'у '

б у л н ш и  учун  Ф _<=1 д е са к,

ц ? = Ф , (ху) ^  , ., =  м х у
келнС* ч и к а л и . /U -м ак, ц =  2 ф ункц ии  бери лган дифф еренциал ген гла м а  у ч \н  

и ш е г р а л .и ж ч и  к у н а н ч у и ч н  булади

1.1 ! - §. П И К А Р  T R O P  F.M А С И  Н И Н Г  И С Б О Т И

Аввал {1.3) бошлангич шартни каноатлантнраднган ва |л* — дгиI <  
^  h ораликда аникланган ечимнинг мавжудлигини. сvuгра бу 
ечимнинг ягоналигиин исботланмиз.

Исботга бовосита утишдан аввал баъзи ёрдамчи гасдикларга 
тухталамиз. 1‘ сохада марками (дгп, //<► ) Ç Г нуктада булган хамда 
чегараси билам бутунлай шу сохада жойла1нган бирор Р тугрн 
туртбурчак чнзиш мумкии (бунииг исботи укуичига хаиола ггилади). 
Унинг горизонтал томоми узунлигиии 2 а ,  вертикал томоии узунлигиии 
эеа 2 Ь  лоб белгилайлик, бунда а  ва b  лар мусбат чекли сонлар. 
Шундай килиб, Р =  {(х, у):\х — х0|< а , Iy — yô\<b\. Pœ T  6\;\нС>, 
Р  - ёник чегараланган туплам.

Г да узлу ксиз булган /<дг, у) функция Р  да хам узлуксиз булади. Р  
ёник, чегараланган булгаии учуй f ( x ,  у )  унда чегараланган'буладн, 
ЯЫ1И шах |/ (дг, у ) I — М, М^'О. Агар ,И =  0 булса, Цх.у) ==

11. у ) . /’

ssO V  (Х,у) 6 р булади. 1>у холда (дг, у ) £ р  учун (1.1) тенглама
!ÍUсоддагима j  =<> куринншни олади. Ьу тем!ла.манннг //(д(|) =//„

бошлангич шартни каноатлантнраднган ечими у(х) ^у», |д —дги| 
кабн ёзнлади. Бумдай ечим ягоиа чкани равшан.

Пикар (|НГ>() И М ]) чанж\длик георемаеиии ]8‘М mi.i.ui K e i\ ia - h e i 
икиилашиш u 'v .m  0 и. г ; i и щ/нп мигам



Энди max |/(дг, у ) \ = М ,  Л1>0 
(». »)(:!'

булсин. Illy Р  тугри туртбурчакнинг ихтиерий (х, у |) ва (х, уч) 
нукталари учун хам (/.) тснгсизлнкнннг бажарилиши равшан 
(1.2- теореманинг шартига кура). К,айд киламизки, (х{), уп) Ç Р иукта 
Р  тугри туртбурчакнинг марказидан иборат. Энди (1.1) дифференци­
ал тенгламанинг (1.3) бошлангич шартни каноатлантирадиган ва 
\х — Хи\ h^ .a  ораликда аникланган ягона ечимининг мавжудли- 
гиии исботлаймиз. Бунине учун биринчи кадам дифференциал 
тенгламадан интеграл тснгламага утишдан иборат.

1. î/ =  «|i ( x ) (1.1) тенгламанинг \х — х(,\^  h ораликда аникланган 
бирор ечимн бу'либ, у ( 1.3) бошлангич шартни каноатлантирсин. 
Шундай чкан, биз ушбу

айниятга эгамиз. Ьу холда ср(дг) функция учун \х — лг()| ораликда

интеграл амният уринли. Акеинча, агар бирор узлукеиз <| (дг) функция 
учуй \х — х ораликда (1.45) айният уринли булса, у холда у =  
=  << (д:) функция дифференциалланувчи, (1.1 ) тенгламанинг ечимн ва 
( 1.3) бошлангич шартни каноатлантиради. Бошкача айтганда, 
( 1.45) интеграл тенглама ( 1.3) бошлангич шарт билан бирга олинган 
(1.1 ) тснгламага эквивалент. Ьу тасдик эквивилентлик леммаси деб 
ю[)итилади. Уни иеботлайлик.

(1.45) муиосабат уринли булсин. Унда х =  ха деб <|Un) =//и ни 
хоснл киламиз. Шундай килиб, (1.45) дан (1.3) бошлангич шарт 
келиб чикади. Раншанки, (1.45) айниягнинг унг гомони х буйича 
дифференциалланувчи, шунинг учун унинг чаи томонн хам х буйича 
диффереициаллануичи буладн. (1.45) нн днфференниаллаш няшжа- 
сида (1.44) айниятни хоеил киламиз.

Энди (1.3) на (1.44) муносабатлар уринли булсин. (1.44) ннл(1дан 
х гача интеграллаб

ни хоснл киламиз. Бундам (13)  га кура (1.45) ми хоеил киламиз. 
Тасдик исботланди

П. (1.1) дифференциал тенгламанинг (1.3) бошлангич шартни 
каноатлантирадиган ва \х — *о| ораликда амикланган ечимининг 
мавжудлигини куреатнш ( 1.45) интеграл тенгламанинг худди шундай 
ечимининг мавжудлигини куреатишга келтнрилди. Тавсия этилади- 
ган усул ердамида авнало ечимнинг мавжудлиги исботланса, кейин 
у ечимни берилган аникликда такрибан куриш мумкинлнги хам 
курсатилади.

Бошлангич (полинчи) якинлашиш енфатида //„ ми кабул киламиз. 
Куйидаги

(1.44)

(1.45)

<)'U) — «|:Un) =   ̂ /(т. <|'(т) )ch



y i ( x ) = y 0 + \ f ( l , y n) d t  
х0

х

</*(*) =</»+\/(S, </,(£> M ?. (1.46)
*0

Уп (х )  =í/i,+  ̂ /{£, уп_ , (£)М£. 
««

коида билан у\{х) , y¿ {х ) ..... Уп(х), .... функцияларни курамиз. Улар
«маълум маънода» такрибнй ечимлар булади. Бу функциялар 
куйидагн хосеаларга эга:

1) Равшанки, уь (х о ) =t/o(6 =  1,2, ...). Демак, хар бир у =  ук(х), 
¿ =  1,2, ... функциянинг графиги (лг(>, уп) нуктадан утадн.

2) Агар /i =  rnin^ü, -^булса, \х — х0| ораликда аникланган

У к ( х ) ,  ¿=1,2, ... функцияларнинг графиги Р  тугри туртбурчакдан 
чикиб кетмайди. Хакикатан, элементар мулохазалар ёрдамида h нинг 
аникланишига кура куйидаги тенгсизликларни хосил кнламиз:

I у 1 ( х ) - у 0 \ =  \ \ f t t . y 0) d l \ <  I ^ i n S . M , ) l d S I < M U - * 0 l < M A < 6 .

* ( |  х <|

X
\Уз(х)~уа\=\ \ f ( l , y i { ^ ) )d l \ ^  

х \>

X

¡ y j x ) - y 01 =  |
xo

X

<1  ̂ \H l.y , . . , (E )) ld S < - V )U - jt,)|< M A< i> 1
xu

Энди ys(x) функциянинг графиги Ядам чикмайди, дейлик. Унда
X
 ̂ /(£. интеграл аникланган ва \ys(x) — í/ol < 6  тенгсизлик

*0
уринлн булади. Шунга acocan



l y v + ! - i/ o l  =  l t y i t , ,  y J D )  d $ ^

*0

< 1  $ 1/'(£,</,(£)) < A Í/ I j< 6
'o

муносабатга эга буламиз. Шундай килиб, агар бирор натурал s сони 
учун y¡¡(x) функциянинг графиги Р  дан чикмаса, яъни (х, ys(x ) ) £Р.  
у холда .s +  l учун хам ix, у^  i (х) ) £Р  булади. Демак, кулланилган 
математик индукция усули (лг, ук{х ) )^ Р ,  /г=1,2, ... эканини исбот 
этади.

3) ук(х) (k =  1,2, ...) функциялар \х — Xo\^h ораликда аник- 
ланган ва узлуксиз. Хакикатан, равшанки,

У\(х) =!/«+ 5 /(£, yü)d l
*п

функция \х — x„\^fi  ораликда узлуксиз, чунки f(x, у) функ­
ция уша ораликда узлуксиз. Шунга ухшаш, fix, у\(х)) функция 
хам \х — л'и1^/г ораликда узлуксиз булгани учун у-,{х)=уо~\-

+  ̂ /(£. А/ 1 (£) ) dt функция хам уша ораликда узлуксиз булади. 
*0

Колган у-л{х), .... уп(х), ... функцияларнинг тсгишли ораликда 
аникланганлиги ва узлуксизлиги математик индукция усули билан 
осонгина исботланнши мумкин.

III. (1.46) функциялардан тузилган {уь(х)\ функционал кетма-
кетлик \х— A =  min (а, ^  ораликда текис якинлашади.
Буни исботлаш учун

Уч +  \У\ (х)  — Уъ\ +  \У'Лх) — у\ {х ) \ - \- . . .+ \у п {х )— уп i (х ) |  +  ... ( 1-4 7 )
функционал каторни курамиз. Равшанки, k- хусусий йигинди S*(x) =  
=  ykix). Агар (1.47) катор текис якинлашувчи булса, ундан \уь(х)} 
кетма-кетликнинг тегишли ораликда текис якинлашувчилиги келиб 
чикади.

Энди (1.47) каторнинг хар бир хадини бахолаймиз:
\у\(х) — í/i)l < M U  — Хо\,

I yzix) — Í/I (х) К  I J f /(£, yt ( I ) ) — fi t ,  M>)№ <
*l>

<1 \ I HI .  </„)!<« I-
x0  ̂

Интеграл остидаги айирма учун Липшиц шартини куллаймиз 1 ва 
\y{ i x ) ~ y Q\ учун топилган баходан фойдаланамиз:

’ ’ Агар I. =  0 булса, |х — дгоI ^ h ораликда y ¡ {x )  = y ¿ {x )  =  ... =  уп{х ) = ... булади.

Агар У (х ) = y ¡ (x ) ,  i — 1,2, ... лесак, у „ ( х )= у » +   ̂ / (т, у п (т ) )dx дан п -*сс да у  =

=  К(.г) функции <1.1) тенгламннинг ечими чкани келиб чикади.
45



IуАх) - у л х )  I < /.| \ I!/, (5) -ÿ„|c(Ç|</.M| 5 IS — ЛГ„№1 =  I.M
*(■

Шуша ÿxinain,

l y , ( x ) - y 2(x) l  =  l $[/<{;, у Л 1 ) ) - т .  .v, <&>)№!<

< 1  \ \ n í .  y , ( l ) ) - H t  < / , m ) > № l < z . |  \ \ y . A l ) ~ y A t ) - d l \ <

ä n = ^ \ x - x ^ .
•*»

Математик индукция усули ёрдамида ихтиёрий натурал п учун 
куйидаги тенгсизликни топамиз:

I y j x )  —  I (х )  I <  1 -л ! ,И |х — х0|". ( 1.4 8 )

|х — хо|^Л  орал и клан олинган х лар учун
I у \ (х )  — yol < M h ,

Ií/2(x) — у, (x) ( < A f ¿  , 

IУ a (x ) — y-Ax) \< M L?  *-,

lí/n (-*■) —  .</«. , ( * ) ! < '  *  .

муносабатларга келамиз. Бундан куринадики, (1.47) функционал 
каторнинг хар бир \ади мусбат хадли

I У„ I +  f. ML" ' i  ( I 49)
* ш I

сонли каторнинг тегишли хадидан катта эмас. (1.49) катор эса 
Даламбер аломатига кура якинлашувчи, чунки

i • а л  i  k i h k (fc  —  1 ) ' I I . h A  ,lim M i r  1 ,. • • . T  =  lim . =  0 <  I .
* h M I . " - 2

Шусабабли, (1.47) катор Вейерштрасс аломатига кура |х — Х о К  
^ / i ораликда текис якинлашувчи ва демак, lí/t(x)| кстма-кетлик хам 
текис якинлашувчи булади. By кетма-кетлик ÿuia ораликда бирор 
узлуксиз Y (х) функцияга текис якинлашади, яъни

l i m (х) =  К(х), х0 — / i< x < x 0 +  /i.
h -оо

Энди K(xi)> — у „ ,  (x, Y ( x ) ) £ P ,  \x —  X o l ^ / i  зканини исбот этамиз.



Хакикатан,
К (^ |) =  П т у А(д^)=* Мшу,, =  (/». я ън и  К <лго) =£/о-

Ушбу !</*(*) — £/<>| ^¿> генгсизликда (£-► оо да) лнмитга утамиз:
I К(л:) —уа\</>. Ьуидаи (х. К (д:))  ̂ келиб чикади.

IV. \х — дго|^// ораликда аникланган У (х) фумкция (1.45) интег- 
рал’тенгламанинг ечими эканинн исботлаймнз.

Юкорида исбот этилгани буйича |«/а(а‘)| кетма-кетлик Iд: — а(>| 
ораликда К(дг) фуикцияга текнс якннлашади. Демак, ихтиёрий 
> 0  у чум шундай N =  N {*) и ату рал сон топил ад и кн, к ниш /г> N ( у ) 
кийматлари учун \х — дго!^^ ораликда ушбу

\уь{х) — У(х) I < к
генгсизлик уринли булади. Липшиц шартидан фойдалансак, куйида- 
гини хосил киламиз:

I 5 / ■ ( ? . < / , ( ? ) ) ' « -  5 / (? )■
•г|> •*(>

5 / < > . 'М е ) )  - т .  1< | ^ У М е )  - - К (6 )  и/ё | <

^  /-к\х — ЛГ||| ^  ¿е7/ -►(), агар <••-►() булса.
Шунинг учун к-* ОО да ихтиёрий х учун ушбу

г х

$/(е . ! / „ ( « > № -  \/<Е. и - л 1 < Л
*0 Ао

муносабат уринли. Энди (1.46) да (п-*-оо да) лимитга утамиз:

У{х) =  </„ + $/(Е). К(5))</£. и  — ДСПI < /1.
хи

Ьундан У{х) функциянинг (1.45) интеграл тенгламанинг ёки унга 
эквивалент булган (1.1) дифференциал тенгламанинг \х — *о|^/г 
ораликда аникланган ва К(*о) =уо бошлангич шартни каноатланти- 
радиган ечими экани келиб чикади.

V. Энди |х — Х\)| ^ И  ораликда аникланган ва К(Хо)=Ко шартни 
каноатлантирадиган // =  К(дг) ечим ягона эканнни исбот этамиз. 
Фараз килайлнк, и У.{х) -ушбу 1 (х» )=у\  бошлангич шартни 
каноатлантирадм; I м  бнрор \х — хо\^.с1 , с!^.а ораликда аник­
ланган ечим б\.к п.. л — л-.,|^/г ва \х — х»|^с/ оралимар умумнй 
Хн нуктага чга. \ .1арнииг умумий кисмнни \х—ДГо|^Л*, И* — 
=  т ш |Л ,  (1\ деймиз. Виз т у  \х — Хо\^И * ораликда У(х)^=2 (х) 
айнинтнинг уринли эканнни исбот этамиз. Ьунинг учун \х — Хо1 * 
ораликда аникланган « ( а ) =  I У(х) — /(дг)|^() функнияпи кура-
миз. Сунгра шундай мусбат сон е ни оламизки, у г<гшп^/Г, ~  ̂ , 

/->() тенгсизликни каноатлантирсин*'. Виз У (х) = У (х )  айниятнинг

*' Агар I. = 0  булен « (х ) =  ! >'(лг) — ^ {д г ) |^ 0  бул адн. У  »дан | дг... *■■ +  ?] ораликда 
П - 0 = £ и )  чклин келиб чикади.



тугрилигнни |х„, Хп f  г] ораликда куреатамиз. Бу ораликнннг бирор х 
нуктасида и{х) (функция узининг максимумига эритади. Уни 
т  дейлик, яънн

тах  и (х ) = « ( î )  =ni, х£|х<>, дг() +  к|.

Содда алмаштиришлар ёрдамида ушбуни топамиз (х£|х<), Хо +  к|):

u{x) =  \ Y (x ) - Z {x ) \  =  \ \Ц1  Y (x ) )d ï ,~  l<
*0 x0

< i  \c , м а , у а ) ) ~ т . г ( 1 ) ) ы ы < и  \ \ Y t t ) - z M \ d i \ <
•*(1 *<» 

x(( *-*■
< ¿1   ̂ u ( i ) d i \ ^ L m r ,

*nя ъни
u{x)-^Lmv, xÇfxu, Хо +  е|. (1.50)

Агар m=()  булса, бундам u(x) ^  0 келиб чикади. Аммо u(x) ^  
^ 0  (киритилиши буйича) тснгсизликнн каноатлантиргани учуй 
fjc«, АГи +  e'l дан олинган барча х лар учум охирги икки тенгсизликдан 
и(х) = 0  экани келиб чикади. Агар т~>{) булса, (1.50) да х =  т деб, 
m ^ L m ?  ёки ^  I га эга буламиз. Аммо г иинг танланишига кура 
¿ t  <  1. Биз шу тенгсизликка зид булган тенгсизликка келиб колдик. 
Демак, фа кат т  =  () булиши мумкин. Биз |х0, Xo-f н| ораликда Y (х) =  
=  Z (x ) айнинтни иебот этдик. Жумладан K{xo +  t-) =  7(х() +  г). Бу 
кийматни у, дейлик. Раншанки, х()-(-»-'<х<|~{~h *. Биз е> 0  ми шумдай
танлашимиз мумкинки, х (>-|-2е. < x 0 H-/j *  булади. Энди fxo +  e, х() +  
-j-2e| интервал да хам K(x)==Z(x)  айният уринли эканини куреатиш 
мумкин. Мулохазалар худди кжоридагидек булади. Шуша ухшаш 
е > 0  ни кичиклаштириб бориш хисобига x,( + /i* га етарли якин 
булган х<) +  6к (k натурал сон) соини хосил килиш на |хо-}-(£ —
— 1 )ь\ хо +  /ге| ораликда бир хил Y (Xo-f (& — \)г) — Z{Xü(k~  l )e)  =  
=  */(*-Dr бошлангич шартни каноатлантирадиган Y (x) ва Z (x ) 
ечимлар устма-уст тушишини исботлаш мумкин. Шундай килиб, 
[хо, xn +  /i*] ораликда K ( x ) = Z ( x )  айниятнинг уринли экани исбот 
этилди. Худди 1иундай мулохазаларни |хо — Л*, хо| ораликда хам 
татбик этиш мумкин. Демак, \х — Xol^f t *  ораликка K ( x ) = Z ( x )  
экани исботланди.

Эелатиб утамизки, h *  =  h булганда ягоналик исбот этилдй 
дсйиш мумкин. h *  =  d булсин дейлик. Бу холла d < h  булади. 
Агар Y (х) ва Z (x)  лар Y{xn-\-d) — Z (x n-\-d) =y,i бошлангич 
шартни каноатлантирадиган ечимлар булса, унда fx<) + d, Хо +  Л] 
ораликда Y(x) =  Z (x )  айният уринли булади. Буни куреатиш учун 
яна кжоридагидек мулохаза юритиш лозим булади, факат
к С  min дейилса етарли. Шундай мулохаза (хо — Л, хо —
— d] оралик учун юритилиши мумкин. Шундай килиб, |х —xol^/i



ораликда аннклангам на К(хи) = г/о шартни каноатлантирадиган ечим 
ягома булади.

VI. 1>из ечимминг мавжудлигими ва ягоналигиии \х — X n l ^ h  
оралнк учун исботладик. Агар бу оралик у =  ц(х). <j(x<>) =  уо ечим 
амикланшнининг максимал оралнгидан иборат булмиса, у \Ш1да бу 
ечимнн Оавом эттириш мумкин. Хакикатан <р(х(> + А) =м>п дойлик.
Равшанки, (x„ +  A, у',") нукта Г соханинг ичида ётади. by \олда 
чегараси билам бутунлай Г да жойлашган

Р 'п =|(х, у) :\х — х '" | < а ,,  Iу Уп 11 

тугри туртбурчак куриш мумкин. 0 ^  М i=  шах \f(x,y)\ деймиз.
U. (/)

Af| =  0 булгам хол равшам. ,М |> 0  булсин. Агар бошлангич 
кийматлар сифатида Хп11, уЦ] ми кабул килсак, исбот этилганига

кура (1.1) тенглама |х — x,',lll < А,, /i,=min|a,. ^ J ораликда аник-

лангам ва //(х,1, " ) =у!,и бошлангич шартни каноатлантирадиган
ягона ечимга эга булади. / =  |х<>— /г, Хо +  /г| ораликнинг учи 
билам /, =  [х('"  — Л,, х,',"+Л,| ораликнннг уртаси устма-уст тушади
(чунки хД'' =  x„ +  /i). Шумуктада хар икки курилган ечимларбир хил 
киймат кабул килади. Ягоналикка кура бу ечимлар /П¡\ ораликда 
устма-уст тушади. Аммо/| ораликиинг ярми (х,У\ х/̂  +  Л,) / дан
ташкарида ётади. Курилган ечим т у  ораликда аввал I ораликда 
курилган ечимнинг <)авоми булади, деймиз. Агар ф(х<)" -|-Лi) =/yul де- 
сак, (хо21, ¿/о21) 6 1\*о2> =  +Л| булганда хА21, i/о бошлангич кий-
матларга эга булгам ва !г=  |х(<г>>— xiV’1 h>\, =  ^  ^

ораликда олмнгам ягона ечимни куриш мумким. /2 хам Л га 
нисбатан Л на / ораликларга ухшаш жойлашган булади. /if]/^ да 
ямги ечим анвалги (¡\ да аннклангам) ечим билам бир хил булади. 
!• мимг иккимчи ярмида эса аввалги очимиинг даномига эга бу- 
ламиз. ПКнга ухшаш чулохазалар х мимг камаювчи кийматлари 
учун хам олиб борилиши мумкин. Курсатиш мумкимки, шундай давом 
эттиришлар ёрдамида Г сохаминг чегарасига иеталганча яким бориш 
мумким, яъми ечим мавжудлигининг максимал интервалини топши 
мумкин.

Шундай килиб, 1.2-теорема тула исбот булди.
VII. Энди кетма-кет якинлашиш ёрдамида дифференциал тенгла- 

манинг аник ечимини умга т-якинлашиш билан {ут (х) билан) 
берилган аннкликда алмаштиришга тухталамиз. Ушбу

ут (х) +\ym + i(x) —у,п{х)\ +  \ут \2 {х) — i/„,+ i(x)| + ...
функционал каторни курайлик. II булимдаги мулохазаларга кура 
( ( 1 .4 8 )  тенгсизликларга каранг) бу катор К(х) функцияга |х — Хо| ^  

да текис якинлашади. Демак, |х — x<»|^A ораликда
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K U ) = У „ Л  X )  +  |i/*» + I U )  — У т ( х )  \ I \y„, , A x) -  y m n  (JC) | 

Вундпн, (1.48) тенгсизликлардан фойдалансак:
. ni f i

ёки I K U ) — у,„ U X / / " A i  IX — А',,

+ ш  + 2 , !1х“ Х'>1 + («+Я»! |Х

I
( m f  11 !

—  x lt\2 +  . J (1.51)

келиб ч и кади. lày (1.51) тпп'сизлик y,„(x) функциянннг аник ечим 
К(л) дан фаркини бахшаиди. Лгар ¡л- — Хп\^И эканини хисобга 
олсак, U  — x,)\^.h ораликнинг хар бир иуктасида ушбу

I Y [ x ) - y m { x ) \ ^ L " ' M h " "  1 I" (m-Ь 1) . + 1/м 4-2»

муноеабат уринли. (1.52) да М, /. ва h маьлум микдорлар, т  *еа 
талаб этил ган аникликдан топилади. Лгар хар бир х£\хн — h, лг<) + 
+  /г| нукгада! | Y{x) — у,„(х) | тенгсизлик бажарилиши талаб 
утилса, у хилда т  ии топит учуй

LmMtí
* '[

t.h . L'-hr . , -
(т  + 2)! i_  (ш + З)! i_  1 ^  *- ]

(1.53)
( Ш  +  1 ) !  +

тенгсизликни  счиш  л о з и м  булади. Амалда кул л ан и ш  учун  (1.51) ва 
(1 . 52) тенгеизликлар  урн и га  уларга нисбатаи  купо лрок , леким 
к ул а й р о к  тенгснзликлардан  фойдаланилади. У ш б у

fm U) =  I K U ) —//«UH. /и =  U,I , ... 
белгилашни киритамиз. Раишанки, т ^  \ булганда:

*mU ) =  J К(дг) — ут (X) I \ ¡ ¡a . П ; )  1-/(5.:!/„_,(«) ж

с </. \ i i l ) ä l

Ьундан
и, ix) </,

^ U ) < / -

\  r J i ) d l
X

 ̂ Ц — x jdç
*»

=  L 'M \x — ДГп I
2 !

\ r,(s)í/s I </AM I i dl I
rH I I Д,,

ЗГ

Ix-* im + I
^ Г 'Д Г  --” , - , t n~  1,2,<m + I)!



Шундай килиб, ушбу
<дг) < Л Ш — *о1, I

\х — х Г"  Н  I  ( 1 - ,Г)4 )

' V h  „-  ■ ™ - l . 2 . - í
тснгснилнкларга эгамиз. Бундам \х — Хч\^.И орадикда т-+ оо да 

+0 к ели б чикади.
M t i n i . i .  K e ivta-ког HKiiii.’uiiiiMiii уеули <;р>дд %

íly  =  х - у ,  r  =  /J =  |(x, у ) : 0 < x < l . 0 < ÿ <  I|
/ix

диф ф еренциал тен гл а м ан и  1 •) =  ] б о ш л а ш  им ш а р тн и  к а н и а г л а н г и р а д и г
¡а кр и б и й  счи м и  то пи л си н -.¡ ^ ¡л а м ш и ш и н г хл ти си  хисобланеин.

«„(.*) = 1 дейлнк.

■2
У\ =  1 t  ̂ ( i -  I )(Д  =  I — х +  ^  .

о

У-2= i + \ I -+ fi -  -g ^  d £ =  I — х +  х2— * .

*.= 1-* + **- V  + 24'-
I _L '* . ■*f4 Х>и . ж  I — jf 4  дг —  4-  —^  :| т 12 120

ларни хосил килами:«. Берилган дифференциал тенгламанинг уш  гомони х на 
у  ларнннг ихтиёрий кийматларида аинкланган. узлукси:« ва у  буиича уллукси:« 
дифферонинллланувчи. Шунинг учун бирор Р  тугри туртбурчакнн олайлик:

Р  =  \(х, у ) : 0 < х <  1. 0 < У <  I).

У холла А =  min / а, * 1 ,  М — птах 1/(дг, у )  I га кура I М)  (X. 4)ip

М =  2, Л =  min | l , ^ I  =а ~ .

Ьунга ухшаш ^  =  — 1 булганидни I. - max I <̂ лг’ *̂-1 = ]  булади. Ш ун дай  
0„ ' и. v ) i P  1 0у 1

килиб. О ^ х ^  , хй =  0 ора.шкда ушбу

г> .s

М х )  — 1П * )  — уЛх) К  I 1,2' v .*' ~  Vo5! Ы)

мун<к'иба'1 уринли. (Ну ннтервалла хаголикни тонами:«:

г =  max v. (х ) =  -  * - =  -- а  0.001Й.
4 i 4 60-32 ]9200Ч *4, -i

Куримиб турнбдики, 4- нк.ннланшш билам амик очим O ^ix^. ~ нн-

Г)!



тервалда хар бнр х учум купи билан га фарк килар экан.

Демак, 0,0005 хатолик билан 0 < х < ^  ораликда аник счим урнида
4- нкиилашиш i/i(x) пи олнш мумкин.

M a u i к.* 1- ^  = ' Л х —  У  д и ф ф е р е н ц и ал  те н гл ам а н и н г  
dx х

2, 2 | т у м л а м л .'1 у ( 1) =  1 ш а р т н и  к а н о а т л а н т н р а д и г а м  е чим и

у ч у н  и ккн н чи  и к и н л а ш и ш  у А х )  то и и л с и н  на хатолик  х и с о б л а н е и н .

2. ^ У - ^ х г +  у 2 д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а  учун  
dx

Р  =  \ {х ,  < / ) : - | < д г < 1 .  1|

т у п л а м д а  г / ( 0 )= 0  ш а р т н и  к а н о а т л а и т и р у в ч н  н ккн н чи  я к н н л а ш и ш  у 2(х )  то и и лси н  на 
х а т о л и к  х и со б лан си н

3. ‘^ - = х — у 2 д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а  vmvh l ‘ =  \{х ,  у ) : 0  О ^ д г ^  , — I *5* 
dx i

т у п л а м д а  £ / (() )= < ) ш а р т и н  к а н о а т л а н т н р у н ч и  у ч и н ч и  и к и н л а ш и ш  y a U )  
т о и и л с и н  ва  х а т о л и к  х и с о б л а н с и н .

4. = и  —  o o < i/ < T o o  д и ф ф е р е н ц и ал  те н гл ам а  у ч у н  i/i (д г), ¿/ ¡¡(х ).......Ч т ( х )  ...
dx

к е т м а - к е т л и к  ту зи л с и н  в а  К  { ,r > =  I г m цт { х )  тоннлгин .

1.12- §. ДАВОМСИЗ ЕЧИМЛАР

Мб-теорема. (1.1) дифференциал тенглама берилган булиб,
} ( х , у )  ва функциялар /?* текисликнинг Г сауасида аник,-
ланган ва узлуксиз булсин. У уолда: I )  (1.1) дифференциал 
тенгламанинг Г соцадан олинган ихтиёрий берилган х», уч бошлангин 
кийматларга эга булган дивомсиз ечими мавжуд; 2 ) агар ( 1 .1 ) диф­
ференциал тенгламанинг бирор дивомсиз ечими унинг бирор 6ошк,а 
ечими билан х нинг %еч булмаса битта л;ийматида устма-уст тушеа, 
у уолда давомсиз ечим у ига ечимнинг давоми булади; 3) агар 
( I  I )  дифференциал тенгламанинг икки давомсиз ечими х нинг л;еч 
булмаганда битта к,ийматш)а устма-уст тушеа. у цолда бу ечимлар 
айнан устма-уст тушади. яъни улар умумий аникланиш интервалига 
эга булади.

И с б от . (л:«, уп) нукта I' соханинг ихтиёрнй нуктаси булсин. дгп, уо 
бошлангич кийматларга эга булган шундай у =  <\,(х) ечимии кура- 
мизки, бу счим (1.1) дифференциал тенгламанинг шу бошлангич 
кийматларга эга булган ихтиёрий счимининг давоми булади. Бу 
билан тоореманинг 1-кисми исбот этилгаи булади.

(1.1) дифференциал тенгламанинг дг,>, у» бошлангич кийматларга 
эга хар бир ечнми учун уз аникланиш интервали бор. Бундай 
ечимларнинг аникланиш интервалининг чан учлари тупламини гх *, 
унг учлари тупламини эса г2 * дейлик. гп\ = 1п\г\ *, т 2 =  $ирг2 * {т\ = 
=  — оо, т а 4- оо холлар хам булиши мумкин). Энди дгп. г/о бошлангич 
кийматларга эга ва т\<с.х<т-> интервалда аникланган у =  ц,(х)



ечимни курамиз. х * мукта шу интервалнинг ихтиерий нуктаси булснн. 
Аннклнк учун дго<х* дейлик. т 2 сом тупламнннг аник юкори 
чсгараси булгани учун (1.1) дифференциал тенгламанинг х(), у» 
бошлангич кийматларга эга булган ва аникланши интервал» х * ни 
уз ичига олган ¿/ =  т (̂х) ечимн мавжуд. Энди ф(дг *) « ф ( х  *) дей- 
миз. х* да <|-(дг) функциянинг киймати тасоднфан танланган ф(ж) 
ечимга боглик эмас. Хакикатан, агар у =  \\-(х) урмнга у =  х (х ), 
^ (.г „)= у(| фунцняни олсак на х *  бу функциянинг аникланиш 
интервалига тегншлн булса, у холла Коши теоремасига кура ф(дг *) =  
=  Х(х*)  га эга буламиз. Шундай килиб, // =  <{(*) функция ггцС 
< х < т г  интервалда бир кийматли аникламгам. Шу билан бирга 
у =  ф(дг) функция учун ф(х,|) =уо ва бу функция ( 1. 1 ) тенгламанинг 
ечими, чумки курилишга кура у =  ц (х) функция т\< .х< гпч интер- 
валнинг хар бир х * нуктасига нкин нукталарда (I I) тенгламанинг 
бирор ечимн билан бир хил булади.

Энди // =  <(. (д:) функция (1.1) дифференциал тенгламанинг у» 
бошлангич кийматларга эга булган ва г\<х<Гч  интервалда 
аникламгам ечими булснн. У холда г\ £г, *, г2£г2 * ва пи <>|, г ^ ^ т ч ,  
(|• (дго) =  Ч'(жи) булгани учун Коши теоремасига кура Г\<.х<.гч 
интервалда ц-(дг) ==ц (*). Бундам у =  ц(х) ечим у = ц { х )  ечнмнииг 
г\<х<г> интервалда» ташка рига ( т  \ <Сх<.т-> интервалгача) 
давоми эканн келиб чнкади.

Курнлгам у =  у(х) ечим давомсиздир. Бундам булмаеин дейлик. 
(|/ =  ̂ (^)  ечим у =  ц>{х) ечиммимг давоми булснн. Унда ль, у<( ни у = 
=  ̂ (х)  ечим учун бошлангич кийматлар кнлнб олиш мумкин. 
Юкоридаги исботга кура у =  ф(х) ечим у =  $(х) ечимнниг давоми 
// =  <£(*) нинг курилишига уьтибор беринг!) Бу мулохазалардан у =  
=  <?'(*) ечим у =  1|5(дг) нинг ва аксинча, у =  \£(х) ечим гу =  ф(х) 
ечммнинг давоми экани келиб чикали. Демак, у =  ц[х) ечим то н а  
давомсиз ечим. Теореманннг I)  киемн исбот булди.

г/ =  Ф(дг) давомсиз ечим булиб, бирор бошка ¿/==(|)(х) ечим би­
лан бирор х *  нуктада устма-уст тушеим: <|.(дг *) =  ({ (х *). У холда 
х*. у *  давомсиз у = ц(х) ечим учун хам, р ( | | г )  учун хам 
бошлангич кийматлар булади. Шуиинг учун юкорнда исбот 
этилганига кура у — =ч ( х )  ечим 1/ =  <{(х) ечимнинг давоми була­
ди. Бу билан теореманннг 2) киемн иеботланди.

Агар у =  ц.{х) ечим давомсиз булса, у ечим юкорндагн мулохаза- 
ларга кура £/ =  <| (д:) ечимнинг давоми булади. Шунинг учун ф(дг) ва 
<1 (дг) ечимлар тула устма-уст тушади. 3) кием хам исбот булди. 
Демак, 1.16-теорема тула исбот этнлди.

Н а I и ж а л а р . 1) (1.1) дифференциал тенгламанинг ихтиерий 
бошлангич кийматларга эга булган у =  ц (дг) ечими Коши теоремаси- 
нинг шартлари бажарилганда давомсиз у = ц(х) ечимгача давом 
эттирилиши мумкин. Шу маънода давомсиз ечимлар дифференциал 
тенгламанинг барча ечимлирини уз ичига олади;

2) агар Г соха чегараланган булса, пи ва т *  лар чекли булади;
3) агар Пикар теоремасининг шартлари фак,ат химма нук,талари 

билан Г сохада ётган Р  тугри туртбурчакда уринли булиб к,олмай, 
балки ихтиерий Р * , Р *  сг Г тугри туртбурчакда уринли булса, 
у холда \х — оралик^да аник,ланган ва лг(), у {) бошлангич



к,ийматларга зга булган i/ =  <j(x) ечимни давомсиз ечимгача давом 
эттириш мумкин. Ьунннг неботи юкорндаги П’ореманинг иеботига 
асослаиади;

4) агар у — ц(х) (1.1) дифференциал тенгламанынг давомсиз 
ечими булиб, унинг мавжудлигининг максимал интервалы m\ < х <  
<im -2 булса. у х;олда у =  ц (х) ечим x-*ni\ ва х +т.2 да Г со.\анинг 
чегарасига ынтилади.

М и с о л . Ушбу

Ф/
dx И2-  I

.  — I < ц < I

д н ф ф г р п ш н а л  t c h 'v u i u i h i h h i  < ( ( ( ) ) = ( )  б и ш л а н г и ч  ш а р т н н  к а н о а т д а н т и р а д и г а н  
д а в и м с я : »  е ч и м и  к у р н л е н н .

А и н а л о

I "
/ (.г .  и )  =  НИ / - '(М )=  \ (;■’ - I  )</£.

•г 1
Ik'pit.n лн ц'мгламшшш барча ечим .ори

/ 1у) = х  С  ски ' ( ('.

ч и т с а б а г  билам (чилади. Ь о т л а н т ч  шаргга кура О Раишанки, //’- I ((лам  

У — ±  I . /’ I - I ) =  ^ . / ( I ) =  — *1 . Экли  nil =   ̂ , т .  - ^ дейлнк. Ai ар А" \iu6v

< д г<  шт-рпалда у.иарса, у  yinfiy I -...г-., I интервалда упаради.

,(j, 2 I

I l ly  - <  х <  ^ интерна.! ' — (/ =  л: ечим учун аник.тншнпинг максима, i интерна

,  . ч 2бчладн Д счак ,  ̂ -у =  х гчим -- шпериалда давочещ  ечим б\

Д| ар 1| (Хп) =  0, fn у- (I булга, С  0 на С. =  -  л... 1>\ чолда ' -  у --- г — х„ ечим



iv н г бч.'И'лн MiiiK.iaiiiiiu иитернл.пи а >i ;i , ni.iui — — .v„ * . . r C

2 2 i 1
-- X l r  t l l . , =  ^ — * (| H lV IUaii KH-lllf). — y  —  X  —  ,V(, l'MHSI

“j - ,vl( шмсрналла .чаномси! счнчдир (l.'l

Kvpn.iraii мисо.иа m ,  iiü i n .  дар чгкди.
i

M a in к  . Viufiv d ' l = x  *,.»•'.»() диффсршииал к ч и л а ч а и ш н  <|(l)| = 0 
llx

fxmi.'iiiHi им ш а р и т  канмаы антирадт'¡h i даном пи счнми тони.кии ка s i i i ih i  aiiiiK.iaiiinii 
HHTfpiia.Mi v4vii wi!=•(), /Hj= 4 <xi чканн курсатн.'И'ни I l-l-чн iviara к а р а т ) .

у  ТД КРИ БИ Й  ЕЧИМ. Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  BA И Н Т ЕГРА Л  
Т ЕН ГС И ЗЛ И К Л А Р

2Д-§. к-ТАКРИБИИ Г.ЧИМ. ЭИЛГ.Р СИНИК ЧИ ЗИ ГИ

I -  (1.1) дифферента. I r i'M Jvi;im ;i Пери, пан П\'лнГ>, \  идя/ (л,//) 
функция Г еочада уи укп п  булеин.

2.1- т а ъ  р и ф. Агар Сшрор I  (пчик,. епик,. ярим очик,) и н /е р ч а л д а  
ан и^ л анган у =  ц ( х )  ф ун кц и я  у ч у н  у ш б у  r i i p r r a  шарт:

I • U \ < | U ) ) 6 r .  л-6/;

2U. i| ( x )  £( ' (/) ,  i| (л ) i/\S ) ( б у н д а  S туплам lh[̂ x] ф у н к ц и я

I- тур у м ш а и г а  эга булган ёки м а н ж у д  булмаган нук,талар туплами);

, .  I dy U )  I
I iix ~ И х' Ч ' М М  О -  x ( i \ S \

•Г. -S чекли туплам. 
уринли пу л са . у  .\о.и)и у =  «| (л ) ф у н к ц и я  / интервалда ( I . I ) д и ф ф е ­
ренциал /енглам анинг у - га ц р и и и й  ечими дейилади.

Гаьрнф дап  куримадики,  ̂=  О ita S = 0  Пудганда =  /(д-,

<1 ( л ) ). х£/ 0\. ia.ni. 1>\ чодда IА та ьрифда Перил га и ечим та i.pju()nim 
4 0 0 1 . I ки. шми

К л  мила Пи.» у- гакркбпй ечим ш ип ' манжуд. тпги маеалаеига 
I \ \ гада ми.г

2.1-теорема. А га р  /(.v. //) ф у н к ц и я  чегараеи б и .ш н  бутунлай 
Г со.\ада i’тган I * — ¡(.v. у ) :  х  — .v»| ^  <л у — у») ^/>| (а на Ь .ш р чекли  
лп н б а г  с о н л а р )  епик, тугри г у р т у р ч а к д а  у зл ук еиз б у л е а ,  у  .уолда  
и х т е р и й  м у с б а г  у учун ( I I )  д и ф ф е р е н ц и а л  тенгламанинг ' .v —  .Vnl ^
<//. It min (</. Л . A i= -  шах \ f { x j / )  I >0. ири.шк,()а <|(.v<()=//n

'  -Ч / Ч  u i  - I '

б о ш л а ш и ч  ш аргни к,аноатлантира()иган у - так,рибий ечи м и  манж уд.
I I  е б о г . Агар Л/ — 0 Пёдеа, теорем а и ни г гугрпдиги ра тяпан. 

1< i in i i . i i i  ечим ..V - - .V n l^ u  ора.ткда апик.'тансан тдади.  »иди A i >
и ov .i iaH  чо. ihm к\'ра\11и .  ^ > 0  Пермдган оудеии, х,<<. х • х „ h 

о р а .т к д а  у гакриПии ечимнн кур ам и  t (xu — h ^ x ^ x u  о|)а.!НКда 
ieii i i i i.ni ечим Hivina vxiiuiih к у р к л а д и ) .  VМ[Г»у

учуилиги га



Р н =  {(х, у ) : \х — дг,)| \у — у0\
Р/! =  \{х,у) :хи^  х< хц  + л, \у — _(/о|<6}

тугри туртбурчакларни курами:*. Равшанки, А\с=Я, с Я .  } (х ,у )
функции ёпик Р  тупламда узлуксиз булгани учун шу тупламда текис 
узлуксиз булади. Демак, берилган е">0 буйича шундай Л (* )>  
> 0  тониладики, агар (х, у ) £ Р ,  ( х , у ) £ Р  иукталар учун 

\х — х | ^ 6 (е ), 1.1/— ¿ | < 6(к) 
тенгсизликлар уринли булса,

|/‘ (х, у ) — /'(х, у ) | < е  (2.1)
тенгсизлик хам уринли булади. Бу мулохазадан ксйннрок фойдалана- 
миз.

Энди х\, Х2......  хп-\ нукталар ёрдамида |хн, Хо +  Л] ораликни
шундай п та булакка буламизки, хар бир |дг* |, хк\ ораликнинг 
узунлиги ушбу

шах \хк — хк_ ] I <  т т  ^Й (е), Й̂ --  ̂ , к =  1,2........п\ х„ =  х<) +  /(
тенгсизликни каноатлантиради.

(х0, у») нуктадан бурчак коэффициент» М на М  га тенг булган 
икки тугри чизик утказиш мумкин. Ьу тутри чизиклар учун
М =  {а а  =  -Ь- булсин. Агар И =  а булса, М  =  - ; /1=77 булганда

^  И '  а М

М =  - - = - г > ~  булади. Демак М ^ - - . Бундам келиб чикадики,
Л Ь а  1 а ■'

М
/У тугри туртбурчакда (хо, у0)
нуктадан утувчи М  ва - А1 бурчак 
коэффициентли тугри чизиклар у — 
=уо — Ь на у ~ у 0-\-Ь горизомтал 
тугри чизиклари билан абсцисса- 
си х<!хо +  а, х =  хц +  Н булган 
нукталарда кесишишади. У 

¡/о) нукталарни В  ва С, (х0, ¿/о) 
нуктани эса А дейлик (15-чиз-

__► ма). Хосил булган Л В С  учбурчак-
*  ни РА41, ЯАп с / у  дсб белгилай-

В миз.
{Хо, у») нуктадан утувчи /(х<>, у») 

,)' чмп,‘| бурчак коэффициентли тугри чи-
зикнинг |дГ|), А'11 ораликка мое кесмаснни чизамиз. Тугри чизикнинг 
чизилган бу булаги / у 1 учбурчакда отиши равшан. Унинг тенглама-
си У — Уо=*Цхп, у г,) (х — хо) курннишда, х =  х\ тугри чизик билан 
кесишиш нуктасининг координаталари эса

(Х|, У1) =  (Х 1, Уп+Цхи, у0) (х ,— X,,))
булади. Сунгра (х ,, у ,) нуктадан утувчи ¡ (х {, у\) бурчак коэффици- 
ентли тугри чизикнинг \х\, х2] ораликка мос кесмасини чизамиз. Унинг



тенгламаеи y — y\=f(x\, у\) (х — х\) куринишда, х =  х* тугри чизнк 
Пилам кееишиш иуктаси коордиматаларн *са

ix*. уг) =  {Хг, y \ + f { x lt //,) (х* —  х , ) )
каби булади.

III у усулда давом угсак, х«^х^х<» +  Л орал икда аниклангам 
графиги P J  1 учбурчакдам чикмайдигаи сиинк чизик чизиш мумкии.
Унинг учлариии А„ =  А, А \ =  (xi, у\), ... , А п \ =  (хп -1, у» \), Ап =  
=  (х„, у я) =  ixn +  h, уп) лоб белгилаймиз. Хосил булган AnAtA-j ... 
/1„ i А „ синик чизикни Ц'п (х ) дейлнк. Ьу функция изланган, курилиши 
л озим булган г такрибнй ечимдир Шуни иебот ггамиз. 2.1-таъ- 
рифнииг шартларини текшираммз.

I шарт Пажарилади. чумки (х, ц „ (х) > £ Р£ 1 с :  РЦ с= Р. Агар |xi,
Хч, ... , х„. i| тумламни Л' дееак, 2°  шарт \х„, Xo +  /i]VS тумламда 
Пажарилади.

»иди 3° шартни текшириш колди. [д:*. i, х*| ораликми курамиз, Af =  
=  1, 2. ... п. Агар чар Пмр |х* |, х*| оралнкда 3 ° шарт бажарилса, 
у холда [х(), Xi) +  /i| оралнкда у — ц>п(х) функция учуй 3° шарт 
Пажарилади. Равшанки, |х* i, х*| оралнкда

|х — Хъ- I к  maxlx* — X* -11 <  ) ^ &(*')■
Xk . i ^ x ^ x *  оралнкдан бирор х ни олайлик. U ly  оралик учуй 

(х) =  ч Г  (X* ,)+ /< ** |, ук ,) (X — х*..,),
Vi*‘ ix) =ч'пк> i)  + / U k- i. Уи~\)(х — xb . , )  . (2.2)

Ьундан

!t)^' (x ) — ч,1,*1 (x) I =  \j[xk ,, (/* i ) I *\x — x \ Ix — x | .

Arap x =  x*-i булеа.
I f T W - ^ ’ U .- iH s S A f lx - x ,  , l< M m in (e ( i ' ) .  ',^ ! )  =

=  min (М Л (р ) .й ( р ) ) < * ( f ).Демак,

Маичумки, xt_.| < x < x *  интсрвалда
: i iC ( x ) = { ( x k 4«(jf* i>)-

»иди | i x ) — f{x, ЧГ ( Х ) > |  ифодани Пахолаймиз. xh ,< x < x t

инторвалда (2.1) га кура

I ‘1 ч С 'и ) - Н х , ^ \ х ) )  \ =

=  I/U * .|. ф Г1 U* . | ) ) — ¡{X , ч^ 1 U ) )  К *

келиб чикади. к га I, 2, ... , п кийматлар береак хам т у  тештнзлик 
уринли булади. Демак. [х<». Xn +  /i|\.S тумламда 3 ° шарт бажарилади. 
4° шарт уз-узидан бажармлган.



ЮкорМДа КЛрИЛГан А и А I ... А „  еиник ЧИЗИК цп (дг) — к такрибнй 
ечим булиб, умм Эйлер синик< чизиги дейидади.
О п ш к  чиликнинг At) Ai. Ai А>........ А„ \ А„ будакларини

О * ) .  ч/г1 <-v).........C ' U I
доб бс.инлаеак. <|„ ( -V) =  L H " ’ U )  буллди. \нр бир ч'/'(дг) митониш

I |
учун (2.2) формула кулланилади. <j„(v) ечимни кулайлнк учун г„- 
такрибин ечим деб атаймю .

Ьнл f „- такрнбий ечимни /V тугри гуртбурчакда курдик. Те-

гишли очим />„ ={(дг, — /|<дг<Х(», \у — « / « К М  тунламда хам
курилшни мумкин. Шундай килиб, тунламда <j» (д*п> =  у» шартни 
каноатдантирадиган г„-такрибий ечимни курилли леса буладн. Il ly  
билам теорема побот булди.

M i i i i i K .  =  i ' o s  .с л и ф ф о п п п и и и  К ' Ш  . 1лм.-|  Гк'ри.'и ;ш  f i v m f i ,  / ’ = | ( д г .  y ) : l . v l ^
¡ix

I//I -- '*Л j . .Vn = О, i/„ = О 6\.‘|сип. h — Inin ^  = ти1^л.  ̂ у  ГЛ.1П1-

{ .*>л .г>л ) Г.л л л
(.г.  у ) :  l .r  I o p ; i . i i i K i i n  л ,  v., =

(> Ь ) (» <) •!
. г , =  Л t ,  г =  л  . , t - — н \ к r ; i . i л п  f i i i . u i n  Г ) \ . т н . 1 ик  M ; io ; i . ' i ; i  f n i i . u m  к \ h h . u i . h i :1 :$ 1 2 Л '

•1ЛI ro|H-M.i.ui к im гнрп.и ни \е\.1 6и.|,1М ()*.»•' орл.шк ui .-Murp синих. чниии|)
Лл<lh(r) кури.пни h;i \ = iu k i.iu i \;iio.ihk чт'оО.мтни

2.2- га  1» р и (J) . Агар |д — х()| ^ / i  <>ралик,<)а аник,ланган функция- 
ларнинг

11 ( А- К  / ,(X ) ........ /„(-V), ... 12.;*)
функционал кстми-кетлиги учун шундай b узгирмис сон юпилсики. 
парча натурал и сонлир на |.v — Xu\^.h прилик, учцн

I/nU )|< A
тснгсизлик уринли пулей, у .у<>л<)а (2.3) кама-ксглик \x— x,)\^h 
пралик,ди тскис чегириланган дейилади.

2.3-т а ь р и ф . Агир сник, |.v— xt,\^.h орилик,<)и аник,лангин 
функциялардан гузилгин (2.3) кетма-кетлик перилган булиб .уар 
к,ан<)ий к > ( )  учун шундий Л > ( )  гопнлсики, парча и лар учун |.v' —
— a-//I<.'(S тснгсизлик бамарилган<)а у шоу

|/« (* ') ~ i „ ( x " )  : <  к
тснгсизлик уринли пулей, у .уплди (2 .3 ) кетма-кетлик тскис даражали 
узлуксиз дейилади.

2.2- теорема (Дсколи - Арцел георемаси). Агир (2.3) кетма- 
кетлик чекли l.v — .r(l|^ //  оралик,()и тскис чегириланган на тскис 
<)ири щали узлуксиз булси. у  .уол<)а (2.3) кама-ксi ликПан ipuu 
прилш\ди 7скис .чк,инлишувчи к,исмий кетмч-кстлик им'ритш мумкин.

2.3-теорема. Агар епик, |.v — A '« |^ / i пралик,да узлуксиз булгин 
функциялирнинг (2 .3 ) кстми-к етлиги шу оралик,<)а тек tic яцинла-



ип/вчи булса, у \o/i<)u б у  кетма-ксглик текис чсгараланган во гекис 
<)аражали уняуксиз булш)и.

Б  у  т е о р е м а л а р м и н г  и е б о т м  м а т е м а т и к  а н а л и з  д а р е л и к л а р и д а  б о р  
б у л г а н н д а н  у н г а  т у х т а л м а й м и з .  А м м о  б у  т е о р е м а л а р д а н  к е л г у с и д а  
ф о й д а л а н а м и з .

Энди г- такрибий c i им тушуичаеидан фондаланнб, I- бобдагн 
Неано теоремасмни ( 1.3- теоремами) иеботлаймиз.

1.3- r e o  р е м а м и и г и е б о т  и . П К  и дай {к,,}, у„ >  0 сом л ар кетча- 
кетлигини оламизки, п >■ оо да к„-*() булади, 2.1 - теоремага кура
(1.1) дифференциал теш лам анинг |х — а'и| ^ /г  оралнкда амикланган 
ц.п( х ) = у й бошлангич шартии каноатлантирадмган на графиги /\ 
К п л ачд ан  чикчлйдиган к„- такрибий гчнми бор на бпрор .v, л*,. — 
^д г^л 'п  -I h учун

( Ч - ( Д' > - ч Л -v) | < Л 1 | х - * |  ( 2 . 4 )

урннли. »иди л'=А'п дейл и к. У холла I х — Хи 1 ^ /í ^  Шунинг учун 

h| Л * )  — <|"U'.i) I sc: Ai I .г — A'n I ^  M  * — b.
У ш б у

i*|„(A') — I/O I >  1<|Л*) I — I ¿/til
ю н т т н к д л и

14 " l-v) : ^  Ub> ~\~b 
к е л и б  ч и к а д и .  b y  |<| Л х ) (  к о т ч а - к е м н к н и н г  т е к и с  ч е г л р а л л н г а н л и г и н н  
г а с д н к л а й д н .  Ю к о р и д а ш  м у л о ч а з а л а р д а м  ( < | „ ( х ) }  к е т м а - к е т л и к к а
2.2- т е о р е м а м и  к у л л а ш  м у м к и н .

|(|„ ( х ) |  к с т м а - к с т л и к  {(|.„ ( х )  } к с т м а - к е т л и к д а и  а  ж  р а т и н  а н  н а  б м р о р

\ з л у к с и з  <| ( а ) ф у н к ц и я с а  т е к н с  я к и н л а ш у в ч н  б у л с и м .  К у л а й л н к  у ч у н  
{(¡•„ (л-)}  к и с м и м  к е т м а - к е т л и к  у ч у й  х а м  ( i | ; ( x ) ¡  б е л г и м и  ш н л а т а и е р а -

м н з .
( 2 . 4 )  д а н  п  *-оо д а  I <{-(х) —  <j ( х )  | ^  М \ х  —  х  \ . *>„■ т а к р и б и й  е ч и м  

у ч у н  т е п п и л и  и н т е г р а л  т о н г л а м а н и  ё з а м и з :

<|„(х)=;у(1 +  5 (/ (s . * ( „ ( ? ) )  (2.Г>) 

(1цг (х )
бу ерда |A„ U )  i =  | ~  / U .< M * ) ) |  <  ^ *  Ç I U  -  х<>1 <  

^h\\S , .V,(x) — О, x£S.  Энди |(j (x )¡ кисмий кетма-кетликни олай-

л и к :  { х  ) к  --*■ оо i|. ( а' ) .  ( 2.Г) ) г  л  » с о с а н  « ц  ( л г ) = и . +  ^ (/’ ( ; .  Ч „ ,  ( Ê  ) +

\ и (с. )  ) ( { $  ни  в а  к- *-о о  д а  р „- *-о о  ч к а н и н и  х и с о б г а  ш с а к :

M (х) =!/„ +  \ i d .  ‘i (£ï )àl-



Бундам ц(х«)=^о- ¡(х ,у ) функция Р  да узлуксиз булгапг ан

атлантиради ва \х~х»\ ораликда ( 1.1) дифференциал тешлама- 
нинг ечимн. Теорема исбот булди.

2. 2.4* теорема. (1.1) дифференциал тенгламада [(х , у ) функция 
Р ( Р с : Г ) тугри туртбурчакда у буйича I. константа билан Липшиц 
мартини к,иноатлантирсин. Агар ф| (ж ), уч(х) функциялар I  интервал- 
да (1.1) тенглиманинг мос равишда ег  ва е г  так,рибий ечимлари 
булиб. / интервалдан олинган бирорт учунва ¿¡а^и^ийсон 6^ 0 учун

тенгсизлик уринли булса, у х,олда I  интервалнинг барча нук,таларида 
ушбу

ц» (х) — <|и(х) | < 6<̂ и *' +  * (е1]л~ '1 — \ ) , г  =  е\ +  г- -1 (2.7)
тенгси:*лик уринли булади.

И с б от : Аввал т^д :, *£/ ннтервални курайлик (х ^ т ,  д:£/ холда 
мулохазалар шунга ухшаш булади). ф|(х) ва ф2(х) функциялар г\- 
ва ка-такрибий ечим булгани учун {дг:т^х, тупламда

уринлн булади. Бу тенгсизликларнинг икки томонини т дан х гача 
интеграллаймиз:

Х,ар икки тенI сизлнкнинг унг ва чаи гомонларини хадма-хад 
кушиб. «»I + е 2 =  *\ ц>| (х) — ц=2(дг) =  ц(х),  \ц(х) I =  </(*) десак ва 
маълум |ос — р| ^  | а | +  1Р1 тенгеизликдан фойдалансак, куйидагига 
чга буламиз:

= / ( х ,  ф ( х ) ) .  Демак ср(лг) функция (р(лг0) =*/» шартни кано-

ф| (Т) — ф2<Г) | ( 2 .6 )

<Ч| и>
¿X

¿/чц(дг)
йх

— /(*. ф| (х ))

—  /(А . ( д ) )

I •

^|(5)

X
¿<МБ)

X

Бундам



— Я №  — \и (Ъ, <р| (£>)— /(£. ф ^ (£ ))|^ |

тенгсизлик уринли булгани учун

£/<х)<(/(т) +  ^\Ц1, ф, ( | ) )  — 1(1, ч^ (^ )) №  +  М *  — е) 

муносабат келиб чикали, ¡(х. у) функция Липшиц шартини 

каноатлантиради. Шунинг учун //(х) ^  ( / ( т ) ^ < / ( £ )  ^ - Н ‘ (*  — т ) .

Агар охирги тенгсизликда ф{*)= < /( т ) -}-е (х — т ) , ф(£) = (/ {£ ), 
Х =  /. деб, ксйинги параграфда исботланадиган (2.9) тенгсизликни 
кулласак ва </(т)^Л эканини хисобга олсак, ушбу </(х)<!

"  +  | (<'/(‘ ’ — I) тснгсизликни хосил киламиз. Виз (2.7) му-
носабатни т ^ х ,  х£/ хол учун исботладик. Агар х ^ т ,  х£/ 
булса, тегишли интеграллашлар х дан т гача шжб борилади ва

</<*)<&* ,и  11 +  Р (е '■<" "  — 1) 
тснгсизликни хосил киламиз. Икки холи и умумлаштириб ёзсак,
(2.7) мун(к*абатга келамиз. 2.4-теорема исбот булдн.

1 - н а т и ж а . Агар К|- тацрибий ечим учун ф| (х) =  К (х ),х £ / (г |  =  
=  0 ) булиб, У(х) ( 1.1) дифференциал тенгламанинг аник, ечими 
булса, у холОа 6 —►(), К2-*-0 да ф2(х )--► У(х) булади.

\ .....  " (2.7) дан | К (ж) — фу(*)| ^  ^  и " 11 +  у (<■’' 1 ' — 1) -
Агар Л-+-0, уг *-0 булса, изланган муносабат хосил булади.

2- и а т и ж а . (2.7) тенгси.чликдан ягоналикни исбютлашда фойда- 
ланиш мумкин.

Ушбу ¿/ =  ф|(дг) ва у =  ф2(х ) функциялар (1.1) дифференциал 
тенгламанинг бир хил х(|, у» бошлангич кийматларга -¿га булган ва 
тегишли /1, /2 интервалларда аникланган икки аник ечими булсин. 
Равшанки. хо£1\(}12, <<»1 (х») =  <р2 (хо). Шунинг учун |ф|(х(1) —
— Ч'И*о) I ^   ̂дан 6 =  0 экани, ф| (х ), ф2 (х) ларнинг аник еч и мл и гида и 
*-■ I =  0, £2 =  0 экани келиб чикади (2.7) га кура Л П/2 интервалда 
ф,(дг) = (|у (х).

2.2- §. ИНТЕГРАЛ Т ЕН ГС И ЗЛ И КЛ А Р
Мазкур бандда баъзн мухнм интеграл тснгсизликлар ва уларнинг 

кулланилиши билан шугулланамиз.
1. 2.5-теорема. Агар г\ ^ х ^ . г -2 орали^ди аникланган ва узлуксии 

ф (*) ^ 0, ф(х) ^ 0  ва х (* ) ^ 0  функциялар учун

<!■(*) < Ч ’ (дс) +  \ х ( Е Ж Е №  (2.8 )
Г\

муносабат уринли булса, улар учун Г\^.х^.г-2 оралик^да ушбу

СИ*) < * ( * ) +  $ Х (£ Ж £ )  (2.9)



муносипит уринли оулси. улар учун г К  ори.ищОи у шоу

Ч (* ) < ’И * )  +  5х (£ К (£ )  (2.9)

муносш'нгг .\ам уринли 6ули<)и. (2.9) тенге излик Гронуолл-Иеллмин 
тенгсизлиги Оси итилш)и.

И с б о т .  у ( х ) =  ^ х (£ )(|(£)<Д леб белгилаймиз. Раншанки, 
'|

(/(/•,)=<). Бундам = ^ (х )(| (х ) келиб чикали. Энди

= х и > ч и ) ,

уА х ) у ( х ) = х ( х ) ^ х ( ^ ) Ч ( « М * *

' I
системами курайлнк. Ьириичи теигдаманинг чап на умг томонларидан 
мос равишда иккинчисиии айирнб, (2.8) дам фойдаламсак.

” Х (^ )'/ (х ) < х и М и )

Ьу тенгензлнкнимг икки томоннмн ехр( \х{и)(1и  ̂га куиайтириб, г, 

дан х гача интеграллаймиз:
)

Чаи томомдагм бириичи интеграции булаклаб интеградлаимиз: 

у {1 )е  -  ̂ <¡1 —

1)1 /м

Ь у м д а м

,  ^*(н)

*̂1м)(/и ( Х̂1и||/и

Ч (х ) е '  <  5х(е> Ч'(^) *■*' ( I I
г\ •

 ̂*(«)|¡к
колиб чикали. Энди бу темгеюлнкмннг икки томонини е ‘ 
б\‘лсак,



у/<м>|/м /̂(Hlf/М ( /̂1 ч)̂ ч

( ] i x ) ^ e  ' ^ x U H 'is i? ' i/^= ^ x (s )tU )« ' ' d l  =

( yiuli/» I ( /̂<ul</u
=  ^ X ^ H U U ’ - ■ d l=  </£.

Шундай киднб,

</U) <  \xU>'r<£)(’ lil-

(2.8 ) дан q( х ) ^ Ц ' ( х )  — ф(х) булганм учун охирги муиосабат
(2.9) ннпг у:шдир.

Виз к.уйида Гронуолл Веллман 'гтнтидипш ннг тсм-тс:* учраб 
турадиган иккп хусуснй ход им и таъкиддаб утамнз.

2.6-теорема. Агар Г\^.х^.г> оралш\да аник,ланган, узлуксиз 
<1 (х) > 0. yvU") > 0  функциялар ва бирор узгармас сон С ^ О  \ ч\н

< |'(х )< С+  ( 2. 10)
' J

тенгсизлик уринли булси, у .уолда ш у г2 оралик,<)а

ч U ) < C  e x p  ^ / ( i ) i / ^  (2 .1  1)

г \

тенгсизлик х;ам уринли булаОи. By тенгеюдик Гронуолл тснгсизлиги 
деб юритилади.

2.7-теорема. Агар г\^.х^.г-> оралик,<)а аницланган пи узлуксиз 
<j (х) функция учун а. ^  0, f i^ O  ихтиёрий узгармас булганда‘

л
< | ;U X  \ (aq,(t,) +  P )f/ | (2 .12)

f t
тенгсизлик уринли булси, у х;ол()а г\^.х^.г>  оралик,<)а

1) (('U)=C - ( , * ”  v  — I )  (агар а > 0 ,  (1> 0 булса); (2.13)

2) <| (х) |i (л- — г ,) (агар а  =  0, |^>0 будеа) (2.14)

тенгсизликлар .уам уринли булади.
2. Энди Гропуодд тенгсюлиги кулданиладнган ягоналикни 

исботлашга домр масала курайдик. Вирор п ^ х ^ / ч ?  оралик,()а 
аникланган х(/) на у ( ( )  функция.iap мое равишда ушбу



= f i t , x ) ,  х ( ( „ )=х „ ,

Z = Ж.</). У ( и = У и .
Коши масалаларининг ечими булсин, бунда /'(/, х )£ С (Г ) .  Ьу холла 
ушбу

/
x ( t )  =JC(,+  ^f (s ,x(s) )dst 

<„
/

y ( t )  =  */<> +  ^f(s,y (s ) )Us
‘и

интеграл айннятлар уринли. Бундан куйидагига зга буламиз:
/

|х(/) — у ( ( )  К  I хи у01 4 . | J  \f (s ,x{s ) ) ~ f ( s t y ( s ) )  |i/s|.

(С , Lip ) деб / о ^ / ^ 7 ' ораликда узлуксиз ва иккинчи аргументи 
буйича Липшиц шартини каноатлантирадиган икки аргументли 
фуикциялар тупламини белгилайлик. Агар f(/, х )£ (С ,  Lip ), яьни 
k > 0  па (/, ДГ|) 6 (Л хч) 6 1' учун

| / ( / ,  х | )  f ( Л  Х 2) K f e U i  —  х 2 |

тенгсизлик уринли булса, у холла юкоридаги тенгсизликни
/

\x{t) — у (t) I <  \х0 — у0\ -(-| jA U (5) — y (s )  \ds
hi I

куринишда ёзир мумкин. Агар |х<>— уп\ =  г(/<>) — С, |x {s) — y(.v) I =  
= z ( s ) ,  |jc(/) — y ( i )  I = z ( t )  десак, t ^ to  булгани учун

/
z( t )  <С-(- ^kzi.^ds

4о
тенгсизликка Гронуолл тенгсизлигинн татбик этиб, ушбу

М\

= С е и
муносабатни хосил киламиз. Бундан лс ( /о) = i/ (M  =  *о, I jc« — уп\ =  
г (/ „ )= С  =  0 ва охирги тенгсизликдан 2 (/ )= () ,  яьни x ( t ) = y ( t )  
айиият келиб чикади.

Агар ораликда шундай узлуксиз / г (/ )^ 0  функция
мавжуд булсаки, (/, U, х2) £ Г нукталар учун ушбу

\Ц(, Х |) — /(/, х2) I < * (/ )  U , — х2\ 
тенгсизлик уринли булса, аввалгидек мулохазалар ёрдамида

/
|х(/) — y ( t )  | <  Uo — i/(1l +  ^ ( т )  |x(s) — y(s)\ds

•и

тенгсизликка келамиз. Бундам Гронуолл тенгсизлигинн татбик этиб



I * (0  — y {t )  I <  Ц ,— Mil +  Jfe(T) \x(s) ~ y ( s )  I i/5
*o

тенгсизликка колам из. Ьундан Гронуолл тенгсизлигими татбик этиб
/

муносабатни \осил киламиз. Агар С =  |хц — уп| =  0 булса, бундам 
x(t)  = y ( t ) , /о< /<  Г айнииг колиб чикади.

Мазкур банд сумгнда ягиналик хакидаги яна бир мух,им 
теоремани келгирамнз.

Я г о н а л и к  т е о р е м а с и . Агир f ix , //) £б.', ( дг, у) £ Г  булиб, (хо , у») 6 I 
нуцтанинг бирор атрофида уш бу

\f(x, Ух) — /(*, уч)\ (х — д:«) <  * li/2 — уЛ, о < & <  1 (2.16)
тенгсизлик уринли булса, у %олда (1.1) тенглама у(хп) = уи шартни 
цаноатлантиравиган купи билан битта ечимга эга.

[jy теоремани 1909 йилда 0 < к- .' 1 учун  Розенблат. 1926 йилда I учун Нагумо 
(кжорнлаги тенгсизлик катъий булганда) иеботлаган, на нихоят, I 92Н йилла Перрон 
теоремани \х — X o l^ a  учун

I/ U . у?) — {{х , </,) I U — х„) <  I y i  “ у 1 1 (2.16)
тенгсизлик бажарил ганда иеботлаган.

И с б о т . Дифференциал тенмам анинг у  =  q><-г), у  =  \|>(*) ечнмлари )дг — хИ ^  а 
ораликда аннкланган на бир хил бош ллнгич кийматларга чга буленн, ньни 
ц(дг„) =  i( (x n ) = уа.

r w - v j * ) ХФХи
X •*()

леб белгилайлик. Равш анки. Лопиталь коидасинн куллаб, куйидагинн топами:*: 

l i m /•'<*) =  lim 4 (ДГ) ^  <ДГ — =  / ( х 0, у 0 ) - Ц х 0 , £/„) =  0.
х ~ х „  * - х „  1

Шунннг учун (агар F (х«) = 0  леб хисобласак) f ( x )  функции \х — Х ц | ^ а  оралнкда 
узлуксиз па х =  хо да нолга теш булади. Ш у  /•(*) функция U  — х0| < а  да айнан нолга 
тенг эканини нсботлаймиз. Фара:» этайлик, F (x )  ^ 0 ,  \ х ~ х о К а  булсин. У  холда 
]х — Xu К  а  да шундай х. нукта топиладики, унда I l : (x) I функция узининг максимуми- 
га эришади, уни Q дейлик. Равшанки. 0 < Q ^ 0 .  Содда хисоблашлар курсатадикн, 
( 2 . !<>) га кура

Ф (** ) — 1 | f
|/(х, < f(x )) — Их, 4 U > )W *  |<х .- х , о •*«

< I 1 I I S  | 4 i“  ’r-5- \ d x I 1 r |j \f: (x)\dx\.I** — x„| I ^ I x — xt) 1“ *1=1|х.-*0| I

F (x )  функция \x — jtol ораликда узгармас булмагани учун 

u. 1 v  |i I f W  Id* |< Q



2.3-§. БИТТЛ МУХ.ИМ Д И Ф Ф Е Р ЕН Ц И А Л  ТЕНГСИЗЛИК Х.АК.ИДА

[Зизга ушбу
х < а (/ )х  +  6(/) (2.17)

дифференциал тенгсизлик берилган булеин, унда а (/) £ С (/ ),
М 0 6 С (/ ) ,  /=»{/:/«</</,}.

2 .4 - г а т> р и ф . Агар I  орали к,ди иник^ланган х =  ц{1) функция 
учун
1° ч»<0€С'</).
2°. ч (/> < а ( / ) ч-(/> + * (/ )
шартлар уринли булса, шу лг =  <| (/) (функция (2.17) дифференциал 
тенгсизликнинг / да аникламгам ечими дейилади.

2.8- теорема. Агар х — ф (0 , ф(/о) функция (2 .1 7) дифферен­
циал тенгсизликнинг I оралик,да аник,ланган ечими булса, у %олда шу 
ечим учун ушбу

тенгсизлик уринли.
И с б о т .  Ушбу 0 £( /) £С{ /)  шартларни каноатлан-

тирадиган шундай £(/) функция манжудки,

ч '(0 = а (/ )< И 0 + 1 < М ')+ £ (/ )|

теиглик уринли булади. 13у '¿с а биринчи тартибли чизикли бир жинелн 
бул маган дифференциал тенглама. Уни интеграллаб тонам из 
( Ч ' ( М  =  *» ) :



Бундан£(/) функция номусбат булгани учун изланган (2.18) тенгсиз- 
лик келиб ч и кади.

Мазкур (2.18) тенгсизликни бошка усул бил а и исботласа хам

булади. Унинг учун (2.17) нииг икки томонини е га купай-
тириб, /о дан t гача интеграллаш отарли.

2-4-5- ^  =/(*> КУРИ Н И Ш Д АГИ  Д И Ф Ф ЕР ЕН Ц И А Л  

ТЕНГЛАМАН И ГРА Ф И К  ИНТЕГРАЛЛАШ

Мазкур бандда дифференциал тенгламани бевосита интеграллаш 
билан эмас, балки унинг ечиминингбаъзи хоссаларини дифференциал 
тенгламанинг унг томоиига караб урганамиз. Бу сохада француз 
математиги Анри Пуанкаре [7|, рус математиги А. М. Ляпунов [8] ва 
бошкалар «Дифференциал генгламаларнинг сифат назарияси» деб 
аталган назария яратганлар. 10 - 11-бобларда «сифат» мазариясига 
дойр баъзи маълумотлар берилади.

Хозир биринчи тартибли хосилага ннсбатан ечилган одднй 
дифференциал тенгламанинг унг томони факат эркли узгарувчига 
боглик булиб, у функция уз  графиги билан берилган %олда 
дифференциал тенглама ечимининг хоссаларини урганамиз.

1. Аввал функцияларни график интеграллаш билан шугуллана- 
миз. Ьу аник интсгралларни такрнбнй хисоблаш мавзусига мансуб- 
дир.

Масаланинг к,уйилиили: Ьирор ораликда узлуксиз f (x)
функциянинг графиги буйича бошлангичмнинг, яъни /•'(*) =

=  \f (x)dx, и < .х ^ .Ь  функциянинг графиги чизилсин.
а
Бошкача айтганда, шундай yz=F {x )  чизикии ясаш лозимки, унинг 

хар бир х га мос келган ординатаси асоси [а, х] кесмадан иборат ва 
у =  } (х )  чизиги билан чегараланган чгри чизикли трапециянинг 
юзига тенг булсин.

Ушбу F ( a )  = 0  тенгликкл кура, 
курилишн лозим булган функция 
графиги х =  а нуктада абсцисса 
укини кеснб утади. Ьу F {x )  нинг 
графиги хакида дастлабки маьлу- 
мот.

Энди ja, х] кесмани а — х«, .......
(.t«<xi < ... ) нукталар билан бу- 
лакларга буламиз. Булиш нукта- 
лари тумламига f{x) функциянинг 
характерли нукталарини (экстре­
мум ва бурилиш нукталарини,

a-Xe х, хг ••• Хн хмн х

!<>• чн»ма



нолларинн, бурчакли нукталарини) киритиш лозим. Булиш нуктала- 
ридан ордината укига параллел чизиклар утказамиз. Улар y =  f { x ) 
чизиfh билан кесишиб, *гри чнзиклн трапецнялар чосил килади 
(16-чизма). У рта киймат чакида теоремага кура |**, i| кесмада 
шуидай нукта тоииладики,

хк I 1
 ̂ f (x)dx =  f ( ^ n ) ( x k_f ] - x k), k =  0, 1 , 2 , . . .

*»

муносабат уринли булади. Ш унга асосан куйндаги муносабатлар 
уринли:

\ f ( x ) d x =  '\f{x)dx +  F (x (l) = F { x il) - { - i i ^ ) { x i — xii),
а  х „

х2 г, X.j
F {x 2) =  \ f (x )dx  =  \ f (x )dx  +  \ f {x)dx =  l: (xl ) + f { $ i ) ( x 2 — xl ) t

a  «r0 x i

.................................................................................................  (2.19)
*, *■ i *,

F ( x , )  =  \ f (x )d x =   ̂ f ( x ) d x +  \ f(x)dx =
0 *.i *«-i

=  /•'(*, |) +  /'(£,) (x,— x,_ |),

Равшанки, чар бир F(Xj . i), / =  1, 2, . .. микдор учун F{x,) 
микдорни тониш мумкии. Энди бошлангич /•'(*) функциянинг Хо, х |, 
... , xk, . . . нукталардаги кийматларини топиб. (дго, /■'(дг»)), (ал, F { X i ) ), 
... , (jc*. F { X k ) ). . . нукталарии ясаймиз ва y.iapim тугри чизик кесмаси 
билан тутаилирамиз. Синик чизик чосил булади. I l ly  синик чизик 
бошлангич функциянинг тахмимий графиги булади. \а, х\ кесманинг 
булиш нукталари туиламига / (х) функциянинг характерли нукталари 
киритилгаии учун F ( x ) функциянинг тахминнй графиги чам тегшнли 
характерли нукталарга эгп булади. Кайд киламизки, булиш 
нукталарини канча якин килиб олинса, F {x)  функциянинг графиги 
шунча аник булади.

Куйилган масала ечимини охирига етказиш учун (*,, F ix , ) ) ,  i =
=  0, 1, 2, ... мукталарни ясаш билан шугулланамиз. ¿|, $■>...... ...
нукталарга мос келган ва у =  Цх)  чизикда отувчи нукталарнн 
Ai г (^ i, / ( | i ) ) ,  М 2(^2, / ( Ы ) .  ... деб белгилайлик. Уларни ордината 
укига проекциялаймиз. Натижада М \(0, /(сц)), М£(О, / (Ы  ), • • • нук- 
талар чосил булади. Бу нукталарни цутб деб аталувчи Q, Q =  ( I ,  q), 
|i/| =  l нукта билан туташтнрамиз. Х.осил булган нурларни QM\, 
QM'j, . . . деймиз. Энди F (х) функция графигини NoN\N2. . . синик 
чизиги билан алмаштнрамиз. 1>у ерда N'li =  N0{xl>, 0), N\ =  N\(x\,



/ (л: i ) ) , N-i —  N i { X i t F ( x 2) ) ,  ... Синик. чизикнинг буйинлари мос нур- 
ларга параллелдир, яъни jVojV i I I Q/Víí; N 1N 2W Q M 2, ... ,Х,акикатан. 
iV,-A//fi бугиннинг бурчак коэффициента (2.19) га кура

к =  Пх,лх) =/<!, + ■>

Ясашга кура эса QMU \ нурнинг бурчак коэффициенти

к  = :/ (£ ,Н Ь

Демак, QM U il \N,N, ( i (17-чизма).
18,19-чизмаларда икни функции учун бошлангич функцияннж 

графиги тахминий чи:»илган

: i ! i

Q0.OJ
! U j Щ  4 I |*f¡ ¡JCf| l*f¡ l*#

I 7- чичма.

М а ш  к Ц х )  фуикцннниж куйидаги  бсрнлган гр аф иклар и  б уйича  / ' ( х) =  

=  \^j(t)dt функциянинг графиги ч и з ш к ч ш  (2(} л. б, н, г- ч и з м а л а р ) .
а

Э  с л а т м а . К у т б  Q ни абсцисса у к и д а  О нуктадан чапда ёки унгда т а н л а ш н и ж  
ахамняти  йук. Бизнинг мулохазалар  у ч у н  ординатадан унгда ж о й л а ш г а н  график учун 
Q  нукта  ундан чапда, чапда ж о й л а ш г а н  графикни чизиш учун  vea Q нукта  унгда 
танланиши маш кд а  кулай булади. А к с  холла теппили  нурларни  (си ник  чизик 
б угинларини) i  бурчак  ос гида чмас, л -  п. б урчак  остида утк ачи ш  л т и м  булади.

2. Энди

£ = / (* > ( 2 .20)



щ С О $ Х

$
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18- чизма

куринишда дифференциал тенгла- 
ма берилган булиб, унда /(х) 
функция бирор а < ^ х ^  Ь ораликда 
узлукеиз графиги билан берилган 
булсин.

19-чнзмл

2 0 - чкзма.

Масаланинг цуйилиши: (2.20) дифференциал тенгламанинг Г== 
=  (х, 1/ ) : а ^ х ^ 6, — оо < у< С +  оо) сох.анинг (х(>, у(,) нуктасидан 
утадиган интеграл чизиги тахмииан чизилсин ва бу интеграл 
чизикнинг характерлн хоесалари текшнрилсин.



Масалани ечиш учун аввал Ц х) функциянинг бошлангич 

функцинси /г(л ')=  ^ а < х ^ Ь  ни чизиш керак. Буни биз
U

X

биламиз. Сунгра / * " ^f{£,)d£, булганидан у (х )  =  +  С,,
а  а

формулада Си— у о ~   ̂ /(£М£ булади. Ш ундай килиб, (/ (х )= С 0 +
Ч

+  F{x )  лап куринадики, F {x )  функциянинг чизилган графигини орди­
ната уки буйича Со узгармасга силжитсак, (2.20) дифференциал 
тенгламанинг (*о, i/o) нуктадан утадиган интеграл чизиги тахми- 
ний чизилган булади. Агар х0 =  а булса, Со =  i/o булади.

Чизилган интеграл чизикнинг экстремум нукталари }{х) функ­
ция графигининг абсцисса укини кесиб утган нукталарига мос кела- 
ди (18, 19-чизмаларга каранг). f (x) функция графигининг экстре­
мум нукталарига /•'(лг) функциянинг бурилиш нукталари мос 
келади. Агар бирор гj С о р а л и к д а  / (лг) функция камаювчи 
булса, уша ораликда / '(лг) < 0 , бинобарин, F "  (лг) < 0  булади. Д е ­
мак, г 1 <сх < г2 ораликда ^(д:) функция графигининг каварикли- 
ги юкорига караган. f ' (x)  > 0  булганда эса тескариси булади. Шун- 
га ухшаш, агар бирор г | < х < г 2 ораликда /' (л:) <  0 булиб, г j <  
< х < г ] ,  r\<_r-z ла / ( * )> 0  булса, у холда r i c x < r 2 да F ' (x )  =  
=  Цх) > 0  ва F(x )  функция усувчн, акс холда эса камаювчи булади.

18- чизмада О ^ л г ^ л  ораликда графиги билан берилган у ~ cos*
функция учун =cosx, у { 0) = 0  Коши масаласи такрибан ечилган. 

19-чизмада эса г, Г\ < — I , i интервалда графиги би­
лан берилган f ( x ) ~ 3 x ‘2— 1 функция учун = 3jc2— 1,0(0) = 0  К о ­

ши масаласи тахминан ечилган.

Э  с л а т м а . Аниклик катта булмагани учун баен этилган усул билан (2 .2 0 ) кури- 
нишдаги дифференциал тенгламаларни ш т тр а л л а ш  унча максадга мувофик эмас. 
Аммо куп сохаларда (физика, химия, биология ва б. ) функция турли асбоблар 
ердамида график усулда аникланнши мумкин. Ш унда дифференциал тенгламаларни 
график интеграллашга тугри келади. Албатта, техникада айтилган масалаларни 
кузда тутиб турли интеграторлар яратилган, улар f {x )  функциянинг графиги б уйи ­

ча дар кил F { x ) =  ^/(|)d£  (функциянинг графигини чизиб бериди. Интеграторлар-
а

нинг конструкциями ( 2 .2 0 ) куринншдаги дифференциал тенгламаларни график ин- 
теграллаш назаринеига асосланган.

М а  ш к,. Унг томони 20(а, 6 , в, г)-чизмада берилган чизиклардан иборат булгам
dy
--— = / (х )  дифференциал тенгламани график ннтегралланг (уида а =  хп дейнлиши 

кулай ).
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Х.ОСИЛАГА НИСБАТАН ЕЧИЛМАГАН БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ 

ОДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

3.1-§. ЕЧИМ ВА УМУМИЙ ЕЧИМ ТУШУНЧАСИ. 
КОШИ МАСАЛАСИ

1. Хосилага нисбатан ечилмаган биринчи тартибли оддий 
дифференциал тенгламалар ушбу

куринишда ёзилади. Ьу ерда F  уч аргументли функция булиб, уч 
улчовли фазонинг очик Ол тупламида (Ои сохада) аникланган. Агар 
бу тупламни R2 текислигига ортогонал проекцияласак, R* да бирор 
очик Г туплам ( Г  соха) хосил булади.

3 . 1 - т а ъ р и ф .  (3.1) дифференциал тенглама берилган булиб, 
F (x , y , y ' )  функция R 5 фазонинг Ьлсоуасида аник,ланган булсин. Агар 
I (очик,, ¿тик, ёки ярим очик,) интервалда аникланган у =  у(х)  
функция учун к,уйидаги учти шарт:

3°. F (x, ф (х ). ф '( * ) )= 0 .  x £ l

бажарилса, бу функция / интервалда (3.1) дифференциал тенглама- 
нинг ечими деиилади. (3.1) тенгламанинг ечимига мос эгри чизик, 
(яъни у — Ц)(х) функциянинг графиги) унинг интеграл эгри чизиги 
(ёки соддагина интеграл чизиги) деиилади.

Агар параметрик куринишда берилган x =  x( i ) ,  y =  y ( t ) ,  t£l,  
(I, — параметр t нинг узгариш c o jç ü c u  ёпик,, очик,, ярим очик, 
интервалдан иборат) функция учун x ' { t )=£0, ( Ç/, булиб, к,уйидаги 
учти шарт:

бажарилса, у  %олда дг =  х(/), у =  у ( ( )  функция I, интервалда
(3.1) дифференциал тенгламанинг ечими деиилади. Баъзи х;олларда 
ечимни шу куринишда излаш ёки ёзиш цулай булади.

(3.1) дифференциал тенглама учун хам (1.1) дифференциал 
тенглама учун а йти л га ни дек ечим уч: ¿/ =  ф (* ); Ф(л\ у) = 0 ; х ~ х { 1 ) ,  
у =  у ( ( )  (/£/,) куринишдан биттаеи оркали изланади.

Агар (3.1) дифференциал тенглама у га нисбатан бир кийматли 
ечилиши мумкин булеа, у холда (1.1) дифференциал тенгламага 
келамиз ва 1-бобдаги барча мулохазалардан фойдаланишимиз 
мумкин. Аммо (3.1) доим бир кийматли ечилавермайди.

F(x,  у , </) =  О (3.1)

1°. (х, ф(дс) ) 6 I’. x£t,  (х, ф(лг) (дг) ) Г с К 2, ty ic R * :
Т .  ф( х ) е С ' ( 1 ) - (3.2)

2°. y ( t ) e C ' ( l , ) ,  x ( t )£ C ' { l , ) \
3 F ( *</ ) ,  y ( l ) .  £ $ )  =  <>. /£/.



(3.1) дифференциал тенглама очик Г тупламнинг х,ар бир (л:, у )  
цуктасида у' нинг битта ёки бир мечта кийматларини аникласин 
дейлнк. \ар  бир (х, у )  нуктада у' дан фойдаланиб битта ёки бир нечта 
бирлик вектор чизамиз. Натижада йуналишлар майдони хосил 
булади. Энди интеграл чизикларнинг такрибий тасвирини олишимиз 
мумкин. Кчим тушунчасини мустах,камлаш учун мисоллар курайлик:

М  и с о л л а р . 1 . Уш бу у '2 — х2 =  0, [ ) л =  \(х, у , у ' ) : О^дг <  +  оо, — оо <_у <  -{- оо ,
— оо < у '<  4- оо| дифференциал тенглама учуй у '= ± х ,  0^д г< -|-оо . Ордината 
укига нисбатан унг ярим текисликнинг чар бнр (дг, у )  нуктасидан у '= х  ва у ' = — х 
дифференциал тенгламаларнииг факат битталан интеграл чизиклари утади (2 1 -чнз- 
ма) .  Аввал йуналишлар майдонини чизиш кийнн змас. Вирлик векторни у '= х  учун  
туташ чизик,лар билан, у ' =  — х учун *са пунктирлар билан белгилаймиз (2 1 -чизм а).

21  - чизма

Сунгра бу йуналишлар буйича интеграл чизикларнн чизамиз. Албатта кулайлик учун  
анвал (х =  6 ва дг = — к, к - чакикий сон) изоклиналарни чизиб чикнш керак. 

х1 х‘1
У = ~2 — 2  ^  функциялар С  нинг чар бир кнйматида 3 . 1 -таърифнинг

барча шартлариии каноатлантиришини в# ечим булишини текшириш кнйин чмас.
2. Ушбу

у '2 — ( I -\-у)у' +  у  =  0, 1)А =  Цх, у, у ' ) :  —  о о  < д г <  +  о о .  —  о о  < у <  +  о о ,
—  о о  < ;  у '  < ;  о с }

дифференциал тенглама учун у ' =  1 на у ' = у . Улардан биринчиеи бурчак кочффи циенти 
! га тенг тугри чизиклар онласини нфодаласа, иккинчиси у  =  Се‘ экспоненциал 
функциялар оиласини ифодалайди (22-чизма). у  =  х-\- С на у  =  Се‘ функциялар С  нинг 
чар бир кнйматида 3 .1 -гаърифнинг шаргларини каноатлантиришини оеонгина 
текшириш мумкин.

Умумий счим тушунчасини киритишдан аввал  (3.1) тенглама учун К о т и  
маеаласини куямиз.

Коши масаласи: (3.1) дифференциал тенгламанинг у {хо )= уц , (дгн, уо) £ Г  
бошлангич шартни цаноатлантирунчи ечими гопилсин ёки геометрик нук,таи на:шр<)ин,
(3.1) дифференциал тенгламанинг (дго, у«) 61’ нуцтидин угувчи интеграл чизиги 
курсатилсин.



(3.1) дифференциал тенглама у ’ га нисбатан ечнлншн мумкин дейлик. У  холда 
(дго. 1/(1) нуктанинг бирор атрофида у ' учун бнр неча х.акикий кийматларни (хакикий 
функцияларни) тоиамиз:

i/' =  /*U , у ) ,  к = \ ,  2, ... , т .  (3.3)
Агар хар бнр /*(х, */)(/?*= ], 2......... т )  функция бирор мавжудлик на ягоналик
теоремасининг шартларнни каноатлаитирса, у холла (дги. г/о) нуктадан (3 .1 ) дифферен­
циал тенгламанинг т  та интеграл чизиги утади. Ьаъ:»и ¡к ,fk .... ¡к (/ггл^ г п )  функ-I ’2 '¿п
циялар комплекс булса, у колда биз ф акат fb функциялар билан иш кура-

2л 4  I

миз. Ь у  холла ( jfo. у „ ) нуктадан тегишли дифференциал тенгламанинг m — kin та 
интеграл чизиги утади.

Агар (3.1) дифференциал тенгламанинг ^ациций ¡ i (x ,  у ) ,  ... , /*(х, y ) ( k ^ m )  
функцияларга мое келган ва  (*«, уп) нуцтшШ унинг интеграл чилицларига утказилган 
уринмалар турли бурчак коэффициентларига эга булса, у  %олда Коши масаласи ягона 
ечимга эга <)ейилади.

М а с а л а н .  1-мисолда курилган у ,г — ** =  () дифференциал тенглама учун хар 
бир (0 , у ) ( у  ихтнёрий) нуктадан иккнта интеграл чнзик утади ва уларнинг 
уринмалари горизонтал тугри чи.чиклардан нборат. Демак, ордината укининг ихтиёрий 
нуктасн учун Коши масаласи ягона ечимга зга -»мае. Аммо укг ярим текисликнинг 
ихтиёрий нуктаеи учун Кош и маеаласинииг ечими ягонадир.

3. Ушбу

у'-' -  е ‘у ’2 + х У -  лг V  =  О, Ü.\ =  R ‘
дифференциал тенгламани курайлнк. Унн (у ’ — е") (y ri +  x2) = 0  куринншга келтириш 
мумкин. Бундан у ' — е’  =  0, у ,2 +  х2 — О дифференциал тенгламалар келиб чикали. 
Иккинчи дифференциал тенгламани у ' га нисбатан ечсак: y ' =  ix, y'=s — ¡х (/ мавхум 
бирлик). Демак, f , (х, у )  =  е*, f i(x , у )  = ix , ¡.¡(х, у ) =  — ix. Равш анки, у ’ — е‘ ~  0 дан 
у  =  е’ +  С  на тенгензликнинг ихтнёрий нуктасн учун Коши масаласи ягона ечимга н а  
булиб, ихтиёрий берилган (дго, i/o) нуктадан берилган дифференциал тенгламанинг 
факат ягона интеграл чизиги утади.

3 . 2 - т а ъ р и ф .  (3.1) дифференциал тенглама у()) нуктанинг 
бирор атрофида у ' га нисбатан ечилиши мумкин, яъни (3.3) тенглама- 
ларга ажралади дейлик. Агар )çap бир (3.3) тенглама

у~ц>ь(х. С ), k =  I, 2........m (3.4)
умумий ечимга ёки

Ф *(* , у ) =  С, k = \ ,  2, ... , m, С — ихтиёрий узгармас (3.5)
умумий интегралга эга булса, у холда (3.4) умумий ечимлар туплами 
(ёки (3.5) умумий интеграллар туплами) берилган (3.1) дифферен­
циал тенгламанинг умумий ечими ( ёки умумий интеграли) дейилади.

Киритилган таъриф (3.1) тенглама у ' га нисбатан чексиз кун* 
ечимга эга булган хол учун хам уринлй буладн 1-мисолда 
у '2 —  х 2 =  () эди. Ундан 0 ^ jc<  -(- с »  интервалда у ' =  х, у ' = — х

булнб, бирннчнеининг умумий ечими уя=-х - -\-С, иккинчненники эса 

У = — + С  булади. Берилган тенгламанинг умумий ечими 

у =  2 +  С  у =  — -2 + С булади.

М  и с о л . Ушбу
siny' = 0 , D i=  R !



дифференциал тонгламани куранлик. Ундин у ' =  кп  {к  бутун) ва у  =  клх-\-С келиб 
чикади. Умумнй ечим ушбу

у = С . </= — лдг +  С, у  =  п х + С ........у =  — ппх +  С, у  =  ппх -f-C. ... (л ннтурал
сон) чгкпк» к\ ( 1 ф>нкцнялар тимнмидан иборат.

3 . 3 - т а ъ р и ф .  Агар (3.1) тенгламанинг бирор / интервалда 
анш\лангин у =  ц{х)  ечинининг х,ар вир нук,тасида Коши масалиси 
ягона ечимга эга булса, у %олда у =  ц)(х ) (х£1)  ечим берилган 
тенгламанинг хусусий сними дейилади. I- ва 2-мисолларда мое

V  X2раиишда у = ~  - , у ~   ̂ , у =  х, у  — ех функциялар тегишли диффе­

ренциал тенгламаларнинг хусусий ечимларидир.
Юкоридаги таърифлар муносабати билан махсусечим тушунчасн- 

ни киритит л озим булади.
3 . 4 - т а ъ р и ф .  Агар у =  у (х ) ,  функция (3.1) тенгламанинг 

/ интервалда аник,ланган ечими булиб, у =  ц {х ) ,  xÇ_! функция билан 
тавсифланадиган интеграл чизик^нинг %ар вир нук,тасидан у =  ц)(х), 
х£1 интеграл чизик,дан ташк,ари шу нук,тада у билан бир хил 
йуналишга эга буладиган, аммо уша нук,танинг ихтиёрий агрофида 
ундан фар к, к,иладиган яна бюш^а интеграл чизик, утса, у х,олда 
у =  ц)(х), х£ !  ечим (3.1) тенгламанинг I интервалда аник,ланган 
махсус ечими дейилади.

Махсус счимларга 3.4-§ да алохида тухталамиз.
1-мисолни — оо<дг< +  оо интервалда курсак, ордината уки- 

нинг хар бир нуктасидан горизонтал уринмага эга булган икки 
интеграл чизик утади. Аммо Оу уки берилган дифференциал 
тенгламанинг ечими эмас. Демак, ÿma миеолда махсус ечим йук-

М и с о л . (у ' ) л= у 2у //, =  {(*, у, у ' )  ; — оо < х < . +  оо, — сх> <. у  С
■1

-}-оо, О ^ у ' <С -f- о °} дифференциал теигламани у ' = у л куринишда 
ёзиш мумкин. Маълумки, абсцисса уки (яъни у =  0 чизик) »а

U  +  C >:1 Г  Г  гу — • кубик иараболалар бу тенглама учун интеграл чизик

булиб хизмат килади. Аммо у — 0 чизикнинг хар бир нуктасидан бир 
хил йуналишда иккита интеграл чизик утади. Шунинг учун 
у =  0 махсус ечнмдир.

3.2-§. КВАДРАТУРАЛАРДА ИНТЕГРАЛЛАНУВЧ И БАЪЗИ И Н Г Л А М А Л А Р

I. я-даражали биримчи тартибли дифференциал тенглама 
/•(*, у, у ' )= а о (х ,  у) (//')" +  а\(х, у ) ( у ' ) "  ' +  ... +  ая ,(* . у ) у '  +

+ ап(дг, у) = 0 , (3.6)
«(>(*, у) ф  0 куринишда ёзилади. 1>у у '  га ннсбатан я-даражали 

тенгламадир. Агар п =  I булса, ао(х, у ) у '  +  а,(х,  у) = 0  ёки а«(х, у )  Ф
ü| (X, у )

-,it() булгани учун у ' =  - = f ( x , у )  булади, яъни (1.1) диф-
а„[х . у )

ференциал тенгламага келамнз. Албатта, (3.6) дифференциал 
тенгламада йо(дг, у ) ,  а\ (дг, у ) .......а„(х, у )  функциялар бирор очик Г



туп.Чамда аникламгаи ва узлукеиз. Энг содда холда а,{х, у) =  
=  b, =  const(/ =  0, 1........л ) булнб, ушбу

F ( y ' ) = b [)( y ' y  +  b ] ( y ' V  Ч ■•■+*« ~*У’ +  Ьа=  О
тсш'ламага келамнз. В у тенмаманинг у '  га нисбатан хакикий 
ечимларини k j [ j =  I, 2........ т ч гп^.п) дейлик. У холла y '= k ,  дан
y  =  kjX-\-C ёки k, =  y ~~' келиб чикади. Шунинг учун ^  ̂ = 0

берилган дифференциал тенмаманинг умумий интеграли булади.
Агар ао(х, у ) ,  ... , ап(х, у) функциялар очик Г тупламда 

аникланган ва узлуксиз булса, у холда (3.6) тенгламани у'  га 
нисбатан ечиб, улардан хакикий кийматларни олсак, куйидаги

y '  =  fk(x, у ) ,  k = \ ,  2, ... . т ,  т ^ п
дифференциал тенгламаларга эга буламнз. Кейинги мулохазалар 
fk(x, у)  функцияларга боглик булади. Бу функциялар учун Г 
тупламда Коши теоремасининг шартлари бажарилади дейлик. Унда 
бу тупламнинг хар бир нуктасида Коши масаласи ягона ечимга эга 
булади. Шуни кайд киламизки, Г туплам /j, /2, ... , fm функциялар 
аннкланиш сохалари Г (, Г*, ... , Г« нинг кесишмасидан иборат, яъни

т
г =  П г(- 

/-1

М и с о л л а р .  I. (t/ ')s+  \J3 l y ' ) 4— у ' — ^ 3 = 0  дифференциал тенгламани ку- 
райлик. У у ' га нисбатан 5- ларажали. 1>у тенгламани ( [у ')  *-f 1 ) ( (у ") г — I ) • (у ' +  
+- \J3 ) * 0  куринишда ё:жш  мумкин. Равшанки, унинг хакикий ечимлари {/ '*» !. 

у ’ =  — \, =  — -у'З булади. Аммо дифференциал тенмаманинг интегралини битта

формула била» ё з и т  мумкнн. Бунда l'i =  1'*= l ' i=  R \  Г =  l ’i П 1’гП 1’ч=  R ' Демак, 
кжоридаги тенглама учун R 2 текисликнинг ихтиёрий ( jco. i/o) нуктасида Коши маеаласи 
ягона ечимга чга.

2. Ушбу у ' га нисбатан нккинчи ларажали

[у ’ ) ! — {2х -f eosArJi/M 2 xeosx =  0
дифференциал генгламадан

у ' = 2 х .  у ' =  <-' о.чдг

келнб чикади. Бундан берилган тенгламанннг умумий ечими

у =  х* +  С, i/ =  s irw + C
булади. 2- мисолда l’ i =  R ? , |\. =  R v ва Г =  Г| П 11 =  R ' .R ’ да нгонадик хоссаси уринли. 
Худди тунингдек,

iy ’ ) 2- { e x +  г  - \ « '  +  ^  - = 0 . ü = | (x ,  у ) :  -  1 < д г < 1 . - o o < j / < 4  *>>
V Vi-v®

(O C R 2) дифференциал тенглама учун Г =  1\ П 1'* =  R-f] I )  =  I )  чканлигини 
курсатиш кийин чмае.

Агар F ( y ' ) = { )  дифференциал тенгламанннг у ' га нисбатан илдизлари бирор

ннтервални туда копласл. у холда тегишли дифференциал тенглама ^ =  0



интегралдан фарклн ечимлар1а хам -на булиши мумкнн. Ж ум лалан . у ' —  \у'\ = 0  диф ­
ференциал тенглама учун 0 < f c > — оо ннтервалла y ' — k. Уилан у  =  кх С  (0  ^  к с  
<  +  оо > келиб чикадн. By  интег рал чнзикларлан фаркли яка у  =  * « ( 0 ^  х <  -f- 00. 
а > 1 ) интеграл чизиклар хам мавжуд.

2. Номаълум фумкцияни уз ичига олмаган
F ( x , y ' ) =  0 (3.7)

куринишдаги дифференциал тснгламаларни курам из. Агар
(3.7) тенгламани у' га нисбатап ечиш мумкин булеа, у холда бирор 
/ интервалда узлуксиз ¡b{ x ) ( k ~  1, 2, ...) функциялар учуй 
y' =  fk(x) ( k =  I, 2, ...). тенгламаларга келамиз. Умдан у  =
— ^fh(x)dx-\-C{k= 1, 2, ...). by ечнмлар туплами умумий ечим 

булади.
Баъзи холларда (3.7) тенгламани у' га ннсбатан ечии1га 

Караганда х га нисбатан ечии1 осолрок булади. Бунда х =  ф, (у ' )  ( i =  I ,
2, ...) дифференциал тенгламага келамиз. Уни интеграллаш учун 
куйидагича иш курамиз: анвал у ' =  р деймиз. Равш анкн, 
dy — y'dx =  pdx, </.v — </ЦМ/»>) =\\''(p)dp. Шунинг учун dy =  d\\'',(p)dp 
булади. Бундац

//= ^p$' (p)i tp +  C t 

х =  ̂ [ р ) ,  ¡ =  1. 2, ...

келиб чикади. (3.8) формулада р - параметр вазифасини утаяптн. 
Ломак, (3.8) ечим умумий ечим булади.

М и с о л л а р .  1. ( у ' ) 2-------- = 0 , |х| <  ! дифференциал тенгламани курайлнк
I — г

Уии ¿/ га нисбатаи ечиш осонрок. Ш унинг учун ушбуга эгамиз:

Ч'=  ±  ,■1 •=- . 1х| <1 .
V i —je5*

Ундан i/ =  arc  sin* +  С. у =  — arc sirur +  ('. ни хоеил киламиз. 15у умумий ечнмлар 
туплами бернлган дифференциал тенглама учун умумий ечим булади.

2. Уигбу е и — х =  0 дифференциал тенгламани х га ннсбатан ечайлик:

х= ±с
Спдда хисоблашларни бажариб,

1 +J>¿ j  t !?__ I +•/ I t р2
d x = ± p e  2 d p , d y - ± p ¿e ¿ d p , y = ± { p e  2 - \ e  2 d p ) + C  

ларни хосил киламиз. Шундай кнлиб, ушбу

I -t Р1 И Р2 I + рг_
х =  е 2 , у =  ре 2 - 2 dp +  C-,

x = - t -  2 , у= - р < -  2 +  2 dp +  C: 

умумий ечнмлар туплами берилган дифференциал тенгламанннг умумий ечими булади.



х = \ +  С  i/ =  Ч7/(Z7)- / = 1 . 2 ........ (3.10)

3. Эркли узгарувчини уз ичига олмаган
F  (у, у ' ) =  0 (3.9)

куринишдаги дифференциал тенгламалар хам ё у'  га ёки у га 
нисбатан осонрок счилали дейлик. Биринчн холда y '  =  fk( y ) { k = \ ,
2, ...) дифференциал тенгламаларга келамиз. Агар ¡ ь ( у ) ф 0, y £ l v
булса, \ ^  = x- \-C {k = \ ,  2, ...) ечимларга эга буламиз. Агар

¡ к( у ) = 0  тенглама y — bm{ m =  I, 2, ...) илдизларга эга булса, у холла 
у  =  Ьт , n i— I, 2, ... функциялар хам (3.9) пинг ечими булади.

Энди (3.9) тенглама у  га нисбатан ечнлган булсин: y =  i\',i(y'),
/=  1, 2........Яна у ' =  р деймиз ва dx=- dy. dy =  % (p )d p  ни хосил

киламиз. Шунинг учуй р ф О  булганда dx — - tyi(p)dp булади. Буни

интеграллашдан хосил булган
1 
р

ечимлар тунлами (3.9) тенгламанинг умумий ечими булади.
Агар /; =  () ёки у ' =  0, демак, у =  а, (/ =  I, 2, ...) лар тенгламанинг 

хакикнй илдизларн булса, юкорида d y~ p d x  ни р га булиб, у — о., 
ечимларни йукотгаи булар эдик. Аммо у =  а, ечимлар (3.10) ечимлар 
орасила йук ва демак, улар махсус ечим булиши мумкин. Агар

р / н \
р-+ +  0(р-*- — 0) булганда J  ^ (£)d) / ёки J (£)</£ Iинтеграл

р\ \  р / 
якинлашувчи булса, у холда у =  а, ечимлар махсус булади. Акс 
холда,. иъни кжоридаги икки интеграл узоклашувчи булганда 
тегишли ечимлар махсус бул.майди.

М и с о л л а р .  I. Уш бу уе^ = ( у ' ) 2 дифференциал тенгламани у  га нисбатан 

ечамиз. Бундан у = { у ’ ) * е ~ у , у ‘ =  р, у — р‘ е р. d y =  {2ре~р— p*e~p)dp, 

dx =  — -̂- =  (2е " р ~ p e ~ p)dp. Охирги муносабатни интегралласак, берилган дифферен­

циал тенгламанинг умумий ечимини косил килами:!:

( х  =  е P ip ~ \ )  +  C,

 ̂ \ у = Р*г
Агар ¿/ V " =  (у ' ) 4 дифференциал тенглама берилган булса, унлан у = ± 1 у ' ) ’2 

е~ у келиб чикади. Б у  холла бернлгаи дифференциал тенг ламанинг умумий ечими

( x  =  e - p ( p - l ) + C ,  ( х = — е ~ р {р — 1)-\-С.

\у  = р*е р \ i t= —f?e"p
умумий ечимлар т^пламидан иборат булади.

2 . (у ') * е * * = у ~ 2 дифференциал тенглама кунидаги у ' =  -\-у~ ’е ~у ва 
у '=  — у  'е " ¥ дифференциал тенгламаларга эквивалент. Бундан yeyd y = ^ td x  ёки 
{ у — I )е *=  ±  х +  С  умумий ечимга эга буламиз.



4. Энди (3.1) дифференциал тенглама ё х га ёки у га ниебатан 
осонлик билан ечиладиган холларни курайлик.

а) (3.1) тенгламани ушбу
х =  ф*(у, у ') ,  А =  1, 2, ... (3.11)

курииишда ёзилган булснн. Яна у '  =  р деб параметр киригамиз.
(3.11) муносабатнинг икки томонини у  буйича дифференциаллаймиз:

ах _  +  ар йх _  1 _  I
¿¡у ду др йу ’ й у  (1у р

й х

Ьундан
I

^  Ф о. (3.12)
йу г?Фл др

др

(3.12) тенгламанинг унг томони у на р нинг функцннси, демак, биз 
^  — ¡к(У-Р) курииишдаги дифференциал тешламага келдик. Унинг

умумий ечими р =  ̂ ь(у, С) дейилса, (3.11) дан л = Ф *{//, ф*(</, С ) )  
хосил булади. Бу ечимлар туплами умумий ечим булади. 

б) (3.1) тенглама
1/ =  Ф *и , у ' ) ,  А = 1 , 2, ... (3.13)

курииишда ёзилган дейлик. у'  =  р деб, ундан на (3.12) дан
_  Ы'ь

_ _'}_ф * , дФь <1р ар = р ~Ьх~ <?<|>* 0  

^  дх др йх ' ах ’ др

др

га эта буламиз. Охирги тенглама ~ = ! к (х, р) курииишдаги тенг­

лама булиб, унинг умумий ечимини р =  г|)*(*. С ), £ =  1, 2, ... деб 
сзамиз. (3.13) га кура берилган дифференциал тенгламанинг умумий 
ечими у =  ф к(х, ф*(*. С ))  каби ёзилади

Курилган а) ва б) холларда х =  Ф * (у ' ) ,  у =  ф к(у' ) тенгламалар 
хусусий хол булиб, улар учуй мулохазалар янада содда булишини 
анвалги бандларда курдик.

М и с о л /1 а р  I. х ( у ' ) 2 =  у. х >  0  дифференциал тенглама у га ниебатан счилган.
2 2 , л ¿р  ар \ — рр =  у  , у  =  хр , р =  р -\-Zxp десак. улгарувчилари ажраладиган --- =  —

дифференциал тенглама хосил булади Уни интеграллаб ( р =  1 — ^ бе-
V \ /х )

рил гни генглама га куйса к, уник г умУмий ечи ми: у  — х (  I — '- V  кур и ниш 1 а ёзи л  а -
V \ X /

ли Рантанки . у =  () хам ечим булиб, у махеус ечимдир.
2 . (/{//') 1 дг — 1 = 0 , у Ф К )  дифференциал тенгламани дг га ниебатан ечами.к 

дг=|- //(//') '• у '= ;р (у ) десак. хисоблашлар



х - f  -  1 . ы / r .  = -  ' + : ?
‘i  У P dy <íy 3 p y

булишини курсатадн Бу  дифференциал тенгламани интеграллаймиз:

i « и У » * ,  i | n ( l V ) _ _ i  , , |п£.
4 1 +  рА ■ Зу 4

еки (|- t/ )4) 4 =  - . Бундан />'*-- ~\  Н  — I \ ни хосил килами:». Энди
í/ltfl U J ' 1

бернлган тенгламага рл учуй топнлган нфоданн куйсак,

4 / ~
( ! - * ) • *  +  У у А = С „,

умумий мчимга келамнз.

5. (3.1) дифференциал тенгламада F{x, у, у ' )  функция х ва у га 
нисбатан m-даражали бир жинели функция булса, у холда (3 .Г) ни 
бундай ёзиш мумкин:

xmF(^x , / )  =  О ёки / ^ ,  р) =  0, Р =  '1х - (3.14)

Ьу тенгламани р га нисбатан ечишосон булган холга тухталмай- 
миз.

(3.14) да у урнига янги номаълум функция z{x) ни y =  xz(x) каби 
киритеак, F(z,  р) = 0  тенглама хосил буладн. Уни z га нисбатан счиш 
кулай булсин дейлик: г =  ф*,(р), ¿  =  1, 2, ... . Ушбу

dy =  zdxН~xdz, dy — (р)dx +  xipí,(p)dp, 
dy =  pdx, pdx =  yí(p)dx-\- xtyMp)dp

*  - *  dx t k (P )d p  , .хисоблашлардан сунг x на p ларга нисбатан =  - - - диффе- 
J  '  к  х р ~ ъ к {р)

ренциал тенгламага келамиз. Лгар - функциянинг бошлан-
р - ’М р )

гич функцияси х*(Р) дейилса, охирги дифференциал тенгламадан 
х =  Се%> Р • хосил булади. z{x)  =  у- булганилан у ~ х ^ ь {р ) ,

х =  C^t*(p) ( k = \ ,  2, ...) муносабатлар берилган дифференциал 
тенгламанинг умумий ечимини ифодалайди.

М и с о л .  4-банллагн 1-миеолда х(у')'*=и, х > ( )  дифференциал тенглама 
курилган эди. Бу  тенгламани И {х , у, у ' )  =  х { у 'у  — у =  0 куринншла ёгк'ак, F  (х, у. 
у ’ ) функции х ва у  га нисбатан 1-даражали бир жинсли функция экакн курнниб 
турибди. Энли бу дифференциал тенгламани uty 5- банллагн усул билан интеграллай- 
миз. Тенгламани

* х ]  =  °  ¿‘KH Х( р2~ ^ )  =П' р**у'
куриннш ла ёзамнз. у  =  хг леса к, р1 — z =  0 га келамиз. Уилан гз= p ¿ s E ty ip ), ij)'(p ) =  2 р 
ни хосил киламиз. Энди тегишлн

dx 2pdp . dx 2dp
-  =  еки — = — - р Ф  I

X p _ p ¿  X I — р



дифферентам тенгламага чгамич. Интеграллаш  натижасида I — Формула-
V.«:

ни унлан у  =  х (  1 -  ̂ V ,  а> ( )  умумий ечимни тонами:».
’ V V X )

6. Юкоридаги бандларда у ' =  Р  Д<’б параметр киритдик. Умуман 
айтганда, параметрни янада умумийрок усул билан киритиш кулай 
булган холлар хам булади. Ш у муноеабат билап параметр 
киритишнинг умумий усули билан танишамиз.

Маълумки, Ax +  l i y ~\~Су' -f- О = 0  дифференциал тсиглама х, у , у'

узгарувчиларнннг фазоси R A да текиеликни, * 4- ^  -f — 1 = 0
a b  с

дифференциал тенглама шу Я ’ да эллиисоидни аниклайди. 
Баъзи холларда берилган сиртнинг тенгламасини параметрик ку- 
ринишда ёзиш мумкин булади. F (x ,  у , у ' )  = 0  сирт тенгламаси ушбу 
х — у\'(и, и), у =  х(и, у), у '  =  м(и,  v) (и, V мараметрлар) пара­
метрик куринишда ёзилган булсин. У холда

F{ty{u, v ) , х ( w. v ) . <•>(«- у) ) — 0
темгламага чгамиз. Лгар i|\ х- m функциялар бирор очик Т тупламда 
аникланган на дифференциалланувчи булса, унда

dx=  ^  du du, d y =  ,)% du +  dudu dv ' du dv
булади. Энди df  =M{u,v )  булгани учуи

dx

—  d u -Г dv =  ti>(u,v) Г ^  d u-f -̂  du 1 du dv L du dv J

тенглама и ва v параметрлар орасидаги дифференциал богланишни 
тасвирлайди. Бу тенгламани куйидагича ёзиш мумкин:

(£-“£)dH “£-£)*-■
Агар — о» ^  Ф 0  булса, и ни номаълум функция, v ни эса эрклиdu du
узгарувчи деб, ушбу

=  ( шл* _  ) (3.15)dv V du dv )  f \ du du ) 

хосилага нисбатан ечилган дифференциал тенгламага келамиз. 
Шунга ухшаш, агар ш ^  ^  ф О  булса, у холда ушбу

^  =/?* _ ш *> )///-* - 3 l )  (3.150du \(?tt du)/\ dv dv )

дифференциал тенгламага келамиз.
Агар (3.15) ёки (3.15') дифференциал тенглама квадратураларда 

интегралланса, у холда берилган (3.1) дифференциал тенглама хам 
интегралланади. Хакикатан, агар (3.15) тенгламанинг умумий ечими 
и — и ( и, с) булса,



u =  u { v , ( ' . ) ,

* = i| ' (u ( y ,C M ) .
y  =  X ( n ( v , C ) , v )

(бу ерда v параметр, С ихтиёрнй узгармас) (3.1) тенглама 
ечимининг параметрик куриниши булади. (3.15') учун умумий счим

v =  v (u ,  С) ,
*  =  ф (w, и {и. С ) ) ,  
у  =  Х ( и ,  v(u.  С ) )

куринишда (бу ордам параметр, С ихтиёрнй узгармас) булади.
Масалан, F{x, у, у ' ) = 0  тенглама у = [(х, у ' ) куринишда ёзилиши 

мумкин булгапда и =  х, v — y'\ x ~ f { y ,  у') куринишда ёзилганда эса 
и = у ,  v =  y '  дойилнши лозим. Биринчи холда (х =  ху t/ =  f(x, а), 

<П
y'  =  v) дифференциал тенгламага, иккннчи холда эеа

у —.
дх

<* =  /(*/. и ), у = у ,  y ' =  v)

, Й>th/ __  dv

~  . - , Лу
дифференциал тенгламага эга буламнз.

7. Параметр киритишнинг умумий усулини куллашга дойр мухим 
ммсол курамиз. Агар ф {у ' ) , х ( у ' )  функциилар бирор ингераалда 
дйфференциаллануачи булса,

у =  х-ф(у') + % (У ' )  (3.16)
дифференциал тенглама Л агранж  тснгламаси деб юритилади. Бу 
тенглама квадратураларда ингегралланади. Хакикатан, у' — р десак, 
у — хур{р) + х ( Р )  булади. Энди буни х буйича дифференциаллаб,

p =  tyip) +xty ' (p )  ~рх + x ' i P )
еки

га эга буламиз. Агар £ ;= * ) булса, у холда р=р,{р,  — const). Бу

кжоридаги дифференциал тонглама р =  \\~(р) куринишга келганда 
содир булади. Демак, р =  р, булгапда р — ф(/?) = 0  тенглама шу р =  р, 
ечнмга эта булади »а ушбу ,у =  лгф(/М+х(/?<). I- 2, ... т у Fpn 
чизикларни хосил киламиз.

Агар dp Ф ( )  булса, (3.17) тенглама нома1>лум лг га иисбатан ушбу

^  =  Ч'>> *  +  * > ’ . (3.18)
<//» р Р- WP)



биринчи тартибли чизикли дифференциал тенгламадан иборлт. Унии 
умумий ечими Ф (х , р, С ) = 0  булади. Берилган дифференциа- 
тенглама умумий ечимннннг параметрик куриниши бундай:

ф (х , р , С ) = 0,
У — Х ^ ( р ) + х ( р ) .  Р  -  параметр.

Агар р — $ ( р ) ф ( )  булеа, у \олда (3.16) тенгламада пара 
метрларни

х=х ,  у  =  ̂ ( р ) + х (р), У' =  Р 
каби киритсак, (3.15) дифференциал тенглама урнида (3.18) диффе 
ренциал тенглама хоснл булади.

Агар р — 1р(р)=0 булса, тенгламани га булганда р — С {С  =

=  сопя1) ечим (яъни ^ =  ф ( С ) + х ( ^ )  ечим) йукотилади. Аммо б; 
\олда берилган дифференциал тенглама ушбу

у  =  х у '+ х ( у ' )  (3.19
курннишга келади. Ьу тенглама Клеро тенгламиси деб юритилади
У н и н г  и к к и  т о м о и и н и  х б у й и ч а  д и ф ф е р е н ц и а л л а с а к ,  р==р-\-х^ -\- 

+  х ' ( / * ) ^  ё к и  (х +  х ' ( р ) )  а~  =  0  г а  э г а  б у л а м и з .  Б у н д а н  (

^ = 0  (демак, р =  С ) ёки х-\~х'(Р) = 0  келиб чикади. Биринч*

холда умумий ечим ¿/ =  Сх +  х ( С )  куринишда сзилса, иккинчи холдг 
•»с а

У =  х р  +  х ( р ) .  (3 20)

х +  х'( Р) =^- Р параметр 
куринишда булади. у =  Сх-\~х((') тугри чизиклар оиласиниш 
урамаси (3.20) чизикдан иборат (3.5-та ьрифга каранг).

М и г о л л а р ,  I . у = х у ' —  у ' Клеро тенгламаси берилган буленн. Унинг ум ум т 
счими, Я1>нн бир парамотрли интеграл тугри чизиклар онласи у  =  С х — С куринишд; 
булади. у = С ( х — I )  дан курннадики, бу (1,0) нуктадан утадигаи тугри чи.знкла| 
дастаси булиб, унинг урамаси т у  ( 1 .0 ) нуктанииг узн (агар  у*гСд: +  х (С ) тугр 1 
чизиклар онласн ластанн таш кил *тса, урама битта нуктадан иборат булнши х.а> 
мумкин) булади (3.5- тач.рифга каранг).

2. Энди ушбу у =  2ху‘ — у '  Л а гр ан ж  тенгламасиии курайлик. Лгар у ' =  р леса к 
у  =  2хр--р булади. Унлан

+  - ‘Ь .  С2 х —  I ) ------- р
их их их

(1ркелиб чикади. уни —  га булсак:
(1х

йх 0 . . ёх 2 , 1— р - =в2 ж — I еки .... = ---- х-\- , р /  0 .
<*Р (1р р р

С 1
Уни интегралласак:  ̂ -\- -• . Демак, берилган тенглама умумий ечнминнн 

Р 2
нараметрик ё.жлншн бундан булади:



|эи:* /> =  () холни курайлик. уидан у — ( '  (берилган тонглачага кура (." — ()), яъни 
г/ =  (> келиб ч и кади. Б  у у =  0 очим махеус булиши чктимоли бор. У ни .4.4 § да курам из.

3.3-f  КЧИМНИНГ М А ВЖ УД Л И ГИ  ВА ЯГОНАЛИГИ

3.1-теорема. Агар (3.1) дифференциал тенгламада /•'(х, у,у') 
функция учун  ушбу иккита шарт:

l ü. /■(*>, t/o, у ' ) =  0 (3.21)
тенгламанинг бирор %ак,ик,ий илдизи у'о учун (*n, í/(), у{\) £ D \ ( ( лги. 
í/o) 6 Г ) нук,танинг бирор D "  атрофида F(x, у, у' ) функция узлуксиз 
на биринчи тартибли узлуксиз хусусий х;осилиларга зга;

2°. F '.(x (it М). Mi) ¥--0
Оажарилса. у х;олда шундай hj>Q мавжу<) буладаки, (3.1) диффе­
ренциал тенгламанинг \х— x o l ^ h  оралик,да иник,ланган у(ха) =  ¿/<i, 
у'(Хо) =у<\ шартларни к,аноатлантирувчи ягона у = у { х )  ечими 
мае ж  уд.

И с б о т . Ошкормас функцнялар хакидаги маълум теоремага кура
(3.1) тенглама /)% да у' пи бир кийматли функция сифатида 
аниклайди, яъни

У ). (3.22)

бунда f ix,  у )  функция ёгшк Го. (Го<=Г) тунламда узлуксиз, би­
ринчи тартибли узлукеиз хусусий хосилаларга эга ва /(*», у ()) — у'о, 
(лго, //п)бГ(1. Шунинг учун fix, у )  функция сник Г„ тунламда у 
буйича Липш иц шартини каиоатлантиради. Лсмак, (3.22) диффе­
ренциал тенглама Пикар теоремаенга acocan \х — X o l^ h  ораликла 
аннкланган ягона у = у ( х )  счимга эга булиб, у(х») —у» буладн. Худди 
шу счимга (3.1) тенглама хам зга. Энди у'(хп)-=ун эканини 
курсатайлик. Хакикатан, (3.22) тенглама у =  у(х) учун айниятга
айланади: = / (x , í/ Í л*) ) ,  \ х ~  х«|^Л .

Агар jt =  * 0 булса, у'(хи) = f ( x (i, у{хо) ) =  /'(*<>, у»)=у<и
3.1 - н ¡i т и ж  а . 3 .1 - теореманинг шартига кура (хп, у», цо)

нщтанин,- ГК  итрофшЫ l,F{x- »• 1/1 # 0 , I »■ I <  И . ( )<
оу ' I дх I

</4 =  com s I.
3.2 н а т и ж  а. Агар (3.21) тенглама бир неча хакикий у '( =  1,2...., 

т )  илдизларга эга булса, хар бир (дг(), у„, у',) иуктанинг ёник 
О!], атрофида (3.1) дифференциал тенглама у' ни бир кийматли 
аниклайди, яъни y ’ =f,(x,  у ) .  Ш у билан бирга хур бир /(1 ^ / ^ w )  
учун тегитли дифференциал тенглама (x»t //о) 6 Го, нуктадан утувчи 
ягона интеграл чизикка эга. Ьош кача айтганда. (дг0, i/о) нуктадан 
т  та йуналиш буйича факат т  та интеграл чизик утади.



Агар ( * о ,  i/o) нуктада Коши масаласи ягона ечнмга *га булса, 
у нуктани oâthiü нуцта дейилади. Бу нуктага мое ечимпи oôôuü ечнм, 
интеграл чирикни эса oôàuù интеграл чизик, дейилади.

Шунга ÿxuiaiu, агар (дго, i/o) нуктада Кошм масаласи учун 
ягоналик урннли булмаса (3.4-таърифга каранг), у х.олда бу нукта
(3.1) дифференциал тенгламанишмахсус нуцтаси дейилади. Махсус 
нукталар тунламн махсус ечим булиши хам, булмаслнгн хам мумкин. 
Махсус ечнм графиги махсус интеграл чизик, дейилади.

Демак, (je«» t/o, t/o) нукгаминг етарли кнчик ёпик атрофида
3.1-теореманинг бирор шартн бузилганда махсус нуктага ira 
булишимиз мумкин. 3.1-теорема факаг етарли шартни белгилагани 
учун (jto, t/o, t/о) нукта айтилган холда махсус булиши хам, 
булмаслнги хам мумкин. Illy  муиосабат билам махсус мукта ва махсус 
ечнм гушунчаларига мукаммал гухталамиз.

3.4- §. МАХСУС НУКТА ВА МАХСУС Г.ЧИМ

1. Аква л махсус мукта тушумчасига тухталамиз. Бунда (3.1 > диф­
ференциал тенглама у ' га нисбатан ечилишн мумкин деб караймиз: 
у ' =  /(*, у ) . Агар f(x, у )  функции Р  ёпик тугри туртбурчакда узлуксиз 
булиб, у буйича Липшиц тартини каноатлантирса, у холда Пикар 
теоремасига кура (Хо, t/<>) £ Р  нуктадан ягона интеграл чизик утади.

Энди f (х, у) функция Р  нинг (дгп, t/o) дан боигка хамма нукталари- 
да узлуксиз булиб, ( * о ,  i/о ) нуктада узлуксиз булмасин. Унда 
куйидаги холлар руй беради:

1) Мт/(дг, у ) = А ,  А - чекли чакикий сон;

V

2) lim/(x, у) — оо (аник ишорали чексиз);

3 )  / ( а , у) функция ( х (>, уо) нуктада лимитга чга чмас.
1) холда f (xо, i/о) = Л  деб, Цх, у) функция кийматларини 

тулдиреак, Р  да узлуксиз функцняга келамиз.
2) холда эса ~х =  , 1 тенгламани хам курнб 1 v =  Оdy ¡(х, у) ■ Цх„. у(, )

деб, ^ 1 - функциянимг кийматими гулдирамиз. Бунда чна Пикар

теоремасинн куллаш мумкин на дифференциал темгламаминг 
интеграл чизиги (л:«, i/o) нуктада вертикал урнммага у га булади.

3) холда (ао, t/o) мукга яккаланган махсус нук,та дейилади. 
Шундай нукталар атрофида интеграл чизикларнинг сифат хоссала- 
рини урганиш мумкин булиб, бу дифференциал тенгламалар 
назарияси кулланиладиган барча сохаларда керак булади. Якка ­
ланган нукталар атрофида интеграл чизимарни урганиш хар 
жихатдан мураккаб. / ( а , у ) функция каср-чизнкли булганда баъзи 
интеграл чизикларни чизамиз. Шундай килиб, у т б у

dy . .  rx +  dy (3 .2 ,'i)
dx ax +  by



(бунда а, Ь, с па и лар — хакикий сонлар) дифференциал тенгламани

курайлик. Унг томондаги функция учун л =  | °  ^1 =^() булганда' с а 1
(0,0) нукта яккаланган махсус нуктадир. Унинг атрофида интеграл 
чизикларни текширамиз. А пн (3.23) тенгламанинг детерминант» деб 
юрнтамиз.

I а — X Ь I
Агар ^ 1 =0 характеристик тенглама хар хил хакикии

* С и  —  Л *

Л,, Я.2 ечимларга эга булиб, X? +  А,;; 0 булса (масалан,
Ф ( )  булса), у холда (3.23) тенгламани чизикли махсусмас 
алмаштириш ёрдамида

( IV __ А.2 V

( Iи и
(3.24)

куринишда ёзиш мумкин. Ундан

и =  С\и\ ' (С  — ихтиёрий узгармас) (3.25)

келиб чикади. Д.| хамда Хгларнинг хар бири поддан фаркли ва бир хил 
ишорали ёки турли ишорали булишига караб мос равишда тугун ёки 
эгар расмларига ага буламиз (23* ва 24- чизмалар). Агар Хг С  
< 0  булганда >.2 =  0 булса, и =  с горизонтал интеграл чизикларга эга 
буламизки, (0, С ) нукталар туилами махсус нукталар гуплами 
булади (25- чизма).

Юкорндаги 23-, 24-, 25- чизмалар А.| ва Хя ларнииг маълум 
кийматлари учун келтирилган.

Характеристик тенг лама бир жуфт кушма комплекс илдизга
эга булсин. У холда (3.23) тенгламани

йи -+ аи
(¡и ъи  — ро

(3.26)



куринишга келтирнш мумкин. Ьу 
бир жинсли дифференциал тенглама 
бйчиб, уни иитеграллаш мумкин:

г = С е  * \  

г =  +  ц> =  агс{ц^~, С > 0.
Ьу формула а Ф О  бул ганда ло- 

гарифмик спиралларци, а  =  0 бул- 
ганда эса, концентрик айланаларни 
белгилайди (26, 27- чизмалар) Яна 

X | =  А-2 =  О, =0, 
доллар учун хам чизмаларни келти­
риш мумкин.

V

0

Л,<о, л*«о

и

25- чш ма

2 й- чи;».м«1 27- чи.«м<1

Агар Цх, у) функция каер чизикли булмаса, иккаланган махсус 
нукта атрофида интеграл чизикларнн урганиш масаласи анча 
мураккаб булиб, у «дифференциал генгламаларнннг еифат назарня- 
си» да ургаиилади.

2. Энди биринчи тартибли хосилага нисбатаи ечилган диффе­
ренциал тенгламаларнинг махсус ечимларини чукуррок урганамиз.

Маълумки, агар ^  = Ц х ,  у) тенгламада ¡ (х,  у)  функция бирор 

ёпнк чегараланган Р ( Р с  Г ) тупламда узлукенз ва у буйнча узлукенз 
хусуснй хосилага ^га булиб, т у  Р  да —  функция хам узлук-

сиз булса,

т а х  
(* .» )€  я 1 ° у

д><х- У) I = / .<  +  00

га эгамиз ва Пикар теоремасига кура хар бир (х0, уп )£ Р  нуктадан 
дифференциал тенгламанинг ягона интеграл чизиги утадн. Демак, 
Р  ̂ тупламда махсус интеграл чизик булмайди. Масалан, Р  тугри 
туртбурчакда аникланган / (х, у) функция у буйича купхад булиб.



f(x, у) =  ^^К' 1/1 куринишда булиб, /|(х, у) ва f¿{x, у) функциялар
l-¿(*. у)

хвауларга  нисбатан купхал ва Р  туиламда узлуксиз (яма у) Ф  
v̂ -0,' (х, у ) £ Р )  булса, у холда Р  туиламда факат оддий интеграл 
чизиклар булади. By Р  ёпик тугри туртбучакда 11икар теоремасининг 
шартлари бажарилишидан келиб чикали. Шундай килиб, махсус 
ечим Пикар теоремасининг шартлари бузилган нукталар тупламида 
мавжуд булиши мумкин. Агар Цх, у) функция Р  туиламда у буйича 
чекли хуеусий хосилага л  а булса, у холда бу функция Р  да у буйича 
Липшиц шартипи камоатлантиришини l -бобда айтиб утган эдик.
Энди Р  туиламда х.осила чегараланмаган нукталар хам бор
булсин дейлик. Ьуидай нукталар тунламини Р ' деб белгилаймиз 
(равтанки, Р'<~ Р ) .  Р '  тупламниш нукталари

I а1{Хл’ I =  + ОО (3.27)1 ду 1
муносаОагни каноатлантирадиган нукталардан иборатдмр. Ш у 
Р ' тупламнинг нукталари махсус ечимдан иборат булиши мумкин. 
Махсус ечимни топит учун куйидаги коидани тавсия этамиз:

1) (3.27) шарт бажариладиган нукталар туплами топилади;
2) бу туплам нукталарининг геометрик урни t̂ - =  f{x, у) тенг- 

ламанинг ечими булиши ёки булмаслиги текширилади;
3) айтилган ечим бор булса, унда ягоналик бузилиши ёки 

бузилмаслиги текширилади.
Агар бирор у =  ц>(х), х £/ ечим учун уминг хар бир нуктасида

(3.27) шарт бажарилса ва ягоналик бузилса (3.4-таърифга карапг), 
унда 6v счим махсус ечим булади.

■2

М и с о л л а р . I. I - бобда курилган у ' ^ у '  дифференциал тенмам а учун (о, 0 )

- - „ I ,?Н  2 I т Iиvkt;>да (а нхтиерни хакикии сон) =  и косила чегараланмаган.
I ду \ 3 I ‘ I

Ш у хоенла чесаралаимаган нукталар гумлами /J/ =  |(x, у ) =  х - нхгнернй! лан 
ибораг булнб, у  =  О берилгаи ичнламанинг ечимидан иборат. Бу счимниж хар бир 
нуктасида ягоналик бузил шшиж курсатган эдик. Демак, // =  () (абсцисса уки ) бе 
рнлган дифференциал гонглама учун махсус счим булади.

2. Уш бу у ' =  у '  ), — оо у  <  оо дифференциал тенглама учун хам (а, 0)

I (?/ I 2 1 , Iнукга атрофида | ^  | —  — | у  | че( араланмаган, аммо у  =  0 ечим 1 мас. У холла

| / = * 0  чи.жк махсус ечим хам була олмайли, демак, бгрилган тенгламанннг махсус 
ечими йук.

3. íiy бапдда хосилага нисбатан ечилмагам дифференциал 
тенгламалар учун махсус ечим мавжудлигн масаласи билан шу- 
гуллаиамиз.

Ьиз махсус ечимни тонишнинг икки усули билан танишамиз:
а ) (3 .1) тенглама учун 3.1 - теорема шартларидан камида биттаси 

бажарилмаган, б) (3.1) дифференциал тенгламанннг умумий ечими 
маълум.



а) Асосан F(x,  у, у' )  функция 1)л сохада узлуксиз ва узлуксиз 
хосилаларга эга булган холни курамнз. Б у холла махсус ечим
3.1- теореманинг 2- шарти бузиладиган нукталар тупламидан иборат

dyбулиши мумким. Ьошкача аитганда, р =  : мараметрни киритсак,■ dx
махсус счим ушбу г /-(Х, у . р) =0,

4 (3.28)
1 f P(x, у , р) = 0

сиетемани каноатлаптирадигап (х, у) нукталар тупламидан иборат 
булиши мумкин. Бу тупламни /)£ дейлик. Агар (3.28) системанинг 
тенгламаларн пиргаликда булмаса, у холла туплам буш була-
ди (яъни = 0 ) .  Агар О рл Ф 0  булса, бу туплам нукталари- 
нинг геометрик урнини тскшириш корак. Ш у гсометрик урин
(3 .1) дифференциал тенгламанинг р дискриминант чи:шги 
(к’йилаОи. Уни ч ," (дг) (/=1, 2........ ш ) деб белгилайлик. ( х )
чизиклар счим булиши хам. кисман ечим булиши хам ва бутунлай 
ечим булмаслиги хам мумкин. Бундам комда келнб чикади:

1) р дискриминант чизиклар (яъни <р[’ (х) чизиклар) тоиила-
ди;

2) топилган р - дискриминант чизиклар счим (ёки кисман счим) 
булиши текширилади.

3) р дискриминант чизнкларнинг ечим булган шохчаларида 
ягоналик уринли булиши ёки уринли булмаслиги текширилади.

(3.28) дан р -- дискриминант чизиклар учун (р ни чнкариб 
ташлагандан кейин) ij),(x, t/)= 0 ( i= l ,  2, ... , гп) тенгламалар келиб

чикади. Агар бирор (х(), у») нуктада у Ф 0 булса, тенгламаларни

шу нуктанинг етарли кичик атрофида у  га нисбатан ечиб, у =  ц>, (х ) 
куринишда ёзиш мумкин.

Агар бирор у =  ф,(х ) функция ёки ф, (х, у ) = 0  ошкормас тенглама 
р дискриминант чизикларни белгилаб, бу чизик (3.1) дифференци­
ал тенгламанинг ечими булса ва унинг хар бир нуктасида ягоналик 
хоссаси бузилса, у холда тегишли чизик махсус интеграл чизик 
булади.

М и с к л л а р .  I. [у ’ )'1 =  у\ дифференциал генглама учун ушбу
\

F [x , у, р ) = р 1 — у л = 0 .

у- =  2р =  О Ир
сиотемага <гамиз. Уилан у =  0 келиб чикали. Б у  р дискриминант чн.жклир. Содда 
мулоха.кыар курсаталики, бу чи.шк берилган тенгламанинг ечими булиб, унинг хар бир 
нуктасилан бир йуналишда камида иккн интеграл чи:»ик (3.4-таърнфга к .) утади 
(би I гаси — у  — 0, нккинчиси кубик парабола). Ш ундай килиб, // =  () махсус счим лир.

2. Аннал 3.2-§ ла курнлиж у  =  2ху' — у ' Л а гр ан ж  тенгламасини оламиз. 1>у 
тенгламанинг махсус ечими йуклигини курсатами.ч. Тегишли

! /(дг. у, р ) = у  — 2хр +  р =  0,

° h = —2*+1=<> ilp



и.хтиёрий х лар учун аникланган. Аммо юкоридаги система х нинг х =   ̂ киймати-

дагниа бнргалнкда буладн. Демак, у  =  0 ечим махсуемас.
3. Энди у — 2ху' +  ( '/ ' )2 —  О тенглама бсрилган булсин. Ушбу

|  у - 2 х р  +  р2 =  0,

\ — 2х +  2р =  0

системадан р =  х келиб чикадн. р дискриминант чизигннинг генгламаси у  — 2х ■ х хг =  
=  0 ёки у  =  х1 буллди. А ч ч о  бу парабил а бернлган тонгламанит ин тсграл чизиги чмас, 
чунки х*— 2х{х*У  +  { (х * ) ' ) * ф О .

Демак, у — х2 парабола махсуе ечим була олмайди. Берилган 
дифференциал тенгламанинг умумий ечими

! (.' . 2
'  я " ' - " '

у =  2хр — р* (р -параметр. С -  ихтиёрий узгармас) 

куринишда ёзилади.
.'1,2- теорема. Агар Г (х ,  у, р), р =  ^- функция бирор ёпик,

/ 5 (/5з cz /)з) тупламда ашщлинган, узлуксиз ва биринчи тартибли 
узлуксиз хосилаларга эга булиб, шу D {\ да # 0  булса, у

%олда (3.1) дифференциал тенгламанинг р — дискриминант чизиги 
шу тенгламанинг ечими булиши учун ушбу

+  р а-(у - ?) = 0  (3.29)
тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарли.

И с б о т . З а р у р л и г и . р  дискриминант чизик ечим булсин на 
унинг тенгламасини параметрик куринишда ёзиш мумкин деб фараз 
этайлик, яъни

х =  х {р ) ,  у  =  у{р )  (р параметр), 
бу ерда х(р) ,  у (р )  функциялар дифференциалланувчи. Биз ушбу

F ix ,  у, р) = 0 ,  *> = 0 ,  р =  %

муносабатларга эга миз. Юкоридаги фаразга кура /: (х {р ) , у (р ) , р) — 
=  0. Ундан р буйичл тулик хосила олсак,

S F lx {p ) ,  у [ р ) ,  р ) '  dx .O f- 'ix (p ) ,  y ip ) ,  р ) ' d y .
Ox dp Оу dp

0 F (x (p ) ,  у {р ) .  p) ^

ёки '^~= ()булгани учун (3.29) келиб чикади. 

г* г- /\ OF OF . OFh т а р л и л и г и . /г =  (), — =0, + р  = 0  муносабатлар
др дх Op J  '

уринли булсин. Биринчи иккитасидан у ва р ларни х нинг функцияси



сифатида i она миз: // =  у(х) ,р  =  р U ) . B y //(л ) функция (3.1) теиглн- 
манингечими чкннинп курсатамиз. Унинг учун /•' =  () нм ина л- буйича 
шфферецциаллаймиз:

0 ! ' { х ,  l f^X ),  /) {лг) > <)Г'{Х, У  ( х ) , />(*)) tty

Ох ' ду tlx '
, ()/■'(л-, у 1х), p lx ) )  tip 

I}p dx

Вундан (3.29) ми хисобга олсак, u *- =  р(х) келиб чикали. Ш у
l i t

бил ан бирга: /*'fдг. у (х ) ,  /)(*)) =  Г^х, у {х ) ,  =  0, Демак. у =

=  £/ (ДГ) функция 1'ЧИМ экан.
4. 3- мисолда кур ил га и у — 2ху' +  (у ' )  •’ =  () дифференциал тенгла- 

ма учум у =  х~— р парабола дискриминант чизик булиб, ечим эмас 
ад и. Вуни хозиргн усул била и текширайлик. Хакикатан, /'(*, у, р)  =
=  у — 2хр-\-р\ 

<)/■

OF Of . OF (>, = — 2*-4 2/7, = | ,  = — 2р 
Ор <)у Ох

OFларга кура ^  + р  =  - 2 р  +  р- 1 =  — р /■■ ().

муносабат- 

3.2- теороманинг

шарти бажарилмади. 1-миеолда курилган (у ' )  — у '  = 0  дифферен-
I
л 0 F  ,, 0 Fциал тенглама учун И — р- — у =  2 р, =  0, 

др <1х ду

на 01-
ОхГ =  » +  />(- з .</')■ Лммо =  2 р =  О

дам р =  () келиб чикади. Шунннг учун охирги ифода аймам нолга тенг. 
Демак, </ =  0 (р дискриминант чизик) махсус ечим булади.

б) 3.5- тач.риф. Ушбу
Ф\х, у, С) =1) (3.31)

бир пиричетр.ш аилик, чизицлар оп­
л а т  бсрилган бумю, С£[С|, С_-| 
булсин. Агар бирор I чизык, узи- 
нинг .уар бир нук,тасш)и (3.31) 
оила чизик,ларш)ан бирчртаси би- 
лан умумий уринмага зга булси, 
у х<ш)ц I чизик, (3.31) оилцнинг 
урамаси Осиилади.

Ушбу у — (x-f-C) ’ нарабила- 
лар оиласи учум у ~ 0 чизиги 
урама булади (28-чнзма). Дммо 
хар ка ила й с и л л и к  чизиклар оила­
си хам урамага -на булавсрмайди.

3.3-теорема. (3.31) бир параметрли силлик, чизик,лар оиласи 
берилган булиб, Ф (х , у, С) функция бирор D'.l, D 'lczD i тупламда 
аник^ланган. узлуксиз ва бшринчи тартибли узлуксиз .\осилаларга зга 
%амда

«in * м .1



тснгсизлик уринли булсин. У  jfолди тенглимаси
x  =  x ( t ) ,  y  =  y ( l ) ,  X { t )  e t r 'f/ ,.  /г|, i/ (/ )  É£ J |/|. t 2\ (3 .3 2 )

параметрик куринишва берилган чи.шк, (3.31) силлик, чы:шк,лар 
оиласининг уримаси булиши унун унинг jçup вир нук,тасш)а ушбу

( Ф (х (1 ) ,  y ( í ) ,  С ) =  0.
! ¿ ¡ Ф и о  =() (з.зз)
( ос

тенгламалар к,анотлантирилииш зарур ва старли.
И с б о т .  З а р у р л и г и .  (3.31) онла тенгламаеи (3.32) бнлан 

ёзилган урамага эта булсин. / параметр |/i, t̂ \ ораликда узгарганда 
урама (3.31) оиланинг турли чизикларига уриниб борали, яъии 
t узгариши билан С узгариб борали. Шунинг учун C =  C {t )  деб караш 
лозим. Албатта, /Ç|/i, t-¡\ да С'(/).у=0, икс холда (яъни С '(/ )= 0 , 

/¡.‘I c j/ j ,  ( ¿ ]бужи)[/',', ^ ‘|сг|/|, /2| оралнкдан олинган t киймат- 
ларила урама тсгишли оиланинг факат битта чнзнгнга уринади. 
Дсмак, [/'*. /“ I урама уша чизик бнлан устма-уст тушади. By
(3.32) чизикнинг урама эканига зид. Шундай килиб, С ' (1 )Ф { ) ,  
/£ I/1. Энди (3.32) ни (3.31) га куйеак, Ф ( х ( / ) ,  y ( t ) ,  С ( ( ) )  =  
==() айнинт хосил булади. Айниятнинг чаи гомонидаги функциялан 
t буйича тулик хосила оламиз:

г)Ф dx , <5Ф dy i <?Ф dC п
» ,  ä l +  0у Ш  +  .1С Л = ° -  <Л -И )

Энди (3.31) оила чизигига утказилган уринманинг бурчак
коэффициентини k дсб, уни топайлнк. Равшанки, булганда

0Ф {х ,  у. С)
Г?ф{JT. у. о  . ()Ф|дг. у. С ) d y  dy _  dx

,)x i ~ Oy ’ dx dx ~д Ф (х . y [_C )~
dy

, ,, _ f?‘l>(jr, у,  С  dx , i/, ( ' .)  ..Ф 0  булганда - •’ •' - +  = 0  дан
ox ay <ly

дФ

(lx = k '= — dy
dy /)Ф

dx
келиб чикали. (3.3Г )  тенгсизликка кура бурчак коэффициент 
аннкланган. Шунга ÿxiuaui, урамага утказилган уринма бурчак 
коэффициентини k\ десак,

=  ( k ’l = X'U-1 )  
d x f l )  x 'l t )  V (/'(/) /

булади. Am m o k =  k\ булгани учун (3.31 ) ни хиеобга олиб

£ V ( o  +  £ V m = o



муносабатга эгу буламиз. Бу теиглик на C ' [ t )  ФО,  t£\h. га кура
«>Фи(0. цИ) .  ( ' { И ) ,ч о ^(3.34) дан = 0  колиб чикади. Ларурлик исбот

чтилди.
К т а р л и л и г и . Агар бирор (3.32) чизикнинг нукталарида 

(3.31') тенгсизлик уринли булиб, (3.33) муносабатлар каноатланти- 
рилса, у холла (3.32) чизик (3.31) оиланинг урамаси булади. Шунн 
исбот этамиз.

Хакикатан. 1 ( Ф  0, / £ | / у| дейлик. Энди (3.33) сис­

тема тенгламаларндан биринчиснни I буйича диффереициаллаймиз. 
Натижада (3.33) нинг иккинчи аининтнни хисобга олиб,

,]Ф х'(1) +  (]ф у' (/ )= ()fix a y
ёки

г»Ф
y'{t) _  __ Ох 
.»'(/) <5Ф

,Ь,

муносабатга ксламиз. Бундам тегишли нуктада (3.32) чизик
(3.31) оиланинг чизигн билам бир хил бурчак коэффицнонтига чга 
чкани келиб чикади. Етарлилиги исбот угилди.

(3.33) система аниклайдиган чизик (3.31) оиланинг С 
дискриминант чизиги дейилади.

Берилган силлик чизимар оиласииинг урамасини томиш учун 
куйидаги коида келиб чикади:

1) (3.33) системадан С ни чмкариб ташлаб, С дискриминант 
чизик тонилади;

2) тонилган С - дискриминант чизикдан

лф = 0, <}Ф = 0  (3.35)
fix 0 у

тенгламаларни каноатлантирадиган (*. у) нукталарми чикариб 
ташланади. С дискриминант чизикнинг колган кисми берилган 
оиланинг урамаси булади. Агар (3.35)системанинг тенгламалари 
биргалнкда булмаса, у холда С  - дискриминант чизик тулалнгича 
урамадан иборат булади. Агар С - дискриминант чизикнинг хар бир 
нуктасида (3.35) уринли булса, у холда берилган оиланинг урамаси 
мавжуд ^мас.

М и I* о л . у = " " ^ ^  4 ’ — дифференциал тгнгллма бгрил-

|.ш булсин. Уни ишеграллаш учун х га ннсбатан ечиш неон, bv холла тегишли уеул 
бнлан хисобланмар олиб бореак, умумий ечнм ушбу у  — С/х +  2 С'гх — С  =  0  кури- 
нишда тешиладн. С  дискриминаш чи.чикни шпаилик. Ушбу

у — С  V  ‘2 С гх — С  =  О,

-:1С*х*’+ 4 С х  — I = ()

гнетеманинг иккинчи теныямасилан х ф О  булганда С = — - ва ( . =  * . Энди С  учун
Зх д*

тонилган икки ифолани хам снагманинг биринчн тенгламаенга к\нсак. нккн С 
лиек|)нминант чизик. яьпн

{



£/а= о, х ф { ) :  У = 2 ^х - х ^ ° (3.30)

чизиклар  хосил булади Улардан бири абсцисса уки булса, иккинчиси шохчалари I- на
3- квадрантларда жойлашган гиперболадан иборат (29-чизма).

Энди топнлган (3.36) С  - дискриминант чизиклар урама ёки урама эмаслигини

текш ирамиз. Курилаетган холла Ф = * у  — С 1х* +  2С ‘х — С. Ундан <*<1' = — 2Слх +
дх

+ 2С а, — ' =  1=̂ =0. Демак, (3.36) лиги хар икки чнзик хам урамадир.

3.4-теорема. (3.31) силлик, ни- 
зицлар оиласи (3.1) дифференци­
ал тенгламанинг умумий сними 
булиб, уша чизиклар оиласи ура- 
мага эга булса, у цолда бу урама
(3.1) тенгламанинг махсус сними 
булади.

И с б от . Ураманинг тенглама- 
си Ь \ {х, у ) =  0 (ёки у =  Ь'г(х) ) ку- 
ринишда булсин. Унда ихтиёрий 
(д:о, 1/о) нуктанн оламиз, яънн 
(ж<>. */о)бЛ /--урама.  Олингаи 
муктада урамага утказилган урин- 
маминг бурчак коэффициенти к 
шу нуктадан утувчи интеграл чи- 

знклардан бирортасига утказилган уринма бурчак коэффициент« 
к\ билан устма-ует тушади. Демак, / урама (3.1) дифференциал 
тенгламанинг ечими булади. Шундай кнлиб, (ль, уп) ихтиёрий 
булгани учун I ураманинг хар бир нуктасидан т у  / чизиги ва
(3.31) оиланинг битта чизиги утади. Ьундан / урама (3.1) диффе­
ренциал тенгламанинг махсус ечими экаии келиб чикади. Теорема 
исбот булди.

Юкорида курилган мисолда умумий ечим у - С лх'-\-2С2х — С =
4

=  0 куринишда булиб, шу чизиклар оиласи учун у =  0, У =  27 чи‘

зиклар урама экани курсатилган эди. Демак, бу чизиклар тегишли 
дифферениал тенгламанинг махсус ечимлари булади (29- чизма).

Юкоридаги мулохазалардан равшанки, дифференциал тенглама­
нинг барча ечимларини топиш учун унинг умумий ечимини ва агар 
мавжуд булса, махсус ечимларини топиш лозимдир.

М а ш к .  Уш бу дифференциал теигламаллрнипг барча ечимлари тоннлсии:

29- чизма

I. л/| — ■ 1у1<1;

2 - у '=  ^ { у - х ) 2 +  5 , О ,- * * ” ;

3. х — у= - ( {/ V -  2у(#') . = Р

4. (2д:.у, - | / ) 2 - 4 г , =  ().х> 0 ;

5. х2{у ’ )* — '2хуу, + 2 х у  =  0 ^ у <  0, *=*0, у '<  I.



3.5- §. И ЗО ГО Н А Л  ВА О РТО ГО Н А Л  Т Р А Е К Т О Р И Я Л А Р

3.6- I ;i ь р и ф . Лгир текисликда бир париметрли силлик, I чи.шк,- 
лар оиласи

ф (*, //, а ) =0 (а пираметр) (3.37)
бсрилгин булса, у ¿¡олйа бу пила чи:шк,ларини ухгармас а  бурчак 
остида кесиб утувчи Л чи:шк, бсрилгин (3.37) оилининг изогонал 
трискторияси Осиилш)и. Таърифга кура / ва 1\ чизикларнипг кесишган 
нуктаеида уларга утказилган урмнмалар ораеидагн бурчак а  га те иг.

Агар а =  * булса, изогонал траектория ортогонал траектория деб 

юрнтилади.
Энди бернлган (3.37) оиланинг изогонал траекторияларини топит 

билан шугуллаиамиз. Шуни кайд килиб утамнзки. а  =  0булгаида биз 
теги шли оила учуй урамага эга эднк на бу урамалар мавжуд булиши 
хам, булмаслиги хам мумкин эдн. Курилаётган холла (яъни а =/ 
■ФО булганда) берилган силлик чизиклар оиласининг изогонал 
траекториялари мавжуд ка бу 
тупдамдир. 1>у туиламнн Ф,.
(3.37) чизиклар оиласини чса Ф „ 
деб белгилаймиз.

Аввал « У  * булеин. Ф, туи-

ламдан бирор 1\ чизикни олайлик.
Унда узгаруичи координаталар 
А'!, у | булсин. (3.37) оиланннг 
дифференциал тенгламаси тузила- 
ди. Уни биз биламиз. tga =  6 
дейлик. Агар (3.37) онла чи- 
шгигй утказилган уринманинг 
бурчак коэффнциенти булса,

траекториялар туилами чексиз

ttfH" ~«| ) =\ga =  k ёки

1{У\ 
dx |

I +-
àtJi
dx I

dij
dx

dy
dx

=  k (3.38)

булади (30-чизма) 
г)Ф(ДГ,

ДФ(АГ|, y |

Агар Ф(лГ|. у I, ü) = 0  
чикариб ташласак,

Бундам
У\ - " I  dy | 

i/д-,
а)

f
* ?Ф (А ,.  i/|, U )

âx

-)Ф(г,. /у, 
f7.v,

(<Ч\
dx,

=  k. (3.39)

на (3.39) муносабатлардан параметр и ни

(*■• 2 ' ; )
=  0 (3.40)

дифференциал тенгламага келамиз. Бунда х{ =х,  у \ — у дейиш 
m v m k h h . (3.40) дифференциал тенгламанииг умумий ечимини



Чг( * 1. у 1, С) — 0 десак, биз (3.37) оиланинг изогонал траекторинлари 
туплами Ф, ми косил киламиз.

д ^У\ — ]Агар а =  булса, ф — ф = ' ва с1£ц>, =  .- була-* ¿ (IXI (11/
,!<

ли. Демак, Ф (ж ,. у,. а )  = 0  ва дФ(' "  *'■ »> * 1  -  " Ф(дг" " "  = 0
дх, ах { |

тенгламалардан а ни чикариб, ортогонал траскторияларнинг диффе­
ренциал тенгламасини томамиз. Уин имтеграллаб, ортогонал траекто- 
риялар оиласини топиш мумкин.

Агар силлик чизиклар оиласининг дифференциал тенгламаси 
топилган ёки берилгаи булса, у х.олда изогонал на ортогонал 
траекторияларнинг дифференциал тенгламасини топиш осонлашади. 
Хакикатан, (3.37) оиланинг дифференциал тенгламаси

'■' (*•у - 2 )  = °  ■ (34| )  
булсин. У колда (3.38) дан:

, ~ к иу __  ^х\
I¡х йц,

ь :■ иб/дг,
Е>уни (3.41) га куйсак (х =  х\, у  =  у\ деб)

<*У\

ь 1 х {, У[, - =1) (3.42)

косил булади Виз изланган дифференциал тенгламага эгамиз. Агар
Л *».. ¡1Ч **‘ 1 "а  =  - булса, =  ни (3.41) га куямиз:2 <1 \ (/у |

(1х,
Г  Д  ^  =0. ,3.43)

М  и с о л . у  =  ах ту ери чизиклар оилж ’иниш' изшоиад траекторияла-

рнни топайлик Верилгаи оиланинг дифференциал тенгламаси (3.43) га кура:

2  ~ к
=  — *-. Бундам (е а  =  А десак: — *  -—  =  — — еки Ь(уйх — хйу) = хй х+ уй у .

йх * * #  +1 У
¡1х

Охиргн муносабатиннг икки томонини х'2-\-у2Ф 0 га булами:»: к 

х4х +  1/¿у _ .......... и . . . .  У 1

ц<1х — хйц

ЧЛЦ У  I •) ') и
- Бунлан ¿ а г с 1 ^ — —  — 1п (л г+ |/ ) =1пС ёки агс!& — =  ф.1 ' Г У  * V т¿ + у



' J х2 +  У2 — г дейнлса, r = C e k'*, £ > ( )  фор­
мула га келами,). By логарнфмик спи 
раллар он. 1<к'н ла н нбораг (31 «имма).
Курилган чизиклар оиласиниш ортогонал 
траекториялари марками координата боши 
да булган конпентрик айланалардан ибо- 
рат булишинн курсатиш кийим чмае.

а = ( )  бу.панла иногонал траектории - 
лар туилами битта нукталан (координата 
бошндам) нборат булиб, у нукга тегишлн 
дифференциал генгла машин яккалапган 
махсус иукгасн булади.

М a ill к  л а р .
1. Ушбу у  — ах'г параболалмр онласи- 

нинг ортогонал па и.тгоиал траекторияла­
ри тонилсин;

2. Ушбу у — , и > ( )  пшерболалар
' ' х

оиласинннг ортогонал в а и.инонал граекго- 
рннлари ТОИИЛСИН.

4- б о б

п- ТАРТИБЛ И ОДДИЙ Д И Ф Ф Е РЕ Н Ц И А Л  ТЕНГЛАМАЛАР 

4.1 - §. У М У М И Й  Т У Ш У Н Ч А Л А Р  ВЛ  М А В Ж У Д Л И К  Т Е О Р Е М  А Л  А Р  И

Ушбу
Fix,  у, у ' ........у 'п> ) = 0  (4.1)

кцринишдаги тенглама п-тиртибли or)дий дифференциал тенглама 
дейи.шди. bv ер ча F (х, //. у', ... , у " " )  функция (я-}-2) у л ч о в л и  

R"^'* фазоницг 1)„ 12 сочасида аннкланган. Куп холларда (4.1) тенг­
лама ушбу

yw =f(x,  у, у\ ... , у'" ■>) (4.2)

курипишга келтирилади. by тенглама юкори тартибли хосилага 
писбатан ечилгам ёки каноник куринишдаги п- тартибли оддий 
дифференциал тенглама деб юритилади. (4.2) тенгламада f(x, у , у ',

11) функция (п-\~ 0  улчовли R" ' ! фазонмнг l )u f , ео\асида 
аникланган.

Агар (4.1) ва (4.2) да п ~  1 булса, биринчи тартибли оддий 
дифференциал тенгламага чга буламиз. by холми 1- ва 3-бобларда 
курганмиз. Энди п ^ ‘2 булеин.

1. Аввал (4.2) дифференциал тенгламани чукуррок урганамиз.
4. 1 - т а ъ р и ф .  (4.2) тенглама бсрилган булиб, fix, у, у' ,  ... , 

у1" ' " )  функция R " n  фа.юнинг Д, ( , сощсида аникланган булсин.
Агар I интервалда аникланган бшрор у =  ц>(х) функция унун к,уйидаги 
унта

31 - чн:*ма



г .  <| ( а ) 6

2'. (X, ф(а-). | | 'и ) .
3 ° .  ф | ,м( х ) _ / ( А - .  ф (Л - ). <|'(*)........«Г" " ( X ) ) ,  х£1

(4.3)

бажирилси. у %омк1 у — ц (л ) функция I интервалда (4.2) диф­
ференциал тенгламанинг сними дейилади.

(4.2) тенглама счимииинг графигн, иъни ¿/ =  ( (̂лг) функцияпинг 
графпги унимг интеграл чизиги дойидади.

М  и с о л ;1 а р .  I . у "  ■+• м ’у =Л), I) ,  - А*1 1гш .чама учун г/ ~  2 булиб, у  =  иш «а , / =
— А*1 функция унннг гчимиднр. Рашнанкн, бу \о,1да 'Ы- Iаирнфннпг бирча шартларн 
бажаридадн.

2 . у " ' — '\ у '~ 2 у  — М, /), Ц '. 3- тарги б.т днффереииия.! т м .ш ч а  булнб. у  =  ел' 
функции у т ш г  — л> *..<-• [ <х> шпч-рна.'иа аниманган очнмндир.

3. у "  -~2уу' у чу н I). I IV  на //--1цх функция унниг — ]
2

ИНП'РВЯЛДЛ
берн.'иан гчимиднр.

Эолатиб утамизки, биринчн тартиблн дифференциал тенгдама- 
лардаги кабн юкори тартибди дифференциал тенгламаларда хам 
ечим ба ьзнда ошкор // =  <( (а ) курннишда ёзилеп, баъзида ошкормас 
Ф (х , //}=() функция курииишида ёзидиши мумкнн. 1-чммнн баъзан 
парамотрик куриии шла

* =  * (/) ,  у =  у(1), /£/, (/ параметр)
излаш хам кулай булади. Виз иараметрик куриншида ёзидаднган 
очимнинг таьрифини келтириб ущрмаймиз.

4.2- т а ъ р и ф .  (4.2) дифференциал тенглама ва х, С\, С>, ... , С„ 
узгирувчиларнинг бирор узгариш еох,асида аник,ланган .у амда 
х буйына п марта узлуксиз дифференциаллинуачи

у =  ц (х, С и С ........С„ )
функция берилган булсин. Агар ихтиерш/ (д\ //, 
нук,та унун ушбу

у — ц>{х, С С ........  С,
у' =  ц>'х(х. С,, С2, ... , С„ ),

(х, с,...... сп)
муносабатлар С\, С?, ... , С„ лирнинг

с , = ъ ( х -  //• у ’ .........у "  11:

С2= г М * .  у. у '........ у

,1п 1|
(4.4)

6 Г),\ J |,

(4.5)

(4.6)

Ся = ^ и .  У’ У '........ Уы " )
к,ийматларини бир к^ийматли аник,ласи ни бу к,ийматларни ушбу

(х, С{, С ,........С,А (4.7)



тснгликка к,уйиш нитижасиОа пинан (4.2) тенглама %осил булса, 
у .у(KKhi (4.4) функция (4.2) тенгламанинг 1)„ f i са.\а<)а ишщлан.чш
¡¡мумий сними ОеиилаОи.

Шундай кнлиб, (4.2) дифференциал тенгламанинг умумий ечими 
п та нхтиёрий узгармас соини у:* ичига олади.

(4.2) дифференциа.'! тенгламанинг барча ечимла|)ини тон и и i 
асосии маеаладир. Умумии очим формуласн (4.4) нм олайлик. У ила 
Ci, CV ... , С„ ларга маълум кийматлар берсак, тегшили ечнм хосил 
б\ладн. Умуман айтганда, (4.2) тенгламанинг (4.1) формула уз ичига 
олмаган ечимлари хам булншн мумкип. Иккнта мисол курамиз.

М  н с o.'i л <i |) . I. у "  =  х. U i = R '  геш лам а учу» //••• *  +■ С-\х 4- С..2 функции уму-

2
Mini ечнм булади. Хакикатан. i/' =  + Г , .  ¡ Г  =  х хосиладардан охиргиснда С, ил С :-

.чар кагнашмаиди, у муиосабат берилган тенглама билан устма-уег тушади. Умумий 
счпм формуласн тенгламанинг Ларча ечимларнпи уз ичига олади.

'2 ц " =  <?/ 1 D t= |f jr. и. ч’ ) - -  оо < * <  4  «». Ч >0. -  оо 4  оо} диффе-
<1

г,. I f., , .. ,
реицнал I ( .ш л а м а  учуй ц =  с  ф у н к ц и и  vmvmhh ечим б у л а д и .  А а к и к .а 1 а н ,  у  —

=  C le '1* М \  у "  =  (%е '***"* Оки I/' =  C\tj. у "  у > !=  ,i/ * 1>У «ixiipm му

noca6 ai берилган дифференциал тенглама билан устма-уст тушади. Лммо умумий ечим 
формуласн берилган тенгламанинг барча ечнмларини уз ичига олмайдн. Кур и лаеп аи  
холда 1/ =  ('. ( С. =  const / 0 )  функция хам ечнмдир. Б\ ечим умумий ечнм формуласн

ij =  e ' '  * *’* дан Ci ва С.. ларниш биронта хам киймагнда хосил булмайдн.
Э с л а т м а .  п тартнбдн дифференциал генгламалар учун хам махсуе ечим 

1 ушунчасини кнритиш мумкин *ди, аммо у анча мураккаб. U ly  сабабдн би t уш и 
[ухталмаймиз (4 . 1 - натнжага к а р а т ) .

(4.2) дифференциал тенгламанинг унинг у м у м и й  ечими формуласн
(4.4) дан С|, Сч, ..., С, ларга кийматлар бернб хосил килинаднган хар 
бир ечими (4.2) тенгламанинг хусусий сними дейнлади.

Хусусий ечимни излаш Кош и масаласининг снимини излашга 
келади.

Лгар (4.2) тенглама, (хп, у (1, у\........ //'" п ) £ Д м|  мукта на ушбу

у (х (1) = у п, у' (хп) =  ¿/Г>........у'" 11 (х„) "  (4.8)

муносабаглар берилган булса, (4.2) дифференциал тенгламанинг
(4.8) тенглнкларни каноатланIнрадиганечимини и зл ат  (4.2) тенгла­
ма учун Коши масилиси дейилади. Уида (4.8) тенгликлар бошлангич 
шарт, дго, у, уи, ... , уЦ1 11 кийматлар *са бо!илангич кийматлар деб
юритилади. /1 =  2булганда Коши масаласи аник геометрик миънога 
чга. Масалан, у "  =  Цх, у, у ')  тенглама учун у ( Х и ) ~ у 1и у' (ха)=у'о 
шартни каноатлантирувчи интеграл чизик тегшили соханннг (*«,, уи) 
нуктасидан берилган бурчак коэффициент,™ уринма билам утиши 
л озим.

Агар (4.2) дифференциал тенгламанинг умумий ечими (4.4) маъ­
лум булса, тегшили Коши масаласини ечиш учун ушбу



q>U„. С,, Q ,  
q ' ( V  С,, с2,

) -Ми
) =  У а <

(4 9)

V  с „  Q ........ C J  = М Г П
тенгламалар систсмасини С|, С-»........ С„ ларга нисбатан ечиш керак
булади. Бу система ягона ечимга эга булнши, биттадан ортик ечимга 
эга булиши ёкн умуман ечимга эга булмаслиги мумкнн. (4.9) система 
ягона ечимга эга булганда (4.2), (4.8) Коши масаласи ягона ечимга 
эга дейилади. Акс \олда тегишли Коши масаласида ягоналнк 
бузилган булади.

Агар (4.2) дифференциал тснгламанинг хусуснй ечимн 
Ф (х , у)  = 0  куринишда берилеа, бу муносабат берилган дифференци­
ал генгламанинг интеграла деб аталади. Агар у мумий ечим Ф (х ,  у, С |, 
Сч, ... . С п) = 0  куринишда ёзилган булса, бу муносабат (4.2) тенгла- 
маиинг умумий интегралы дейилади.

(4.2) дифференциал тснгламанинг барча (хусуснй на махсуе) 
ечимларинн топит дифференциал тенгламаии иитеграллаш жараёни 
булади. Тенгламаии иитеграллаш жараени ноаник интегралларни 
хисоблашга келганда дифференциал тенгла.ма квадратураларда 
интегралланади дейилади.

Энди юкорида келтирилган таърифларга мнеол курайлик.

М н г о л .  у " + м '2у  =  0 дифференциал тенглама иккинчн глртибли булиб, унинг 
умумий ечими у  =  ('.'iiosoiX +  C^sinoix булади

Агар у ”  +  wiy  =  {) дифференциал тенглама учуй у (0 ) =  I , у ' (0 ) =  — I бошланглч 
шартнн каноатлантнрадшан ечнмни то п и т  талаб кнлннса. умумий ечимлан фойдала 
ииб, ! = y ( 0 ) = i ' i ;  -  I = / / (()) = C v <4 тенгликллрнн \ооил килами.«. Ьундан: С\ =  I ;

С-2 =  — . м=/ 0. Демак, лиикллнган (ягон а ) ечим //= eosm* - - sin«i>jr булади. 
со ш

2. Энди (4.2) дифференциал тенглама учун ечимиинг мавжудлик 
ва ягоналнк теоремаларини келтнрамиз.

4.1-теорема (Кош и теоремаси). Агар (4.2) дифференциал 
тенгламади ушбу ¡{х, у, у', ... , у 1п " ) ,  !i/, "f ... , f/ фуик-

ду i)y ' ()у 'п "  , J

цнялар Dn 41 cr R" f 1 со^ада ашщланган ва у.члукси.ч булса, у х,олда:
1°. (4.2) дифференциал тснгламанинг бирор I  интервалда 

аницланган, у (х (>) = у (и у'(хп) ~ у { ) ........у1" 11 <дг«) — у » "  "  . (х0, i/o,
у'о, ... , у1"~ 11) бД , + | бюшлангич шартни цаноатлантирувчи ечими мав- 
жуд.

2°. Агар у =  ф(дг), х £ I\ ва у — ij; (х ) , х£ /* функцинларнинг %ар бири
(4.2) дифференциал тенгламанинг ечими булиб, берилган Хо учун 
ф(лг<>) =  (лго), (л:«) =  <p'Uo>, ... , «р*" “ “ Ц |) " W  булса, бу
у =  ф(дг) ва // =  (дг) ечимлар ани^ланиш ссцаларининг умумий 
цисмида устма-уст тушади. Бошкача айтганда, агар Xo£/i fUa
нуктада ц|М (х[]) =»1з"’ (хо), * =  0, I .........« — I булса, у холла /ifVs
интервалда (j)(x) =\JMx) булади.



4 . 3 - т а ъ р и ф .  Агар /(х, у, у', ... , у1" ' " )  функция Ц, f | с : /?" *'1 
cocada аник,ланган булиб, бу функция учун шундай L ^ O  сон мавжуд 
булсаки, ихтиёрий (х, у\, у\, ... , у\"' " ) ^ / ) я И ,(д:, у?, у *2.........
y!¿" f "  ) 6 Д, и  ну^талар учун ушбу

|/(х, у и у'и ... , у\" — f(x , y<¿, y í  ... , £/i" u ) I <

\у\"-у%> I. /->() ( ¿ )
I I)

тенгсизлик бажарилса, у х;олда f ( x , y , y ' ........у ' " ' 11) функция
cocada у, у '....... у {"' 11 лар буйича Липшиц шартини цано-

атлантиради дейилади, /. эса Липшиц узгармиси дейилади.
4.2- теорема (Коши — Пикар — Линделёф теоремаси). Агар /(х, 

у, у\ ... , у1'1 " ) функция [)„ 4 | <=#" ‘ 1 cocada аник,ланган в а узлук-
сиз булиб. шу D „ r i cocada у , у'. ... , у{" "  лар буйича Липшиц
шартини к,аноатлантирса. у уолда x¡ap бир (хо, i/o, t/n, ... .г/о1"' " ) £
6 Д М , нукта учун шундай узгармас h >  0 сон топиладики,
натижада (4.2) тенгламанинг (4.8) бошлангич ширтларни к,ано- 
атлантирадиган ва / =  {х:|х— xol^f t }  оралик^да ашщлинган ягони 
ечими мавжуд булади.

4.3-теорема (Пеано теоремаси). Агар / (х, у, у ' ..........у 1" и )
функция I )ni | cocada аник,ланган ва узлуксиз булиб. (хо, г/о, £/ó, • •• .
у\"~ и > £ ¡у  ̂ | ()уЛса, у х,олда (4.2) дифференциал тенгламанинг
(4.8) бошлангич шартларни к,аноатлантиридиган камида битта ечими 
мавжуд.

Виз бу теоремаларнннг исботини келтирмаймиз. Сабаби,
(4.2) куринишдаги п- тартибли дифференциал тенгламаларни п та
у и у-,.......уп номаълум функция киритиш билан нормал система деб
юритиладиган (8.3) куринишдаги (8-бобга к.) системага келтириш 
мумкин. Ьундаи системалир учун мавжудлнк на нгоналик хакидаги 
теоремалар 8- бобда каралади.

Ьу бандда юкори хосилага ннсбатан счилмаган (4.1) дифференци­
ал тенгламани урганамиз.

3. 4 . 4 - т а ъ р и ф .  (4.1) дифференциал тенглама берилган булиб, 
/-'(х, у, у', ... , //'") функция R"^~ фазонинг бирор 1 ) „ с о ^ а с и д а
аник^ланган булсин. Агар I интервалда аник,ланган у =  Ц‘{х) функция 
учун к,уйидаги учти шарт

Г .  ц>[х)£Сп(1);
2". (х, (|(х ))6 /Л , U , ч ( х ) , <('(х), ... , <р("1 ( х ) ) 6 0 Я4 2

1\+, с / ? 4 2 , *£/;
3°. F{x, н>(х), <с'(х), ... , ф1"1 U ) )  = 0 ,х£/

бажарилса, у $олда бу функция I интервалда (4.1) дифференциал 
тенгламанинг ечими дейилади.



\ар  бир ечнмнинг графиги тенгламанинг интеграл эгри чизиги 
(киекагина, интеграл чизиги) дейилади на унинг графиги R ' фа- 
зонинг Д м о сохаеида чнзилади.

Биринчи тартибли дифференциал тенгламалардаги каби бу холда 
хам ечим параметрик куринншда ёзилишн ёки изланиши мумкин.

Аг ар (4.1) дифференциал теиглама га ннсбатаи бир киймагли 
ечилеа, (-1.2) дифференциал теигламага келамиз. Умуман айгганда,
(4.2) теиглама у ' "  нинг бир неча, хатто чекеиз куп кийматнпи 
аниклаши м\мкин. Ж  у мл а дан, { у " ) 2 — x l =  0, х > 0  дн(|м|>еренцмал 
теиглама //" иимг иккита ц" =  ± х '  кииматини, у"  \у"\ = 0  диффе­
ренциал тенглама эса у "  шин — оо<с//"^ 0 ннтериални конлайди- 
гаи кийматларини аннклайди.

i
Текшириб куриш мумкинки, бу тенгламалар учуй у = ±  *i¿,

. и х '— оо ■< х <  +  00 |}г| У = — ,, -чар М()С рамншда (а ихтиерии

муебат хакикий сон) ечим булади.
(4.1) дифференциал тенглама учун хам Коши масаласини купит

мумкии: (4.1) дифференциал тепгламанниг у{х<>) =//», у'(х,>) = у ' 0......
у 1>(хи) — у,, 11 шартни каноатллнтирувчи ечими тоиилеии.

(4.1) дифференциал тенглама у 1" 1 га нисбатан ечилнши мумкин
дейлик. У холда М „ =  (х„, уп, у(>..........у» М)6 /Л .н  нуктанинг бирор
атрофида ушбу

y 'n' = f t {x, у, у\ ... , у0' " ) ,  /г =  1, 2, ... (4.10)

муноеабатларга -на буламнз. Агар (4.10) диф(})еренциал тенглама- 
ларнинг хар бири учун ечимнинг маижудлик на ягоналик теоремаеи- 
нипг шартлари бажарилса, у холда Afn муктада Коши масаласи ягона 
ечимга чга дейилади.

4.4-теорема. Агар (4.1 ) дифференциал тенгламада F(x. у, у'. . . , 
у и")функцин учун к,уйш)аги икки ишрт:

1  ̂( v(|, Í/,,. ... , < ' " ,  //'” ) = 0

тенгламанинг бирор цици^ий илдизи /у,1"1 учун (х(), ;/п, у!,, ... у,1,"1) £
£ l )n f •„> нуктанинг óupop /XI-t атрофичч f: (x, у , у '.......у/1" 1) функция
узлуксиз в а I-тартибли узлуксиз хусусий к;осилаларга зга;

У  01: {Хп.!/и,уи , - У п >)

бажарилса. у  у;ол0а %ир бир (дг„, //„, у», ... <  ’ )£1)„ , * ну^ти учун
шундай муебат h сон манжуд буладики. (4.1) дифференциал 
тенгламанинг |л — ли| оралик,<)а аник,ланган. (4.8) шартни ни яна 
//и,(л'„) — Уп" муносабатни к,аноаглантира<)иган ягона у — </[х) ечими 
мивжуд.

1)> теорема 3 .1-теоремага ухшаш исботланади.
4.! -н а т и ж а. 4.4. теоремага кура (*„, уи, у',и ... нуктаиннг



г \  II л .  ' ) / ' ( • * .  I/. Ц ' , . . , Ч {,1> )  I Г?/'' I . . ,п  ¿профили • ф и , | |< И . I =  О, I ....... н - 1.

Демак, ягоналнк бугтлпдиган пукталар тунлами

/■■-о. = о
Л у1'"

мупоеабатларни каноатлаптирали. Теги шли пукталар махп/с ш/уа- 
лар дейилади. Махсуе пукталар тунлами махеуе счим булншп хам, 
ГПЛМИСЛИГИ хам мумкии.

4.5-гаъриф.  (4.1) дифференциал /енглима (лп, у», у'<, ... г/и) 
нуцтнинг (>ирор_ атрофида у ' "1 ей нисбатан ечилиши, нъни
(4.10) тенгламаларга ажритилииш мумкин дейлик. Агар х;ар бар
(4.10) тенглама

= <-\. С>........... С„),  /г— 1, 2, . . . (4.11)
куринишди умумий ечимга (ёки

Ф * и .  '/. Си с 2, . . . , 0 = 0 .  й =  1 , 2 , . . .  (4.12)
умумий интегралга) эга пулей, у холда (4.11) умумий ечимлар 
тунлами (ёки (4.12) умумий интегриллир тунлами) (4.1) дифферен­
циал тенгламанинг умумий ечими (ёки умумий интеграла) Оейилиди.

М  и с о л л л р. I. { у " ) 1 — дг' =  (>, днфференцилл г е ш л л м л  учуй  ихтнёрнй (дг„,
I/II, и " ) ,  Ун / I) Н\К1Л ЛГрофиДЛ иккита  у "  у " —  —- х 2 д и ф ф е р е т ш л л  т п п л л м л !  л

х1 X1»1 лчн.». Мое ршшшлл уллршшг умчмнй ечимллрн у =  ^  | ( '¡х  +  С ,. у  =  — | -|-

( С {х +  С2.

Уллр бир 1 лликдл борнлглн пчп'ллманиш умумий счимиии Гх'рлдл.

2. сов у "  =  О дифференпилл тпиллм л \ч\и у "  =  + ^ -|-2&л. к (»у I\и сои. Ун

дли (/ =  ^ ±  *  \ ('.^х + Энди к (л блрчл кпймлтллр бернб, у м > м и и

ечнмллр тупллмннн олоак, Гн'рилглн тонгллмлпииг умумий ечичн  чпклди.

4.2-|. /1-ТАРТИЬЛИ Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  П Н  ГЛ  АМ  А Л  А РМ  И Н I К В А Д Р А Т У Р А Д А  
И Н Т Ы  Р А Л Л А Н У В Ч И  Ь А Ъ З И  Т У Р Л А Р И

1. 1̂ 1-1= ( [ х )  куринишдаги тенглама. М авжудлик на шоналик
теоремаеиниш шартдари бнжарилшии учун ) ' (х) функции бирор
/ интервалда узлукси.ч булшни етарли. Шупдаи деб фарам угнйлик.
У холла дифференциал теиглнмани н марта кетма-кет интеграллпб,
\ м\ ммм ечимни топит м\мкии:

у (х )   ̂ $ ... \11'[х)(1х1(х ... ({ х +  (н ' и1 (Х — Х„У' 1 1

* . ( х — Х| | ) "  " +  | (Л‘ —  х, , )  +(П - 2)!
1>уии математик аналн:»даги Дирихле формулами ердамнда соддарок. 

'/(■о =  \ Н * ) и - г Г  ■'<!*+ ^ ,, У  1+ .. .+ С ,  (4.13)



куринишда ёзиш мумкин. (4.13) формула </,я,= / (х) тенгламанииг 
барча ечимларини уз ичига олади ва умумий ечнм булади. Махсус 
ечимлар йук. Коши масаласиминг ечимн бундам ёзн.чадм:

»<'> = ,Л- + +
гО

+  У(1(х  —  Хп) +  Уи ■

Бу формулада уп, у»......... у\" 11 микдорларни ихтиёрий деб караш
мумкин. У хшща бу формула Коши формасидаги умумий еним булади.

2. Р (х , *1Л))  =  0 куринишдаги тенглама. Агар бу тенгламани 
¿/('" га нисбатан ечиш мумкин булса (яч.ни у'"' =  /*(*). *= 1 , 2, ...) 
у холда бу тенгламаларни интограллаб, борилган дифференциал 
тенгламанннг умумий ечнмини томамиз.

р(х, уи,)) = 0  тенглама у{"' га нисбатан ечнлмасин дейлик. х на
г/1”1 лар параметрик куринишда ёзнлиши мумкин, деб фараз этамиз, 
яч.ни х =  ^{1) ,  у1"' = х ( 0 -  У холда йу'" ■* = у и,]ёх га кура (¿у'-1 ' — 
— ( ( ) ^1 Бундан:

" = х < и . с , ) , у ы 2|=Х2(/. С,. с 2) ........
,У =  хЛЛ  с ., С 2< ... , Сп).

Шундай килиб, умумий ечим д с « ^ ( 0 .  У =  Хп(1. С\, С-г........С«)
булади.

3. п , куринишдаги тенглама. а) Тенгламани у' " '  га
нисбатан ечнш мумкин булсин: //1" 1 =  /(//*" ” ). Агар г =  у {" 11 дееак, 
¿ ' =  /(г) га келамиз. Бу узгарувчилари ажраладиган биринчи 
тартибли дифференциал тенглама. Унинг умумий ечими х ~ С ,

+  ̂ Нг) ЬУ т*-'[11'‘4ик г га нисбатан ечилиши мумкин булшни

хам, булмас.ии и хам мумкин. Агар уни г  га нисбатан ечиш м у м к и н  булса
(яъни г =  \|'| (х, С |), у холда у и> и =  (х, С , ) дан =  (.<•, С\, С2......
С „) умумий ечнм келнб чикадн. Мабодо юкоридагн тенглик г га 
нисбатан ечилмаса, параметр кирнтнш усулидан фоидаланнлади.

б) Тенгламани у и,) га нисбатан ечиш мумкин эмас, аммо у 1п>. х (0.  
у {" ' =  ф(/) параметрик ифода маълум дейлик. У холда

ау « - » = у ш ах дан а х ~ ^ пт "  -  * ’Т  ,п‘ * =   ̂ г ш ‘ + С , ке-.у'"1 Х(0 3 Х(0

либ чикадн. Энди йци> "</* дан у1" 2' = [ у 1" иих +  С , =О'
~  V , ?  ^/ +  2̂ 1,11 хосил кнламнз. Шунга ухшаш мулохаза-О X ’ * ^
лар юритиб,

й уи, .» ^ < « - 2̂ ...........йу =  у ’Ах

тенгликларнн интеграллаймиз на у=1у'с1х-\-Сп дан у учун парамет­
рик ифода ни топамиз. Мач>лумки, х пинг параметрик ифодасида битта



(С о  ихтиёрий узгармае, y in 2’ да хам битта (С * ) ,  ‘ да иккита ( С 2
О .........У" in ' 11 ла п — 2 та, у да чеа п — 1 та ихтиёрий узгармае

катнашади. У холда х ва у ларнинг парамстрнк ифодаларида п та 
ихтиёрий узгармае катнашади. Демак,

Н^Т+с,. *=№*+<•-
умумий ечим булади.

4. F ( t f a 2), i f п)) ~ 0  куринишдаги тенглама. Ушбу г/'" '= г  
алмаштириш берилган тенгламани F(z, z " )  = 0  куринишга олиб 
келади.

а) Охирги тенгламаии z" га ниебатан ечиш мумкин булсин: 
? "  =  /(г). Бу тенглама 1-бандда курилган усул билан ннтеграллана- 
ди. Бошкача усул и куйидагича: унинг икки томоннни 2 z' га 
кунайтиреак, d ( z ' ) 2 =  2f{z)dz булади, ундан (z ' ) 2 =  2\f(z)dz-\- С\
келнб чикали Энди \ни иитеграллаб, \шб\ \ dz =

J ± \ 2\f(2)d¿ + С,
=  x +  C-¿ формулага келамнз. z урнига у [" 21 ни куйеак, <1 Цу'1' ¿l, х, С ¡,
(\2) =0. Бу тенглама 2-бандда курилган дифференциал тенглама 
куринишига ухшаш. Уни интегралласак, нна п — 2 та ихтиёрий 
узгармае катнашади ва берилган тенгламанинг умумий ечими хосил 
булади.

б) Берилган тенглама у и"  га нисбатан ечилмасин, аммо 
у ‘"~ 2, =  ̂ (/ ), í/,n, =  y (0  параметрик ифода маълум дейлнк. Маъ- 
лумки, dy[n ] )— у dx, dytn~'2) =  </'" ' udx. I5y тенгликлардан
dyn И = iiyil  - ёки y in " d y in- {i = y M dy in~ 2' = x l t ) ÿ '  (t)dt муноса- 

v'"' i/1'1 1
бат келиб чикади. Бундам у1" "  =  ±  \ J‘2  ̂ х (/ )ф '(Oí//-f-Q . Ке-
йинги мулохазалар 2-банддаги каби булади. х учун теншладиган 
ифодада икки ихтиёрий узгармае (C i ва C-¿) катнашади. Охирги
тенгламани кетма-кет иитеграллаб бореак, яна.Сч, С4............Сп —
ихтиёрий узгармаслар иштирок угади. Умумий ечммни бундай ёзиш 
мумкин:

_  Г d y lH ’’ , г  _  Г ♦'</)«//
Х ~  )  11 3 ±  y J 'A x lO V in d t  +  Cj

у =  <!>(/, с ,. Сл, ■ , С„).
5. F ( i r ,)  =  ( y ,H>) k +  a í( y ,'n) k Ч . . .  +  fl« , (у  ) I а, =  0, а ,=  

=  const, i — i , 2, . . . , n куринишдаги тенглама. Бу дифференциал
тенгламани у ип га ниебатан Амаршбли алгебраик тенглама деб
карайммз. Унинг хакикии илдизлари р i. p-¿............Ps, s ^ k  булсин.
У холда </"’ =  /?„ /= 1, 2....... s дифференциал тенгламани п марта
и нтеграллаеак,

У =  Р>п\' +  <:' (и—1)! +  *” + С- -2 2! + С" - 'ДГ +  С"



келиб чикади. Ундян:
п\ (  ,, , ,р. =  \Ч — С, — ,х — Сп )' 1 х" V  1 (н — I )! " 1 V

Ш у тоиилган р, ми берилган тенмамада урнига куйеак, умииг 
умумий 1‘ЧИМИ

А' С " ( " ~ С | - - - с " ■А' - с » ) ) = 0

хоснл булади. Лгяр
(// '"У  +  ̂ и .  у. У ' ........у (п и) (уЫ)) ь 1 +  ... + аь Ах, у, у',

... . у ' " " ) У " Ч а * и .  у. У'....... У......... ) = 0 . а ,еС (/Л -и )
дифференциал теигламя курился, у холдя уии у и,) га куря /¿-тартибли 
алгсбряик теиглямя дсб караш мумкии. Дгяр хакикий илдиздарми 
томит мумкии булся, у холда ушбу кжори хосилага нисбатан счилгяи

Им  =  Р ,и .  н. у’ ........” ). / - 1 . 2................5.
тенгламаларга эга буламиз.

4.3-§. О Р А Л И *  И Н Т11  Р А Л Л А Р .  Т Л Р Т И Б И  К А М Л Я Д И Г А Н  Д И Ф Ф 1 .Р 1 .Н Ц И А Л
Т К Н Г Л А М А Л Л Р

1. 4.2- § да курилгяи квадратураларда интеградляпунчи юкори 
тартиблм дифференциал темгламаларгя бкгьзи дифференциал тенгла- 
маларни келтирим) мумкин. Бунда оралик, интеграллар тум1умчаси 
керак булади. Визга (4.1) дифференциал тем м ам  а берилгам булиб, 
Ф (х ,  у, С |, ... , С „) = 0  уминг умумий ечими булсии. Таъриф буйича бу 
мумосабят ва унинг хосилаляридаи хосил булган муиосябятлардям 
С|. С >,... , С„ узгармаслярнм чикарсак, (4.1 ) дифференциал тенглама 
келиб чикади.

Энди
У>(х, у , у', ... , у ш , Ск I \Ск I а. ... , С„) =--0, ! <  (4.14)

муноеабат берилгян булиб, ихтиёрий узгармяслар п — к та булсии 
хамда Л-\осида албатта катмашеин. (4.14) мм х буйичя п — А? марта 
дифферемцияллаимиз:

дх ' а у 4 ~  ' <Ь/
=  0 .

+  1 чт =()
<}х-' * + Л.М» У и'

(4.15)

4 .6-гаърнф (4.14) ва (4.15) лардан ташкил топган п — /г-|-1 та
муносабатлардан п — к та Ск | \, с к г2........С„ ихтиёрий узгармасларни
чицариш натижасида (4.1) дифференциал тенглама х;осил булса, 
у  х,олда (4.14) муноеабат (4.1) дифференциал тенгламанинг оралик, 
интеграли дейилади.



Хусусин. агар (1.11) муносабат фак,ат битта ихтиёрий у.чгармасни 
уз ичига олса, уни (-1.1) дифференциал тенгламанинг биринчи 
интеграл и <)ей ил а< )и

Куриннб турибдики, (-1.1-1) муноеабат к - таргибли дифференциал
тенгламадир. Уни интраллаеак, яш м к та С|, С>..........С* ихтиёрий
у;*гармаел ар иштирок '*тадн. (4.14) тенгламанинг ечими у:шдаги п - - к
га Ск \ I......С„ у:пармаелар билан бирга хаммаеи булиб п га ихтиёрий
у:нармасга уга булади. Бу ечим (4.1) тенгламанинг умумий ечими 
булади. Агар у — у\(х).х^1 функция (4.14) тенгламанинг ечими, я ьип 
Ч (а ) 6 С* (/) ,ф„ ,|(,( =  0 булиб. (| (х) £ (У' ( ! )  булеа, у холда / интервал-
да у — ч (х) функция (4.1) дифференциал тенгламанинг ечими 
булади. Хакикатан, <| (х) функция учуй (4.14) »а (4.15) муносабат- 
лар айниятга айланади. Орал и к интеграл таърифига кура бу у =  у ( х )  
функция (4.1) тенгламанинг хам е^ими булади. Шундай килнб, бирор 
(4 1) дифференциал тенгламанинг оралик интеграллари маьлум 
булеа, берилгац тенгламани интеграллаш маеалаеи тартиби ундан 
наст 6v.ii ан дифференциал тенгламани интеграллашга келади. Хатто, 
агар (4.1) дифференциал генгламанииг п та биринчи интеграли

\1'|(а-, у, (/', ... , ц" С \) — 0, ... , ф „и , /У. . 
у'* С п ) =  о

маьлум булеа, у холда бу муноеабатлардан //, у " ........у и‘ "ларни
чикариб, берилган тенгламанинг умумий ечимини хоеил килиш 
мумкнн.

М и  I* о.|.  (/" '¿уу '  -- О дифференциал п ч н л а м а н н н г б и р и н ч и  ннтчтралини т о п н ш  

осин. Уни « " =  ^ ( 1/‘ ) м р и н и и и а  ё.к'ак, биринчи  ннтчтрал {/'=«/'-} С { келиб ч и к а л и .
их ’ ‘

Яна  инмтралдаб .  (,\ ■ 0 6 v . i i аила а г т (ц  ■ х |  О б у .и а н д л  к -а.
у <:\ У Г|

I //”  \ / - (:1
|и =  *-)-(., учпмий и н н ч р а л и н  \ocj i .j  м м а м и » .

- V 4 + V “ <:'
2. Бу бандда куриладиган дифференциал тенгламаларни иитег- 

раллаш маеалаеи авиал оралик интегрални тонинна, еунгра т у  
оралик интеграл билан бор ид га н дифференциал тенгламани интег- 
раллапна олиб келинади.

а) н-тартибли дифферонциал тенгламада номаълум функция у  на 
унинг кетма-кет келган хоеилаларн //', у " , ... , у {к 11 катнашмаеин 
дейлнк. У холда дифференциал тенглама

/■'(.V, у ш . у'"* ” ........= 0 , 1 < ^ к ^ п
куринишда ёзилади. Бу холда у 1к> =  г дейилеа, /- (а , г, г ', .... 
/ "  *’ ) = ( )  (/г — к) -тартибли дифференциал тенглама чоеил булади.
Уни интеграллаш мумкнн дееак, Ф(дг, г, С\, С*.......С„ *•) = 0  умумий
ечим булади. Энди г =  у{к> булгани учун Ф (х , у [к>. С\, С>...........
С„ *) = 0  ни косил киламн.ч. Бу А-тартибли дифференциал тенглама­
ни интеграллаеак умумий ечимга у г а буламиз.

б) Агар /1-тартибли дифференциал тенгламада чркли у.чгарувчи 
ошкор холда. ка таш маса, иьни тенглама /• (//, у ' .......//'"’ ) = 0  кури-



нишда булеа, у ни янги эркли узгаруочн, р — • ми янги номаълум 

функция деб, ушбу алмаштиришни бажарамиз (х-+у, у-*-р):

лар оркали ифодаламшнини математик индукция усули билам 
курсатиш мумкин. Ш у алмаштиришни ба жаре а к, (к — I )-тартибли

дифференциал ген гл а мага кедам из. Демак, курилаётган холла 
дифференциал тенгламанинг тартибинн биттага камаЪтириш мумкин. 
Агар хоеил булган тенгламанинг умумии ечими

булеа, шу муноеабат берилган F(y,  у ' ........ ¿/|" ' ) = ( )  тенгламанинг
оралик интеграли булади. Энди берилган дифференциал тенглама­
нинг умумии интегралмни топиш учун унинг оралик интегралини 
биринчи тартибли дифференциал тенглама еифатида интеграллаш 
кифоя.

н) (4 1 ) дифференциал тенгламала F(x, у, у ' .......у 1"') функция у,
у ‘.......у ' " 1 ларга ниебаган ш-тартибли бир жинели функции булеин,
яъни ушбу

айният урннли булеин. 1>у холла агар «/><) булеа ( y d )  хол хам 
luyura ухшаш курилади), у холда янги номаьлум функция г[х)  ни 
киритиш йули билан берилган дифференциал тенглама тартибинн 
биттага камайтириш мумкин. Хакикатан,

формулами исбот чтиш мумкин, у н д а а И г )....... а ! |(г) функциялар
z нинг бутун фуикциялари. Энли топилган ифодаларни (4.1) темгла- 
мага кунмиз на янги узгарунчи z га нисбатан п — 1-тартибли ушбу

"  _  dp _ _  dp _ dy = р ,{Р 
dx dy dx dy

Fix, ky, ky ' ........ky,'l' ) = k mFi\\ //, y ’..........у' " ' )

у  =  e

дейлик. Кетма-кет дифференциаллаб, тонамнз: 

у ' =  геи‘‘\ у " = ( г ’ +  *г)е^‘\ ym= { z "  

Математик индукции усули билан ихтиёрий / учун

(1.16)

y"'  =  {z" " + а ' , ( г ) г ,' -2Ч - -  + а; , {г ) г>+а\  , (г))^’"'



/•'U.£'w \ zt>w \  U ' +  * V W ' ......... U " 1 "+ d '; (2 )2 " ,- 2l +
+ . . .+ а :- , ( г ) )^ ы ‘ =<*м̂ /-'(А:, 1. г, г' +  г2,

... , г 1" u +ti\{z )zu"  +  +  i U ) ) — О
дифференциал тенгламага келамиз. Агар бу тенгламани интеграллаш 
мумкин булса, унинг умумий интеграли

<I>U, ^  С,. С ;...........С„ , )= ( ) .  <1. (дг. *  Си С,, ... , с , .  , )  =  0

берилган (4.1) тенгламанииг оралик интеграли булади (чунки
(■1.16) формуладан z — у на ушбу *1* д̂г, у , Ci, С3, ... , С „__ ,  ̂ =  0

оралик интегралга келамиз). liy биринчи тартибли дифференциал 
тенгламадир. Уни интегралласак, нна битта С„ ихтиёрий узгармас 
кагнашади.

Баъзи холларда F  функциянииг бир жинслилиги эркли узгарунчи- 
га ниебатан хам уринли булиб, берилган (4.1) дифференциал 
генгламани / i U , у. dx, dy, d'2y ,... , d"y) = 0  куринишда сзилса, ушбу

/ | (kx, ку, kdx, kdy, k d ’y, ... , kd"y) =
=zk"'F\(x, у, dx, dy, i i 'y ........d"y)

анният бажарилади. Бу хшда хам эркли узгарувчини, хам номаьлум 
функцияни алмаштирилади. Агар х =  с\ у =  ие~ ( |  -  янгн эркли 
узгарувчи, и янги номаьлум функции) алмаштириш бажарнлеа, 
эркли узгарувчини уз ичига ошкор олмаган «-тартибли дифферен­
циал тенгламага келамиз. Бундам тенгламаларнинг эеа тартибини 
биттага камантнриш мумкин. Агар лг-<0 булса, х =  — е% у =  ие' каби 
алмаштириш бажарилади.

Шунга ухшаш, f  функции умумлашган бир жинсли булган холни 
(бу холда х ва dx— 1 улчовли, у, dy, d'ty, ...— tn улчовли, демак

t/y — (ni — 1) улчовли, d у, — ( т  — 2) улчовли на х.к. ) хам кур ит
dx dx-
мумкин. Бунда х =  е*, у =  ие* алмаштириш (4.1) тенгламани эркли 
узгарувчи £ ни уз ичига олмаган /i-тартибли дифференциал 
тенгламага олиб келади. Унинг тартибини биттага камайтириш 
мумкин.

г) Агар (4.1) дифференциал тенгламада F(x,  у , у', ... , у 1" ' )  функ­
ция бирор <I>(jc, у, у', ... , у {" " )  функциянииг тулик дифференциали
булса, яънн ушбу F { x , у, у', ... , у 1" ' )  — ^Х^у(х, у , у', ■■■ . у 1'' 11) му-

носабат уринли булса, у холда (4.1) тенгламанииг битта биринчи
интеграли Ф(лг, у, у ' .......уи> и ) ~ С i куринишда ёзилади. Бу эеа, уз
навбатида берилган дифференциал тенгламага Караганда тартиби 
битта кам («  — 1)-тартибли дифференциал тенгламадир.

1 -бобда I-тартибли тулик дифференциаллига келтириладиган 
тенгламаларни курган эдик. «тартибли дифференциал тенгламалар- 
нинг баъзи турлари хам интегралловчи кумайтувчига купайтириш 
усули билан тулик дифференциаллига келтирилиши мумкин, яьни



М*. ?/• u'...... ">/•'<*. у. /А - ■ </'"') =
=  , > '( * ■  У. !/'....... у ‘" " ) '

Бу холла ц функциями излашнинг умумийрок усули йук. Купиича 
берилган дифференциал генгламанинг махсус куримнпш ц ни 
топишга и.мкон беради.

Масалан, юкори тартибли хоеилага нисбатан ечилган дифферен­
циал тенглама y u,)= f ( x t у , у ' ....... //'" п ) учун унинг унг томонини
тулик дифференциал га келтириш кифоя. Хаки катан, агар f (x , у, у ' , ....
у Хя " )  =  £ ф (х ,  у, у\  ... , у ы 2)) булса, у холда * (у ,п "  ) =

=  ‘J  Ф (* ,  у, у', ... , у и> 21) лоб ёзиш мумкин. Бундан бириичи

интеграл у {" '  *) =  ф(лг, у , у ' ......... //" n ) - f C  келиб чикали. п =
=  2 булганда у"-\-а(х, у ) у '  Ь(х, у ) = 0  дифференциал тенглама 
тулик дифференциалли булиши учун а { х , у)у'-\-Ь(х, у) ифода ту-
лик дифференциал булиши лозим. Бунинг учун да- ~  у— — дЬ х̂' у)

дх ду
айниятнинг бажарилиши зар.ур ва етарли.

Куйида курилган холларга миеол келтирамиз.
М н с о л л а р .  I. Уш бу у у "  •- (у ')  (у ' ) 1 = 0  дифференциал тенглама чркли

узгарувчини уз ичига олмайди. Ш уиимг учун у '= р , =  десак, бириичи тар ­

тибли ур ^Р — р ‘ — рА= () дифференциал тонгламага келамиз.

2. Уш бу х2у у "  — х2[ у ' ) 2 — Ьхуу' -М .У; =  0 тенглама. у, у ', у "  ларга ннсбатан иккинчи 
тартибли бир жинсли. Ш унннг учун (4.23) алмаштиришни бажарамиз:

хгеЫ х (г ' +  z2} e^dx -  x W  -  & * * *  - г е ^ ж +  4 e ^ dx =  0
екн

дга ( г ' +  г 2) — х V  — 5хг + 4 = 0  
Г) 4

Вунлан бнринчи тартибли чи.чиклн г '=  г - дифференциал тенглама х<кил
х х

булалн. Уни интегралласак, бириичи интеграл г — хГ,+  - тпилади. Энди (4.16)

' I I,
га кура у [х )  ни хисоблаймиз: у  =  С..г \j х? е 11

3. Уш бу — I -)- -f- ,7 — 4 (у ') *  = 0  дифференциал тенглама учинчи тартибли булиб.

уни ц — у 'у "  га купайтирсак, тулик дифференциаллига келадн. Хаки  катан, кулайтириш 
натижаенда {у ’ ф О , у "  ^к0)

— у’у" + уу’" - 4 (/) V" = 0
хосил булали. Вунн

(У 'У " +  УУ' " ) — 2у 'у "  -  4 (t/ ) V  *  О
ёки

- f - i y y " ) - (yV= 0ах ах ах

каби ёзамиз. Энди куринадики. дифференциал тенгламанинг чаи том он и тулик 
лнфференцналлига келдн. Демак. бириичи интеграл ни ёзамиз: у у "  — ( у ' ) 2 — iy ')*  — С\.



4.4- §. И К К И Н Ч И  Т А Р Т И Ь Л И  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Г . Н Г Л Д М А Л А Р Н И  
Г Р А Ф И К  И Н Т Е Г Р А Л Л А Ш

Виз 2-бобда биринчи гарт и бл и дифференциал тон гл а малярим 
(акрибий интограллаш \акида баъзи ма ы ум отларн и  ургандик. 
Иккинчи тартибли дифференциал тон гл а мал ар ни хам такрибнй 
интограллаш усулп манжуд. Ь у  манзуни «Хисоблш н мотодлари» 
мродмотн чукур урганади. М азкур  нараграфда иккинчи тартибли 
хоеилага нисбатан ечилган дифференциал тонгламалар учун график 
интограллаш усулн билаи таниш амиз.

Бунине учуп аввал иккинчи тартибли хоеилага нисбатан очнлган 
тонгламанинг гсомотрик м аыю сини аниклаймнз. Уш бу

у, у ')  (4.17)
диффоронциал тонгла.ма борнлган булиб, /(а-, //, у ')  функция 
К '  фазониш бирор очик О-л тупламида анмкланган на узлуксиз 
булсин. I). 1 тунламнмнг х, у узгарувчиларнннг токислигнга
проекциясн 1)> буленн: н/ь./.), =/>, с  № . Энди <// =  дойлик.

"  ( IX

Интеграл чизмкларнннг бирор нукгасида эгрилик радиуси

К  =  11 * формула билан аникланадн. М аълум ки , агар

//"< 0 булса кабариклнк кжорига, у " > 0 булса кабариклик пастга 
караган буладн. Содда хнеоблашларни бажарамиз:

= 1 + (у') '  = 1 Ь . О 4 (у,)2) ‘л = 'I cos'Sj |

Шунга кура

I fleos'*у!

Домак, (4.17) тенгламани бундам езиш мумкин:

=  I/ U .  У. H
i /?cos:14> I

ОКИ

R =
Icos (|'| • I f{x , у, (K<f)

(4  18)

Гуларок ёзсак:

/? = 

R = -

соя'*<| l/(-c. у.
I

Icos' цАЦх, у, tg ч )

, агар //"> () булса,

, агар i/ " < 0  булса,

Тонилган (4.18) формуладан куйидагм натижа келиб чикади: агар 
ннтограл чизикда бирор \х, у ) нукта на шу нуктада унга утказилган 
уринманинг йуналишн борилган булса, у холда (4.17) диффоронциал



тенглама (х, у ) нуктада интеграл чнзикнинг эгрилик радиусими 
анн клайди.

Юкоридаги мулохазалардан фойдаланнб, интеграл чизикни 
такрибий ясаш билан шугулланамиз. Бошлангич шарт, у(Хо) =  уо, 
у '{х о) =у1) булсин. Координаталари х1и у(1 булган нуктани Мо дейлик. 
Ш у Мо нуктадан у '(х 0) =  {£ц) =  уЬ йуналишда М 0Т» нур утказамиз 
(32-чизма). Сунгра (4.18) формула буйича ни хисоблаймиз. МцТ() 
йуналишга перпендикуляр утказамиз. Агар /(*», у0, 1кч ')< 0  булса, 
уша нерпенднкулярда Мо дам /?() масофада шунлай Со нуктани 
оламизки, МцТ(, нурни соат мили чаракатига карши йуналишда
* бурчакка бурсак, МоС(1 кесма ётган нур чосил буладн. Агар /(*», у{1,

1 К Ф )< 0  булса, аксинча иш тутамиз (32-чизмада / < () булган чол 
чмзилгам). Энди маркази Со нуктада булган [{о радиусли МоМ\ ёй 
чизамнз. Бу ёй МпТо йуналишда олинади. Албатта, М>,М\ ёй узунлиги 
канча кичик булса шунча яхши. М\ — М\ (*|, //|) ва М\Т\ эса МиМ\ 
ёйга М\ нуктада утказилган уринма йуналиши булсин.

Яна (4.18) формула ёрдамида Я] ни чнеоблаш мумкин. М\Т\ га 
перпендикуляр утказиб, /(Х|, у\, ^ц-ч) нинг ншораенга караб уша 
перпендикулярда М\ дан #| масофада С, нуктани ясаймиз. С, 
нуктани марказ килиб, /?1 радиус билан М\Мч ёй чизамнз. М 2 нуктани 
М\ нуктага «якин» килиб оламиз. Кейии бу мулохазаларни давом 
.эттириб, маълум |дго. а] ораликда булаклари айлана ёйларндан иборат 
МпМ] ... М* силлик чизик чизамиз. Б у  чизик [дго, «| ораликда интеграл 
чизцкнинг тацрибий тасвиридир. Агар 6->-оо да лимитга утилса, 
П тА ^ М , . . . Мл =  ф(х), *б|хо, келиб чикади (ч>(х) интеграл

к .оо

чизик). Бунинг исботига тухталмаймиз.
Ушбу у "  =  2 содда холда ¡(х , у, у ')  =  2 > 0 , у " >  0. Энди у { 0) =0, 

у ' ( 0 )= 0  бошлангич шартни каноатлантирган интеграл чизикни 
юкоридаги усул билан такрибнй чизиш кийин -#мас (33-чизма). Содда
хисоблашлар курсатадики, ДО,0, 0 ) = 2, /?()= у ,  М^Та- абсцисса 

укининг мусбат йуналиши, ф<> =  0, /(*|, у\, 1й<р|)=2, М\{х\, ¿/|) =



=  Л1,( у 1, (£<(,= \,3, Я, >   ̂ ва хокачо (33-чизма). Шумга

ухшаш яеашларни МнТи абсцисса укннинг манфин йуналиши булган 
холла хам бажариш мумкин. Сезиш мумкинки, хоснл булган силлнк 
чизик у =  х2 параболанинг такрибнй тасвири булади. Аслида хам 
берил I ан бошлангич шартни каноатламти ради гам ечим у =  х2 парабо- 
ладаи иборат.

М  ¡ 1  И) к . 1. ц" =  х дифференциал тежламаннпг //{()) = 0 , £ / '(())& () шартни 
каноатлантирадиган интеграл чичигн ( — .4, |-3) интервалда такрибий чнчилснн

2. у " = у '  ;1 ифф«»р1*мни¡*.*1 тенгламаннш у (0 ) =  0, у '(0 )  =  I шартни каноатлантнра- 
дш ан интеграл ч ти си  ( — 3, + 3 ) интервалда такрибнй чнчн.К’нн

5- б об
п -ТА РТИ БЛ И  Ч И З И М И  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н Г Л А М А Л А Р

5.1-5. п-ТАРТИБЛИ ЧИ ЗИ КЛИ  ТГ.Н ГЛ АМАЛ АРН ИН I УМУМИЙ ХОССАЛАРИ

I. п-тартибли дифференциал тенгламаларнинг мухим хуеуеий холи 
п- тартибли чи:шк,ли дифференциал тенгламалар булиб, улар

Уш + р \(Х )у '"  11 Н 1{х )у '+ р „ {х )у  =  Щ х ) (5.1 )
куринишда ёзилади. Ьу орда р\[х), ... , р„ | (л:), рп{х ), £ (* )  
функциялар бирор / интервалда аникланган ва узлуксиз булиб, ¿М*)
функция (5.1) тенгламанинг унг томони ёкн эркин х;ади, р\ {х )........
рп{х) функциялар эса унинг коэффициентлари до б юритилади.

Агар (5.1) тенгламада # (* )  функция / интервалда айнан нолга 
тонг булмаса, у холла (5.1) тенглама чи;шк,ли бир жинсли булмагин 
тенглама дойилади. Агар # ( * )= ( ) ,  х£1 булса, мое дифференциал 
тонглама

у 1й,+ р> {х )у,я 1> +  ...+ р „(х )у  =  0 (5.2)
чизик,ли бир жинсли тенглама дойилади.

Энди (5.1) дифференциал тенглама учуй Коши масалаеи 
ечимининг мавжудлиги на я гон ал и г и билан шугулланамнз.
(5.1) тенгламани кжори хосилага нисбатан ечиш мумкин:

у ' " '= 1>(х) — р А х )у и> " —р-2{х )у 'п 2) — ... — Рп {х )у. (5.3)
4-бобдаги белгилашга кура

Их, у, у '....... у '"  п ) = К ( х ) — р 1{х )у 1" "  — — рп(х)у, (5.4)
Ьу функция £>„*.] =  {(*. у, ... , у и‘ " )  : х£ /, — оо С у ' 11 <  +  по, / =  0,1,
... , п — 1|еохада аникланган. Агар р \ {х )...... рп{х ), # (* )  функциялар
\Х], х2\а1  ораликда узлуксиз булса, у холла (5.4) функция тегишли 

| сохада узлукенз ва у, у ', ..., у ("- ''л а р  буйича Липшиц шартини 
каноатлантнради. Х.акикатаи, / функция у, у\ ... , у {"~ 11 лар буйича
—  оо оо (/ =  0,1............ /1 —  1) интервалда узлукенз ва
узлукенз хосилаларга эга, чункн ^  = ~ р п_ 1 (* ) ва рп ,(х)

дуи>



I.Vi. л'-l да уздуксиз. Aral) max I ^  --"/., /. П, /' -= I), I , ... , n — I ,
. I.?;/'...................

max (Ли, L ........ ... i ) =  /. ^  0 дееак, /' фу нкцин |.V|. .г-| лл у '......."
.lap буйнча I. константа бидан Липшиц шартинн каноатдаитирадн. 
Вундан .Го6 lA‘i , Х'А Уч>н ( |Г)-1 ) тенглама у (х „) --у», у '"  (дгп) =  //>" шарт- 
ни каноатдантирадиган ягона очимга чгадигн кедиб чикади. Дммо бу 
ечим j.Vi. л\<| орадикда аннкдангаи буладнмн? деган еавод 
тутдади. 11икар георомаенга кура тегишдн ечим |.v—л'|,|^/г да
аникдашан будиб, /i =  min(<i, , \ булади.

\  max ( A i.1 i/i . i t / '! , .  11/1" "  | /

Бунда [/1 ^  /Vi, M  >  0, I y u' — I ^  b, / =  (), I , . . . , « — ]. Курилаётган
(5.1) ЧНП1КДИ дифференциал mn,i;i\i;i учун b t*rap.lи кап а  буднши 
мумкин. Ш уш а  \ \ ша in Л/, . //1, \у'\, ... , \у,к " |  микдордар
! .V — .fit| ора. шкда /' функция на у, у '.......у "  11 дар канчадик гез
усишига богдик. Шупннг учун (5.1) теигдача ечнминнш аннкдаипш 
интервади I In кар георечаси ёрдамнда яна гуд а рок аникданиши 
лозим. Ьирннчн таргнбдп чтнкд н  дифференциал тенгдамаларнинг 
нормал енсгемаеи учун ечимниш чаижудлнги на ягонаднгн хакидаги 
теорема !)-бобда курнлади. Унда курамизки, (5.1) дифференциал 
тенгламанимг гегишли бошдангич шаргнн каноатдантирадиган ечимн 
унинг кочффнциеи'гдари на унг томонн / ннтернадда аниманган 
булади. Вош кача айтганда, 5.1 чизикли дифференциал тенгдама учун 
/ интервал ечим лшнжу<)лигининг максимал интерна.-ш. гегишли ечич 
*са давомеиз булади. Ьу п- тартибли чизикли дифференциал 
тем гдамадарнинг му \им хоееасидир.

Агар ало.чида ангнлмаган булеа. кейннги мулохазаларда /М-О.
р ‘(х ) .......р.Лх) кочффицнентлар бирор / интервалда аннкланган ва
узлукеиз деб фараз угмлади.

2. Энди (5.1) дифференциал тснгламанинг яна мухич нкки 
хоесасига кискача тухталамиз.

1) Эркди узгарунчини алмашги[)иш натижаснда (5.1) дифферен 
циал тенгдама яна чизикли дифференциал тенгламага утади.

Агар .г= ф (£ ), \j'(c;)6 C". =5^0 алмаштиритни бажарсак,
бевоента хисоблашларни амадга ошириб, ушбу

l , n , r  £ *  + M S , i - ' '  +  -  + Л" < Ы % + Ь ’ а)!1 =  8 Ш г "
куринишдаги тенгламага келамиз. Ьу  тенгламанинг чан ва уиг 
томонларини И '' (£) Г га купангириб, яна (5.1 ) турдаги дифференциал 
тенгламани хосил киламиз.

2 ) Номаълум функция и и чизикли алмаштириш натижаснда
(5.1) тенгдама яна чизикли дифференциал тенгламага утади.

Агар у =  u (x )z  и (х ) , и {х ) £С", v U )  £ С", и (дг) Ф 0  алмаштириш-
ни бажарсак, (5.1 ) тенглама яна шу турдаги тенгламага утади. Вунга 
бевоента хнеоблашлар ёрдамида ншониш мумкин. Эслатиб утамизки. 
{.-(*) =̂ =0 булганда бир жинели чизикли дифференциал тенглама, 
умуман айтгапда, яна бир жинели тенгламага утмайди. Агар 
i»(.v) = 0  булеа, у ~ и ( х ) г  алмаштиршл бир жинели тенг.чаманп яна 
бир жинсдига утказачи. Illy  алмаштиришдан гбуйича дифференциал



тснгламада г '" 11 хосилани чикариб ташлашда хам фоидаланилади. 
Ьупипг учун г '" "  хосила олдидаги коэффициент и (х ) ни танлаш 
XiK'oOura пол I ¿J айланишн лозим. \акнк.атан. у  =  и (х )г  алмаштирит 
натижасида (5.2) чизикли бир жинсли тенглама ушбу

и ( х ) г м  +  (ntt'(x) -\-f),(x )u (x ))z {n- "  +  -  =  0
тенгламага кслади. Бундам пи' (х) -\-р,(х)и(х) ни иолга тенгласак, 
биринчи тартибли узгаруьчилари ажраладиган nu'ix) -\-pt {х )и (х ) = 0  
гешламага *га буламиз. Бизга тегишли алмаштириш учун бирор 
и (х ) функция старли булганидан уни

1
и (х )= е  ' (5.4)

5.2-§. л- Т А Р Т И Ь Л И  Ч И З И К Л И  Б И Р  Ж И Н С Л И  Т Е Н Г Л А М А Л А Р

I. Энди (5.2) дифференциал тенгламани алохида ургаиайлик. 
Номаьлум функция /у (дг) га нисбагаи (5.2) тенгламанинг чаи 
гомонида курсагилган амаллар (дифференцналлаш./Мл) ф\нкция- 
ларга купайтириш »а кушиш) кулланиш натнжаеи п-тиртибли 
чи;шк,ли дифференциал оператор деб юритилади на 1\у\ деб 
белгиланади, яъни:

Ц у \ ^ у и"  +Р\ {Х )УЫ "  +  ■■■+/>« | (х )у ' +  Рп(х)у. (5.5)
Бу оператор ёрдамида (5.1) на (5.2) тенгламалар

Цу\ =  Щ х ), (5 .1 ')
% |  =  0 (5 .2 ')

куринишда ёзиладн.
Киритилгаи /.|г/|операторннт куйндаги мухнм иккн хоссаси бор:
1°). 1\У1+У-А =  1 Ы + 1 Ы . у ^ С \  £/26с " ; 21’). ЦСу) =  СЦу\, 

у£ С П, С =  еопк1. Бу хоссалар аслида хакнкий узг арувчинииг 
комплекс функциялари учун хам уринлн, С хам комплекс сон булиши 
мумкин. Лммо бу хакда тула маы1умот 5.4-§ да берилади. Биринчи 
хоссани исбот ^ш н учун (5.5) ифодадаги у на унинг хосилаларн 
урнига у\-\-уч на унинг хосилалариии куямиз:

1-\у\~{-у-г\ =  (у1 У2)и1) Р\(Х )АУ\ "Ь/ / ^ ) 11 +  ■■ -~\~Рп I (^) (//| +
+  У2) '  +  Р п (х )  ( 1/1 +1/2) =  (У\П) ± Р \ ( х ) у \ П~ 1, +  -- ± Рп-\ (х )у '\  +
+  Рп{х)У\) +  (1/2И,+Р1 [Х )У Г  * +-.- +/>я-1 (х)у-1+ р п [ х ) у 2) =“

— Цу>\ \ 1-\у А- Бу хосгадан ушбу

V X  Ц уХ  У,€£п (Ь ихтиёрий натурал сон)

формуланинг тугрилиги кслиб чикади.
Иккинчи хосса хам биринчиси каби исбот угнлади. Юкоридаги 

икки хоссадан ушбу натижа келиб чикади:

2  С Д у,]. (5.6)



бу ерда С i. C¿...... С* — ихтиёрий узгармас сонлар. Цу] опсраторнинг
юкорнда келтирилган хоссаларига асосланнб мухнм теоремаларни 
нсбот этиш мумкин.

5.1-теорема. Агар у =  у\{х ), у =  у г(х) функциялар / интервалда 
(5.2') тенгламанчнг ечимлари булса, у %олда í/ =  í/i (* ) ~\~уч{х) Функ­
ция \ам I интервалда (5.2') нинг сними булади.

И е б о т .  Теореманннг шартига кура ¿[í/i] =  0, =  0. Бундам Г' 
хоссага кура Цу\ -\-y¿\ =  Цу\]-{- l.\y¿\=Q- Теорема нсбот булди.

5.2- теорема. Агар у\ (х ) функция / интервалда (5.2') нинг сними 
булса, у халда С у i(x ) (С  - ихтиерий узгармас) функция х,ам шу 
I  интервалда (5.2) тснгламанинг сними булади.

И с б о г .  Ш артга кура /,|//ij =  (). 2° хоссага кура бундам 
/.|Cí/i | =  C7-1í/j | =  () келиб чнкадм. Теорема нсбог булди.

5 .1-н а т и ж а . Агар у\ (* ) ,  y-¿(x), ... ,уь(х ) функциялар / интервал­
да (5.2') тснгламанинг сними булса, у .\олда шу интервалда

к

^  С'У'(х) функция хам (5.2') нинг сними булади.
i .• i

Исботи 5.1- на 5.2-теоремалардан келнб чикади.
5.3-теорема. Агар коэффициент лари р ,(х ), x £ l ( i=  I, 2, ... , /1) 

\ак,ик,ий булган (5.2') тенглама у (х ) = и  (х) -f iv (дг) комплекс 
ечимгиэга булса. у холда и (х ) ва v (x ) ,x £ l функцияларнинг %ар бири 
(5.2') тснгламанинг сними булади.

И с б о т .  Ц и (х ) +  /и(х)| =  0 дан Ци (х) [ +//.|¡-'U) | =  0 га эга 
буламиз. Бу айният бажарилишн учун ¿|w (.t)j =  0, /.|i’ (* )|  =  0 були- 
ши зарур ва етарли. Теорема нсбот булди.

Агар 5 .1 -натижада k =  n булса, у холда п та нхтиёрий узгармасни 
уз ичига олган

у =  С\у\{х) + С чу2(х) f  ... +  С„уп(х) (5.7)
функция хам (5.2') тенгламанинг ечими булади. (5.2') тенглама 
л-тартибли булганидан унинг умумин ечими формуласи п та ихтиёрий 
узгармасни уз нчнга олиши лозимлигини биз 4-бобдан биламиз. 
Ундай булса, (5.7) формула билан бернлган функция (5.2') тенглама 
учун умумнй ечнм була оладими? Бу саволга жавоб у\(х ), ... , уп{х) 
ечимлар орасидаги муносабатга боглнк.

2. Бирор / ннтервалда аниклангаи <pi(x), <^(*)> ... , ф*(дг) 
функциялар берилган булсин.

5.1 - т а ъ р и ф . Агар бир вак,тда нолга тенг булмаган шундай cci, 
а 2, ••• , а* узгармас сонлар мавжуд булсаки, I интервалда ушбу

« 14-1 (* ) +  aa(p2U )  +  ... +  а*ф*(дг) = 0  (5.8)
айният уринли булса, у х,олда i|i(x ), <|;j(x)........<!'*(*) функциялар
i  интервалда чизицли боглик, дейилади.

Агар юк,орида айтилган a i, a¿, ... , а* сонлар мавжуд булмаса, 
яъни (5.8) айният узгармасларнинг фак,ат нолга тенг к,ийматларида-
гина уринли булса, у уолда срi (.v), (р-Лх).........q>*(дг) функциялар
I интервалда низик,ли эркли дейилади.

5.2- и а т и ж а . Агар / интервалда (p ,(x )= 0 , булса,
у холда Ц| (х ) , ... , < (,(*).......Ч-*(х) функциялар I  интервалда чизныли
боглик, булади Хакнкатан,



(,\Ф (), С[ =  Ci =  ... =  С’, | =  С, || — Ck — о 
к

деб танласак, ^  С ’\ Ф  О Bit С,ц,(А' ) = 0  булади.
/=-1

Агар /.к k i....... баъзи комплекс сонлар, /|(л-), f> (x )...................
/,„(*) лар х га нисбатан кумхадлар булса, ушбу

f-(х) =  I\ {х)е ' + / ,(* )(* ' -(- ■■■+/,„(A")i‘ " (* )

куриншнда ёзиладиган харбир /' ( а- ) функция кви.ткугцш) лени, шли,
5 .1 - л е м м а . Ушбу F {x ) =  f\ {х )с  +  f ,{x )e  ' -f ... +  ¡ш( х ) с к в а -

:шку/ца<) бсрилган на Х\, >„•<, ... , дар узаро турли сонлар булсин. 
Агар шу кна:шкуп.\а<) бирор I интернилди айнан нолги >енг булса,
у .\ол()и хамма f\(x), f-Ax)........(,,,{х) кугцшКшр айнан нолги тенг
булади.

И с б о т .  Исботни ш сони буйича индукция билан исботлаймиз. 
/и соннм кназикунхаднпнг тартиби лоб атаймиз. m — 1 булганда
5.1-лемма тугри, чунки бу холла /•'(х) =/, (*)< ''' ка /| (л')<,,,А = 0 ,
x £ l айниятдан /|(д )= (), x £ l келиб чикади. Энди m -I дан 
rn (m ^  2) in индуктив утишни бажарамиз. Агар F {x ) кназикумхад 
/ интервалда айнан нолга генг булса, у холла бу натижа уш бу

( J ( x )= p n '( F { x ) e  *"')

кназикунчад учун хам уринли |бу ерда р диффереициаллаш 
онератори, / эса /,„(д) куичаднинг лар^жаси). Бевосита чисоблаш 
ёрдамида

(Ц х )= & (х )е и' ^(x)eu■■■' 1
ни к\рсапни мумкин, б\нда

ff,(x) =  {р + К — К » )1 1 1 // (х ),/ =  1.2....m — I .
(j (x ) квазнкунхаднинг тартиби m — I га теиг. Illy  6 (лг) кназикупхад 
/ интервалда айнан нолга тенг булгаии учун индукция фаразигл кура
барча t f iU ) .  # 2{дг)........ц„, . |(д-) кумхадлар / да айнан иол га тенг.
Фараз угайлик, f\ {x )....../,,, i (х) к\ мхадлардан бироитаси, масалан,
/1 (л ) нолга тенг б\дмаан1, я ъни / ( (д ) ^=0, .*•£/. Illy  /, (д ) куичаднинг 
даражаси к булсин, ньни /| ( д )  = £ 2njrA‘ -}- «|ДГ* 1 -f-... бунда
а»Ф (). Бевосита текшириш мумкинки:

Н\ (-*") =  ip “Ь ?-i — /•m)i h' / I (л*> =  (/.| — к,,,)1 * 'ацдг* + ... .
Энди #| (х) 5=0, х£1 анниятга кура (>.| — л,,,)'г ;ац =  0 тенгликка 

¿га буламиз. Аммо /,| Ф к ,„ га кура бундан Uu =  0 ке.тиб чикади. Бу
зиддият /1 (дг) ......../,„ |(д ) кумхадлар / да айнан нолга тенглигини
исботлайди. Демак, F (x ) =  fm {х )е т* га эгамиз. Бундан /'(.г) =  0 бу-
.1 иши учун 1„,(х) куичаднинг барча кочффициенглари нолга ген гл и т  
келиб чикали. Шуидай килиб, /; ( . v ) ~ 0, x £ l айният уринли булса, 
},„{х) = 0 . х£ / айннятлар чам уринли булиши исбот угилди. 5 .1 -лемма 
исботланди.



М и с o .’i .ч л p . I. УшГ>у I , x, x\ ... . v‘ <|>\HKHiiii.i. 1 1 > ( — oo. f -x. | инторнлллл 
il ii и к. i ;i il i .ni булиб, y.'Ui i» un инторнлллл чи »ими *рклл 1>у глеллк nxruôptiü, чоклн
ИПТОрНЛЛДЛ ХЛЧ > | > И Л . ' Ш .

A l ;i|> ю гклрлгиин <)>;» p ;i « j ic í ik ,  Г»л p ил к i. la  iio.ii ;i ю т  Г>ч. |млгли а  ■, а  ■........a i  ллр
к

( t l l i l l l l  C t ^ T ' - O )  > 4V U  К у р Л Л . Н ' Т Г Л Н  ' l l ' K . ' l l l  ОКИ Ч О К О Н  l l l l l  К ' Р М Л Л Д Л Н  ( ). l  И I I I . '  i  II .V l l l l l l l

I  -- Il

блрчл к itим;i гллрнда

i.i + ai.v fa...»'' | ... + ati-r* 0
uiiiiHH i урин.ш  Гплиш и корак. А м м о  л.и efipniiuiir iicociiti ю оромленгл к \ p ; i Г>\ теш лик 
л- пинг кун fn . ir a  к тл кн и м лтнллгни л  \рннли !>> чиддиш  ю к о р л л л т  фикрнн 
ноботллнди

2. У 11 if>y
*.1 к , \  I:  \ 

f  . ‘ ..........с ' . к ¥=к,, i / /

ф  VIIК 11 H Н.1 Л р НОТ Л. 1 Г Л H I  lili I ер llil.'l ДЛ ЧИ illK.HI чрк.ш
Г » у н и  i i o f m i  « п н и  у ч \ н  ш \  ф \ н к ц н я л л р  /  н н г о р н л л д а  ч и  h i k , m i  С ю м н к  ( i ÿ . i o i i n  д о и л и к ,  

Я 1 . 1 П 1  Г) 11 f i л а к т л л  т ь ' п л  г о н г  6 v. ' i  м л 1  л и  m y i u a i i  o n .  o t - ,  . . . а .  о п н л а р  м л н ж у л к н .  

/  м н  г о р н л л д л

/ '( v i а , с  1 -| а , с  ‘ f  ... 4- n j - ' '  О

Л ИМ! Н Г Ч p 11 II. I II fjy  il li II II II III lili I 4 Л II TOMOHI1 1Л ГурГЛИ <J»\ Il К ПНЯ КЛЛ )ЛК\Н\ЛД fn .lllf), \ ЦДЛ
/ 1 ( Î =  ct i, ... , /\ (л )= оп . Г> 1-.юммл1л кура /"(.V) -О л й н тп  Оажарилгл, ундлн 
а  i =  а .- «  ... = а , =  0 коллб чикали. Ь у  ю л си, ... . а .  л л ритм i лнллнншигл .чид. Дом л к. 
борилглн функцняллр I  ннюрнллдл Ч Н Ч Н К Л Н  чрк.'Ш.

3. Аглр А*.. / к i •/ / Г>улол, у т б у

(Г*.!))

ф \ Н К Н Н Л Л Л р  Il \ I H o p i l i i  / I IH  И 'р н л л д л  411 U 1 К . I < Г 1 | 'КЛ М . N . I .• I р  4 l l . t l l K . l l l  Л (Н .1 И К  б У Л О Н Н  

д о и л н к .  1>\ \ о л л л  б н р  и л к ы л  н о . 'п  л  i o i i i  П \ л \ 1л 1л л  н п н д л л  си. а>. . . . Л =  .s-, -4

f . -f-•>,. 1 1> опнллр м л л ж \д  Гпллд нкн . (5 .9 ) шин I -и\.ч фупкиннллрнни мог 
р липш лл  а», а .......... гл. 2-нул фумккннллринм <гч ( ( . а Ч( ( .,, ... , , , i (  | гл на

Х.К. o.Mipin U\л ФУНК11..НЛЛ|.Н11Н ( ^  , . v  , , v  , i , r i |;|

к^ и ай ти р и б  куш еак, н а т л ж л л а  уш б у

/•(.v) =  У ,  ( л | <■ 1 '  \  l ) . A x W :'  +...  -f ÿ f,<u<'V « 0

л üiiMíiTiin м н  ил киллмн ;. I>v орлл Q t (дг), í / . ( r ) . .... (У ,.Ш  - 'ар  V1l,*‘ рлшннда г.чргиГж s,, 
s-. ... . s,, ллрдлн ufinpai Гп '.плн  кунхлл.'1лрлнр, Иил i -лемчлгл куря т у  лнпннгдли 
V i (- c ) ,  у . ( л ) .  . Q , ( v )  к \ н \л д л л р  / ннм'рплллл лйнлл но .на  г«чп Лулшни ко. i и П 
ч и к а л и . HI.IH1 0а[>ча ч , .  а.-. .. . rt„ eou.iap ш к п а  т о т  f>\.iuiuu кол и ó чиклдм. [i\ »гл 
н ы л и н т  Д ом лк. (Г, '1| ф \ 11к л и ял л р  онгю маои / ннюрнллдл чи ш клн  »рк.ш ф\нкцннллр 
i'iiOTOMaoH.taii нГшра i

4 t I X Г Hi > p 11 II I  НИ ЮрИЛЛДЛ yill6\ !, COSA. 0OS¿ '̂  фуИКИННЛЛр 4ll.Ulk.1ll Г)( и . I икл  II |>. 

Х л к м к л  i ли. ri, • I + п., • oc»s V t а , • r»>s* - 0 ифодлдл o ¡ i = l , a . > - = l , a t =  - 2  доли, ir л. 

гри roHOSIO I [»II ЯДЛП1 14 0ON У 2m .s* ^ (Г)\ИЛЛ Л' Il \ I нори II ) Л lili ЛИ I XO0II.I 6\.1ЛЛЛ.



Л\ а ш к . I. 11 \ I игрнй I пн И'рва.мя ч | (лг| сомч ч >(д ) — мил ф\ нкинн.шр ч т и к . т
^рк.'т чканн т  Гхи.'ьнк'Щ!,

2. ИчгнОрий I  ннгч'|ж;1.|да 1(: ( \-) =  I . | | . . (» )-  ŝ Il.̂ r, <| |( V) — и“* ф \ пмшилар чн

И1 К. и! (ни ,|ик «канн игГкп.чат ни
Л. Кандай ни Н'риалда ц | ( \ I : I. 1ул'. с|,(л) мч'А' ф> нкцшиар чнчнк.т 

биг.шк будадк?
4. У ш Гл  1||(Д) ~ А\ Ч < V ) ^Л\ 1|ч(А) ;н т  4111 Д- фуикинядар  ЧПЧИк.ЧИ >|) К,'1 Л МII 1‘К 11 

|||||. 1 1 1 к м и > Кан.чай питерца.! 1 а-1
3 . Ю к о р  И Д<1 ф \ 'Н К Ц Н Я .1 л р М И И Г  Ч И Л И КЛ И  б о Г Л И К Л И Г М  1$;1 '¿р К Л Н Л Н ГИ

чекмифиллн. Гскширшп '[¡I ьриф бу йича олиб борилди. Агар <| | (л-) ......
функцнялар / ингерналда аннкланган ка уллукам  булишидаи 

ташкари ина баъ:ш шартларнн каннатлантнрса, текширнш соддала-
ш, 1лн. 111\ максадла '| | (л ) ......... »|*(л*) функцнялар / интсрвалда
(Д-— | ) -тартибгача у:и\кеи:* хосилаларга ¿га булсин, дейлнк, яьпи 

(д )  ̂ 1 ( /). Ушбу
•|| (|„ . • «и

Г(л- = №■ |(||, ч,, ■■ - 4*1 = Ч1 ъ  ■• Чк (Г). 10)

м!1 ч;* ’ ... ч ?  "
детерминант Вронский детерминант ёкн вронскиан дойилади.

5.4- теорема. Агар <| 1 (.V), -О функцнялар I интернал-
да налипли боглик, булиб, ( к — I ) -шртиагача у.члуксиз .уосилилирги 
ч,'(1 булса. у %олда I интсрвалда бу функциялардан ту:шл,'ан Вронский 
детерминант айнан нолса тенг булади.

к
П с б о т .  Теореманинг шаргнга кура, a^, а-........ а*. а ,2 / О

]
лар учун / ингерналда

а ц | ч  (.V ) - Ь а-^ (х )  ... +  а * ч * ( х )  э ( )

айният уринли. Унн ( к — \) марта дифференциаллаб, 
а\ц |<Д') f  ао1| (̂л ) + .•• + а*<|*и) = 0.

"  (л) + а ,.|Г  “ (Д-1 Ь . .+ а „ . | (£ " ( л )  О.
айниятларни чоенл кнламиз. Ьу айниятларни а к  а :>........ а* .'1ар1а
ннебатан тенгламаларнннг бир жннелм системасн деб караш мумкнн. 

к
Дммо ^  гх ‘ ф 0 булгапи учун бу система ф нииалмас ( гриппа.I

. I
булмаган) ечимга '¿га. Ллгебрадаги мл'ь-чум тсоремадан системанинг 
дечерминаити (Я 1.1М1 Вронский дегерммнанти) аниаи мо.па ими 
б\.'шиш кслиб чикади.

Э с л  а г м а . Исбо! ¿тилган теорема функиинларнинг чизиклн 
боглик бу ними учун факат ларурий шарши берадм. Ьошкача 
айтганда, агар бирор / иитериалда (/.’— !) марта у:иукси:$
дифференциалланунчи | ( ) ,  «(¿(.V)........... ц-* (л*) функциялардан
кчилган Вронский детерминант айнан иолга тент булся. бундам



у фунцинларнинг чизикли богликлиги, умуман айтганда, кол и б 
чикмайди.

Масалан, куйидаги иккн функцияни олайлик (34-чизма)
I  — {х — 2 }2, (34-чизмада

 ̂ ( П. 2 ^ х <  4, Л В С  чизмги)
f I), 2, (34- чнзмада

u _ 2 > 2, 2 < х < 4 ,  O BC i чизнги).

Бу функциялар учун fф,» ф2| = л о
бовосита хисоблаб курнш мумкинки, узлуксиз <f-1 <лг), (л-) функция- 
лар учун ф, (2) =({■’, , ( 2), фм  (2 )= (^ .  (2 ). Демак. ф, ва ф2 функ­
циялар х =  2 нуктада, шу билан бирга О ^дг^  4 ораликда узлуксиз 
дифференциалланувчн. Кола ворса, 2 да

W  = -  (х -  2 V  
~ 2 ( х  — 2)

=  0, 4 да W = s ( ) .
О (х - 2Г
0 2(х--2)

Демак. О ^ д г ^  4 ораликда №|ф|, 
ф21 =  0. A mmo q ii(x ), ф2(лг) функ­
циялар шу ораликда чизикли 
чркли (34- чизма). Хакикат.-ш. 
0 ^ х ^ 2  ораликда ос|ф| (*)-}- 
-+-а2ф2(д:) ==() айннятдан a i= 0 ,  
2 ^ х ^ 4  ораликда шу айниятдан 
а 2 =  0 келиб чикади.

4. 5.5-теорема. Агар ф|(х),
<|2( * ) ...........  q «< д:) функциялар
(5.2) тснгламанинг I интервалда 
аницлангин на тегишли бюшлан- 
гич шар гни цаноатлинтирадиган 
ечимлари булир. улардан тузил- 
ган Вронский детерминант бирор 
х =  хи, дги 6 / нук,тада нолга тенг 
булса, у холда I интервалда
Щц>\, • •• . фя | =  0  в а  ф2(дг)...........
ф,,(х) функциялар чизицли бог- 

булади.
Ю корнда иебот этнлган 5.4-тоорема чизикли богликликнинг 

зарурий шартини, бу 5.5-теорема чса етарлн шаргни боради. 
И е б о т .  Уш бу тенгламаларни курамиз:

34- чш ча

ct,<|| U (l) + a,q .,(x l() +  ... +  a„q4U J  = ° .  

Mi (X..) -f <*»)+••• +  a „ф„ U 0) =  0,
(5.11)

а,ф|(0 I ) (A-„) ■+- а>ч-Г "  (Jf„) +■ . + « „ '1,Г " U,> =<»•



by еистемада a i, aj, ... , a„ ларни номаълум деб караймиз. (5 .1 1) сис-
теманинг детерминант U % i (х » ).........<j,r(xo) |=  W(Xn) = 0  булгани
\ чум mis сиетеманинг мол г а тенг булмагаи (тривиалмас) ечммлари 
хам бор. Улардан бирортасм a'i, a :<........а,; булеин. Энди ушбу

<|)(х) =а°»|ч (х) - f-afyaU ) + ... +  а^фп(х) <5.12)

функ тяни  курайлик. Ьу функция 5.1-натижага кура / интервалда 
аникланган булиб, (5.2') тенгламанинг ечимидан иборат. q (х) 
функция учун бошлангич тартлар куймдагича ёзиладн:

/I
<И*(|) =  1 a,q,(x()).

(5.13)
п

Ч 1,1 Uu) =  -  a , < | (А‘,,), / — 1. 2........ п — 1.
< -= I

(5.1 1| муносабатларга кура, рашнанки, <j <jfo> =  (). ф'(х<>)=0.........
q,1" |5(д:,,)= (). Теоремами исбот ^тиш учун q .(x }= 0 , х£/ чканини 
куреатнш лозим. Аммо 11мка[) теоремаеига кура фа кат ф(х) ~-~0 х£/ 
ечммгина q (х„) =  q' (лго) =... =  (|1,1 "(.v (1)= 0  бошлангич шартларни

Ц
камоатлантирадм. Демак. q (A )= 0 ,  х£/. Бундам ^  (а ; )2Ф 0  тснг-

I 1
сизликка кура q-i(x), (х ), ... , q^U ) функцияларнинг / интервалда 
чишкли богликлиги келиб чикади. Энди, агар q (х) фупкциядан 
{п — 1) -тартмбгача хоемлалар олсак, п та айнмятга чга буламиз. 
Унинг детермммамтм U |̂qi, ... , q « |--0. х£/ булади.

5.6- теорема. (5.2") тенгламанинг I интервалда аникланган ijmU).
q ^ x ) ...... q „ (х ) ечимлари чи:шк,лы эркли булиши учун бу ечимлардан
ту:шлгин Вронский детерминанты I  интервалнинг бшрор хм нук,тисш)а 
нилдан фирк,ли булиши ларур ва етарлы. I lly  пилан бирга агар 
W (x „) 5^0 булса. у %олди W {x ) ф-0, х£/; агар W (x о) = 0, х£/ булса, 
у х,олда Ц / (х )= 0, х£/ булади.

И с б о т .  (•тардилнгн. дейлмк. ч ч (х ), (дг) ...........
(|„(л ) ечммларнммг чизикли *рклн ^канини курсатамиз. Бу ечимлар

п
чизикли боглик булсин, яъни a i, а.2........a„, ( % ) Ф А )  лар учун

г I
/ интервалда

a.q [ (A') + a L»q l>(x) -f... +  ««*1« <•*■) = ()
апн ият \римлм. Ундан (//— 1)-тартмбгача хосилалар олмб, х =  Ам 
дейммз:

a,q i(A()) -f a 2q-»U>) -h...4 -«,,qv,(A„) = 0

a ,4 ,'" 11 <x„) -f 11 (A-J +  ... +  *„4«.......U J  =0,
n

бундам X  rtf Ф ( )  булгани учун U7 (.vf)) — С) чканн коли б чикади. Ьу
; г-. |

чса 1Г(Хп) Ф  0 га зид. Демак. U" ( a.i ) /  0 булса. q i (а ) , цА а ) ...... q«(x)



о ч и м л а р  ч и л и к л н  ¿ р к л п .  A m m o  U"(A|>) ? И )  б у д е а ,  W  ( а )  Ф  0 ,  а £ /  
б у л и п ш  \ ; i m  к е л н б  ч и к а д и .  Х а к и  к а т а н ,  а г а р  U/ '(A| ) = 0 ,  ал ф х »  б у д е а ,  
б у н д а н  / д а  U / ( a )  = 0 ,  м а с а л а н ,  а  =  а,> д а  ч а м  V/ ( Ао )  —  0  ¿ к а н н  ч и к а л и ,  
б у  -к* a  W'(a<>) ф О  г а  ч и д .

3  а  () у  р  л  и г и . <| | ( А ' ) , <| j  ( л  ) ...........<| „  ( а ) ф у н к ц и я д а р  / и i n  е р н а л д а
(5.2') чепгламанинг чизикли ¿ркли ечимлари булспн. У \олда 
W{xv) Ф  0 булади. Акс холда И>'(Ао) = 0  лап № (а) =.(), а£/ на ломак,
i |.i ( a ) ,  <|'l>(a ) ......... <|„ ( а ) ечимларнинг чизнклн боглнклиги келиб чикар
¿ д н .  Т е о р е м а  т у д а  не  б о т  б у л д и .

5. Ушбу <|i (a ), ||г(А)........<(«(•'■) ф\икциялар / ннтервадда {5.2')
т е н г д а м а н и н г  ( a <i £ /)

< || {А . , )  =  1. ( j . j ( A „ )  = 0 ...........<|«(A ,|) = 0 ,
i | i ( A i > ) = { ) ,  ( j . j ( A „ ) = l ...........( | ;( (А|)) = 0 ,

11 ( .V11 > = 0 ,  l ' { X tl) = U ......... "  ( An ) ”  1 ,

бошдашич шартларни каноатдантирунчи ечимларп будсин. Энди 
( 5 . 2 ' )  тенгдаманн

— — Р\ U )//" р-Лх)уУ,> | {А )(/ — р,Лх)у
куриншида ёлсак. б\ тенгдаманинг унг томони //, у\ ... . у '"  11 ларга 
нисбатан ихтиёрий ео.чада Липшиц мгартпни каноатлантиралп. 
Куринадики, D,l t ->dR"i 2 ео.чада Пикар чеоремаспнннг юкоридагн 
шартлариинг чар бирини каноачлантнрадшан ягона ечими мавж\д. 
111VHIf l ir  V4VH

U % i U > ) .......

0 ... о
1 ... о

о о

=  1 /Л)

г е н г е и н д и к к а  к у р а  / / - г а р т н б л н  ч и л н к л н  б н р  ж н н е л н  д и ф ф е р е н ц и а л  
т е п г л а м а и и н г  п  т а  ч и :ш к ,л и  ;->ркли е ч и м л а р п  м а и ж у д .

Э н д и  у . м у м и й  е ч н м  ч а к н д а г н  т е о р е м а м и  к е л т н р а м и л .
5 . 7 - т е о р е м а .  А г а р  < | i ( A ) ,  <j - ( а ) .............< | „ ( а )  ф у н к ц и я л и р  ( о . 2 ' )

д и ф ф е р е н ц и а л  г е н г л а м а н и н г  / и н т е р п и л ( ) а  а н и к ,л и н г а н  ч и :и щ л и  э р к л и  
е ч и м л а р и  п у л с а ,  у  .уол< )а у м у м и й  е ч и м  у ш б у

у  =  (■ И| I ( A )  -j~ С 2Ц '> ( А  ) +  ... 4  'I ( л‘ ) 1 5. I '1 )

( C l ,  С->.......... С „  и х т и ё р и й  > . ц а р м а с д а р )  ф о р м у л а  б и л а н  ё :ш л а < )и .
П  е  б  о  г . <| | ( а ) , i| L. ( а ) .........<| „ ( а ) ф у н к ц и я . !  а р  / ш  п е р  н а л  д а  ч н . ч н к л и

¿ р к л и  б у л г а н и  у ч у й  U % , ,  /д., ... , у „ \ Ф  0 ,  а £ / .  М а с а л а н ,  а „ £ /  н у к т а д а  
ч а м  \ № ( х и ) Ф ( ) .  Э и д п  // =  < | ( а ) ,  а £ /  ф у н к ц и я  ( 5 . 2 ' )  ч ч ' н г л а м а н н и г  
и х т и ё р и й  б о ш л а н г п ч  ш а р т н п ,  я ь н и

(| ( А „ )  = / / „ ,  ( | ' ( А и )  = // , ' . ........... "  "  ( А „ )  = у п '  "

м у н о с а б а т л а р и и  к а н о а ч л а н ч ч ф а д п г л н  е ч и м и  б у л с и и .  Б у н д а  и к к м  
ч о л и и  к а р а ш  л о з и м  б у л а д и .  А й к а л о  / и п г е р н а л д а  <| ( а )  — 0  б у л и ш н  
м у м к н и .  Б у е ч и м  ( 5 . 1 1 )  ф о р м у д а д а н  ( C i  =-•• С> —  ... =  С „  =  0  б у л г а н д а  ) 
х о с и л  б у л а д и .  Э н д и  ц ( а )  ¡ ^ 0 ,  а £ /  б у а с и и .  ( 5 . 1 4 )  г а  к \ р а :



Mi=  f'iM i <л'иi "H ('¿‘I.* (A'«i* ••• + -̂i'i.i (A’d) ■ 
—C,«!, (x„) \ С.ц. I .v„ ~b C„<|„ (A'„ ),

(5.15)

mV" "  = ^ ,ч ! ' ' " U J - и ч г  u j  I ... I c , c  "(A-,,).

К ур н д а ёп  in холла (5 .15) е и п е м а  C i, ( Ï j ,  ... , л ар га  ииебатан 
д е к ’рминантн U ( л с ) Ф-0 булган  бнр жмнсли б у л м а га н  снстемаднр. 
1»у система ягона ( '¡ ,  (У,......... С'п ечимга чга. Л о м а к . (| (л-) —

- С,1») i (л-) -+- 0 |  .’ (.V) +  ... -f ( " у  „ ( л-) . Олнмгам i|(.v ) ечим и м п е ­
рии Оошлаш ич ш ар i ни каноа i. i.iii i н рад mi ан с од, ui ( i рнинадмас ) 
ечим ó v .iia im  уч>и (5.14) формула ум ум ии ечим  формулаен • 
лир. Георема нсбот булли.

Бнд юкорила п га чичнкли *ркли гчи м лар  ( (5 .2 ' ) генглама \ ч\ н ) 
м анжу ллш  и ни к у pea i лик. In  н дан (5 .2 ') геиглама нннг чи ш кл  и чркли 
ечнмларн макснмал сони п дан нам ^ м а с л и т  колнб чикали . Аммо 
и iap in 6 .n i чи.ш кли бнр жмислн (5 .2 ') тен глам ам п ш  чп uik .iii чрклн 
ечнмларн сони и дан оргик бу'ла олмаидн. Х а к и к а т а н , исбо| умни 
учуй (5 .2 ') генгламамннг и.миёрмн (/ í- (- I) га ечнм и ч ш и к л н  бхи ли к  
тканина исбог -л нш етарли.

'I I (А ) , ч _>(А')....... <1 „ (А'), ч „  , I ( A'). A'Ç / фу н кц и ял ар  (5 .2 ') тенглама-
II ни г ечнмларн булсин. Ai ар ц , ( л ) . <| .(л  ) ........<| „ < а* >. л£  / ф ункцнялар
Ч1МНКЛИ -»рклм булса , у холла юкормда нсбоглам ган  5.7-тооромага 
кура  шундан (й . í. 'j.........\ и ар м ас  сонлар гомнлалнкм , \шб\

« I,. , ( V) -=-С;М| (л ) + Q , . , U )  - f- . +  O l J - v ) .  А-Ç/

a нпиятга чга буVia \ми. Бу нда im j i (а-) .......ц »и i ( а- ) очи мл ар / инторнал-
да чи.ш кли боглнк '¿каин келнб чикали. А гар  <|i(a‘ ), <|:-(а'). ... , <|„(а) 
ф ункц нялар  I да чнчнклм бо гли к  булса , v холла

ащ  i(A-) + c c j i | jU )  -h-..-)- Gt„q ,1 САГ) =  0, x £ t .  1  %  yM)
» i

a и h и я г y рнпли. Л ом ак .

cti'i i (A') -} ... + a„i|r, (a-) f  ( )н |„  , i (.V) == 0. x £ !

а и и и я 1 хам уринлн. Бундам яма <|i(.v)..........< |/ ,,i(a ) ечимларнинг
/ ш перналда чн:ш кли боглнклнгм  келнб чнкалм .

S\ ;i ni к \i ;ip <| i (л'|, <| .(.г ). . . <|,. , 1 1XI ф\ нк ни я. i ;i р I h h i ери;!.1 .1.1 |.‘i '2') lein .'i.im.i 
и и и г нчпн-рнн lu ( I I i.i гчими С)\.нм, \ vo.i.iíi ni \ I и HTi'piiii. I .i;i h|)i)Ikkh;iii U'h ,. 
i | , 11 0 <K.i и и и и ih'Oom.iiii

5 .2 - г a i, p h (() . п-тиртиплн чи:ш к и1 im p ж и н сл и  дифференциал
i сн.'ламинин,’ чи:шк,ли jpK .in  ечимлари  <|i(.v). <| •.>(*).........< |"(л), аг£/
ечимларнинг фцндаменгал системиси деииладн.

1>\ та '1.рнф|'а на 5.7-теоремага кура бир ж м нели  дифференциал 
1 епг.1ам анпп 1 \мумии е ч и м ш т  гонпш учу н ф умдамен i ад cMC'ieMaia 
нч m u.ni \амма ечнмларнм млтмёрий y$rapM ae.’iap i а к уп ан ш р н б  
к\ шиш керак.



М и с о л л .1 р . I. у " -f- к 'у  — t), к /• О тешлача учуй 4 1 <*) = сон/гдг, ч ¿ (х ) =  sinfer 
функциилар нхтиёрий / ннгервалда ечим б\лади. Бу функцннларнннг Вронский 
Леторминанти

W [x ) =
cos кх sin kx
- Arsin кх ¿eos кх

= к *.()

Демак, costo на sinto фундачентал системами та ш кил »тали. У холда учучнн счич 
б>ндан ешлади:

í/ =  CiCos кх !  С -sin кх.

2 . у "’ — к 2 у ’ = 0 . к >  0 тон i лама учуй <|, (*) =  I , <| -¡{х) = е 11' , <| ((д) «= е *" функции- 
лар ихтнорий I интерналда фуидаментлл система буладн. Хакикатан. б\ функциилар- 
н ни г ечим тканин и беносига гекшириб бнлнш м \ чкнн. Энли нронскнанни хисоблайлнк:

, l i t  l /> 1 e  e ксь'~ к е  bt
0 kckl ~ k e =

0 k2i‘kx k'e k i- k v

= *•’ = 2*' *0  (> 0).

Домак, I , с*', <■ *' функциилар ф\ ила мен гал снсте манн i ашкнл »гади. II! \ ниш у чу и 
умумнй ечим

у = с,-\ с . / ч  с *
курннишда едилади 

,'1. Ушбу

Ч i (*>
( о. о
I (Г- 2)'. 2

функциилар 4 ораликла дифференциал.юнунчи на чишкли -фкли. А ччо  улар
кочффнцнентлари |<).4| да уплукои б\'лган бирорга хам дгффереициал тенгллчаиинг 
очнми »час (34- чилма). Масалан, i|i(.t) функниини гекширайлнк. Агар б\ функции 
бирор иккинчи тартнбли чиднкли бир жмнели дифференциал генмачанннг ечимн 
булса. -г„ =  3 нуктада <(| (3 )= (). 4 Í(3 |= 0  бошлаигич шартларпи олишнчш ч\чкин 
Бундам ечим неона будишн керак Иккинчи томонлан. дги=3 нукгада трнвиал ечим 
Ч (.<•)=() учун хам ч ( 1 = (), ч '(3 )= ( )  бошлсПП'нч шартлар бажарилшии лош ч. Бу 
чанжудлик на шоналик теорсчасига «ид. Шуига ухшаш, <|. (л) функция хам хеч бир 
иккинчи таргибди бир жинсли дифференциал тенглнчаниш ечнми >час. Чунки 
у ч i (*> н;| У — Ч (-«■) функциилар х =  2 ну к гада иккинчи i ap iиблн xom.iai а и а »час 
Чакика гаи.

Ч | 12) - - 2. ч'| . (2)= 0; <|_, <2) = 0. . 12> = :>

Яна ni\ни кайд килами »ки. б\ на ч.'<*1 ф\нкцнидар учннчн тартбли чи.шкли
дифференциал гешлачанинг ечичи була олмайди. чунки чЛ * ) на **.■ ( )  функциилар 
ниш ,г =  2 н укгад ат учннчи на уидан юкорн гартнбли хосилалари чанжуд ччас

ti. 5.8- теорема. Агар бирор i интервалди аниц.шнгин <j i U ) . «i , 
.. . <j„(x) функциилар чи:шк,ли .чркли булиб, п марта у.члукси.ч 
дифференциалланунчи булса, у .\o.uhi бу функция.шр ягона 
п-тартибли чи:ш/\.1и пир жинсли дифференциал тенглими ечимлири- 
нинг фундаментал системиси пула<)и.

И с б о т .  Верилган фунламентал смстемага ушбу иккита чизикли 
бир жинсли лифференниал пчплама \кх- келсин лиилик:

Ци" + Р А Х )У Ы п - ...+ / )«и И у  =  0. <г>. ](i)
y u,) +  q i(x )y in 11 — ..- ~\~ Qn (л-) í/ =  0. ( ”>. 171



бу ерла p '(x )£ C Ü ),  q , {x )^ C { l) .  / =  1. 2........ п. Энди p ,(x )= q ,{x ) ,
/=1, 2........ п, х£/ эканини исботлаймич. Унинг учун (5.Н>) дан
(Г). 17) ни хадма-хад аиирамич:

\р\ (А) — Î/1 (а ) [(/'" "  +  ...Ч  \р,Лх) — £/„(Л') |î/ =  0- (Г). 18)
Бу дифференциал тенглама хам (5.16), (5.17) тенгламалар каби 
q , (х ) , <|l'U ) ,  ... , ечимларга эга. (5.18) тенгламада бирор
/ ( I ^  ^  /I ) учуй PiiXu) —q,{Xw) А 0, XnÇJ булсин. У холла 
р,(х) — q,{x) коэффициент х ниш егарли кичик атрофида поддан 
фаркли булади. Демак, х„ пинг старли кичик атрофида 
р \ {х )— q\(x) О булганда (5.18) тенглама (« - - ! )  тартибли
булади ва у п та ч и .чикл и эрклн {х ) , <|^(^).......»Ь (* ) ечимларга эга
б\днши керак. Бу чидднятдир. Шундай кнлиб. p , (x )~ q , (x ) ,  x£ l.

Фундаментал система мое чичикли бир жинсли дифференциал 
тенгламани туда аниклагани учун бу дифференциал генгла мани 
тоинш масаласини купи т мумкин.

Эндн (| | (а ) . , ... , <| .,{*) функцнялар / интервалда аникланган 
булнб, ечимларнинг фунламентал системасннн ташкил этснн дейлик. 
П'хтиёрий (|(а ), а•£/ ечим шу фуикциялар билан чичикли боглик 
будганн учун <|iU), 4-2U ) .  ••• » 4'«U‘). <| (* )  функцнядлрдлн гучндган 
вронскиан айнан нодга темг булади (î/, =  4 , (* ) ,  у =  ̂ (х ))\

ЩУх. У 2......... //„• //| =

У\ у. •• • У, У

Ух у, . ■ ■ У„ У

у ' Г " à ” " ■ у):' ' у ' " “

у 'Г уШ у т

=  0. (5.19)

Аслида бич ичданган дифференциал тенгламани ёчдик. Бу 
тенглама чичикли бир жинсли эканига ишониш учун (5.19) даги 
детермннантни охирги уступ элементлари буйича ёимич:

ih......... М, I

У х У -1 • ■ ■ У п

у \ у >  ■ ■ ■ У „

21
.  L f i "  21

у \ ' "  У
( " I

■ / Г

+ D"
У\ У-1 ■- У„

У;'" У Г  ■■ 1
у = 0. (5.20)

Равшанки, чичикли чркли ечимлар учун Щу\, y-i.......у „ | ^ 0. Шунинг
учун (5.20) тенгламанинг хамма хадларини W\yir у2.........у„\ га



буламип. 1Бггижада (Г).2) куринишдаги теиглама хосил булади. 
Маеалан, (Г).2) лаги р\(х) учун ушбу

У\ ••• У„

рх <-0 =

У\ у

У\ -  Уп 

1П'/|. • .'/„I

муносабат чикади. Бундам нронскиан учун мухнм формула чикариш 
мумкин. Унннг учуй айкал

У\ -•• У»

¥ ( Х
их ) -  ‘1 с/х у ! " " ' 1 

уТ 11

- у 1"

■■ у1:  11

У\ {!■■ •■ ■ Уп

У\ \к ■■ ■ Уп

А«~ 2) ,А'1 2|'I ¡к
у\"' у>/' . .

■ ■ у1Г *

■ уТ
айният урннли эканига ипюнч \осил килами:». П ул члементлари 
буйича детерминант хосилаеини оламил:

У2 •■ ■ У„

у\ У> ■■ ■ У„

у ? 2) ■ у': 21
У\" 1) У ? 1 . . '/ Г  11

+

У\ У-2 •- ■ Уп

У\ У’ ■■ ■ Уп

У\ У.> ■■ ■ Уп

У? 2| 21 ■ ;/Г 2)

/ Г 1) У? 1 ■ ■у': 11

+

У\ У> •■ ■ Уп У\ У> ■■ ■ У„
У\ у-2 •■ ■ Уп У\ У-2 ■■ ■ У„

+ .. .+ ч
у[" 1) ■ у 1:  11 у {Г ' * ' уУ 2) ■ у{:  ”
У? “  У? - 1) ■■Уп " у Г  у

ч)> . . ■ уТ

Равшанки, иронскианнинг хосилаеи п та я-тартибли детерминаитлар 
йигиндиендан нборат булиб охиргисидан аввалгн ( /I — 1) таеиминг 
хар бири 2 та бир хил йул элементларга эга. Шунинг учун улар мол га 
теш- булиб, факат охирги детерминант колади. 1>у чса илланган
детерминантдир. Шундай килмб, ушбу р\(х) — — ^ <лг) формула

V» ( X }

т



хосил булади. Унн биринчн i артнблн ÿ:u í>руичм.лпри ажралгал 
дмффоролинал голглаm ; i кабм и м то г  p;i.i . i;u tsu i t:

IV 'U ) = C c . *„£/. x£ l.

Бундам .v =  .v,i да C ~  W7(A'n}. Домак,

U- (.V ) -  i n . v j c

формулага íI.immv In  форму.in ()сгрогрш)ский .4нуии.иь номи 
6n.'i;iii л галадп. Остроградскии Диуинллм формулаопдан ш талд ап  
мл i*, i \ м м а т ж а  (яълл  U '(Ли) — i) булгамда U (л ) О . x £ l: 
Vt” (.Vi,) т Ч )  булоа, U (л ) ?U ), х£/ жани колиб чикадп.

Яна бу формуладан пккмичи ч а р тб л н  чи.шклн диффорошшад 
гош л а мал арии ул армии г б п п а  хусусми очи ми ма ълум булгалда 
лнтогра,i.'iaiii учун фойдаланмладм. Хакмкатам ,

//" -VPI (х )у ' ■)■ {>■ (х )у  -----О 
тенгламапин! хутусил очими ц =  \[{х) -/.(), х£/ булсмл. (5.21 ) форму- 
лага кура

13V бирилчл тартнбли диффоренциал темглама бу'либ, уннмг чал

»J* ( -V ) i/

ro.MojMi u =  , га кулал1ирили1ии натнжаеида тулик диффорои
Г(.г)

цлалга колади, ж.ли

Бундам:

и

ОКИ



Э  с л а т м а л а р . I ) Иоалган чм.чиклм бир ж и мели дифференциал тенгламалар 
(албатта кочффиниентлари / да уолукенч булган) чексич куп фундамента.! система 
ларга чга.

2) Aiap Ч|(дг). <|.>U). ... . Чп (ж ), x £ l ф\нкииялар ихтнёрий //-марта узлукси» 
дифференциаллануьчн чизикли эркли булса. у холла бу ф\нкциилар1а мое чизикли бир
жинсли дифференциал тошламада //"' олдндаги коэффициент W|i)i....... i|„| поддан
фаркли булсин деб тар т  куйилиши лочн.ч. Акс холла ^ Ц )  — 0 тешлачани каноатлаи 
тирадиган нукталар rei ншлн дифференциал теш л а манит махсус н\кталари булалн.

М и с о л . Фупдаментал системней , (х) *= cos «>дг, i| ̂  (дг) =  sin «>г булга и дифферен­
циал тенглама тузилеин. (Г).20) формулага кура

СО.Чт.Г sirhDjr у

— wsirii .i* <i)cosour у '

— ui^cosmjr —  m^siiHi)* у ’’

=  0 ёки
lOSIfl с» X (iK'OS in X

[у —

W  v
— UISU1 <1)ДГ

ftундан:
му" + ш'у =  0 ёки у" +- м1у =  0.

Ш уша ухшанг фундамента.'! енстемаеи Ц|(х) =  I, <|̂ (дг) = cos* булган дифферен- 
циал тенглама х ф  кя ( k бутун сон) да у "  — (c ly j)i/ ' = 0  дифференциал тенгламадан 
иборат эканини курсатиш мумкнн.

7. Ьу баидда чизикли бир жинсли генглампларнинг таргибнни 
камайтириш масаласи билан шугулланамиз.

(5.2) тенглама у, у\ ... , у '“ 1 ларга ниебатан биринчи тартибли бир 
жинсли булгани учун у =  е^{хи' алмаштнриш (4-боб, 4-§ га каранг) 
тенгламанннг тартибини биттага камайтирадн. Аммо хосил булган 
дифференциал тенглама г га ниебатан чизикли булмайди. by купинча 
максадга мувофик булмайди. 1 Пу муноеабат билан бошка усулни, 
яьни баъзи хусусий ечнмлар маълум булганда тенглама тартибнни 
камайтириш усулини баён этамиз.

5.9- теорема. Агар п-тартибли чизикли бир жинсли дифференциал 
тенгламанннг г та чи:шк,ли эркли хусусий ечимлари маълум булса, 
у халда тенгламанинг тартиби г бирликки кимайтирилиши мумкин.

И с б о т .  Ма 1>лумки, «тартибли чизикли бир жинсли дифферен­
циал тенгламани интеграллаш учун уиинг п та чизикли эркли 
ечимларини (ечимларининг фундамемтал системасини) тоииш керак. 
(5.7-теоремага каранг). Мазкур теорсмада г та чизикли эркли 
ечимлар маьлум булган хол курилипти. Бунда, маълумки, г^.п . Агар 
г =  п булса, ечимларнинг фундамемтал системаси маьлум булади ва 
умумий ечимни бевосита ёзиш мумкин. Теореманинг тасдигига кура, 
г <  п булган дифференциал тенгламани интеграллаш масаласи 
(п — г)-тар гибл и чизикли бир жинсли дифференциал тенгламани 
интеграллаш масаласига келтирилади. Агар (п — г) -тартибли тенгла­
манинг (п — г ) та чизикли эркли ечимлари топилса, бу билан 
берилган тенгламанинг фундамемтал снстемаен тоиилади.

Энди биз г< .п  булган тенглама тартнбини г бирликка камайти­
риш билан шугулланамиз.

Ушбу ф| (х ) , ) , . . . ,  <jr (* ) ,  х£ I функииялар (Г>.2')  тенгламанинг 
чизикли эркли ечимлари булсин. Аввал / да (¿|(дг)=^0 деб.



бажарамиз. Улллг уч\л г — у ёки // =  ц ( (х ) г дейллк. Энди охлрглч I ( ')
алмаштиришни бажарсак а .2 § да айтллгаллдек, телглама яла 
н-тартибли чизлклл бир жинсли дифференциал тенгдамяга кедадл:

I [ х ) г ' " '  -(- ( ¡ ¡ ' (х ) г 1" 11 ,, ( х ) г '+  Л[ц | (х ) |г =  0

Аммо /,|'| 1 (х) ] =  () бу.иани учун, г ' — и деб теигдямялилг хамма 
хаддаринн <р(х) га булсак, и га нисбатал {п — 1) -тартибли чизлклл 
бир жинсли дифференциал тенгламя

и'" 11+ц> (х )ии‘ ' '+ . . . + Цп |Ы=  0 (5.22)
хосид буладл. 1>у (5.22) тешднма (г--- 1) та члзлкди чркдл ечнмларга 
чга. Удар куйидагнча ёзидади:

/«<,.<*) \ /.|:,(х) V /'),('> V 
) '  у ч г <л > / ' ' )

Хакика Гун , удар чизикли богдик будеил дейдик. Унда ^  а,' -/• О 

будганда

) + Ч : : ”  ) + + Ч " " ) = °
будадн. Энди бу телгликни ннгеградласак:

< | , М  . ,
а., +<х, +  ...4 -а , = — а ,,‘ Ч | (*) ' '| 1 (» ) <| | (л )

муноеабатга келамиз (бунда а.\ нн геграллаш узгармаеи). Ьули
а|Ц | (х) сь^ч2(л-) + ... + а,(|«я (х) = 0, х£ /деб ёзсак, ц ( (х ) , ц _>( г ) ........
<!■„(дг) фулкцииларлинг чнзикди эрклллигн хакидаги фаразга зил 
булади. Шундай кидиб, (5.22) телглама (г-- I) та чизикли чрклл 
ечнмларга чга.

(5.22) дифференциал тенгламага яла кжоридаги мулохазаларни 
кудлаб, гартлбили биттага камяйтлрямлз. Ш у усу:] бллял берилгал 
кчлламаллнг тартлбили г гя камантлрлл! мумклл. Теорема лебот- 
лалди.

Л  Л
М  н с о . 1  Дг, 1 |> ч | ( х ) = 1 Ч)м>1Д\ - < < <  | щ >  0) х и лси и  с ш м  Г)\ .и;|.

2(1> 2(и
у "- Ь  и)-’//=  0 ц ч н л а м а н ш п  ум\мий сними томнлсин. //— (с'ом.«л ) г н л м ш ш  при мши 
б аж ар ам н ч  У  \о. 1 л.|.

у ' =  (е о 8 т х ) г ' «и (а н к н х ) г. 

у "  =  г 14)8 и»х)г" -  си( мм <»х) г '  — ш (йнкох)  г ’ —  <.»•’ (со* «их) г.

Г>\ нфодаларнн бсрн .ппн  гснгламш кунмя.ч

(со* и>х)г" — 2 и1 (81 и ш х )г ' — <о'(ооч п)Х) г  +  о г (со н  <ох).г =  0.

Энли  дссак. уш б у
(СОЧ с, .V)« ' -- 2<и (Ч1П (.иг) и - 0 

129



биринчи тартибли чиликли дифференциал тенгламага кел а чт . Уни интеграллаб. 
кунндагинн томамнч:

IJ = 2iuttí и»дг, и

с \Itilul =2wWtK <их) t/jc + InCÍ a= — 2ln Icos «>x| -+ InC Í; и -= -¿' =  4 булгани учун
eos и»х

с, <:\ c\
г ’ =  дан г — - tgmx +  C.,. Агар - = С, десак, у =  (eos шх) г=  (. isiii шх +

t'OS^IDX ,0 01
+ Cacos <iiX келиб чнкади. Бу бернлган тенгламанинг умумий счичндир ((¡-банддагн 
I - мнеолга каранг).

5.3- §. л- ТА РТИ БЛ  И Ч И ЗИ К .Л И  ЬИ Р Ж И Н С Л И  БУ Л М А ГА Н  Т ЕН ГЛ А М А Л А Р

I. л-тартибли чизикли бир жинсли булмаган тенгламалар бир 
жинсли тенгламалардан унг томонида g (x ) функция борлигн билам 
фарк киладм. Шунинг учун (Г>. 1) тенгламанинг умумий ечими хакида 
фикр юритншда (5.2) тонглама ечимлари хакидагн тасдиклардан 
фойдаланамиз.

5.10-теорема. Агар t/ =  \j'U ), х£/ функция (5.1) бир жинсли
булмаган тенгламанинг бирпр хусусий сними булиб, q i (дг), <|Ддг).......
Ч-л(*)> х£1 функциялар тег и шли (5.2) бир жинсли тенгламанинг 
фундаментал системаси булса. у \ол()й бир жинсли булмаган 
тенгламанинг умумий ечими унинг хусусий ечими >|' (а) билан

п
тегишли бир жинсли тенгламанинг умумий ечими ^  C,q;(x) йигин-

I i
Оисидан ибюрат булади, яъни:

II- 2  <:*\ (х ) -+ Ч '(А ') .  (5.23)

И с б о т .  i|(x ) функция (5.1) нннг ечими булгани учун 
/.|q (дг) | =  £Чдг) булади. Энди (5.1) тенгламада

у  =  г +  1|'(х| (5.24)
алмаштирнш бажарайлик. Бундан:

U ix) =  Цу\ =- Ц г  +  Ч' (х Ц =  Цг\ -f (х) ] =  L\z\ +  # (х ).
Демак, /.|г| =  0. Бу (5 .1) га мое бир жинсли тенгламадир. Агар q i (дг), 
q>2(x), ... , Ч/,(дг), х:£/ функциялар фундаментал система будеа.

z =  у  C.q., (лг) ечим (5.2) тенгламанинг ум\мий ечими булади. 
/ =. i

У холда (5.1) тенгламанинг умумий ечимини тониш учун (5.24) ал- 
маттиришда z урннга ифодаеини куйиш кифоя.

Хакикатан, у =  х {х ) (5.1) тенгламанинг / да аникланган иа 
ихтиёрий бошлангич шартни (яъни x U « ) =.V» X 'U » ) — //«• • 
х 1" 11 (Xi.) =í/m" 11 муносабатларнн) каноатлантирадиган ечими 
булсин. (5.23) формуланинг икки томонилан (п — I ) -тартибгача 
хоенлалар олиб, ушбуга эга буламиз {х =  х„ да):



Уо =  2 с,у;и + ф'о,
I - 1 (5.25)

«С '* =  2  С.Й1,;
< I

Агар у\,]— \ / =  О, I, ... , п — 1 булса, (5.25) дан ^ (х « ) # 0  бул- 
гани учун С| =  С;> =  ... =  С, =  0 келиб чикади. Бу бир жинсли 
тенгламанинг тривнал ечимига тугри келади. Шунинг учун 
Х (х )= ^ (л :) ,  х£1 булади. Бу хол кизик эмас. Энди 
ук* фуЬ'* — 1 булсин. Равшанки, бир жинсли булмаган 
тенглама трнвиал ечимга эга эмас, шу сабабдан уо 'ф О , / =  0 , I, . . .  , 

п — I. Демак, (5.25) тенглама С |, С->, ... , С„ ларга нисбатан п та 
биринчи тартнбли алгебраик тенгламаларнинг бир жинсли булмаган 
системасидан иборат. Бу системанинг детерминанти № (хц )ФО . Ш у ­
нинг учун у нгона СУ, С'1....... С« ечимга эга. Демак, ушбу

у>(х) =  2  С “ ф, (л ) +с| (х ) ,  х£ !
1=1

айниятга эга буламиз. Шундай килиб, //(), у'0........у}" 11 бошлангич
кийматлар ихтиёрий булганидан (5.23) формула умумий ечимдан 
иборат булади. Теорема исбот булди.

5.3- на ги ж а .  Агар чи:шк,ли бир жинсли булмаган тенглама­
нинг битта хусусий сними маълум булса. уни интеграллаш масаласи 
тегишли бир жинсли дифференциал тенгламани интеграллашга 
келади.

5 .4 - н а т и ж а . Агар чи:шк,ли бир жинсли булмаган тенглама­
нинг г та хусусий еними ф| (дг), ф И * )...... \\\(х), х£1 маълум булиб,

\|), (* ) — ф *(*). Ф Л * ) — ф *(*)........Ф* | (* )  — Уь(х ), ф* , I (дг) —
— ....... $г{х) — $ ь (х ), I

функциялар чи:шк,ли эркли булса, бир жинсли булмаган тенгламани 
интеграллаш (п-г-\- I )-тартибли бир жинсли тенгламани интеграл- 
лашга келади.

И с б о т .  у  =  ̂ к(х) -\-г десак, г =  у — я|>*(х) булади. Бунда г бир 
жинсли тенгламанинг ечнми. Шунинг учун /у =  ф| (х ), у =  ф2(д:), • •• . 
у — ̂ к 1 (лг). у — ф/, +1 (д:), ... , у =  ̂ г(х) дссак, бир жннелн тенглама 
нинг г — I та ечиминн, яъни

г|= ф |(х ) — \ Ы * ) .  г* =  *М * ) — ••• . -г*_| =  ф*. , (дг) — у>„(х),
г*+ | = ^ ц  (* ) — 1М * ) ,  - г, =  — ф*(х)

ечимларнн \осил киламиз. Бу ечимлар чизикли эркли булганда 
тегишли бир жинсли тенгламанинг тартиби л— I га камайтирилишн 
мумкин. Натижа исбот этилди.



2. Мазкур бандда бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий 
ечимнни топишда мухим роль уйнайдиган Л агранж нинг узе ар мае ни 
вариациялаш  усули билам танишамиз.

Маълумки, бир жинсли тенглама учум умумий ечим унинг чнзикли 
эркли счимларн оркали (5.14) формула билам слилар уди. 
Ж .  Лагранж (5.14) формулада С, лар уриига п,(х) функцинларни 
куйиб, бир жинсли булмаган тенгламанинг ечимини

у =  ^  о ,(х )ц ,(х ) (5.26)
I ■- I

куринишда излаш усулини берган. Ьир жинсли булмаган теиглама- 
нинг ечимини (5.26) куринишда излаш мумкинлиги, нъми а,(х) 
функцинларни бир кийматли тониш мумкинлиги (ундай функциялар- 
нннг мавжудлиги) куйидаги хисоблатлардан куринади.

(5.26) функции ва унинг (п — I ) -тартибгача хосилалари маълум 
тартларни каноатлантириши о,(лг) функцинларнинг мавжуд булиши 
учун етарли булади. Хаки катан <5.2(>) нипг хоеиласими хисоблайлнк:

у '=  1  <т, (х )ч .,(х ) +  1  (Т,'(х)<|\(х).
>=| , - I

Бунда

1  п’ (л')<|; (-V) = 0  (5.27,)
I I

деймнз. Иккинчи тартибли хосиланн хисоблаймиз:
//

У " =  1  ст,(х)1|; (х ) +  X  о-<х)<й(х).
I I I-1

Энди

1  о, (х )%  (х) = 0  (5.27у)
, 1

деймиз. Шунга ухшаш, (п — I ) -тартибгача хосилаларни хнсобласак:

Уы "  =  ^  « ,(* )* ! /" и (А') 4- -  о'<Л')(| (х ),
>1 I I

бунда

V  о^х)«,/'1 21 ( х ) = 0  (5.27,, ,)
.«1

деб оламиз. Навбатдагн у '" '  ни хисоблаймиз:

//"’ =  X  О, (X ) ((■''" (X ) +  I  <т;(х)ф,'" " ( X ) .
I I I I

Юкоридаги (5.271) .......... (5.27„ |) ген гл а мал арии хосил кили ш да
чизикли бир жинсли булмаган дифференциал тенгламадан фойдалан-



мадик. п '{х ) учун охирги муносабатни топишда ундан фойдаллнамиз.
(5.1) тенгламага кжоридаг» чисоблашлардан у, у ', у " ............
у '" 1 дарнинг ифодаларнни куямиз:

^  <тЛх)ч>!*'(х)+ 1 а ](х )^"- п <̂ ) ^ (^) 1  <т, (дг)ф/" 11 (д:>

+ М-*>^ ^ (л)(|)'" 21 и )  ^ +  ... -\-рп , (х )^  ^  а, (х )^  (х) ^ +

+  />„(■*)£ -  <*, ( * Н  и )  ^ =

еки

X о,'(х)Ч!...... (х, +  X  О, (лг)[.(,<'" (х) + Й ',;........(* ) + ••• +
, I I I

+  р„ , (* )« ( , ( * )  +  />„ (ДГ)(|; (Х)\ =  Я ( Х ) .

Аммо бунда» <{■,(*). 1 =  I, 2, ... , п функциялар / да /_(//| =  0 тенглнма- 
»»»[' ечим» булгани сабабл», ушбу

1 о ,(х )ц !"  " ( * )= £ < * )  (Б.27„)
, I

муносабат чосил булади. Шундай килиб, (5.27,), /= 1, 2...........
п систем а га у гам из. к {х )  дан б у система о '{х ) , / =  1, 2...... п л ар га
нисбата» бир ж и пел и чмас. У ниш- детерм» нанти Щ <{.|, ... , <|„| ф (), х £ /. 
Шунннг учун ........а'„ ларни бир кийматли топамиз:

а/(а ) =  (.г), / =  1, 2........п, х£ I.
Бундах:

а, (.г) =$6, ( х ) (1х -\- С,.

Топилган ифодани (5.26) га куямиз:
П

У =  Ц\ (АГ)\Й| {х)с1х-\~... + ((..,,(* )№ «(* )(/*  +  X  С,<|,и)- (5.28)
г I

Бу (5.1) тенгламанинг умумий ечимидир, Ундан С, — С, =  ... =  С„ = 0  
булганда бир жинсли булмагах тенгламанинг ушбу

у =  ц^(х) ^ ,(а ) (/ х + ...  +  (|.'„(а;) ^6„ (х ) г/л' (5.29)

хусусий ечимини топиш мумкин.
Шундай килиб, агар бнр жинсли дифференциал тенгламанинг п та

чизикл» чркл» ечимлари маълум булса, (5.27,), /= 1, 2...........
п система»» тузиб. ухдан (а:)...... 6„ (а-) ларни, сунгра (5.29) форму­
ла ёрдамнда бир жинсли булмаган тенгламанинг хусуснй ечимини 
топамиз.



М и с о л л а р .  I. Ушбу у "  +  м2у — ах, «и=?М), а=?М) дифференциал тенгламанинг 
умумий ечимн ёзилеин.

Мое бир жинсли тенглама у "  мгу =  0 аввал курилган булиб, унинг фундаментал 
сиетемасн costo*, sin ю* фуикцннлардан иборат ка лсмак, умумий ечимн

у =55 Cicosw* +  C^sin to* эдн. Бир жинсли булмаган тенглама учун у — °¿ * функция
О)

хусусий ечнм булади. Бунга бевосита хисоблаб курнб ишониш мумкин. 5.10- теоремага 
кура берилган тенгламанинг умумий ечнми:

у — С | cos мх -j- í.’vsin tn* +  °  x.
to

1-мисолда берилган дифференциал тенгламанинг умумий ечимини узгармасни 
вариацнялаш усули билан томайлик. Ычим у = oi (*)cosw*-f- n-¿ (*) simo* куринишда 
изланадн. o i(* ) .  <t'j(x) лар учун систем.) 6>ндай ёзилади:

(a, (* )cos <■** + o.,(*)s¡n w* =  0,

— п, (*)(!> sin ш* -f a2(*)ci) eos (.»(*) = ax

еки

(о, (* ) eos mx -f- n.¿ (*) sin <■)*=: 0.

O! (* ) sin MX — 02 (*) eos (i)* 3= — — -

Бундаи

■ , , их . - ихa |(-*) = -- -sin (■>(*), a.¿ {x) =  - eos w*.

Интеграллаш натижасида ушбу

, , ах ая , ( * )  =  2cos«i>*— - sin (.иг -f- С ,,
Ü )  (I)'

/ > Ü X  ■ 
a 2 < - * ')=  ' j S i n i M - f  COS CD* -f- (*2

<|) 0)

функцияла|>ни топамиз. ^нди бу лфодаларни уз урнига куйсак, аввалдан маълум 
формулага келамиз:

( ах а \  / а х  а- • COS Cü*--- - Sin ID* +  С, 1 COS (I)* +  j — Л-S in CO* H— . -cos lit* -j- C2
«.)' / \ (I) (!)

I Sill (ü* =

ax=  С | cos in* Cgsin ш* + ---
U)

i- - axЬундан хусусии ечим яна дам иборатлиги куриннб турибди.
0)

2. Юкоридаги мисолда хусусий ечимни танлаш мумкин эди. Аммо хамма холларда 
Хам бу (»сон булавермайдн. Ушанда узгармасни вариациялаш усулинннг ахамияти 
алохида куринадн. (Uу максадда ушбу

// , , i ч / I л лУ + (tR  х) у — , — • < * <  - cos * 4  4

дифференциал тенгламани олайлик. Унга мое
y "+ it t tx )y ' =  a 
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^ ||п (/') =  — tgx деб ёзсак, бирннчи интеграл In ly 'I =  ln|cos х| +  Iri(,"i ёки 
tíx

y '  e C i C O S X  курннишда еэилади. Энди у мумий ечимни (бир жинсли тенглама учуй )  топа 
оламиэ: y =  í?i.sinx +  f7». Бир жинсли булмаган тенгламанинг умумий ечимини топиш 
учун ечимни у  =  о, |x)sinx + <Mx) курннишда игмаймиз. Бу холла «f>i(x)=sinx.

=  I Шу ним г учун i|í (х) =  cos л, ц *(jr) =• (). Энди и 1 (x ), n'j (х ) -'lap учун с не гемани 
ímjimh i:

<т( (x)sin х +  а Л х ) • I =0.

n. (x) cosx + a., (x ) • 0 =
1 * eos x

I sin XБундан <i| <x) =  ,n .¿ (x) =  -  келиб чикади.
COS* X COS X

Энди ai (x ) , П^(х) лар >чун ушбу

n ,(x )= tB X  f  C,,o2 (x)=r=— + ( '
C O S X  *

ифодаларни to ii.im im  Шундай килиб, берилглн тенгламанинг умумни ечимн бундан 
с.жладн:

í/ =  o, (x)sln д f a 2(x) = Sm-J: -  - -f- С. sin х + С.. =  — cos х {- С, sin х 4- С,.
cos X COS X е 1 ¿

3. Энди бир жинсли булмаган тенгламанинг хуеусий ечимини 
тонишнннг Коши усули билан танишамиз.

Чизикли бир жинсли булмаган дифференциал тенглама (5 .1) нинг
коэффиниентлари р,(х) (/ = 1, 2........ п ) ва унг томони К (х ) бирор

оралнкда узлуксиз буленн. Мос бир жинсли тенгламанинг 
фундаментал системаси маълум булсин деб фараз этамиз. У холла 
бир жинсли тенгламанинг ;  параметрга боглик булган шундай К (х ,
I )  ечиминн тузнш мумкннки, у ечим ушбу

Kit, !)=о, д"г &)=о, ... . t)= i\K ': (s, s) = 1(5.з<»
бошлангич шартни каноатлантиради. Ш у А’ (х, £) ечим оркали бир 
жинсли булмаган тенгламанинг хуеусий ечими

M x ) = \ K l x ¿ ) t ! l l ) d t  (5.31)
а

формула ёрдамида топилиши мумкин. Ьуни исбот у г и ш  учун 
¿ IW * )  l =  # U )  эканини курсатиш лознм. Хакикатан, iJ 'U ) функции- 
дан кетма-кет хосилалар олиб, (5.30) шартдан фойдаланамиз:

*  д

t 'U )  =A'(jf,x)tíU)+ \i<l(x,t)x(t)dc,= $< (*,$)# (£)<*£.

г,/' (х) = / ( , ( * . * ) £ ( * )  +  \ K axA x , l ) g ( t ) d t =  \ K }A x , t ) l f ( l )d t .
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ч,'" " ( Х ) =  л'|;', [х, х ) х ( х )  +- $/о:: ,11 (л-д»аЧ£М?=
и

=  (¡/о:
(1

^ " ' ( Х ) =  к;:: ,1, и ,  * ) # и )  + ^к^м
</

= я и >  +  5л';::’ (х.ий(5)</?.
И

Томилган ифодаларни (5.1) тснгламанинг чаи томонига куимиз:

ц[х )  +  \ к [ ?  { х Х М И Ж  +  р^х)  ,"<*,£>#($)<£ +

+  . . .+ря {х) $ А [ ( * , £ Ц ' Ш ^ = к и > +  $ |К “ ' (*,£) +
и “

Р\ (* ) А'*" ," (* ,£ ) +  ... + Р „  и )  К { х Х )  № (£№■

Каве нчидаги ифода иол га тенг, чунки А' (дг.ь) функция мое бир 
жинсли тснгламанинг хусусий счими. 15ундан ф(дг) функциннинг бир 
жшк'ли булмаган тснгламанинг хусусий счими экани колиб ч и кади. 
Равшанки, ф(д-) ва унинг хосилалари учун ушбу

Ц'<а) = 0, я!'1'1 (« ) = 0, /= 1, 2........и — 1
шарт бажарилади. Ьу шарт бир жинсли тенглама трнниал ечими учун 
ёзиладиган шартдан фарк килмаса-да, бир жинсли булмаган 
тенгламада ^ (д : )^ 0, а ^ д г ^ Ь  булади. Акс холда #(•*) ^ 0  тенгсиз- 
лик билаи зиддият хосил булади.

Энди (5.31) формулами бошкача куринишда ёзамиз. .Унинг учун 
ушбу

° ' ( * '£ ) = {  /С(х^), £<дг"< 6  <5 32)

функцннии киритамиз. Равшанки, ОЦ, £ )= 0 , Ундан
ташкари х =  1 иуктада (5.30) шартга кура:

б’;:| (& + о Д ) =  о';:, ( ^ - о .Е )= (М '= 1. 2........ « - 2-
б ';г / Ч £ + < ш  +  б ';г 11,<£-<ш - I .



Охирги муноеабатда (5.32), (5.30) га асосан:

6';:: lh (&4-n,í) =  i. a ':  r a - o ,  d  =<>.

Чизнкли бир жинсли дифференциал тенгламалар учун келтирил- 
ган хоссаларга эга булган 6’ (дг, £) функция Коши масалаеи учун Грин 
функцияси дейилади. (5.32) формуладан фойдаламиб, (5.31) форму­
лами аник интеграл шаклида бунда»

л
Ч-(ДГ) = 5 G(JC. I ) n i l ) d i (5.33)

(/

¿•лип мумкин. by формула Кош и формуласи дейилади.

М и с о л . Ушбу и" \ (1цх)у' =  . Л < х < . ^ лH<j><t>fpt‘Kuhíi.i тенгламанингcos х \ 4
хусусий ечими Грин функцияси ердамида томилсин. Маьлумки, (2-банддагн 2- мнсол> 
мое бир жинсли тенгламанинг фундамента.! системаен I, sin х лардан иборат булиб, 
умумий счими >са у — С\ 4- Cjsinx. Энди тегишли S ix , 5) ечнмни

ЬЦх.1) =Ц'| ( ; )  • I f »|4.(;)sin х

куринишда и:»лайми», бунда А'(£. £) 0, /v*< £ )  =* I булиб, ((М*-), »|^(£)ларни шу 
шартдан фойдаланиб томит лозим.

Хакикатан: Л'(Е. Е) ■= t i  (*• +  Ч1* (*) S¡ns —
K’A l |)*^5 (l)C O S|*l.

by системами ечиб, ушбунн топами:»:

*,<«) = 1 * • *i(s> = - [e lcos с,

Шумдай килиб, К(х, £) =  — tRfc-f- - sirur.cosí-

Энди (5.31) формула буйича хусусий счични томами:»:

Í ( j : ) =  \ [- t j f£ +  * . sin jfl ‘ t d l = -  Í  d l +  s\nx \ ■ =
J  L IOS? JcOS* J  eos E j  eos E

I -f- sill jrtjr с ■ 1
COS V

=-Г - 1+
I COS X  Л  I

L cus i J
4 sin д^удт — ^ j  j =  \'2 — cos* 4-sin*.

M а Ш к . у " -f иг’# — ax, шфО, и ¿  0 бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий 
счими Грим функцияси ёрдамида топилснн.

4. Агар (5.1) тенгламада унг томонидаги # ( * )  функция ушбу 

* . '(* )=  ^  ¿ U ) .  f , {x )e C { I )
i i



куринишда булса, Ц у} — Щ /",<•*) тснгламанинг хусусий ечимини
<*= i

топиш учун 5 та L \ y ]~ f  i {* ) ,  L\y] =  ¡¿ (x ) , ,  L\y\ =  ¡\(x) тенгламанинг 
хар бири учун алохида-алохида хусусий ечим топамиз. Улар мое 
равишда г^|(х), %(дг), ... , фДх) функциялардам иборат булсин.

У холда бсрилган тенгламанинг хусусий ечимини X  ( * )  де^
i - i

ёзиш мумкин. \акикатан, фараз буйича =  « =  1,2,

Шунинг учун ¿ Г  1 т|),(х)~| =  V ¿ i^ j  =  21 /( (Jf) =  j^{jc). Демак (
L-I J  »-i ¿-i

2] f¡(x) бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечими.
i - i

М а ш к. 1. Агар мос бир жинсли тенгламанинг фундамснтал системаси ех ва е ‘ 
б\’лг--1 ушбу у "  — y =  é¿‘ +  х — I тенгламанинг хусусий ва у мумий ечим лари топилсин.

2. Агар мос бир жинсли тенгламанинг фундаментал системами I , cos х, sin х булса, 
ушбу у"'-\-у' =  дг Н-cos 2дг тенгламанинг хусусий ва умумнй ечимлари топилсин.

6- б О б

л - Т А Р Т И Б Л И  Ч И З И К Л И  У З Г А Р М А С  К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т Л И  
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н Г Л А М А Л А Р

Чизикли узгармас коэффициентли дифференциал тенгламалар 
чизикли дифференциал тенгламаларнинг мухим хусусий холи булиб, 
улар элементар функцияларда охиригача интегралланади. Мазкур 
бобда чизикли узгармас коэффициентли текгламаларни ва унга 
келтириладиган узгарувчи коэффициентли чизикли тенгламаларни 
урганамиз. Аннал комплекс дифференциал тенгламаларга тухта- 
ламиз.

6 .1- §. К О М П Л Е К С  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н Г Л А М А Л А Р

1. Агар чизикли дифференциал тенгламаларда коэффициентлари 
хакикий функциялар булса, тенглама уациций чизикли дифферен­
циал тенглама дейилади. Коэффициентлари комплекс функциялардам 
иборат булса, гегишли тенглама комплекс чизикли дифференциал 
тенглама деб юритилади. Купимча, коэффиаиентлари узгармас 
булган чизикли дифференциал тенгламаларнинг комплекс ечимлари- 
ни топиб, сунгра ундан хакикий ечимларни ажратиб олнш кулайрок 
булади. Il ly  муносабат билан баъзи тушунчалар кнритамиз.

6.1 - т а ъ р и ф .  Агар бирор I  интервалда ц>{() ва t|>(/) л;ак,ик,ий 
аргументли уациций функциялар берилган булиб, шу интервалдан 
олинган Í нинг х,ар бир цийматига yuióy

■X(t) = ф ( / )  +  л|>(/)

комплекс сон мос цуйилган булса, у уолда I интервалда %ак,ик,ий 
аргументли комплекс функция х (О берилган дейилади. <р(/) функция



Х(/) функциянинг цациций цисми. \р(/) функция эса унинг мавуум 
цисми дейилади.

Агар ч (/), ^ (0  функциялар / интервалда узлуксиз булса, у х.олда 
комплекс функция х (0  * ам / интервалда узлуксиз дейилади. 
Комплекс функциянинг днфференциалланувчилиги тушунчаси хам 
шунга ухшаш киритилади. Аникроги. агар / да ц (/), ÿ  (/} функциялар 
диффсренциалланувчи булса, у холла х (0  функция хам I да 
дифференциалланувчи дейилади ва х (0  =<»’(0 -НМ;(0  де® хнсобла- 
иади. Бунда функция ишорасининг устидаги нукта I буйича хосилани 
биллиради. Равшанки, комплекс функциялар учун хам ушбу

^ ( x , ( 0 + x , ( 0 i = x 1( 0 + i ( / ) ,

d (Х ,(0 -ХП 0)= Х 1</>Х2(/) + X i (0  X2ÎO ,dl 
d / xI (0 \ х ,(0 ха(0 -х,<0 х,(0  .

формулалар уринли. Бунга бевосита хисоблаш йулн билан ишониш 
мумкин. Ушбу л-тартибли чизнклн бир жинсли дифференциал 
тенглама

(п) (п — и
г  +  а, г  1г  +  аяг  =  0 (6.1)

берилган булиб, коэффициентлари / интервалда аникланган ва 
узлуксиз функциялар булсин.

6 . 2 - т а ъ р и ф .  Агар г =  х (О функция 1\ с  / интервалда аницлан- 
гин булиб, цуйидаги икки ишрт:

1°- Х ( 0 6 С Я (/ , ) .

2 ° .  ' х ( 0 + а ' ' х " ( 0 + . . . + а г, , Х ( 0 + « „ Х ( 0 = 0 ,  ( £ / ,

бажарилса, у холда z =  %( t )  функция 1\ интервалда ( 6 . 1) тенглама- 
нинг ечими дейилади.

(«-!)
6.1-теорема. 2о, 2 о, ... , z,, лар бюшлангич цийматларнинг 

ихтиёрий системаси булсин. У  цолди 1) (6.1) тенгламанинг уш бу
In I I ( n i l

Х(/о) = г (|, x( î>) ...............  X Ц > )=  -2(1 бюшлангич шартни цаноат-
лантирадиган ва I  интервалда аницланган ягона г  =  х ( 0  очими 
м авж уд ; 2) бир хил бош лангич шартни цаноатлантирадиган 
ихтиёрий икки xi (О . Х-'(0 ечим / интервалда устма-уст тушади.

Бу теореманннг исботи 4.1- теоремаиинг нсботидан келиб чикали. 
Хакикатан, z =  x~\~iy алмаштирнш бажарайлик. У холда (6.1 ) тенг­
лама ушбу иккита л- тартибли

411 , I" I I . I 'I I >
х = /(/ , X, X, ... , х , и, и, ... , и ),

* ( 6 .2 ) I'll ('< I) . ( « I I  ' '
у  х, х, ... , л: , у, у .........  у  )



дифференциал тенгламага ажралади. Унда f ва g функциялар
(/!—]> , 1/1 1 I

х, х, ... , х , у, у, ... , у узгарувчиларга нисбатан коэффи- 
циентлари узлуксиз чизикли функцнялардир. Аникроги, (6.1) да 
ü i= a j+ m "  ... , a n =  an +  ia'¿ дееак, f ва g функциялар бундам

п ( П -  I I "  I п ■ 11

f=  — 1  (Ц X — а, у ),
о  I

п т  п in- п
£ '= — -  (Ц х +  а, у )

< — i
куринишга эга булади. 9-бобда курамизки, а а "  /=1, 2, ... , 
п функциялар / интервалда узлуксиз булгани учун

' , , - —г. , , , , , i =  , 2........п функциялар хам шу
дх{п- ‘' п х **- ) ду{а- °
интервалда узлуксиз булганидан (6 .2) система тегишли бошлангич 
шартни каноатлантираднган ягона ечнмга эга.

Иккинчи томондан, агар а '£С ", а,*£С" булса, (6.2) системанммг. 
масалан, биринчи тенгламасини кетма-кет п марта дмфферемциаллаб,

(Л] (л+1) (¿ni
системанмнг иккинчи тенгламасидан фойдалансак, х , х ........ л

(П1
ва у лар учун ёзилгам («-+-2) та тенгламага эга буламиз. Агар 
тегишли якобиан нолдан фарклм булса, ( « +  2 ) та мумосабатдам у , у.

MI
у, ... , у ((л - }- 1) та) узгарунчиларни чикариш мумкин булади. 
Натижада х га нисбатан 2 « )- т<у>тибли чизикли дифференциал 
тенгламага келамиз. Агар а',, а", лар узгармас булса, у холда 
тегишли якобиан узгармас детермимамтдан иборат булади.

2. Куйида экспоненциал комплекс функцияларнинг баъзи хоссала- 
ри бнлан танишамиз. Аввал m =  u -\-ív  ихтиёрий комплекс функция 
булганда б'(,' =  г"(со5 v-\~is\nv) деб ёзамиз. 1>у формулами ушбу

е =  \ +<•>+ 2, +  ■■■ +  -
катор ёрдамида исботлаш мумкин. Равшанки, е "=  е Хакикатан, 

é’’" — i* (cosu — ís iпи) =  é,~,v =  е".
Энди ушбу

Ш| lti.¿ =  u.¿ +iv.¿ (6.3)
формулани исбот этамнз. Содда хисоблашлар

еШ]е''2 =  е ' (cosí;, -f ¿sinu,) -í“2(c'osu, +is\nv.¿ ) =

— e l (cosu,cosy2 — sin^sinüa) +  i(sinü,cosy2 +  cosu,sin^) | =

=  e ' * u“|cos ( y, -f- ) +/sin ( i', -f- u.¿) | =  1 + 1-,> ............*

булишини курсатади. Ушбу

=  А, =  +  /V (6.4)



мухим формулами исбот этайлик. Аввал к= 1\ булсин. У холла:

4 ¿VI — 11 (С05У/ -4-/»1*ПУ/) =  — VйIПV/ -4-0^^/ =
а !  а (

=  г'у(со5У/-}-/нп1У/) =  ¡\ч>1"'1.

Энди Х =  ц -|-/у булсин. Унда (6.3) формуладан фойдалансак:

^ ...... . =  11 ( О  V 1' ( ^ ' )  =Л Ш й1У ’ 1 (Н ' ’
=. +  &' ■ Ы ё " =  (ц +  VV) &'1 + ш =  № .

Исбот этил гам (6.3) ва (6.4) формуладам кейипги мулохазалари- 
мизда тез-тез фойдаланамиз.

3. Ушбу
г =  кг, А. =  ц-|-/\\ г =  х-\-1у

тенглама учум г — Сск1 (С  ихтиёрий комплекс узгармас) функция 
ечим булади. Агар г(0)  = г {) деса, С =  г<| ва г ~ г ^ е ,Л булади. го~ г е ,,\ 
г ^ О  (а  хакикий сон) булганда

г =  ге>л1>к, =  п>и ' 1П.
Берилган томгламами бундам ёзамиз:

х +  Ц!=  ( ц + ^ )  ( * + / у )  =  ( \ ix - v y )  +  Ц\х +  цу)
ОКИ

(6 .5 )
у =  \Х +  \ку.

Бу системаммиг ихтиёрий ср(0 . очи ми комплекс темгламанинг
ихтиёрий ечими билап куйидагича богланган булади:

Ф (0  +  м|>(/) = ге ,-, + ,,‘ =  ге{>1 (''''м<а =  Г(?(1, + ,и^гх) =
^=гс>‘*|сой(V/ -{-а) -}-/8(м (V/ + а )  ].

Бундам:
х =  ц>{() = ге '“ со5(у/ + а ) ,  у — = г е м,з т ( V / + а ) .

Шунга ухшаш г =  /г2 комплекс дифференциал тенглама содда 
хисоблашлар ёрдамида куйидаги икки хакикий

х =  —  2ху, у ~ х 2 — у 2
дифференциал темгламага ажралади.

6.2- §. Ч И ЗИ К Л И  В И Р  Ж И Н С Л И  У ЗГА РМ А С  К О Э Ф Ф И  Ц И ЕН ТЛ  И 
Т ЕН ГЛ А М А Л А Р

4- бобда /I- тартибли дифференциал тенгламаларнинг баъзи имтег 
ралланувчи турларини курганда купинча ^  = р  белгилашдан фой-

далангаи эдик. Бунда у номаичум хакикий функция эди. Энди 
номаълум функция сифатида хакикий агрументли ихтиёрий г (х аки ­
кий ёки комплекс) функцияни оламиз. Масалан, хакикий аргументни
I десак, г{1) — х(1) -\-iyit) (х {1 ), у (1 ) - хакикий функциялар) деб 
ёзилиши мумкил. Агар бирор / иитервалда у ( ( ) =  0 булса, т у  
ораликда г(1) = х (1 ) функция хакикий булади.



Ушбу бобда z функциядан / буйича олинган хосилани p z ~ ~ z  

деб, диффереициаллаш операторини символик равишда -¿( ~ Р  деб

белгилаймиз. Худди шундай -■ =  f - f - U p 2, ... , символ-d{> d t\d t)  г  (11„ f 

I d2ларни киритсак, шу символлар ёрдамида i Z = pz -  =  
* dt dt2 

=  p2z) ... , l- z =p^z муносабатларга эга буламнз. (В .I )  дифферен­
те

циал тенгламанинг чап томонини L (z ) деб бслгиласак, уни 
киритилган символлар оркали ёзиш мумкин (унда a, =  const, 
/ =  ГГп деймиз):

(Л) {п I)
L {z )  =  z -\-а{ z -f-...Н-ап_ ,г  +  ап2 =

п
=  pz +  a^if- | 2 +  . . .+ а п__1р г  +  алг= :

=  (ff  +  ...+ ая _xp +  an)z  =  L(P)2-
Шундай килиб, (6.1) тенгламани

Ц р )2  =  о (6.1')
деб ёзамиз, бунда a, =  const булгани учун L (p ) л-тартибли алгебраик 
купхад.

Куйида дифференциаллаш оператори р га нисбатан L (p ) 
купхаднинг икки хоссаси билан танишамиз.

A) L (p ) ва М (р ) — дифференциаллаш операторлари р га 
нисбатан ихтиёрий купхад, Z\, г2, z лар эса t нинг функциялари булса, 
у  х,олда ушбу

1. L(p) (z\-\-z2) = L (p )z l +  L(p)z2,
2. ( L ( p )+ M (p ) ) z  =  L(p)z + M(p)z,
3. L (p ) (M (p )z )  =  (L (p )M (p ) )z

айниятлар уринли. Бевосита хисоблашларни бажариб, бунга ишониш 
мумкин.

Б ) Агар 1.(р) купхад р га нисбатан бирор купщ д булса, ушбу
L (p)e'-' =  L (k )e fJ ( 6.6 )

формула уринли, бунда к — %ак,ик,ий ёки комплекс сон.
И с б о т .  Биз кжорида ^  =  кеК1 формулами исбот этган эдик.

Демак, peiJ =  keu . Равшанки, ргек‘— р(реи ) — р {кеи ) =
=  b V ',  ... , pkeu =  kheu. Шунинг учун L (p )e KI = р пеК‘+

-\-а\рп 1ек1 ... -\-ип~ \pe) J-\-апеи =  кпеи -\-а\кп 
-\-ап \кек > а пе,л =  eKt {к п-\-а\кп 1 ап .\к-\-ап) =  L {k )e ,J.

(6.6) формула исбот этилди.
Агар X сон L (p )  купхаднинг илдизи булса, (6.6 ) формулага кура

в,л функции (6.1') тенгламанинг ечими булади. Ш у муносабат билан 
Ц р )  купхад (6. Г )  тенгламанинг характеристик цуп%адидейилади.

Энди (6.1') тенгламанинг умумий ечимини (комплекс ечимини) 
ёзишга тухталаилик. Бунда икки хол юз беради: 1. Характеристик



купчая оддий илдизларга эга (яънн каррали илдизлар йук. >.
II. Характеристик купхад илдизлари орасида карралилари хам бор. 
Хар бир холни алохида курамиз.

1. 1,{р) кугца<)нинг илдизлари оддий. Ьу холда асосий натижа 
куйи;иии теорема билан бсрилади.

6.2- теорема. Агар И р ) купхаднинг илдизлари к\, ... , к„ оддий 
булса, у х,олда ((>.1) тенгламанинг варча ечимлари ушбу

г = с , / Ч с / Ч . . . + с „ / ' " '  (В.7)

формула билан ифодаланади. бунда С\у С ?........... С„ ихтиёрий
узгармаслар.

И с б о т. Аввало z\ =  е {‘ ,z2 =  zn= e " ' функпиялар — оо ■<
< / <  +  оо интервалда аникланган булиб, улар (6.1) тенглама- 
иннг ечимидир. Колаверса, (6.7) функция хам (6.1) тенгламанинг 
ечими булади. Хакикатан, С|, С-г, ... , Сп лар узгармас булгани учун 
/.(X,) = 0, / =  1,2, ... , п тенгламаларга кура:

L {p )z  =  L ( p ) ( C / ' '  +  €./>' +  ... +  Сле " , )==

=  С А Л р )е [' + С М Р ) ^  +  ■■■ +  (:,jAp)i->'J  =

= C M h U h ' +  C M h )e 4' +  --- + С М К ) е а' =  Ь  - о о< /< о о .
Энди z — z * {t) функция (6.1) тенгламанинг

I п I) {п — I)
г * (0)= г „ ,  z* (())== ¿о, ... , z* (0 ) =  2,, ( 6 .8 )

бошлангич шартнн каноатлантирадиган ечими булсин. Албатта, бу 
ечнм — о о < / <  +  оо интервалда аникланган. (6.7) формуладан 
комплекс узгармасларнинг бирор кийматида шу z =  z*(t) ечимнн 
хосил кила олии] мумкинлигини курсатамиз. (6.8) шартга кура 
(6.7) дан хосилалар олиб /= 0  да ушбу

f-i +  С  +  ■■■ +  С„ =  3>.
C\k{ -\-С2к2 4*... ~f С„кп = г {)1

СДГ'+СД" '+ -  + С„г

(6.9)

тенгликларни хосил киламиз. z*(t) тривиал счим булмаганн учун
(6.9) система С\, Сг........С„ ларга нисбатан бир жинсли эмас. f>у
снстеманинг детерминанти ушбу

л,

лг!
К

kt
— (А,, — ... (Я.,, —  кп _ | ) (А„._ , —

.. (Л„ .,) ... (X .,-*.,)=/=()



Вандермонд детерминантидан иборат булнб, у нолдан фаркли. шунга
кура (6.9) дан С,'ь С .........С„ лярни топа олами:1.С|, C j......... (Л  лар
(6.9) системанинг ечими булсин. У холла

г*</)= 1  С, с'1'
I I

булади. Олннган z =  z * {t) ечим ихтнсрий булгани учун ((>.7) формула 
ум\мий ечим формуласи эками коли б чикади.

Агар (в. 1 ) тенгламанинг ui, а>, ... , коэффнциснглари %ик,ик,ий 
булса, т у  тенгламанинг барча комплекс ечимляри ичидан хакикий 
ечимларини ажратиб олиш масаласиим куимиз.

(6.1) дифференциал тенгламанинг /.(/>)=() нищ- илдизларига, 
Я'ьни ?.|, к -2........Х„, К кФ  X,, к-Ф! лярга мое келгаи ечимларини

¿ ¡ — е '',  г , = е \  ... , zn= e " ‘ (6.10)

дейлик. Би.чни ((j.7) формула хакикий ечимларни бериши учун 
комплекс узгармасларнинг кабул киладигаи кинматларн ки:шкги 
ради.

Фара.» -лайлик: г, — г.,у ... . г.,* , = г л ; г, =  г,./ =. 2 к  + \, ... п.

Бошкача айтганда, ((>.10) функцннлардан ‘2к, т;к 11

к>шма комплекс функция булиб, кол га н [п — 2к) гаси хакикий 
ф\мкциялардир.

6 .1 - л е м м а .  Агар (6.7) формулами к,ушми комплекс ечимлир 
ол<)ш)аги коэффициентлар .уим к,уиша комплекс булиб. $ик,ик,ий 
ечимлир ол()ш)иги ко.чффициентлир .уик,ик,ий булса. у ^олОа тегишли 
формула .уаК'ИК.ий счимни иник,лаш)и.

И с б о т .  Вмрор г2Ч. , — г,ч ( l< .S < / ? )  муносабатни олайлик.

.V холда г,.ч — е"2*1 бчлади. Агар >-,s =  |iJS +  / v,s десак:

z,s =е"-"‘ (cosv,s/ -{-• /si n I ), (cosv,s/— /sim\,s/).

Энди C.,s =  (̂ 2>, C,s 1 =  C’js ~ булса,

C>s 1 e ' s +  C s</vs' =  (C !s — (cosvw / — /sinv2>4/) +

4 ( C s  ) / - s' (C C ,SV2S/ + ( S i n v , s / ) =

=  ( '" 's' f C s <-‘( ) S v 2 .s/ —  C j , s in v . ,s i  +  i { ( ~ , s sm\\J s t +  C i s co b v i s t )  +

+  C seos\\s/ — C!js<m\,sl — i ( C ssinv?s/ -f C^cosv^/) ] =  

(2C!iScosvvs/ — 2C’i ssinvJ.s/) булади. Охирги ифода хакикий 
функциндир. Бундам утбу

-  i«*2' '* +  ) =  -  i'|,Js/(2C scosv,,s/ — ¿CVsSinv^/) (6.1 I >



муносабатнинг уринли экани ва унинг уиг юмонидаги функция
хакикий экани келиб чикали. * I.....  >.„ .чар хакикий булгани учун
Хакикий Сг*м. ••• . Сп коэффиииентлар оркали тузилган

йигинди хам хакикий булади.
Шундай килиб, ушбу

г =  £  (С ,, /■" ' Ч ^ ^ ' Н  1  <в.12)
р. I г ап I

функция хакикийдир. Лемма исбот этилди.
Хакикий С'.2% С 2..2........С .2Ь, С ,, С 2.-,........... С м коэффицнентлар

ихтиёрий булгани учун (6.1 I )  муносабатдам фойдалаииб, (6. 12) фор­
мулами куйидаги

ь *
2 =  £  Р*"' I (7еОН1>,/-}- С, sinц/) -■)- ^  С г'1 (6.13)

- I . . I

куринишда ёзиш мумкин. Унда п та ихтиерин хакикий

С | ,  С 2. - (- к' С  |, ( . ............. ( . ь , (. ->к » I < ••• - ч

узгармаслар катнашган.
Б у (б. 13) формул а га (б. Г )  тенгламанинг коэффициент;] ар и 

хакикий булганда унинг фундамонтал системасини тоииш йули билан 
хам келиш мумкин. Текшириш кийин эмаски, ушбу

с cosа,/, <' cost’,/, ... , е cosv,kt>
li,I ■ . H.' . И-О» .е ~ smu,/, е stnv^t.........е ' snu (6.14)

функциялар — оо < ./<  -f 00 интервалда (6. 1')  тенгламанинг чизик- 
ли эркли ечимларидан иборат. Демак, улар (6. Г )  тенгламанинг 
фундаментам системасини ташкил эгади. Шунинг учун умумий 
ечимни (0.13) куринишда ёзса булади.

Равшанки, характеристик тенгламанинг барча илднзлари хакикий
П ^

оддий булганда умумий ечим 2 =  С у  (С, хакикийД, хаки-
, I

кий) куринишда ёзилади.

* <v6.1 - ï  с л а 1 м л. (6.13) фармулшки'и бцринчи йитин<)цни 2. f',(' i +  а, ) •
; - I

1»,>0  каби е.чиш %ам мумкин. Унг)и а, (/'= I. 2. ... , к)лир ихтиерий С/.чгармас. Баъзи  
дгаыарОй шу куриниш цу.ишдок, була<)и.

М и с о л .1 ii p. I. Vmfi\ 2 --Z — 1) гинламаншм \чумий счими топилсин. Аввлл 
умумий комплекс ечимни ишайлик. Характсристк н-нгдамл /г — ls=() курлнишдн 
б>.шб. илди.иари Pi =  -- 1. pi =  I булади.



Бери л га н тенгламанинг ихтмёри й комплекс гчимн г — Се 1 + de' =  ( Ci -\-iC>)e ' '  +  
+  (di + id 2 )e‘ {C,, C-i, d\, d j - ихтиерий хакикий) куринишда ёчиладн. Хакикий ечим 
•#са характеристик юнгламуниш илли.члари р, =  —-1, pj =  I хакикий булгани учун 
z — C\e ' +  £/,<■' (C i.  d | хукикий) куринишда булади. 

i'ti
2. Уш бу г — г =  0 дифференциал тенгламанинг умумий хакикий ечими топилсин.
Бу тенгламанинг характеристик тенмумасн р' - 1 = 0  булиб, упииг илдиэлари 

Р и = ± 1  Умумий комплекс ечим
г =  С > "-ЬС >  "  +  С.,<> ' + C V  (Ci. С-», Си C i комплекс) 

куринишга чга. Умумий хакикий ечим чей {(>.13) формулага кура
г * CI'cos /4- Ci’sin t -f- CiV ' -+• Ci(j' { СГ, Ci\ С", С? хакикий} 

каби ёчилади. !-'*слатмага усосан, уни нни
г — p c o s (H - a )  + С 3 г  ' +  C V  (|*> 0 , а , С ‘|. С? хакикий) 

куринишда ёзиш мумкин.

2. L (p )  купхаднинг баъзи илдизлари каррали. Характеристик 
купхлд L (p ) =р"-{-а\р" 1 + а „ ф +  а„ турли илдизларга эга 
булган холда 1.{р) г =  0 тенгламанинг п та чизикли эркли ечимларини 
курсатиш мумкин булган эди. Агар ¡.(р ) купхаднинг баъзи тдизлари 
каррали булса, турли илдизлар сони т<Сп булади. LLiyin- .г учун е,л 
куринишда т  га ечим ёзилса, кол га н п — т  та ечимнииг куринишини 
излаш лозим булали. Куйидаги теорема бу маеалани ечиб беради.

6.3- теорема. Бизга п-тартибли чизик,ли бир жинсли узгармас 
коэффициентли (6.1')  тенглама берилгин булиб, тегишли характерис­
тик L (p ) куп>;ад турли Xi. к?.......Х,„ илдизларга эга булсин. Бунда X,-
uA dusk i— каррали ( / = 1,2...... т )  булсин десак, k\ +  fc2 +  ... -\-km =  n
булади.

Ушбу
V  , V  А 1 Vz I =£?1, z2 =  te ' . ... , zki =/ е \

V  . >-/ м.. - 1 v, гк , 2 =  ( е г ........ zb , k_ = t 2 е г ,

■*| Ч +*,«+■
К/ Л, 1=  е т , ... . z = t  ' е т

(6.15)

функциялар — оо <  t <Г 4  00 интервалда аник,ланган булиб, 
(6 . Г )  тенгламанинг ечими булади. Шунга ухшаш

z — C\Z \ +  (siZ'i -J—... —J— C„z„ (6.16)
функция ихтиёрий комплекс С\, С2, ... , Сп узгармаслар учун 
(6. Г )  тенгламанинг умумий комплекс ечими булади.

Теорсмани исбот этнш учун аввал иккита леммаин келтирамиз.
6 .2 -л е м м а . Агар L (p )  — ихтиёрий п-тартибли купуад, X — 

ихтиёрий комплекс сон, f ( t )  -- етарли марта дифференциалланувчи 
ихтиёрий функция булса, у холда ушбу

Ц р )  = е и Ц р + Ь )Ц 1 ) ((¡.171
формула уринли. У  силжиш фор/iysaeи фи'тлиди.

И с б о т .  Бу-формулами L ( p ) ~ p  булганда осонгинп чнкариш 
мумкин. Хакикатан,



Arap l.(p ) =op-i-b, а Ф 0 булса хам шундай иш тутамиз:
{ар +  Ь ) (е кЧ и ) )= и р {е 1,Ц П )+ Ь е к,ЦП=ае>-,(Р +  Ь )Ц П  +

+  b e ''f (t )= e "\ a (p  +  k)-\-b\f(!).
Шундай кнлиб, (6.17) формула L (p ) купхад тартиби п —-1 булган- 

да исбот угидди. и-тартибди купхад учун (6.17) пи исбот угиш учун 
математик индукциями кудлаймиз. Уша формула (м — I ) -тартиб.ти 
(п ^ 2 )  купхад учун уринли булсин, дейли к. У ход да л-тартнблн 1.(Р) 
купхад учун (6.17) формулами исбот угамиз. 1.(р) купхадни 
/. (р) =  L \ (р) ¡.¿ip ) куринишда ёзамиз. Бунда 1.\{р) купхад биринчи 
таргибли, ¡.¿{р ) эса (п — I )-тартибли купхад. Фараз буйича l . i (p )  ва 
L ? iP ) купхадлар учун формула тугрн. 1Ну сабаблн куйидагига 
эгамиз:

Hp)U>>-‘f ( t ) ) = L t {p )L A p ) ie ,,f ( t ) ) = L l (p ) (e fll,2lp +  k ) f ( t ) )  =
=  L \ {p )(e >'F ( t ) ) ,  F i t )= * L 2(p +  k )f it )

ёки
H p ) ( e K,f ( t ) ) = L l [p ) ie ,-,F ( t ) ) = e k,L l ip +  k )F { t )  =

=  eK,I . t {р +  к ) Ы р +  M / ( 0  =  e, 'L (p + k )H t ) .
(6.17) формула исбот будди.

6 . 3-лемма .  Агар 1.{р) купхад р символга нисбатан ихтиёрий 
купхад, w ,{t) эса ушбу M,\t) = i ( p ) t 'e Kl (>. комплекс сон) формула 
Стлан аницланган хациций аргумент t нинг функцияси булиб, X сон 
И р )  купхаднинг к каррали илдизи булса, у %олда шо(0 — О,
to I (/) .== 0........ to* | (/ )= ()  айниятлар уринли; аксинча, агар con (/),
<0|(/), ... , о»* . 1 (0  функциялар t нинг / =  /<> цийматида нолга тенг. яъни

u>{)(id) =  (Hi (/о) — ... =  («)* | ( /о) = 0  (6.18)
булса, у холда к сон L ip ) купхаднинг a ( s ^ k )  каррали илдизи 
булади.

И с б о т .  6.2-леммага кура / (/ )= / ' булганда
uh(t) = L {p )t 'e u =  eu L ( P  +  X )t ' (6.19)

лемманинг биринчи кисмини исбот этамиз. к сони И р )  купхаднинг 
к каррали илдизи булсин. Унда L (P )  ни L (P )  =  М (р ) (р —
— А.) Ч̂A i</>) тартиби [п — к) булган купхад) куримишида ёзиш 
мумкин. Агар р ни р-\ к га алмаштирсак,

1.(р + к )= М [р -\-к )р *  (6 .20)
формулага келамиз. 1,(р-\-к) учун топилган бу ифодами (6.19) га 
куямиз:

ш ,(0  — ек,М{р  | к) (/?*/'), г= 0 ,1 , ... , к - I.
Ammopktr =  0, чунки г <  к. Шунинг учун о», (О  = 0 , л =  (), I , ..., к — I .

Энди лемманинг иккинчи кисмини исбот угайлик. (6.18) сонли 
тенгликлар уринли булсин. Равшанкн, Цр-\-к) =  (p-f-A,)'I -f- î (Р~\~ 
+ Я.)" 1 + ... + a n | (р +  Х) + а„. Кавсларни очиб чикиб, хосил булган 
купхадни

!.{р-\-к) = Ь { ) - \ - Ь \ р Ь „  \рп 1 р ", /)„ =  ! ( 6.21)



куринишда езамиз. Энлн /> =  0булсин. У холла / — /о л а <6.19) дан 

<->и(Л.) = c '" L [p  +  ).) -I, /(/) =  ! 

ёки L{p-\-1 ) • I = 6и булгани учун ((6.21) га кура)

со«(/о) — е "Ь„.

Аммо (6.18) га кура ю(»</о) =0. Демак, ¿7« =  0. Шунга ухшаш, 
b<) =  b\ = . . .= Ь Г )= 0 , г ^ к  — \ булсин дейлик. У холла (6.19) ва 
(6.21) ларга кура:

«M/n) =e'"r\br

Бундам (6.18) га асоеан b ,~ ( )  келиб чикали. Шундай килиб,
b<, =  bt =  ...=bk i = 0  на l.[p  fÂ )  купхад ушбу Цр-\-к) =

— Ьирк-\~Ь, ( \рк 1 -\-Ь„р" — (/>*4- bh->, -Ь
f b)pk =  M ^ p )p l

ку'ринишга чга. Энди р ни р — к га алмаштирамнз:
/_(р)  =  M t{p - k )  (р — к ) ь.

Б у  ифодадан р =  к сон 1.(р) куихаднинг карраси к дан кам булмаган 
илдизи экани келиб чнкади. К.айд кнламизки, М\ (р — к) к\ихад учун 
л нна иддиз булиши ^хтимоли бор. Бу. масалам, bh =  0 булганда со- 
днр булади. Лемманмнг иккинчи кисми хам исбот этилди. Дсмак, 
лемма тула исботламдн.

Энди б.И-теореманинг исботига утамиз. 6.3-лемманинг биринчн 
кисмнга асосан {(>.15) функциядар /.(р)г =  0 тенгламанииг счими 
булади. (6.16) формула умумий комплекс ечим эканнни исбот чтамиз. 
z =  z*(t) функция (6. Г )  тенгламанинг z* ( l l})=zt,,z* (/о) = io , ... ,
in и I « I »

z* (/„) =  ¿и бошлангич шартнн каноатлантирувчи ечими булсин.
Бу ечим — оо оо интервалда аннкланган. С\,
комплекс узгармасларни топиш учун ушбу

Ci г, Ц, ) -\~C>z2{t{i) -f-... -f- Cnz„ (/„) =  zt).

С*. Cn

.s- =  0. 1. ... . п - (6.22)
системага ^гамиз 
рини топнш учум

Бу  снетемадан Ci. ... 
унинг детермннанти

Сп ларминг ягона кийматла-

г, (/„) г2( и  -■ г„(/„)

d =
¿1 </,>) ■ ( ̂11 )

( '1 - - 1 > 
z,!/,)

1/Г II
( U

l/l 11 
... Z „ (U

молдан фаркли булиши етарли. Фараз ътайлик, </ =  () булсин, яъни шу 
детермимантнинг, масалам. йуллари чизикли боглик. У холла бу



детерминант» и шундаи узгартмрнш мумкинкн, натижада хсх*ил 
булга» детерми»антнинг у ёки бу йул элементлари нолга тенг булади.

п 1
Хакнкатан, шундаи I =Ь»,Ь\, ... , Ьп ( ^  ¿>?#0 узгармаеларни

> I
оламизки, 1 - йул элементларини Ьп ] га, 2-йул элементларини Ьп а га, 
... , охирги йул элементларини Ьп(Ь<,= \) га купайтириб куш сак, 
натижада хосил булга» детерммнамтмннг, масалан, I - йул элемент- 
лар» нолга тенг булади. 1 йул /уступ элементини ёзайлик:

г, (/«,) +  />, г, (/„) +  ... + Ь „  г, </„)+/>„ .,*,</„) = 0 .

Ву сопли тенгликни яна
М {Р )г , /'=-1.2........я (в. 23)

деб ёзса булади. Унда М [р )= р "  ' +  Ь\рп 2 +  ... +  />„ 2р +  Ьп..\.
6.3-леммага кура (6.23) да» /= 1 ,2 ........ к 1 булганда Я) сон М (р )
куихаднинг ка мида к\ каррали, ¡ =  к\ +  I , к 1+2...... к\-\- к* б уд ганда
¿¿сон» М {р ) нинг камида /?_> каррали илдизи, шунга \XHiani мулохаза 
билан , "кщ сони } — к \ к ^ к , „ | 1, ... , к\ + ... +  к,„ | +  
+ =  п булганда Л1 {р) куихаднинг камида кт каррали илдизи экани 
келиб чикади. Бунда» М (р ) кунхад тартиби « — 1 булишига 
карамасдан камида п та илдизи бор деган хулосага келамиз. Бу 
зиддинг и =  () деган фа раздан чикди. Демак, ((>.22) снстеманинг 
ечимини С!, Са........С„ десак.

г*(/) -  V (*2,(1)
I

формулага келамиз. Теорема исбот этилди.
(>.2 ч с .1 а т м «I . ((>.1 ) гснглиманин^ умумий комплекс сними (<>.!♦>) формула 

билин саылси х,им уни амил<)а цулад куринишОа, яьни

Д О  =/, (О.-'1'  ̂ 1,(1)с1-' \ . ( (6.24)

ишкл<)а с:шш мумкин. 1>ут)и }', (/1 гар тби  к, I (1ин кщори булмаган куплей) булиб, 
унинг коэффициент лари ¿¡ар пир счим учун ту.-ш аник,ланщ1и.

Агар /. (р )г  =  0 тенгламанинг коэффициентлари %ак,ик,ий узгармас 
булса, курилаётга» холда хам тенгламанинг комплекс ечимлари 
ичидан л;ак,ик,ий ечимларни ажрагиб олиш маеаласини куйиш 
мумкип. Бунда в. / -леммага ух шиш леммами келтириш на исбптлаш 
мумкин. Куйидаги мулохазалар фикрнмизни тасдиклайди.

Фа[)аз эгайлик,
— Я,, ^  , ... , | — Х.)ч,
^  11=  I ,, ... , х„, =я.(.,.

Кури»1 кийин эмаски, ушбу Р е 2' на ?  е'1'*, 6 =  0,1, ... , к-ц \ — 1 
( / = 1, 2,... , .ч) функциялар узаро кушма комплекс ечимларни ташкил 
этади. Агар 6. 1-леммада айтилгапидек, шу кушма комплекс ечимлар



олдидаги коэффициентлар хам кушма комплекс сом булса, у холла
П

г =  ^  формула хакикий ечимни беради. \акикатан,
,ш= I

Я-2/-1= Ц 2| 1+ ^ 2,- 1, С'2, | — С '21 | -\-iOi, I, С-Ц - I =  С-1, =  С'л - | —
— | булса, содда хисоблашлар

,/*/* ■' =

=  1*'еъ '' (2С2, -|Соэу2/ ,/)

эканини курсатади. Бу охирги ифода хакикий функция. Демак, 
(6.1' )  тенглама учун куриластган холла ушбу

1  У  < с * ,- А ч  ' Ч с 2, / / *  '')  =
, I л-о

ч I
=  V  V  I (2 С у2/ , с о я у 2; ,/  —  2 С 2, Г 1  У.2 / ) ( 6 .2 5 )

/.-.I л = о
формула уринли. Энди умумнй хакикий ечимни ёзиш мумкин:

ч * 2; -  I

2 =  У  1  / V " “ 1 (2£2/_ ,сойу2( . — 2С^._ |$ ту2/_ ,/) 4
(=1 Л -=(>

+  [ / , ,  Ч )е  ^  ‘‘ +/*а,1; (П е ’'* г' + ... +  / , ( 6 . 2 6 )  

бундай /* функция тартиби £<,— 1, q =  2s, ... , т  дан юкори булмаган
хакикий коэффнциентли купхад.

Бу формулами ина ушбу
ч *2, I

2 =  V  V  / V *  ,С 0 5 ( у 2ч ,/  +  а , , . . , )  +
I -- I л-0 

т

+ 1  1 „,и )е ''. |.2, _ ,> 0  (6.27)
; - 2* 4 I

куринишда хам ёзиш мумкин.
(6.26) формулада п та хакикий узгармас катнашган, чунки ундаги 

биринчи йигиндида 2к\-\-2кл-\-... +  2к-̂  .\ та, урта ка вс ичида эса 
Ла»-4-I + ¿ 2*4 2 +  ---~\-кт та ихтиёрий узгармас булиб, &|-4 А?24- — 4- 
~\~кщ^ч на &| =  &2» к.\=^к$, ... , ¿ 2ч-1— к'2х булгани учун 
2̂ 1 4 " 4 "  ••• 4 "2к?ь \ 4-ку*4 | +  &2«+24  ••• 4 кт =  п булади.

М  и с о л л а р. 1. Ушбу
г*+2г + г«(>

генмаманинг умумий комплекс на хакикий ечи.члари топилсин.
Характеристик тенглама

Ц р ) = п л Ь 2 р Ч р  =  0
куринишга эга. Уилан Л.1 =  (), Хг.л =  — 1. демак, умумий комплекс ечим: 
г =  С\ +  (Сг +  С(/)<? С|, С-1, С, комплекс сонлар, чунки \ =  — I икки карралн 
илдиз ни ечимлар системами:

г, а= 1, гг — к' гл = е '.



Умумий хакикий ечим хам шунга ухшаж С\ f  <С? + ('At)e (C i, C i, СЛ 
хакикий счжлар) курннишда ё.шлади.

2. Ушбу
Г»
г + 2  г + г  =  0

тенгламаниш умумий комплекс на хакикий очимлари топилсин.
Мое характеристик тенглама

!.{р) ~р'-\- -Р' \ p =  i)
будиб, /.(/>) = р {р : { I ) ‘ дан унинг илди:иарн p ,= ii, p{ = i, />.= —/ Ьуида p.‘~ i  на 
p , ^ —i иддшлар икки каррали Энди умумий комплекс счимни озамиг

г ~ С ,  + (С 2 + Сл1)е‘' f {Ct +  C rJie  ” .
Умумий хакикий ечим vca (Н.26) , (6.27) формулага асосан

z = C  | + IC j  4- Ci/) cos/ f ( C't -f- C.‘s/ ) sin/
CKII

г — f-’ i + (>ic«s(< +  a i  I f  /p . .cos (/- fa .. ) ,  p , > 0 ,  р*><) 
курннишда ёгшладн.

6.3-f. Ч И З И К Л И  Б И Р  Ж И Н С Л И  Б У Л М А Г А Н  У З Г А Р М А С  К О Э Ф Ф И  Ц И  F.HTJ1 И
Т Г Н Г Л А М А Л А Р

Ушбу
( п I I 'Г 11 ,
г -f-a, г +... +  а„ ,г +  a„z =  F { t )  (6.28)

дифференциал тенгламада ai, a ,̂ ... , а„ узгармас коэффициентлар 
булиб, F ( t )  функция / интерналда аникланган узлуксиз функция 
булснн. У холла, биламизки, бернлган тенгламанинг нхтиорий ечнмн 
мавжудлигининг максимал интервали т у  / интервалдан нборат 
булади. by бир жинсли булмаган тенгламанинг умумий ечимини 
томнш уеуллари бизга маълум. Агар (6.28) тенгламанинг бнрор 
хусусий ечимини бнлсак, т у  тенгламанинг умумий ечимини ёза 
оламнз. Хакикатан, тепиили бир жинсли тенгламанинг умумий 
ечимини доим топа оламиз, чунки унинг коЦ>фициентларн узгармас 
ва И р )  = 0  тенгламанинг илдизларинн топа оламнз. Энди 5.10-теоре- 
манн куллаш колади. Мазкур параграфда (6.28) тенгламанинг унг 
томони, яъни /•(/) функция махсус куринишда булганда хусусий 
ечнмнн излаш билан шугулланамиз. Аникроги, F { ( ) функция 
квазикупуш) (квазиполином) булган холни курамиз.

Агар Xi, Xü, ... , комплекс сонлар, f\ (t), /Д О ..........//«(О
функциялар / га нисбатан купхадлар булса, у хам а  ушбу

Г ( 1 ) = Ц П е ' '+ Ш е ^  +  . +  /,„(/) е я' (6.29)

функция ква:шкуп^ад дейилар уди (117-бетга к.).
Энди F ( t )  квазикупхад булганда

L (p )z  =  F { t )  (6.28')
тенгламанинг хусусий ечимини z * {t ) десак, бу ечим ушбу

L {p )z  =  fl( t ) e ,‘, / = 1, 2........т  (6.30)



тенгламаларнииг мос хусусий ечимлари 2*(/), z ] { ( ) ,  ... , z‘m(D 

йигиндисндан иборат, яьки г‘ ( / ) — 2  г* ( О . Шуиинг учун мулохаза-
I

ларни /•'(/) — f i t ) ? "  булган холда олнб бориш етарли. Асосий матижа 
куйидаги теорема билан бернлади.

6.4-теорема. Ушбу
l. (p )z  =  ¡ ( t ) e ' '  (6.31)

вир жинсли булмаган тенгламани курайлик, ун<)а /'(/) куп.%а<) ( га 
мнебатан г-таргибли купх,ад, к — комплекс сон. Агар l.(k ) Ф ( )  булса, 
к =  0 ни /.(>.)=() булса, к сони к каррали ил()и.ч булсин. У %ол<)а 
(6.31) тенгламанинг

г =  (В. 32)
куринишда хусусий счим и мавжуд, ун()а Ц(1) купуаО г тиртибли 
номаълум коэффициентли кугца(). Бу [>{/) куп%а()нинг коэффи- 
циентлари номаълум коэффициснглар усули ótuan тотпиш и мумкин. 

И с б о т .  /(/) ва к ( ( )  куихадларни
/(/) =£!»/' +  /■(/), (6.33)

/* (/ )= и ,/ ' 4 - 4 « '  11 \-а„ 
í l ( t )  = b ltr + ц '{1 ).

^•(/) = л ,/ г '+. . .  +  6, ,М  -ь, (6.34)
курннишда ёзамиз. Энди к сон /,(>.) =  0 тенгламанинг к каррали 
илдизи булганн учун И р )  кумхадни

1,{р) = М ( р )  (р - к )*  (6.35)
каби ёзиш мумкин. Фаразга кура /И (л) ф {). Акс холда, к сони к дан 
купрок каррали булар эди. Агар (6.32) функция (6.31) тенгламанинг 
ечими булса, l.(p ) ie " tbf f ( t ) ) =е*'1.(Р +  к)1к ц(1) = e 'J f {t )  шарт 
бажарилишн лознм. Ьу шартни яна

!A p  +  k )tkfy(t) = f t i )  (6.36)

курннишда ёзиш мумкин. Энди М (р ) да р пи р-\-к га алмаштирсак, 
М {р-\-к) купхадга уга буламиз. Равшанки, М (р  -}->.) [/»_о =  -М(Х) t  
Ф О . Шунинг учун /VI(р -j-к ) ни

М (р  +  к) =  М Ц )  + М * (р )р  (6.37)
деб ёзамиз. (6.35) да р ни р +  к га алмаштирсак,

Н р  +  к) =  .\Цр +  к )р к= М (). )р кМ * (р )р к < 1 (6.38)
муносабатга келамиз. ((>.33), (6.34), (6.38) лардан фойдаланиб, 
(6.36) шартни куйндагича ёзамиз. Аввал (6.36) нинг чаи томонини 
узгартирамиз:

И р  +  к)1к f> {t )= l. {p  +  k)tklb a t '+ K * (t ) )  =
=  L ( p - \ - k ) í >,b u r  +  l . [ p  +  k ) t kt í * ( t )  =

=  A»í'W(X)/>* f M *  (/>)/>** у . Г  +  /-(/> +  А.)<*#*(0 =
=  b llM [ k ) p kt , t i r  +  b » M * ( p ) p k* ltk * , +  L ( P  +  k ) t * f r * ( t ) .



Шундай килиб, (6.36) игарт бундай ёзнлади:
buM {k )p ktk + , +  buM * ip )p k" t ,,' '  +  L iP  +  b )tkg * ( t )  =

= «„/' +  /*(/) (6 39)
.Уиг томонда С нинг коэффициент un. Чап томонда 
рк1к + , =  — | ) (г +  I )/' булгани учуй тегишли коэффи­
циент ЬиМ (X) {k + r )  (k +  r — I )... { r  + 1) булади. f>> коэффициент.! ар­
ии тенглаштириб bwM(h) (к-\- г) (к  -f г — 1 1 ) =  tfo ни, ундан 

0 булгани учун Ьи ни бир кииматли топами:!, нъни:

Ь.. =  . (6.40)
11 ik + гцк + г -  I ) ..|л 4- 1)/И(Х)

Агар bI, шу (6.40) формула билан тонилди дееак, (6.39) муиосабат 
ушбу

Ь»М*(р)р** '/м  ' -\г !А р  -f M ' V î O  = / * (О
ёки

/.(р +  Щ г * (/ )= / * (/ ) '/*+' (6.41)

куринитнн олади. Бу тенгликнннг >нг томоннда ( г — I ) -тартибли 
маълум купхад, чаи томоннда эеа (г-- 1) -таргибли номаы]ум купхад 
турибди. 111 у (6.41) муносабатга ина авналги (6.36) муноеабат учун 
бажарилгам амалларни кулласак, /' 1 нинг олдидаги коэффи- 
цнентларни тепглаб Ь\ ни бир кииматли топами;*. Ш унга ухшаш, Ь-2, 
.... Ь, | ларни хам бнр кииматли топиш мумкнн. Бу мулохазалар 
(6.31 ) тенгламанинг (6.32) куринишда ечими борлигнни иеботлайди.

М и с »,1 л ;i p. I. У тбу  г + г =  2/‘ — 1 тенгламанинг хусуснй ечими топн.юни 
Тенгламанинг унг томонн иккинчн тартибли купхад булиб. у кназнкупхадннш 

хусуоий куринишидир. Бунда j { t ) = 2 ( '  — I, >, =  (). Мое бир жинели тм лам анш п 
характеристик тенгламаеи /.(/>) -- р2 \ I — О. Ушбу Xi.2=  ± i илдизларга чга. f> 4-теоре- 
мага кура k =  l), ?, =  (), r =  2 на хусуенй ечим

г = b j l f b,l f  hi
куринишда изланиши лозим <(>.3<») iiiapi кунидагича гииилн:

| (р + к ) г +- I | (bnt' + hit f !>•) = Ч (1 — I
с к и

(р: -\ \ ) { h j - Ь^-\-Ь,)^2 (‘ -  1

еки
2й„ f  b „l’ -f h ,t  4 Ь ,-  21- - I.

Бунлан 2bi, b>= — I, b i=<), b„ =  2 келиб чнкади. Шундай кнлиб, b„ =  2, b i=-l),
b,i----5 на хуеуеий ечим г = 2 1 ’ - Г> ф\нкпиндан иборат Берн.пан тенглачаннш
умумнй хакнкий ечимн

г=  Cn'os I -f C*sin / 4 2/‘ — 5

куринишда езнлади.
2. Ушбу г — г — 2е‘ тенгламанинг хусуенй ечими топилсин.
Бу тенгламада f ( t |=2«’' <5 >. i и б , f \ l )=  2, л=1. Мое бир жинедн тетдаманиш 

характеристик тешдамаен /. \р) ~ р г ~ I - I» булиб. к, .=  ±- 1. 6.4-теоремага кура к=  I. 
r =  0, Х=1. Шунинг учун х\суснй ечим

г =  /)„/«•', =  Ь,I 

15:1



куринишда изланади. Бу холда ((¿.36) шарг куйидагича ёзилади:
I (Р +  I )* — I |М  =  2 ски bn{p¿-\-2p)t =  2 ёки 2Ь» =  2.

Бундан ¿>D=I. Демак. г*=/<’'. Шунннг учун бернлган тенгламанинг хакикий умумнй 
ечими

г *= С\1-' ' 4- C-¡e' +  te'
каби езилади.

3. Ушбу z +  z =  tcos¿ - тенгламанинг хусусий ечими топилсин.

Тенгламанинг унг томонинн узгартирамиз:

f ( / ) = í c o s 2 -' =  / ( - ’ + | ° ' S- - )= - “  / +  ~  ICOSÍ.

Авнал L ( p ) z = ~ l  тенгламанинг. сунгри A (p )¿= ^ /co s í тенгламанинг хусусий

ечимларини топамиз. F¡ (/) =  / булсин Раншанки, 1.{р) = 0  тенгламанинг илдизлл-

ри Х|.2= ± / . 6.4-теоремага кура А =  (). Я. =  0. г = | , /(/)=-^ /. Шунннг учун хусусий 

ечнм
г i =  bnt + /),

куринишда изланади. (6.36) шарт бу холда куйидаглнн бсради:

,2|(Р4-П)М IK V  + M *  2 '•

Бундан í>(ií +  ^ i—  ̂  ̂ ^ки у* * |= 0 . Демак, г ,=  — л

Энди F.¿ ( í )  =  icos/ булсин. Бу холда функииннинг курннишини Эйлер формула- 

сндан фойдаланнб узгартирамиз. Маълумкн:

и . it jt iiс -f e t v — eeos t — , SIII / =
2 2i

Демак, F.¿ (t) =  ^ - t¿ '- - te ~  "  =  \ /■’,,(/). Агар z (l) функция L (p )z =  F '¡{ t ) .

1 .{р )= р г+  \ генгламанинг ечими булса, г{1) (г(/) пинг кушмаси) функция хам

L {p )z  =  F4U)
тенгламанинг ечими булади. Бу раншан. Шунннг учун бу тенгламалардан биринчисини 
курит етарли. Шундай килиб,

¿4  2= ‘ /¿'
4

генгламани курамиз. Бу холда г = | .  А= 1. к =  /,/(/) =  -~/. Демак, 6.4-теоремага 

кура хусусий ечнмни
Z'j =  Ц Ь п1 4- Ь I > е'1 

куринишда излаймиз. (6.36) шарт куйидагн куриншини олади:

|(/) + i ) 2+  1|/(й„/ f  6 ,)=  ‘ í



2/»„Ч- 4í»0í/ + 2*,í =  ̂/,

буидан
1 • * 1 

---- iß '-  ft|= i6

Шундай килиб- г2 = ' i',- j'c ) ' ;1 Рашианки, /.(/»)* =/■'?(/) теигламанинг

хусусий ечими z2 =  2.¿ =  í^  i".■</+ j (.  ̂ ^  бу.чади. Энди ¡'•i=  ̂ ¿cosí булган холда 

хусусий ечимнн топиш учун z’¿ ва г'{ ларни кушиш лозим:

4  +  4 =  ¿  <Н  п ) е ~ “  =

= ~ H e U e  ‘')- - ¡R W - e  "> =Ib lo
I S  + e - 1' I2 "  f , , í2 . ,= — —  - — +  • =  - eos /+ --sin t.
8 2 8 2í  8 8

Шундай килиб:

z2 — ¿ cos I 4- — sin /. 8 8

Демак, берилгак тенгламанинг хусусий ечнми

г ~ г ,  + z.¿=  1 I + I  / io s/4 * r'sin /»¿  H о

умумий хакикий счими эса

¿ =  CiCos t C^sin / -f 1 I 4 -icos 1 4- ' f2siri I.
2 8 о

6.3-э с л а т м а . Агар /-'(С) функции к,уйш)аги
H it )  = s in  /-cos 2 f V '  

куринишда булса, бу функцинни кви-чикуп^иднин,- умумий шаклида ёиамиз:
il il Ъ1 i Ъ!

™ - '  1  ■' V -v-
« - . Ц . 1* 4*1'-  -l-íVM 4 1 ,>«♦"< i 1

4 4 4 4

Ьу мулохазалар l.(p )z  =  F  {!) тенгламада F ( t )  функция келтирнлган ва шунга ухшаш 
курннишларда булганда хусусий счимни топишга 6.4-теоремани куллаш имконини 
беради.

М  a ui к. Ушбу дифференциал тстламаларнинг хусусий счими топилсин:
1. z +  z =  cos f-e*1;
2. z — г =  stn /-cos 2f;
3. г — 3г4-3г — г =  (/24 /I s i iU V :  nt
4. г — z =  t cos le'.



Бнз 6.3- § да (6.28) тенгламанинг хусуснй ечимини танлаш усули 
билан танишдик. Бунда тенгламанинг унг томонидаги F ( t )  функцня- 
нинг куриниши асосий роль уйнайдн. Агар тенгламанинг коэффи- 
циентлари хакикий булиб, /•'(/) функция гармоник булса, яъни 
F (/ ) = rcos(o>¿4 а ) булса, у холда

L (p )x = r cos (о,/-(-а), г ^ О  (6.42)
тенгламаминг хусуснй ечимини излаш учун комплекс амплитудалар 
усулни куллаш  мумкии.

М аълумки, ушбу
л:-f-<1>2д: =  О (х - хакикий функция) (6.43)

тенглама гармоник осциллятор тснгламаси деб аталади ва умумий 
счими гармоник функциидан иборат булади, яьни:

х =  г cos(со/ + а ) ,  г^ О , (6.44)
Бунда г тобраниш амплитудаси, а  - унинг бошлангич фазаси, 
о) — Х(К' тобраниш частотаси дейилади. Бир секунддаги тебранишлар
сони V =  . (6.44) функция гармоник тобраниш жараённни ифода-

2л
лайди. Тобраниш жараёнлари техник;! на фнзиканинг, биология ва 
химиянинг хамда бошка фанларнннг турли булимларида мухим рать 
уйнайдн. Шунинг учун гармоник жараёнларнм чукуррок урганиш 
максадида комплекс амплитудалар усулннннг баёнига утамиз.

1. Хакикий гармоник функция (6.44) билан бирга унга мос 
комплекс гармоник функцняни, яьни ушбу

(к.*'"" (6.45)
функциями хам курамнз, унда:

1» =  Г£,"\ г ^ О .  (6.46)

Ра  вшам ки, г =  |р|, =  ге,{'"‘ 4 ч| =  reos (Ш  - fa ) +/rsin (<o/ +  a ) ,
яъни (6.45) пинг хакикий кисми (6.44) функция билан устма-уст 
тушади. (6.46) комплекс сон комплекс амплитуда дейилади.

Энди L (p )  купхаднинг кочффициентларн хакикий булсин.
(6.42) теигламани ечиш учун аинал

L (p )z  =  Ve'"-1 (6.47)

тенгламани счиш тавсия угилади. Агар z =  x-\-iy шу (6.47) тенглама- 
нинг ечими булса, у холда х хам (6.42) тенгламанинг ечими булади. 
L (iu ))= £0 деб фараз эгиб, (6.47) тенгламанинг хусуснй ечимини 
комплекс гармоник функция, яъни

г =  о^ы1, a =  s(M (6.48)

куринишда излаймиз. Бу функцияни ((>.47) тенгламага куямиз.
(6.6 ) формулага кура:

о/. {¡ч>)е“"‘ — ¡к'1'"1,



( i=  ’’ . (t> 49)l.iii,,)

Раншанкн
Id

I/.(/ü i) I L (/о)) I

Энди (0.49) га a na p пинг ифодаларини куйеак,

=  ,гГ I. (ми)
формулага кедами i. Ундан .s урннга кинматнии куймб, еунгра fi ни 
тоинш мумкин. Демак, (6.48) функции гула аиикланди. Комплекс 
амнлнтудалар уеули ана шундан иборат. Энди хакикий ечимни, яьнн
(6.42) тенгламанинг хакикий хусусий ечимннн ажратиб олиш учун 
(6.48) функциннн бундам ёзамнз:

z  =  d / ‘ ' =  s í ' ,V w'  =  .vp........ .. —  .seos (си/ +  ß ) H -/ .ss in (o i/  f  t i ) .

Бундам курннадики. (6.42) тенгламанинг хусусий сними

х =  /  eos (tri/-f* fl)' / (/C>|) I

куринишда изланиши лшим экан.
2. Баён упитан усулни ташки гармоник куч гаъсиридаги гармоник 

(кциллнторнипг тенгламасига татбик угамиз. Айтилган осциллятор 
тенгламаси ушбу

х +  (oix =  reos («и/ 4- а ) (6.50)
куринишда ёзилади. Б у тенгламанинг урннга тег и шли комплекс 
тенгламани курамиз:

г -f ...гг =  re...м '‘ '. (6.51 )
a) У холла (6.51) темглама z =  ae""' куринишда хусусий

ечимга -на. (6.49) формулага кура о =  р =  r<J , i  =  r
/ I  /ап I 2 2 i i  2,
•• ' МИ ' trl| - «> | ( l ) |  - M I) I

Шунинг учун (6.50) тенгламанинг хусусий ечими

х =  2 cos(d)/-f-(i) ((>.52)
! <i»j — «и i

куринишда ёзилади. Бунда ß сон куйидагича аникланадн. Ушбу

. 2  2 , 2 2 
14t) | —  Ci) | Ittj —  dl

тенгликдан 1) <i>i><d булса. a  =  ß буладм; 2 ) о л С ы  булса, 
<>ф=  , r дан 0 =  ос4 л келнб чикадн.

оГ — uf * <и̂
Б у холда (6.50) тенгламанинг умумий ечими



каби ёзилади, унда Л|соь(о»|/ + си ) мое бир жинсли тенгламанинг 
умумий ечими.

б) о) =  (.)]. Ьу  холла 6.4-теоремага кура хусусий ечимнн ¿  =  а, 1еш1 
(<Т| - комплекс сои) куринишда излаш лознм. (6.36) шарг/(/)  = ге"1, 
6 = 1, А =  /<о, £ ( / ) = П |  булгани учун куйидагича ёзилади:

Бундам (6.50) тенгламанинг <0 =  <0| булганда хусусий ечими келиб 
чикадн, яьни

чексиз ортиб боради. Аммо реал холатларда амплитуда чексиз ортиб 
бора олмаса-да, асбобнимг ёки бошка бир курнлмаминг комструк- 
циясига караб кунгилснз ходисалар хам булиши мумкин. Бу ходиса 
резонанс %(х)исаси дейилади.

1.2- § да курилган 3-масала электр занжирига тегишли мн. Унда 
туртта икки кутбликлардан ташкил топган ёпик электр занжирн 
курилиб, замжирда электр токи /(О  нннг узгариш конунини топит 
масаласи куйилгам эди. /(/) функция учун ушбу

иккинчи тартибли чизнклн бир жинсли булмаган дифференциал 
тенгламага эгамиз. Бу тенгламада /., /?, С лар мусбат узгармаслар 
булиб, мое равишда индуктивлик, каршилик ва сигимни билдирали. 
и{1) функция эса кучланн1н манбаидир.

Дифференциаллаш операторн ёрдамида (6.53) тенгламани ёза- 
миз:

*' (6 53') тенгламада индуктивлик I. билли оператор 1-{р) ни фарк килит керак.

| (/7-Н ‘ш )  ̂+  0)2](Т|/ =  Г('"1,

бундам:

Демак, тегишли хусусий ечим бундай ёзилади:
г1е'М+«> = _

(<■>/ + <*)__ , ,

2а»

х  =  г1 ш/ А-а. —  л г‘ и т  (о>/ +  а ).х =

Бу формуладан куринадики, I вакт ортган сари амплитуда2и)

6.5- §. Т ЕБРА Н М Л  Э Л Е К Т Р  З А Н Ж И Р И

, , 0 Л! , 1 , аии) 
+ %  + с  / =  ,н (6.53)

(6.53')



Бунда I . [р) =  Lp* +  Rp +  Ушбу z {p ) =  Llp) =  Lp +  R +  !
L  p l-p 

функция операцией царшилик, унга тескари функция, яъни
С (р )=  !  Ср функция эса операцион йтказивчанлик

*(/>) LCp2 +  RCp + 1
дейилади.

Агар электр занжирида актив элемент, яъни кучланиш манбаи 
олиб ташланса, пассив электр занжири хосил булади ва ток кучи- 
нинг узгаришинн текшнриш учун ушбу

( l . r r - t R n + 'c ) / ( 0 = 0  (Н .г>4)

тенгламага эга буламиз. Албатта, аввал электр занжирида ток кучи 
булмаган булса, бу тенглама учун ечим тривиал, яъни l ( t )  = 0  була- 
ди. Агар мазкур электр занжирида ток бор деб фараз этилса, у холда 
вакт утиши билам бу токнинг узгаришини урганишимиз мумкин. 
Хакикатан, (6.54) тенгламага м(х:

Lfr -f R p +  lc  = 0  (6.55)

характеристик тенглама илдизларини А.|. дейлик. У холла:

Дискрнминантни Л деб белгилаймиз. Уни Л =  ̂ -  ̂ 'f  ~  i c

ёзса булади. Агар Д < 0  булса, (6.54) тенгламанинг ечимлари 
тсбранма характерга зга булади, Д > 0  булганда эса апериодик 
булади.

Д < 0  булган холга мос келган электр занжири тебранма электр 
занжири деб юритилади. Бундай электр занжирида каршилик 
булмаган хол (факат назарий) айникса кнзикдир. Агар 1иундай 
фараз этсак, электр занжири тенгламаси

( V + , ' , . ) / ( 0 = 0  ((¡.56)

куринишда ёзилади. Бу тенгламанинг умумий счими

/ ( 0 = r i C O S ( m , / + P ) .  ш , =  ‘ =
v LC

каби ёзилади. Бундан куринадики, пассив электр занжирида 
карн1илик булмаса, сунмас тебранишлар юз беради. Сунмас 
тебранишлар частотаси, яъни 2л секунддаги тебранишлар соми
о)| =  1 булади. Шунинг vmvh o)i микдор массив электр занжири-\!LC
нинг хос частотаси дейилади.



Энди электр занжирида актив элемент бор булсин. Тебранма 
электр занжирида кучланиш манбаи ¿7(0 функция гармоник функция 
булган холни курамнз, яъни ¿7(0 =гсоя*»*/, г > 0  (бунда г — хакнкий 
амплитуда). Комплекс амилмтудалар усулини куллаш учун 
11(1)— гс1'"1 деймиз. У холла (6.53') тенгламанинг унг томомн 
рО (( ) — р[г1>""') — ¿ги и’1'"', яъни комплекс амплитудали гармоник 
функция булади. Хуеусий ечимии ¡{1 )= о е ,т1 куринишда излаймиз. 
Бунда комплекс амплитуда о куйидаги формула билан аникланади:

¡ Г М  г

Бундам хакикий амплитуда Л' учун ушбу

См )

ифода келиб чикнди. Агар и>= булса, 5 амплитуда узининг
V  1-С

максимумига эришадн. Бу холла 5 ва г ораеида ушбу муно-

еабат булади. Бош ка холларда 5 <  ' булади. Бу ходиса хам рсзо-А
нинс деб аталиб, у билан дастлаб авналги мараграфда танишган эдик.

6.8-§. У ЗГА РМ А С  КО Э Ф Ф И Ц И Р .Н Т Л И ГА  КЕЛ Т И  РИ  Л АДИ I А И Т ЕН ГЛ А М А Л А Р

I. Узгармас коэффицментлига келтириладмган чнзикли дифферен­
циал тенгдамаларнннг барча синфлари маълум эмае. Албатта, 
тем г л а мани узгармас коэффицментлига келтириш учун шундай 
алмаштириш бажарнш керакки, натижада чмзиклилмк бузил май 
ко-]сип. Бундай алмаштиришлар, биламизки, ё номаълум функцняни 
у =  и (х )г  деб ёки эрклн узгарувчини х =  х(О  (т =  ( х ) ) деб 
алмаштнришдан иборат булиши мумкин. Биз куйида тенглама 
узгармас коэффицментлига келиши учун зарурнй шарт билан 
танншаммз. Бу шартни чнкарнш учун т =  ) алмаштириш 
бажарамиз. Содда хисоблашлар куйидагича булишини курсатади:

V *

^  =  и ) .Лх (/г

=  1 ,‘Л  (ч-' ' (^))2+ ^ ф" ( ^)¡1х ¡И'

¡{'у __ ¡{'у
11хп (¡т‘‘



Топилган ифодаларни ушбу
1-{р)У =  ё(х)> Ь (р )у  =  у ''‘' -\-ц,{х)у(" "  + . . .+ а я | {х )у '+ а я (х )у  
тенгламага куйсак, 1|/(х) ^ 0, х =  \$ 1 <т) булганда

йпу . ^  . . и" *«/ . . йу . и„(-г)
,(т„  +<3. <*> л ; т + -  +  ̂  I <*>,,, +  ,„*=«< *>

тенгламага эга буламиз. Унда С М * ),  ... . С},, , ( * ) ,  а „ (х) ,  ц (х ) 
функцияларнинг аргументи х урмига лг =  ̂  1(т) ифода куйилиши 
ксрак. Агар берилган 1.(р)у =  К (х ) тенглама т =  ̂ ( х)  алмаштириш 
билан узгармас коэффициснтлига келиши мумкин булса, у х,олда 
куйидаги

ф I (я ) =  С’ОПв!, (¿»(-Г) =  СО|Ы, ... , С}п I (лг) =  соий1,
и„(.Т>

<?„ ( * )= " =  А м =соин(
С Ги ))"

муносабатлар уримли булади. Охирги муносабатдан

г =  !()(.<)= А  ̂\ а г, (х ) Ых (6.57)

формула кол иб чикади.

6.5-теорема. Эркли узгирупчи х ни т =  1̂ ( * ) ,  ^-'(х) алмаш ти­
риш натижасида Ц р )у  =  ̂ (х) тенглама узгармас коэффициентлига 
келиши унун (6.57) формулининг уринли булиши нарур.

Хакикатан, (6.57) формула уримли булганда (? „ (* ) — А я =  сопМ 
булади. Аммо (?) (дг), . ,  С}п >(*) функциялар узгармас булиши шарт 
эмас. Ьаъзи чизиклн узгаруичи коэффицмсмтли тенгламалар учун бу
(6.57) формула билам алмаштириш барча С}\ (х ) ...... \ ( * ) .  ( ? „ ( * )
коэффициентларнинг узгармас булишининг хам зарурий, хам етарли 
шарти булади. Бундам тенгламаларга Эйлериннг бир жиисли хамда 
бир жинсли булмаган тенгламалари, Чобишеи тснгламаси ва 
бошкалар мисол була ол.ии.

Аввал куйидаги

< ■ - ^ » 5 - ' 2 + ^ = °
Чебишев темгламасини курайлнк. Агар ж ±  1 булса, уни яма бумдай

А -  * | "* у — О
их2 I ^  йх , 

ёзиш мумкин. Бунда а, (х) =  — * ■ , а.2{ х ) — . Энди (6.57)
1 дг I — х

формулага кура

т =  ф(х) = А  \ л п 2 (¡х =  Ап  ̂ ~их~.— =  Апагс sin дг +  С.V I — X  *  \ } \ — Х г



Соддалик учуй /1 =  1, С =  () дейлик. Бу ходда т =  ( а:) =  
= л  arc sin х. Иккинчи тартиб;1н чизикли бир жинсли тенглама

+«1 (* ) d/x + a¿ (x )y = Q

учун T =  iJ)(jr) алмаштириш натижасида хоенл буладиган

Í  +  <?' W *  + <М*>!/ =  0
тенглама коэффициентлари куйидаги

1Г"(ДГ) H-éí, Ос>1|1'(дг) а2(лг)
С М * )  =  , С М * )  =  (6.58)

(♦'<*>>“ (♦'<*))
формула билам ёзилади. Буни бевосига хисоблаб чикиш мумкин. 
Курилаётган холда:

v i x ) =  ” . г ш =  пхи  , /2
V l - r 2 t i - x 2)3' 2

Шунинг учун:
пх д А .... ."

V I “ ' /  V I — дГ
л

I —л'
.2

,  . пх I - лу .
Q 2 ( X )  = ---- - • =  I

1 — х~ п‘

Демак, т =  « are sin л: алмаштири[и натижасида Чебишев тенгла- 
маеи

¿ + , = 0

курннишга келади. Бу тенгламаиинг фундаментал еистемаси 
í/ i ( t ) = c o s t , у 2(х )=  sin т булиб, т =  л are sin х буйича эеки эркли 
узгарувчига кайтсак, у\ (л:) =  cos п arc sin х, y-¿{x) =  sin п are sin x бу- 
ладн. Лмалда купрок Л — — I, С =  0 деб олинади. Бунда 
г|)(л:) =  л are cos л: кслиб чикади. Шунинг учун фундаментал система- 
пи

у i (х) =  cos« arccos y-¿(x) = sin  «are eos x 
деб ёзиш мумкин. Чебишев тенгламаеннинг умумий ечими 

у (х ) =C|Cos п arc cos х -f- O2SÍ11 п arc cosa: 
каби ёзилади.

Маълумки, cos are cos х =  х на cos л<|' функция л бутун булганда 
coscp нинг л-тартибли купхади куринншнда ёзилади. Шунинг учун 
eos л are cosa: функция л бутун булса, х га нисбатан л-тартибли 
купхад булади. Бу куихад Чебишев купхади дейилади ва



тарзда белгиланади.
Эйлер тен гл а мала рига ути шла н а »вал та ькидлаб утамнзки. 

номаълум функциями y = u(x)z алмаш тириш  натижаеида узгарм ас 
коэффициент.! и га келадиган тем гл а мал ар учуй (6.57) турдаги 
зарурий шарт м авжуд  чмае. Ш унинг учун 6.5-теорема н ати ж а  
бермаганда ф акат танлаш йули билан турли алмаш тириш лар 
бажариб, берилган тенгламани текшнриб куриладн.

Куйидаги

Xj t i ' y  + x ,i?  +  { г - п г ) у  =  О, х > 0
tlx' äx

тенглама Бессель тенгламаси деб юритилади. Агар п = ]2 булса,

у =  2 алмаштириш бу тенгламани 
V*

г" + г = О
куриншига олиб келади. Унинг фундаментал еиетемаси ¿ i= c o s a \  
2"̂  =  sin х б\либ, зеки ном ам ум  фчмкцинга кайтганда i/i r= KOf' x ,\ л

_  ми г ^у.1;1дИ Демак, п =  1 б\лгамда Бессель тенгламаен узгар
V* 2

мае коэффиниентлига келади на умумии ечими

,> cos х . , ,  s ill х
У~(-] +(*■>

\ Х  \ Х

куринишда ёзилади.
2. Бу булимда узгармас кочффициентлига келадиган тенгламалар- 

нииг Эйлер генгламиси деб аталувчи синфини курамнз.
Уш бу

хп,Гц + а хх!' ,d" '■?+■■+«„ +  аяу =  0, х > ( )  (6 .59 )
dx" tlxn 1 <ix

(бунда a = c o n s t .  /= 1 . 2. . .  , л) n- тартнбли чизикли узгар увчи  
коэффициентли махсус тенглама Эйлернинг пир жинсли тенгламаен 
лей ил а ли.

(6.57) формула буннча (6.59) тенгламани х" га булнб юборнб, 

т =  {jc) =  А  ̂ ^  " dx =  A ln х +  С 

ни хосил киламиз. Агар С =  (), А =  1 булса, чнг содда
V “«

т =  1пх (6 .60 )
алмаштирншга эга буламиз. (6.60) дан х =  е'. Агар дг<0 б ул са  
т — lu Iд:| ва х = — е' деб ёзамиз. Ви з  х > 0  холни кур ам и з.



Эйлернннг бир жинсли тенгламаси х =  е' алмаштириш натнжасида 
узгармас ко^ффнциентли тенгламага келади. Хакнкатан, аввал

у т = 1.2, ... , п хосилаларни т буйича олинган хосилалар билан
dxm
нфодалаймиз:

dy dy I __ - i dy d*i
dx d т dx dx

dx

m-тартнбли х<хила учун ушбу
,т

d У

d*y __d , dy \dx ___  /  d*y dy \
dx2 d i j d x  1 dx J

dx"
У , J "  'v  I , n  d y \  

~ e  \ + ~ + a ~  < « )

формула уринли булншини курсатшп кнйинмас, уида ой... , а», - i лар 
узгармас. Уни индукции нули билан исботлайлик. т  =  s учун уша 
формула уринли булса, m = .v + l учун хам уринли экамини 
курсатамнз. Равшанки,

=  - / ^ \ = Ч е '‘/V " + а , 'Г у ' !' +  ...+
d x 'n  t ix \ d x  J  J t 1_ \d i ' dx' 1

+ * -  - ■ i o i  - i  — - ......... [  ^ + - - + < - 1) * « . . , * }

Хосил булган нфода юкоридаги фикрни исботлайди.

Энди хар бир - у ( т  =  1,2......п) х<х'ила учун топилган нфодани
dxm

(6.59) тенгламага куйсак, тегишли хал

tt it У __  У/Т1х"’ ' = а  ■А , т ич "> dx
г ,  т т /  d"'y , <Г 'у  . . dy \
1 U - + ' ^  + - +а" ■* )

/  dmy . dm ' ч . . d y \
=  “ " ■ ( >  + а ' А “ ' + - + “ - '-г )

куринишда езилади. Бундан куринадики, натижада биз узгармас 
коэффициснтли тенгламага келамиз.

Шундай килиб, Эйлернинг бир жинсли тенгламаси узгармас 
коэффициентлнга келиши учун эркли узгар\вчннн (6.57) формула 
ёрдамнда алмаштириш зарур ва етарли. \осил буладиган тенгламани

+ f t i  ‘! i , - + ' ' + ь "  1 л + , , " у = о  ( ( и > | )

(^ i.......Ьп лар узгармас) куринишда ёзнш мумкин. Бу тенгламанинг
хусусий ечимларн характеристик тенгламанинг каррали илднзлари 
булмаса, с"" =  (е ') ”' =  хт куринишда булади. т  ни топиш учун

tn '-\-b \tn a 1 +  . ..-(-Л,| |/n +  ft4= ( )

164



тенмамани ечиш керак. Аммо Ь\, 62, ... , Ьп коэффициентларни топиш 
анча хисоблашни талаб килади. Бу амалда^улай эмас. Кулай усулни 
курсатайлик.

(6.59) тенгламанинг хусусий ечимини у =  хк куринишда излаймиз. 
Ундан хосилалар олиб, яъни

,т . к.
х",а  и  ' =  к {к  — I )  {к  — 2)... (Л — т-\- \)хк, т ^ к ,  

их'"
сунгра (6.59) га куйсак, куйидаги алгебраик тенглама хосил булади:

6 ( 6  —  1) ( 6  —  2 ) . . .  ( к  —  п-1- I )  а \ к ( к  —  1 ) ... ( 6 —  п +  2 )  -4— -.. —Ь-
-\-ttn -¿к(к — !)  ип | А? -|-сл« =  0. (6.62)

Бу к га нисбатан п-тартибли булиб, уми Эйлер тенгламасининг 
характеристик тенгламаси дейилади. Агар хк= е к1" х эканини хисоб- 
га олсак, характеристик тенгламанинг илдизларига караб аввал 
Эйлер тенгламасининг комплекс ечимини, сунгра хакикий ечимини 
ёзишимиз мумкин. Агар факат умумий хакикий ечим суралган булса, 
умумий комплекс ечимии ё:шб утирмасдан бирданига умумий хакикий 
ечимни хам ёзиш мумкин Буни 6.5- § дан биламиз.

М н с о л .1 ар. 1. Ушбу
х 'у'" Зх:у "  — 2ху' -{- 2у — О

Эйлер тенгламасининг умумий хакикий ечими томнлеин.
Характеристик тенмамани ¿'¡¡¡мш:

к [к — I ) (к - 2 )  -+ 3 6 (£ — 1) — 2/? + 3  =  0
ёки

(* Ь 2) (к-  | )2«0

Пундан Л| =  — 2, й^,=  |. Демак. к =  I инки каррлли нлди.»
Ьерилган дифференцилл генгламаниш' фундлментлл еисгемлси:

х дг, дг1пдг((’ 21, е\ гс‘ ).
Шунинг учун умумий хакикий ечим

у =  С | • С,2 х -|- С-Лх 1п х 
х~

каби ёзилади.
6.4-эсл а г м л. Куйиваги

(ах  +  Ь ) ’1 11 !/ 4 ц, (ал: | Ь )п 1 ^ У | . { , (ах +  Л) ^  + а „у - = 0  
йхп <1х" ах

куринишдаги тенглами *ам а х \ Ь  =  с\ т =  \ п ( а х { ! » ,  а х + Ь >  0 алмаштириш 
ер/Шмида коэффициентлири умирмас и-н,'лимчга К1-лтирила<)и.

6.5-> с л ¿1 т м а. Ушбу

" ^  У , /I - I ¿1" 1Ч йч
х -■■■ + а ]Х  - + ... | а „  ,х ;  +- а „ у  =  Н {х ) , дг >  0 (6.63)

йх йх <1*

п'нглима Эилорнинг пир жине.ш йулма.чш <>иффгрснциил тенглимаси <)ейилаОи 
Юкорида баен -«тилган ус\л билли, Я 1,ни *]>клл у.чгарувчнни т=1п х.х =  е' алмаштириш



ёрдамида бу бир жинсли булмаган тенглама хам кочффициентлари узгармас бир 
жинсли булмаган тенгламага^келтирилади. Фарки шундаки, унг томондаги F  (х) 
функция аргументида х урннга с' куйиладн.

2. Ушбу

х ‘у " — ху’ -\-2у =  х \п х, дг>()

тенгламаниш' умумий хакикий сними топилсин.
М ос бир жинсли тенглама

х гу "  — ху’ -\-2y =  i)

каби, характеристик генглама « а

k{k- I) -*-1-2 = 0

каби ёзилади. Бундам к 1 — '¿к +  2 =  0 келнб чмкади. Унинг илдинлари А|,г==1±«- Бир 
жинсли тенгламаиинг умумий хакикий ечими:

у  =  е' (С icost +  f'asinx) = x(C iCosIiijt -f- i-Vsin In x ) .

Энди бир жинсли булмаган тенгламани курайлик. Унда F {х) =  xlnx булиб, 
F (ех) = х е ' булади. Равш анки, хусусий ечимни у =  {ат +  b )е ‘ = х (а\п х  -\-Ь) куринишда 
нзлаш  лозим. Тегишлн хосилаларни хиеоблаб, берилган тенгламага куямиз:

у ' =  a In х +  b -(-х- а = а  In* t- b +  а, у "  =X X

х^  * (u ln  х +  b + а )  + 2лг(а1» х +  Ь ) =  *1п *

ёки

а х — их lu x  — (a +  b)x-\- 2ах In х -f- 2Ьх =  х Iп х
ёки

ах In х bx =  х In х
Бундан и = 1 , Ь =  0 келнб чикади. Ш ундай кнлиб хусусий ечим у  — х\пх функциядан 
иборат. Демак, берилган бир жинсли булмаган Эйлер тенгламасининг умумий хакикий 
счими

у  =  х ( Cicos/rtx-f" ^sin/nx) -\-xlnx

каби ёзилади.
6 . 6 - э с л а т м а .  Ю цоридаги 2-мисол<)а бир жинсли булмаган тенгламанинг 

хусусий ечимини унг томонга к,ара6 и:<ла<)ик на топ<)ик.
Кайд  цилимизки. агар (6 .63 ) тенгламанинг унг томонидаги F ix )  функция 

(6.29) функция каби к,уйидаги
П\

/•■(*)= X  /,(1п*)/ '
( « I

куринишда сЬилган ква:шкуп%а<)<)ан иборат булса, у \ол<)и 6.4-теоремадан фойдаланиб 
хусусий ечимни излаш мумкин.



7-6 о б

Ч И З И М И  ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМА ЕЧИ М ЛАРИ Н И Н Г  
НОЛЛАРИ \АКИДА. Ч ЕГАРА ВИ Й  МАСАЛАЛАР

7.1 - И К К И Н Ч И  Т А Р Т И Б Л И  Ч И З И К Л И  Т Ь М Г Л А М А Л А Р Н И Н Г  
К У Р И Н И Ш И Н И  С О Д Д А Л А Ш Т И Р И Ш

Иккинчи тартибли чизикли бир жинсли тенгламаларни

y "  + f>[x)y' +  Q ( x ) y  =  0 (7.1)
ёки

аи (х )у "+  а\(х) у ' +  а? {х)у =  1) (7. Г )

куринишда ёзиш мумкин. Бунда Я (х ) ,  (¿ (х ), а ()(д г )^ 0, а\(х) ,  
аг(*) функциялар бирор I интервалда аникланган ва узлуксиз. 
Маълумки, бу тенгламалар у{хп) у' (хо) =  y'(),xli£ l  шартни кано- 
атлантирадигап я гон а ечимга эга. I lly  ечимнинг хоссаларини 
чукуррок урганиш учун купинча тенгламани «еохт.алаштирнш». 
аникроги, бошкача куринишда ёзиш кулай булади.

Ушбу

£  <Р(* ) f x ) + 4 i x ) y  =  0. (7.2|

р (х )£ С ' (1 ) ,  ц (х )£ С (1 )  тенглама иккинчи тартибли узига цушма 
дифференциал тенглама дейилади.

7 .1 - л е м м а . Лар к,ан<)ай иккинчи тартибли чизикли бир жинсли 
дифференциал тенгламани х нинг бирор ц(дг), *£/  функциясига 
купайтириш йули билан узига к,ушма куринишга келтириш мумкин.

И с б о т .  (7.2) тенгламада хосилани очиб ёзсак:
р {х ) у "  +  р ' [х ) у '  + q { x ) y = Q

тенглама х<х'нл булади. Унда у'  олдидаги коэффициент у "  олдидаги 
коэффициентнинг хосиласндан иборат. Ьу узига кушма тенглама- 
ларнинг узига хос хоссаеиднр. Бнз шундан фойдаланамиз.

(7.1') тснгламанинг чап ва унг томонини мос равишда / интервал- 
да узлукеиз дифференциалланунчи бирор ц (х ) функцияга купайтира- 
миз:

H(x)aoU)</" + j iU ) i i i  (х)|// +  ц (х )а 2(х )у  =  0.
Хдкил булган тенглама узига кушма булиши учун

J  (p U )u o U ) ) = fi(- r)a i (х ), x £ l

айнияг уринли булиши зарур ва етарли. Бу равшан. Топилган айннят 
ц(дг) функцияга нисбатан биринчи тартибли оддий дифференциал 
тенгламадан иборат. Уни интеграллаймиз. Унинг учун тенгламани

a»U> ^  +  ц ' =  (*)
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flo(Jf) Üf x —  (O i (x )— f lo U ) ) | l

кабн езамиз (flo(x) ф(), x£/). У \аада биз узгарувчнлари ажраладн- 
ган тенгламага -»га буламиз. Иитеграллаш натижасила

=  "  (7 :!) 

функциями тоиамнз. Вупи тсгишли тенгламага куйсак,

d
dx

L \ v ' d' ()
\  dx J

муноеабат хосил булади. (7.2) тенглама таккоелаш куйидагнча 
булишини курсатади:

P w = e ^ “ : ‘- > o . „ x , %\Х)

Лемма иебот булди.
7 .2 -л е м м а . Эркли узгаруачини алмаштириш. усули вилан 

ихтиёрий иккинчи тартибли чизи^ли бир жинсли тенгламани ушбу

y " + Q i x ) y  =  {) (7.4)

куринишга келтириш мумкин, бунда Q (х) £ С ( I ) .
И с б о т .  7.1-леммага кура ихтиёрий иккинчи тартибли чизикли 

бир жинсли тенглама (7.2) куринишга келтирилган деб карашимиз 
мумкин. Энди (7.2) да /7( х ) > 0, x£ l  булгаии учуй

.у dx г Г dxd £ =  - • еки l = \  , ,
P ix )  J  р {х )

алмаштиришни бажарамиз. Ьу алмаштириш формуласидан 
=  1 > 0  булгаии учун £ узгарувчи х нинг монотон усувчи

dx р (х )  '

функциясидир. Вундан чикадики, х хам £ нинг узлуксиз ва 
дифференциалланувчи функцинси сифатида / интервалга мое келган

/» ннтервалда аникланади. Унн х =  •/(£) дееак, dy- =  ^  d}  =  1
1 dx d l  dx /»(xl de.

булади. 1>авшанки:
d  /  , , d u  \  d  /  _  / „  v d y  1 \  d l  _ _  I d  (  d y  \  

d x \ P ^  d x )  d l  '  P i x ) )  d x  p ( j f )  d l \  d l  )  ■

Шунинг учун (7.2) тенгламани

J + O ( 6).v- 0



куринишда ёзшн мумкин. Бунда С? (£) =  р(% (£ )) Я (X (£ )) • Аввалги 
(7 .Г )  тенглама коэффшшентлари оркали куйидагини ёзамнз:

н> Ч;{Х)
(11 =  е •> " их. (1(1) =  е 1 " йх\ /М .

* 4  ^  *„<*) 1 ДГ =  Х(&)

Лемма исбот булди.
7 3- л с м м а . Номаълум функциями чи:шк,ли алмаштириш усули 

билам ихтиёрий иккинчи тартибли чизик^ли бир жинсли дифференциал 
тенгламани (7.4) куринишга келтириш мумкин.

И с б о т . (7.1) тенгламада
у =  и ( х ) г  (7.5)

алмаиггиришни бажарамиз. Бу функциями»«' чоеилаларини хисоблай- 
л и к :

у '  =  и ( х ) г '  +  и '(х )г, у "  =  и (х )  г "  2и' (х) г '  и "  (х) г.
Тонилган ифодаларнн (7.1) темгламага куямиз:

и { х ) г " + ( 2 и ' ( х ) + Р { х ) и { х ) ) г '  +
+  (и " ( х ) Р ( х ) и ' ( х ) +  (? (* )« (.* )  >г =  0.

Энди г ' олдидаги коэффнциентни нолга тснглаштириб, ушбу
2и' +  Р ( х ) и = 0

биринчи тартибли дифференциал тенгламага келамиз. Уни интеграл- 
лаб. ушбу

и(х)

функциями топамиз. Содда хжоблашлар

1
и ' ( х ) =  21 Р ( х ) е  * '

{ х ) = ( \ р * { х ) ~ \ Р ' { х ) } е 1

булишини курсатади. Энди бу ифодаларнн г га нисбатан тенгламага 
куйиб, соддалаштнрсак

г " +  { - [ > *  / > ' М + < ? ( * ) ) *  =  <> (7.6)

гени1ама1а и а буламиз. Бу (7.4) куринишда! и I еж ламадир. 
(7.6) тенгламала / (* ) =  — \ Ри (х) — ,• Р ' (х )  +  С? (х) функция (7.1)

4 2
тенгламанинг инварианты дейилади. Лемма иебот булди.

7.1- ч е л  а I м а. (7.5) алмаштириш ёр<)имш)и п тар гибли чи;шк,ли бир жинсли 
дифференциал тенгламаларни пнги номаълум функциями нисбатан ( п I )  
тартибли ^псила цатнашмайдигин п тартибли чилицли бир ж инсли  тенгламага 
келтириш мумкин.



* У " +  ~ У ' — !/ = <>

тенгламани узига кушма тенгламага келтирилснн.

Б у  *олла и„(.г ) = х ,  и ( U )  =  а - . { х )  =  —  I, —  оо < х <  оо.

Виз тенгламанинг ко^ффнциеитларини х  нинг дг>() кинматларила курами:»
(7.3) формулага кура лг>0 булганда

, . 1 \ îv4' I II. v-«' ♦ С yjx с  _  „  ,ц(х ) =  —<*■' =  — е  у = ----- Ьунда содяалик учун С =  \ десак,
*  X X у/х

ц(дг) =  — булади. Берилган тенгламанинг чам ва унг томонларнни шу
\'х

ц(дг)= функцияга купайтирсак.
V х

\ jx y "  +  \ ~ у '— 7 =1 /=  п О К И  ( y jx y 'Y — у =  О
2 \Jx V х V х

тенгламага келамнз Энди тенгламани (7.4) куринншга келтирайлик Упинг учун
1 dx . <» ,•р [х | =  \Jx , ц {х ) =  — - булганндан dç,=  оки ç. =  2 х алмаштнрншмн бажа- 

\ х  \  х

рами;». Раишанкн:

dy _  dy d l  _  dy 2 
dx ~  d l  ' dx ~  d i ' i '

< ij  _  /  2 dl y  _  2_ d y \  2
dx2 ~ \ ï  d ?  i 1 à  ) l  

a
Бу ифодаларни тенгламага куйсак, - — 1/ =  0 тенгламага колами-». Унинг умумий

d i2
хакикий очимн у =  ('.\е' 4- ('.-¡е 1 оки анвалги <ркли умгарувчнга кайтсак 
y  =  C ,e2 ' ' t t С 2е х > 0  куринишда озилади.

Курнлган миеолда тенгламани икки марта узгартириш уни квадратураларда 
интегралланунчи тенгламага олиб колди. Лммо Пуни авпалдан билнш кнйии

7.2- §. Т К ЬР А Н У В Ч  И 8А ТЕБРА Н М А С  F.4 НМЛ АР

7.1 - т а ъ  р и ф . Агар оддий дифференциал тенгламанинг / интер- 
валда оник,ланган тривиалмис ечими шу интервалда биттадан ортик, 
нолга эга булмаса, у jçoaôu бу ечим / интервалда гебранмас ечим 
дейилади, акс jçoaôü тегишли ечим тебранувчи ечим дейилади.

Мисол сифатида аввал гармоник осциллятор тенгламасн у"-\~ 
+  ш2у =  0 ни курайлик ( (6.43) га каранг). Ву тенгламанинг ихтнёрий 
ечими y =  r cos(œ* +  a )  ( г > 0 )  ((6.44) га каранг) билан бернлади. 
cos(o»x +  a )  = 0  тригонометрик тенгламанинг барча ечимлари шдг*-}-
- |- а = л +  £л (k бутун) ёки хь =  * +  — * формула билан

2 2м о» ч)

ёзилади. Ьуидан дг* 4, — хь =  ” . Ломак, гармоник функциянинг нолла- 

ри узаро тенг узоклашган булиб, ихтиёрий кетма-кет келган ноллари



орасидаги масофа -  га тенг. Шуни хам айтиш керакки, гармоник(I)
функция ноллари чексиз тупламни, аникроги, санокли *' тупламни 
ташкил этади. Узунлиги л дан ортик булган интервалда ечимнингМ

камида битта ноли, узунлиги л дан кам булган интервалда эса<г)

(ошиб борса) битта моли, узунлиги -л дан ортик булган интервал­

да камида 2 та ноли бор ва х к.
Агар гармоник осциллятор тенгламасини г \ < х < г 2, г2 — г \ < ~  

интервалда курилса, унинг ечими iuy интервалда тебранмас булади. 
г | с  дг С  г2, Г2~ Г ] ^ - Л интервалда эса ечим тебранувчи булади.

Энди у "  — iû2y =  (), (D ^ O  тенгламани олайлик. Унинг умумий 
хакикий ечими у =  С 1е'0Х-{-С-ге ",х{Ci, С2 -- хакикий сонлар) каби 
ёзилади. Бу ечим — оо < * < ;  +  оо интервалда аникланган булиб, шу 
интервалда биттадан ортик нолга зга эмас. Бунда тривиал- 
мас ечимлар, яъни Cî +  C 'i^ Q  булган хол назарда тутилади. 
Агар и»> 0 , С г С 2*<0 булса, CieWJf +  C V  ^  =  0 тенглама ушбу

х =  1 -1ri I _  I ечимга эга булади. Акс холда курсатилган 
2(0 I С| I

тенглама ечимга эга эмас. Шундай килиб, курилаётган дифференциал 
тенгламанинг ихтиёрий тривиалмас ечими тебранмас ечим булади.

Юкорида курилган иккита дифференциал тенгламани битта у"-\- 
-}-qy — 0, ц — const тенглама таклида ёзсак 0 булса, темглама- 
нинг тривиалмас ечимлари ихтиёрий интервалда тебранмас булиб, 
¿/>0 булганда етарли катта интервалда тебранувчи булади. Бу 
мулохазаларни у "  +  Q (x )y  =  () тенгламага татбик этиб, умумлашти- 
рамиз ((7 .4 ) га каранг).

7.1-теорема. Агар х нинг / интервалдан олинган барча 
к,ийматларида СМ*) ^  0 тенгсизлик уринли булса. у  %олда (7.4) тенг­
лама ечимлари шу интервалда тебранмас булади.

И с б о т .  (7.4) тенгламанинг бирор у =  ф(д:) ечими I интервалда 
камида иккита нолга эга булсин дейлик. ср(дг) функциянинг кетма-кет 
келган моллари x0Ç/, Xi £/, х0<.х\ булсин. Демак, q>(x) =^0, х»<.х<. 
<СХ|. Шуни айтиб утамизки, тривиалмас ¿/ =  ф(лг) ечимнинг ноллари 
яккаланган булади. Бошкача айтганда, бу ечимнинг хар бир х * ноли 
шундай ( г * — г, г *-{->•), е >*0 ннтервалга эгакм, бу интервалда 
ечимнинг бошка ноллари булмайди. Акс холда х * нуктада 
<1>{д: *)"=() булиб, х * нукта нолларнинг кукжланиш (лимит) нуктаси 
булар эди. Бунда ушбу

1 Агар бирор А гуиллмнннг элементларига натурал сонлар тупламн N нинг 
члементлари ÿaapo бир кийматлн мос келтирилиши мумкин булса, А туплам санокли 
туплим лейилади.



\\mxn= x \  f i y - v u * )  =0 ljm =
xn - x *  * „ - * *

= |im vÇ? *+*> -ф и *)_= V' {x =0( ]jm (x -x*)  = ütn/i = 0)
A-*0 Л n-cx. Л - 0

муносабатларга эга буламиз. Демак, (7.4) тенгламанинг г/ =  ф(д;) 
ечими <р(х * ) = 0, ц ' (х *) = 0  бошлангич шартни каноатлантирали ва 
шунинг учун / интервалда ф(х) = 0  булади. Бу q>(jc) фО, х£ !  дегаи 
фаразга зид.

Энди ф(д-) > 0 , xq< x < x \ дейлик (ф(дг) < 0 , xtl< x < x i  хол тунга 
ухшаш курилади). ф(х())= 0  булгани учун ф'(хо);> 0  булади.
(7.4) тенгламада Q U ) <  0, х£1 ва демак,

Q (x ) ^  0, *о< * < * ! ,  ф' (ж) =  — Q (дг)ф<дг) > 0, х<\< х < х i. 
Бундан ф '(* )  функция * (><;a:<Cxi интервалда камаймайдиган 
функция экани келиб чикади. Чекли айирмалар хакидаги теоремага 
кура ф (Х|) ^ф(дго) + ф '(х 0) (Х\ — ха) =  ф'{*<>) (х\ — дго) > 0, яъни 
ф (Х |)> 0 . Бу тенгсизлик х\ нукта ф(х) функциянинг ноли эканига 
зид. Теорема исбот булди.

Мисол сифатида у тб у  у "  — ху =  0 Э й р и  т е н г л а м а с и н и  
олайлик. Унда Q (д:) = ‘— х булиб, O ^ A r C - f00 интервалда унинг 
барча ечимлари тебранмас булади.

7.2-теорема (Штурм теоремасн) Агар х» ва х\ нук,талар бирор 
иккинчи тартибли чизикли дифференциал тенглама ечимининг кетма- 
кет келган иккита ноли булса, у  %олда бу ечим билан чизикли эркли 
ихтиёрий бошк,а ечимнинг шу Хо ва х\ ноллар орасида аник битта ноли 
булади.

И с б о т . хо ва х\ нолларга эга булган очимни ф| (х ) , бу ф( (х) ечим 
билан чизикли эркли ечимни фг(х) деймиз. Аввал фа(х) ечим х() ва х\ 
лар орасида нолга эга эм ас деб фараз киламиз, яъни фа(х) ф (), ( JCo, 
Х\) . М аълумки, ф, (х0) =ф| (x i) = 0 . Шартга кура ф1(х) ва фа (ж) 
фуикцнялар чизикли эркли булгани учун ф2(х<|)=й=0, ф2( Х | ) # 0. 
ф|(х) ва фа(х) функцияларнинг вронскианини тузамиз:

чМ*)
фН*) чН-О =  W(x)

ёки ф| (ж )ф И *) — ф|(х)ф2(х) — W (x ) ,  W{x)  -ф-0. Бу тенгликнинг икки 
томонини <$(х) га буламиз:

Ф, (х)ч (̂дг) — ф, U )V ;U ) _  f U)

ч£ (-*■> ч£(*)

ёки

_ d _ _ ( V \  \  _
dx J  ~  4* ( r )  '

Ундан Хо дан x\ гача интеграллаб, куйидагини топамиз:
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Ьу тенгликнннг чан томонн (| i (дг«>) =  <fi (X i ) = 0, Ч'2(х)=^=0, 
х£[хо, ДГ|| булгани учуй нолга теш, аммо унг томони нолдан фаркли. 
Хакикатан, W(x ) J= ( )  на демак, (хо, Х|) ннтервалда уз иторасини 
еаклайди, шунингдек qr' (дг) ;>(): х£|х<>, Х| Ш ундай килиб, зиддиятга
келдик. Бу эса (х0, Xi) ннтервалда q>2(л*) функция камида бнтта нолга 
эга деган натижани берадн. Энди шу функция {х(>, Х \) да иккнта нолга 
эга була олмаслигнни исбот этамиз. Ш у максадда (хо, Xi) ннтервалда 
фг(х) функция иккнта нолга эга булсин дейлик, яъни ф2(т») =  
=  (|ь (Т | )= 0, XU<T0< T 1< X 1. Теореманинг исбот этилган бнринчи 
кисмига кура фг(х) билан чизикли эркли q i (дг) ечимнинг (то, Ti) 
ннтервалда ва демак (хо, X i) ннтервалда камида битта ноли булиши 
лозн.м. Бу знддият, чунки <|i(x) учун Хо ва Х| лар иккнта кетма-кет 
келган ноллар булиб, (Хо, Xi) ннтервалда qi(x)-^=0. Худди 
шу сабабли цj (дг) функция (х(>, Х|) ннтервалда иккитадан ортик нолга 
хам эга була олмайдн. Теорема исбот булди.

7.1 н а т и ж а .  Агар бирор / интерналда чы:шк,ли бир жинслы 
тенгламанинг бирор сними иккитадан ортик, нолга эга булса, у %олда 
тегишли тенгламанинг барча счимлари шу I  ннтервалда камида 
иккита нолга эга булади, демак, парча ечимлар шу ннтервалда 
тебранувчи булади.

7.2-теорема ва 7.1-натижа ушбу у"-\-мгу  =  0 тенгламанинг 
ечимларида осонгина текширилади.

И с б о т .  Бир жинелм тенгламанинг тривиалмас ечими у\(х) 
/ ннтервалда иккитадан ортик нолга эга булсин Масалан, у\(х) 
ечимнинг иоллари учта х«, Xj ва хг булсин, яъни у\ (хо) = у \ (Х \) =  
=  у ,(Х 2 )= 0  ва х<>£/, Х\£/, X i£l .  Энди бир жинсли тенгламанинг 
тривиалмас ва у\(х) дан фаркли ихтиёрий ечимини уч{х) дейлик. 
Лгар y-j(x) ечим f/i(x) ечим билан чизикли боглик булса, у холда 
ot | i/i (х) +  ctjyjix) =0 ,  a, + a j  =?М), х£/ булади. Аммо у\(х) ва
у-Лх) ечимлар тривиалмас ечим булгани учун а \ Ф ( ) ,  а гф0,  чунки 
агар а , — 0 булса, a^y^ix) = 0 ,  х£/ айниятдаи ос2 =  0 келиб чикадн; 
шунга ухшаш, агар а-> =  () булса, a!i/i(x)==0, х£/ айниятдаи 
а ,= 0  келиб чикадн. Бу эса ajf +  a ij^ O  муносабатга зид. Шундай

fX *
килиб. а \ -£(). а-гфО. Шунинг \ч\н «>(х) =  — <л(х), x f l .  Бун• а 2
дан У'2(х) ечимнинг ноллари у\ (х) ечимнинг ноллари билан устма-уст 
тушнши келиб чикадн. Демак, у\(х) тебранувчи булганидан 
уП х ) ечим хам тебранувчи булади.

Энди у | (х) ва у } (х )  ечимлар чизикли эркли булсин. У холда 
Штурм теоремасига курауг(х ) ечим (xo.xi) ва (х|,хг) интервалларда 
биттадан нолга, я:ьни у?(х) ечим / ннтервалда иккнта нолга эга 
булади. Демак, у?(х) ечим / ннтервалда тебранувчи. Агар t/i(x) 
ечимнинг ноллари учтадан кун булса, у холда шу ечимдан фаркли



ихтиёрий трнвналмас ечим / интервалда нккитадан куп полга зга 
булади. 7.1 натижа исбот булди.

7.3-теорема (таккослаш теоремаси). Агар ушбу иккити

+ </, <*></ =  0. дг6 /. (7.7)

-¿х ( р М % )  + Ч * М «  =  П- /><*)><>. х {1  (7.8)

дифференциал тенглама берилган булиб, I  интервалда 
^  ¿/¡И*) тенгсизлик уринли булса, у х;олда (7.7) тенгламанинг бирор 
ечимининг кетма-кет келган иккита ноли орасида (7.8) тенглама 
ихтиёрий ечимининг камида битта ноли ётади.

И с б о т .  (7.7) тенгламанинг бирор у =  ц>|(дг), х£1 ечимининг 
кетма-кет келган ноллари Хо£/, Х\£/, дго-<Х| булсин. Шартга кура, 
\хц, Х\ |сг / оралнкда хам (]\{х) ^ ( ¡ ¿ ( х )  тенгсизлик бажарилади. Фа раз 
этайлик, ф а(*). х£/ функция (7.8) тенгламанинг [дго, Х\] ораликда 
бирорта хам ноли булмаган ечими булсин, яьни ф? (х )> ^0, 
*б[*п, х,|. Аниклик учун ф г (х )> 0 , х£\ха, д:(], ф |(лг)^0, х£\хо, Х\\ 
дейлик (бошка холлар шунга ухшаш курилади). ф| (*о) =<| I ( * 1) = 0, 
Ф1 (ж-) ^ 0, х£\ха, Х|) булгани учун ф] (дго) > 0, 4*1 (ДГ|) < 0  тенгсизлик- 
лар уринли. Акс холда, я ьни агар ф| (д:«) = 0  булса, ф,(х<|) =  
=  0 булганидан ф |(х) = 0  га эга булар эдик.

Энди (7.7) на (7.8) тенгламаларда мос равишда у =  ф| (х) на у =  
=  <М*) деимиз. Хосил булган айниятларнинг чаи ва унг томонлари- 
ни мос равишда фа(х) на ф ](х) функцияларга купайтнрнб, 
иккинчисидан биринчисини айирамиз:

( * ) 1ч М * )ч ;Н * ) = ф Н * ) ¿ Д />(*) ^ ^  ] — ф |(^ )Х

" Г  ) ]■

Хосил булган тенгликнннг икки томонини дг« дан Х\ гача 
интегралл аймиз:

I

Я\ <-01ч>1 {х)ц>2(х)4х =

Бу тенглнкнинг чап томони манфий эмас, аммо унг томони 
манфий. Зиддиятга келдик. Теорема исбот булди.

Шуни айтиб утамизки, исбот этилган теоремадан аввалги Штурм 
теоремасини келтириб чикариш мумкин. Бунине учун (7.7) тенглама­
нинг ечими шу ечим билан чизикли эркли булган бошка ечими билан 
таккосланиши етарлидир.



М а ш к  . Таккослаш тсоремаоини тенглама (7.4) куриижида ёзилганла хам исбот 
чтинг (унда ( М х Х  . у "  +  <?1 (х )у  =  0, у "  +  <?2 (х )у  =  0 ).

7.2- н а т и ж а .  Агар (7.7) ва (7.8) тенгламалар учун мае равишда 
ф! (х ) ва ф2<х) счимлар умумий хо нолга эга булиб, ф| (дг) счимнинг х» 
дан кейинги навбатдаги ноли Х\, дг<>̂ лг| орасидаги интервалда 
Я2(х) > ^ | (х) тенгсизлик уринли буладиган нуцталар мавжуд булиб. 
цолган нук,таларда Я2 { х ) ^ у \ ( х )  тенгсизлик уринли булса, у х;олда 
фг(лг) ечимнинг навбатдаги ноли Х| нуцтадан чапда жойлашган 
булади.

И с б о т .  ф?(х) нинг дг» лам унгдаги навбатдаги нолини хТ дейлик. 
Агар хТ=х\ булсин десак, (7.10) формулада зиддият хосил булади, 
чунки ф*(хГ) = 0, ф2(хо) = 0  дан формуланинг унг томони нолга тенг, 
чап томони аса мусбат булади. Энди х Т > х | булсин. Бу холда 
ф2(хГ) =0, фг(Х|) > 0  ва (7.10) нинг унг томони манфий, чап томони 
эса мусбат сондан иборат. Яна зиддиятга эгамиз. Натижа исбот 
булди.

7.4-теорема (Сонли таккослаш теоремаси). Агар бирор I  интер­
валда </| (х) С ^ П * )  тенгсизлик уринли булиб. ф( (х) ва ф*(х) функии- 
ялар шу интервалда аник,ланган ва мос равишда (7.7), (7.8) тенгла- 
маларнинг бир хил бошлангич шартни. яъни

41 (х0) = ф 2(х0) = у 0, ф|(Хо) =фг(Хо) = уо (7.11)
муносабатларни к,аноатлантирадиган ечимлари булса. у х,олда х<> дан 
унгда фг(х) ечим нолга айланмайдиган интервалда ушбу

|ф,(х) I >  |ф2(х) | (7.12)

тенгсизлик уринли. Шунингдек, <р' - ф у н к ц и я  х =  Хо булганда

к,абул к,иладиган / к^ийматидан бошлаб усади.
И с б о т .  (7.11) бошлангич шартга кура

р м [ - Ф1( х „ ) ^  ] = о .

Энди (7.9) айниятни хо дан х гача (х > х 0) интеграллаймиз:
, ,Г  , , . . <*чъ(х) 1

Р { * ) [ ъ ( х )  , х - < М * >  ~2х \  =

— \к- (х ) — (/, (х)]ф, (х)ц\2(х)(1х. (7.13)

Бу муносабатнинг унг томони мусбатлигини курсатамиз. (7 .11) шарт­
га кура ф| (х)ф2(х ) нолга тенг була олмайди ва хо билан х (х > х 0) 
орасида ишорасини узгартирмайди. х =  х» нуктада ф| (хо)фг(х») =*/<>• 
•уо-у*. Бундан, агар уо=ф() булса, ф |(х )*ф 2(х) функция х =  х(1 
нуктадан унгдаги етарли кичик атрофда мусбат булиши келиб 
чикади. Агар Уо =  0 булса, ф! (хо)фг(хо) = 0  булади. Б у  холда албатта 
уЬфО  ва Хо дан унгдаги бирор етарли кичик атрофда яна 
ф! (* )< М *) > 0  эканини курсатиш мумкин. Хакикатан , х>х<> булган-



да ушбу 4,1 ■ функцинни олайлик. Бу функциннинг х-*-Хп +  () да(х — ДГц)
лимитини хисоблаймиз (ц.| (х<>) =<^>(хп) =г/о =  0) :

| | т  .„<*),,(*> =  Пп| ,,(х) _ Ит „_,(*) =
* +  °  { Х ~ Х п )  < *ж„ ♦ I) Х Х () Ж * ! , ,♦ «  ■* •*()

=  | _ П т  , ,  , , ,  , _ ( / о ) 1 > а
*-**(,+ 0 л д|> • «•*„ + » Х~ Х()

Бундам юкорилаги тасдикнинг исботи келиб чикади.
Шунлай килнб, (7.13) муносабатникг унг томоки Хо нинг бнрор унг 

атрофида мусбат. 111 ун им г учун х0 дан унгда р(х) > 0  булга ни учуй:

Бундам ф^(х) ф 0, х > Х о  булгани учун ^ \ экани, яьни
ах \ Ч‘2 (х ) /

функциянинг х>х<> да усувчи зкани келиб чикади.ф̂ -г)
Равшанки, иофО булганда — 1 ва ци =  () булганда -к: а

9 <МЛГ)
.. Ч» <-*■> Уо ,
||1Т1 - =  1|П1 =  - -  =  1.
*-ха Ь  <х) *•*„ 4*1*) Уп

Дсмак, агар х> Х о  булса, чи^  > 1 . Бундам (7.12) тенгликнинг 

исботи келиб чикади.

7.2- н м  а т  и а . Агар  хц дан унг/)а Сшрор ин тсрвалди </| (х | ви с/_> I ■*) функцинлир 
айнан нолга тенг булм аса, ► тенгсюликни ундин кучсиэрок, у-2 \х) ^ Я \ (х )  
тенгси:<лик билин алмаштириш мумкин.

7.3- и с л а г м а . 7.4- теорсмадан 7.2 натижининг исботи куриниб туради.

7.5- теорема*. Агар дифференциал тенглама

у " + а \ (х ) у '+ а - 2{х )у  =  {) (7.14)
куринишда берилган булиб, а\ (х ), ач(х) коэффициентлар бирор 
^ х ^ Г 2 оралик,да узлуксиз ва

| и | ( х ) К М | ,  |а^(х)| < М 2 (7.15)
булса. у %олда (7.14) тенгламанинг х,ар бир тривиалмас ечимининг 
кетма-кет ихтиёрий иккита ноли орасидаги масофа Л учун

* М ;п к\р  теорема мч.чллифларга гниш ли. Ьу теоремллнн п =  6 булг.чнла Валле
Пуссен теоремаси (|15|. 122-бетга каранг) келиб чикали.



\  < г м \  4 1ГшЛ1. - п Л 1,
П >  '  - ' • - м -л  ' . агар М 2> О,

0 < а ^ л 2 булса, (7.10)

/ |^  ^  , ага/? /М̂  =  О булса, (7 .1 (>')

У ;Л ^ Л / м  . я*™ Л Л4| = 0  булса, (7. КГ

/;== 4. оо, агар М\ =0, М 2 — 0 булса. (7 .10")
И с б о т .  Аннал /V/1 =0, ЛЬ =  () холми курайлик. Бунда биз

(7.14) тенглама урнига 1/" =  0 га эгамиз. Умимг умумий ечими у =  
=  СьХ +  Сч (С|, Сч узгармаслар) кабн ёзилади. Агар С\-\-С$Ф О
булса, бу спим трнвиалмае. Агар С |= 0  на С ¿ ф О  булса, у  ̂— С  ̂ечим 
битта хам нолга эга эмас. Агар С\фО, (С * — ихтнёрий) булса, 
у холда у — С\х-\-С2 ечим горизонтал булмаган тугри чизикни 
тасвирлайдн. Бу чизик факат битта нуктада абсцисса укини кесиб 
утади, яьни т тп и л и  чизикли функция ф акат битта молга эга. \ а р  
икки курилгам холда /г =  -\-оо деб ёзишга келишамиз.

(7.10) (7 .К Г ) ва (7.16") темгснзликлар к учун куйм бахони 
бсради. Уларни исботлаш учум ёрдамчи мулохазалар юритамиз. 
Бошкача айтгамда, [0, /г] ораликла узлуксиз ва узлуксиз дифферснци- 
алланувчи <|(х) функция учун куйидаги

л л

% ( * ) =  $ (А - г ) 'г '(& М £  +  5 (7.17)
II X (I

айнинтнипг уриили эканини курсатамиз. Раишанки,
Г I

5 Ец )'(Е )^  =  ̂ ( л г ) -  $ч.<£)</£,
I) (I

/г *
 ̂ (/1 — £,)ц'(1,)с11= — {И — дг)ф(х) +  $ «И £)(/&.

К *
Бу тенгликларнимг бириичисидан иккннчиснни мос равишда айирсак, 
(7.17) кслиб чикади.

Энди (7.14) тенгламанинг бирор 1/(х) счимини олайлик. ,г =  () ва 
х =  к унинг кетма-кет кслгам иккита ноли булсин (ноллармм ихтиёрий 
килиб (яъни Х(\ Ф  0, *|=хц +  й) тамланса хам мулохазалар шунга 
ухшаш булади). Агар (7.17) айнишда ц>(х) г==у'(х) булса, у ( 0)
=  у(И) = 0  булгани учун

/I а
 ̂ <р(Е)<*£= $ У ' ^ ) ^ = У ( Н )  — у (0 )  = 0

п н
уринли ва ушбу * и

% ' ( х )  =  5
I) >



айниятга эга буламиз. Бундаги 1/"(£ ) урнига (7.14) дам //"{£) =  
=  — а 1Ц ) у ' ( 1 ) — ̂ 2(1) «/(£) ифодани куямиз:

х Л

Н у ' { х ) ~  —  ̂ ££/,(£)£/'(;)<*£ + 5 (Л — с)и, Ц)  у ' (1 ) 111—
о .

> Л

- 5  |а ; ( 6) у ( Е ) « + 5 (1г~Ца.А1)уа)<11 (7.18)
(I X

т а х \ц'(х) I =  ц деб белгилайчиз. у(х)  функция х =  () ва х — И да 

нолга айлангани учун [О, И] ораликла бир вактда

| |/ (£ )К ц £ . I
тенгсизликларнинг хар бири бажарилади. Хакикатан, у (х)  функция 
учун х =  () ва х =  И нукта атрофида Лагранж формасида колдик хад 
билан Тейлор формуллсини { у (0) =  у{/г) = 0  эканини хисобга олган 
холла) ¿;замиз:

у { х ) — у ' (0 х)х, О С  0 <  1, 
у (х )  =  у'(Н-\-{){х — И)) {х — И), ()< ()•< I .

Бундам
\у(х) I =у'Ц)х\ к )  <  ЦА-, ж £ [О, А],

\у(х) \ =  !(/ '(/ !+  ()(*  — Л )) М л— Л | <  ц(Л — х), *£[-, Л|
тенгсизликларни хосил киламиз. Бу тенгсизликлардан |0, /|| ораликда 
ушбу

1&(£) I ^/1 т/п  /г__£)

тенгсизлик келиб чикадн.
Энди (7.18) ифоданинг охирги икки хадини бахолайлик:

а

| ]  (6)£/(Е )£^61 +  I  ̂ (Л -5 )а .2 ( ; ) ( / (г № 1 <

|  Ь Л +  5 ^ - 1 ) 4 1  ^  = Л 12м-- *2

Шуига кура (7.18) учун ушбу тенгсизлнкка келамнз:

I у ’ (х) + м 2м (0 < д :< Л ).

Охирги тенгсизлик у ' (х )  га максимум берадиган нуктада хам 
уринли. Шунинг учун



ОКИ

A i,/r + М , -  I > 0  (7.19)
* п 2

/Г* Л ,1тотчизликка эгамиз. /И, -f- h — I = 0  квадрат тенглама ушбу

- n / V f , -  y J a ' M Î  +  Ih n A l. j  - c i A f ,  -f- +  H h j.V J.,

4.Wa ’ -Ш2

илдизларга il а. Юкоридагн кналрат тонгснзликннш ечими (Л > 0 )

\/nJ /Vff + HioM., — «A ï. 
й >  v 1 '  1 4 Af

курннишда ёзилади. Дгар ,М2 =  () булеа, (7.19) дан (7 .1ti") тонгеизлик 

келиб чикадн. Агар М |= (), М а> 0  булеа. (7 19) лам /»> Л / °
у  ^

тонгеизлик х,осил булади. Эслатнб утамизки, Aii = 0 , ,М2 =  0 булганда 
;/ '= ()  тенгламага келинади. Аммо унннг ечнмлари у =  (hx +  C-z тутрм 
чизиклардан иборат булиб. уф ( ) ,  яъни C f- f^ ^ = () булганда у  —
=  С|Х-}-С2 тугри чизик биттадан ортик иол l'a ага була олмайди. 
Ломак, ечим тобранмас булади. Виз кураётган маеала аса тебранувчи 
ечимларга тегишлидир. Теорема нсбот чтилди.

М и с о л . Гармоник осциллятор i онtviа ч «icmhи. н ьни уш бу у "  +  «■»*// =  О тонгламхти 
олайлик. Унинг умумнй хакикий очимн у =  roos(m i +  а ) ( г .>0) фуикциндан нборат.

Ноллари орасидаги масофалар гонг булиб, Л лап иборат Х.акикатан. cos<«»/ -f-a)(il
ф\'нкцинш 1 ш ноллари tb =  (  Л -+- кя — a  Y  формула бнлан очнлади (fr 6\tvhcom ).

u. v 2 /
лЬунлан tk  ̂ ] - tk =  . Ьу тошламада М  i = 0 , Мг =  и**. 111 унинг \чун (7 1*)") тон геи:»- 

ликка кура

Л - А>
М . ,

колиб чикали.
И о бот угилглн  гоорома кетма-кот кол гаи коллар opanw ain  масофани бнр 

томондан куйндаи бахолайди. Шт>рм гооромасидан фойдаланиб, айгилган масофа 
vчун икки томонлама *кетремал (кучайтириб булмайднган) бахо чикариш мумкин.

7.6- теорема. Ушбу



дифференциал тенгламада Q (x) функция / интерналда аниц.шнган, 
узлуксиз ва

ш - <  Q U K M - ,  ш > () .  М > ( )  (7.20)
тенгсизлик уринли булсин. У  %ол<)а (7.14) тенглама еъимининг кетма­
кет келган иккита ноли opacada,‘и масофа h учун

;■ '< / ;< л (7.21)М m

тенгсизлик уринли.
И с ó от . fry теоремани исботлашда тацк,ослаш теоремасидан кенг 

фойдаланамаз. Унинг учун аввал к,уСшдаги

d y , + n i J if =  {) ва ^ + A fJ y =  0 (7.22)
dx2 dx2

узгармас коэффициентли тенгламаларни оламиз. Уларнинг умумий 
ечнмлари мое равишда

у =  А , sin m ( a* — a i ), y =  A-¿ sin М [х  — a :>)
куринишда ёзилади. с1>.. j >аз угайлик, x0 =  a i = a 2 п ум а  (7.4).
(7.22) тенгламаларнин* бнрор ечимларининг ноли булсин, ньни 
у ечимларии мос равишда <| (л*), <лг). <| л, (аг) деб белгиласак, ц (аг1() =  
=  ({.,„ (а:,,) = ч „  (*<>) = 0  булади. Чш (аг) ва <|;И(а:) ечимларнинг навбат-

m н ’iдаги ноллари мос равишда хп +  ‘ . *,,+  AJ- ( п - бутун сон) фор-

мулалар билан топнладн. ц-(х) функциянинг Ха дан унгдаги 
навбатдаги нолини ati дейлик. Унда x\ — xtl =  h булади. (7.20) тенгсиз- 
ликлан таккослаш  теоремасига кура (7.4) тенглама <р(дг) ечимининг 
ихтиёрнй кетма-кет келган иккита Хи, х\ { дго<Гatj) ноллари орасида 
Ч-лИ*) функциянинг камида битта ноли ётади. Дммо <г.м(х)
функциянинг х,) дан унгдаги навбатдаги ноли аго+Л булгани учунЛ1
л'п+ тенгсизлик уринли булади. Ш унга ухшаш, <{.,„( дг) ечимнинг

а:и ва "  ноллари орасида <|(дг) функциянинг камида битта ноли 

булади, яъни atô a i • Тонилгаи икки тенгсизликни бнрлаш-

тириб, * <АГ| — Jfi)<  'л. ни, яъни (7.21) тенгсизликни хосил киламиз.А1 М
Теорема исбот булди.

(7.21) тенгсизликни янада кучаитириш мумкин эмас, яъни
[ ; f. ”  J  ораликни кнчрайтириш мумкин эмас. Ьунинг бонси, Q (x ) 

функция узгармас булганда (7.21) тенгсизлик урнига /? =  — = л
М m

тонгликка уришамиз.
Мисол сифатнда яна гармоник тебранитларни олсак, /И =  т  =  <и 

булгани учун (7.21) дан Н = п / м  келиб чикади.



Верилган тенглама ечимлари тебранувчи булса, курилаётган 
ораликда ечимнинг ноллари сони хакида фикр юритиш мумкин.

7.7-теорема (Кнезер теоремаси). Агар (7.4) тенгламада Q (x )
функция +  ос интервалда ( ) < Q { x )  <  тенгсизликни

4х‘

цаноатлантирси. у цолОа (7.4) тенгламанинг ихтиёрии триниалмас 
сними Х ( | ^ Х < 4 " 00 интервалда чеке из куп нолларга чга була 
олмайди; агар x j< x <  + 00 интервалда Q U )  функция
1  ̂а < Q { x )  (a  =  consl> {)) тенгсизликни к,анаатлантирси, ц .уолда 
4 л-’

ихтиёрии тривиалмас ечим - t i^ .v C  +  oo интервалда чексиз куп 
нолларга зга булади.

И с б о т .  Таккослаш теоремасини куллаш максадила

У ' '+  “ у = 0 ( а ф О .  х>0> (7.23)
х"

Эйлер тенгламасини олайлик. Бунда Q(.v) =  й, > 0  булгани учун
л‘

(7.23) тенглама ечимлари тебраима характерга i га булиши хам 
мумкин. Тегишли характеристик тенглама k ( k — I ) +  £г =  () ёки k ‘ —
— k-{ üj =  (), у пинг илдизлари эса k, .2= ^  ±  — а2 . Бундам ку

ринадики. а ~ >  | булганда Эйлер тенгламаеининг ечимлари тебран- 

ма характерга зга булади Ш у холда умумии ечим

у =  С i \ a- cos^ — ’ 1пх^ +

4 С   ̂ х sin ^ ^ а 1— J 1п .^,

куринишда ёзилади. Шунлай килиб, (7.23) тенгламанинг ечимлари 
( Г ^  ' булганда ( 1, -h00) интериалда тебранмас, с г >  \ булганда4 4

чса шу интериалда тебранувчи на чексиз куп нолларга чга булади. 
Энди ушбу

Ч " +  Ч =  0 (A > .V „ ).  (7 .24)
4 Г

ч "  +  1 i/ = U ( а > () ,  х '^ х\ ) (7.25)
4г‘

тенгламаларни к\рамиз. Улардам биринчисида (7.23) га кура
. 1  ’ I f a  „  I(Г =  , иккинчиенда уса œ — >  .

4 4 4

Агар 0 <С Q ( а ) ^  [ х ^ х и) тенгсизлик уринли булса, у холда
4дг*

(7.4) тенглама ихтиёрии ечнмининг кетма-кет келган иккита ноли 
орасида (7.24) тенглама ечнмининг камида битта ноли ётииш дозим.

I HI



[>у булиши мумкнн амас, чумки (7.24) тенгламанинг ечимлари 
тебранмас. Демак, бу халда лгц^л'< +  оо интерналда (7.4) тенглама 
очи,ми чексиз куп нолларга ага була олмайди.

Агар ( ¿ (х )>  . ос>0. тенгсизлнк уринли булса, у хол-
■\х'

да ечимлари.тебранувчи булган (7.25) тенглама ихтиёрий ечимининг 
кетма-кет келган мккнта ноли орасида (7.4) тенглама ечимининг 
камида битта ноли ётади. Ьундан (Х|, -(- оо ) интервалда (7.4) тенгла­
ма ечимлари чексиз куи нолларга ага акани келиб чикади.

7 4 - ч с л  а т ч  а . Кнелер теоремасидан куринаОики, агар 0 <  У  (ж) ^  тенг-
4 .г

силлчкда х *  оо <>а {х ) ф ункция нолга етарлича те.ч як,инлишси, у  %ол()и тегишли 
ечимдар тебранмас булавы . Аммо и,-ар (? (д) = 0  булса. раншанки. у ”  =  0 тенгламанинг 
фунвиментал сисгемаси <| | (х ) =  I . (ц ;(х | =  х фуикциялар<>ан ибарат. Агар 0 (х )  
функция х * оо <)ц нолга етарлича гс.ч яцинлашса. (¿ {х ) функциянинг ишорасшкш 
цатъи на:шр х нинг а а р л и ч а  кагти циймитларшЬ у "  (Ц х )ц  =  0 тенгламанинг 
фундцмснтал сисгемаси 1ч I (л ) = 1 систематик «ким » фар*, цидиОи. Ну IIIпет 
георемаси Оеб юритилиОи.

Ч 1М  и с I» .1 . Уш бу у "  +  = 0  тенгламада У(дг) --- буллб. унинг фуидаментал
дг д:

снстемасн |1. х| га х нинг старлича катта кнйматларида нкин чканнни курсатамш.

\г(1х ч'В\ тенгламада и =  е , — — г алманпнришни баж арам ш . Натижада
У

г ' =  гг -\- * Риккати тснгламасига кслачи» Унинг умумнй ечими 
х

=  * с \ е (  * +  ( Л  — * (ГЧ  га каранг). ^ =  - г  б\лганн уч\н 
х2 \ х / * у

и =  Лдг*т (  * +  С,Л = (",л :ч|п * } С , х со» ' .
\ л- / д- 1 х

г =

Раиш анки:

Х5И1 -  =  1 —  ! [  ^  \  - +  О  (  ' )
X Л X2 5! х* \  ^  )

1 1 1 1 1 . П / 'дгсон =ЛГ— + .• - . -=дг4 О
х 2’ дг 4! ,*

у срда ^ функция учун ^   ̂ ^ /  ( каср х-+<х> да чегараланган.

Ш ундан килнб. фундаментал система сифатида

,|,(.?) =  1+ п (  ч., (д г )= д г + ()^ ^

<(1\ икцинларга эгами.^.

7.3- §. Ч Е Г А Р Л В И Й  М А С А Л А Л А Р

I. Чегаравий масалаларнинг куйилиши. Виз авналги бобларда 
бнринчи на юкорп тартибли оддии дифференциал тенгламалар учуй 
Кош и масаласи бил а и шугулландик. Ьу масаланинг геометрик



маъноси берилган нуктадаи утадиган интеграл чизикии излашдан 
иборат эди. Ш у интеграл чизик яна бошка шартларни каноатланти- 
ралими ёки йукми, бу бизни кизнктнрмас чди.

Агар / ннюрвалла аникланган у =  ̂ (х )  функция y ' " '= f ( x ,  у, у', 
.. . у и‘ п ) ( п ^ \ )  дифференциал тецгламанинг ушбу

Ч U o )~Уо .  4>'{xn)=y't>..... ф1"' 11 U o ) — f/ Г " 1'. xt)£ i  (7.26)

шартни каноатлантиралиган ечими булса, тенгламанинг шу у =  ц,(х) 
ечими яна

i f U i )  =У\- ( f 'U i )  =y'ti ■ ■ - Ч-1" '' U i )  =
=  i/,n "■ x £ i  (7'.27)

шартни хам каноатлантирадими. леган еавол тугилади. Бунда f ix ,  у , 
у ' ........ у1" ” 11) функциянинг аникланиш сохасн очик ß„ п  туплам-
дан иборат булиб, (*„, у», уп, ... , yl" <ДГ|, у\, у\..........
у\" " ) £ l )n i1 шартлар албатта бажарилади. Акс холла куйилган

саволнинг маъноси булмайди.
(Таволга жавоб бериш учун (7.26) шарг билан тула аникланган 

MaiwiyM iy =  <f(x) функция ва унинг хосилалариии х =  х\ нуктада 
хисоблаб, (7.27) шартни текшириш л озим. Савол доим кжоридаги 
каби куйилмаелнги \ам мумкин. Номаълум функция ва хосилалари- 
нииг х =  ха ва x =  xi нукталардаги кийматларидан тузилган п та 
муносабат бажарилишнни талаб чтит хам мумкин. Ш у муносабат 
билан куйидаги масалани куямиз.

Ч с г а р а ви н  м а с а л а н и н г к у й  и л и ш и : агар ушбу

y (n,= f ix ,  у, (/..........(/" и ) (4.2)

тенглама ва
К, (дго, у[Хо),  у ' ( хп ) ............ //(,J " 11 < л :« ); Х\, у (х\) .

. . . .  у1" " и , ) ) = 0  (7.28)

(*«£/, х\£/, х0ф Х { ,  /=  I, 2......... п) муносабатлар берилган булса,
(4.2) тенгламанинг шу (7.28) муносабатларни каноатлантиралиган 
ечимини излаш чсгаравий мисила дсйилади. Бу маеала Кош и 
масаласига Караганда умумий булиб, ундан & = у и "(.tu ) —
— I/J' =  0, /=1,2....... п булганда Коши масаласи келиб чикали.
Агар п — 2 булиб.

#, =  , ( , „ )  - » , - 0.1 
& = У ( Х |) — £/| = 0  ]

булса, иккинчи тартибли тенгламанинг интеграл чизиги Гюшлангич  
у ( Х о ) = у »  ва тугал у { Х \ )= у \  шартни  каноатлантириши лозим 
булади. Яна, агар п =  2 булиб



Ц\ = а у ' { х и )  +  0У(*о) = 0.|
&  =  УУ'{х\) + Ь у ( х |) = 0  ) <7'’*0)

булса, бу хам тез-тез учрайдиган чегаравий масаланннг шартидан 
иборат. 1>аъзи холларда счим даврийлиеинине чееаршшы шарти деб 
юритилувчи (п =  2)

|  (7:И1 
£2 =  «/(х,) - у (. У\ =У»Ф<Ч

шарт хам учрайди.
М и с о л  сифатида 4.5-§ да курилган маеалани олиш мумкин. 

У масалада абсцисса уки буйлаб унинг мусбат йуналишида харакат 
килаётган объект (н укта ) I чоракда харакат килиши мумкин булган 
нукта томонидан кувланиши курилган эди. Кувловчининг тезлиги и, 
кочувчиники эса а *дн. Агар и > а  булса, чеклн Т иактда кувловчи 
кочувчими кувиб етиши исбот угилган. Кувловчининг дифференциал 
тенгламаси эса

! / " = “ \1 +  (У ' ) \  У >  0 (4.29)

куринишда. Агар у{хо) = у о > 0, у (дг,) =  0, х\=хо-\-уп ^  десак,
V — а

чегаравий масалага (кувловчи у чу и) келамиз. (4.29) тенгламанинг 
умумий ечими

* =  1 ( ( . » ' ■  -  1 (С, у ) - + г ;г.

булгани учун чегаравии шартлардан С, =  , ц  =  «у(| дг0 ке-
Уч ’ V — а

либ чикади. Демак,

У<> / и у  + - Уц /  и у  ' . мУи / у  V + - __ Уи / у у

2 ( 1  +  “ )  V * ' /  2 ( 1  - “ ) \ * > )

ечим чегаравий масала шартларини каноатлантиради.
2. Бир жинсли чегаравий масала. Чегаравий масала ечимииинг 

мавжудлиги ва ягоналиги мухим роль уйнайди. В у мавзуга тег и шли 
баьзи маьлумотларии бнён чтиш учун (7.28) муноеабатларда ц, 
функциялар уз аргументларига нисбатан чизикли шаклдан иборат 
булган холни курамиз. Аникроги функциялар куйидаги

ЦАУ) =  <'</(х„) + а \ пу' {хи) + . . ,//" !) (*„) +
+ й ^ и , )  + 1 Г .¥ Ч * ,> + ...+ Р Г  ,*/" *> ( х , ) - 4  =

£  {у) +  4 = 0  (7.32)

(бунда а,1'1, А,, I — 1 ,2..........п\ / — О, I, . . . , п ~  I узгармас)



масала бир жинсли чегаравий масала дейилади. Агар у  А '!-/■-
1 = I

булса, v бир жинсли б у л маган масала булади. 
л-тартибли чизикли бир жинсли

!Л Р )У  =  0 <*>

тенглама на (7.32) чегаравий шарглар берилган булсин, (* ) ва 
(7.32) муносабатларни А, =  () булгаида каноатлантирадиган 
у ( х ) ^ С 1"1 функциями томит масаласи (* ) тенглама учун бир жинсли 
чегаравий масала дейилади.

Равшанки, \ар бир бир жинсли чегаравий масала камида битта 
тривиал ечимга, яъни у { х ) = ( ) ,  х£|*о, х \\ ечимга эга. Аммо бир 
жинсли чегаравий масала тривиал булмаган ечимларга хам эга 
булиши мумким. Ш у муносабат билам куйидаги теоремами келтмра- 
мнз.

7.8- теорема. Агар у\ (дг), //:«(*)..........у,Лх), х£\х», * i l )  функцинлар
(*) генгламанинг чи:шк,ли эркли счимлари булса, у х;олда L ( p ) y  =  i), 
ffl‘ (у)  = 0  масала тривиалмас ечимга эга булиши учун

£(У\)  ¿ Н у?) ■ ■ $(Уп )

й  = $(У\)  &{У2) • ■ 1& { у п) (7.33)

£(У\)  д ! !Ы ■ - f£iy„ )

<)етерминантнинг нолга тенг булиши :шрур ва етарли.
И с б о т .  Теореманинг шартига кура у\{х), у ? ( х ) ..........уп(х)

функциялар (дго, х> \ оралнкда чи.чикли эркли ечимлар. Шуминг учун
п
У  С * ф ( )  булгамда (* ) тенгламанммг барча ечимлари

* I

у =  у  С,у,(х)
I I

формула билан берилади. Жумладан, (//) =  0, ¿= 1,2 , ... , п
шартни каноатлантирунчи ечнми хам inv формула билан берилади. 
Illy  сабаблм

£ (j.
мумосабатларга эгамиз, яъни

i  С ' . (JT)) = 0
< I

у [х) \ = 0, / = 1, 2, (7 34)



Cifi'i'(ÿi) -f (y-‘ ) +■ ■ ==o,

C | $ ( 0,) +Cjf&iy-2 ) +  ■ ■ - +  Cnt&iyn) = 0 , ( 7.35)

С|й!!(^|) +  ('¿dn (У2 ) +■ ■ -+ (Уп ) =0-

Энди бир жинсли тенглама бир жинсли чсгаравий шартни 
каиоатлантирадиган тривиалмас ечимга *га дейлик. Унда

п
Y  С * Ф 0 булади. Шунинг учун (7.35) дал 0  =  0 экани келиб 

чикали. Агар D =  0 булса, у \олда (7.35) дан С], C j.......  С',,
п
Y  Cj ф 0 узгармаслар томилади. Демак, ушбу

/-1

у (х ) =  ;г с ,у , (х )
I I

функция тривиалмас булиб, бир жинсли чсгаравий масала шартларн- 
ни каноатлантиради. Теорема неботланди.

7.5- ъ с .1 а т м ¡1 . Агир (¡* {у ) = 0 чсгаравий ишргда i *  I, 2........т .  m < n  бцлеа.
у  уилда бир жинсли чегаравий масала триниалмис счим.чi .¡ги; агар (D )  матрица ринги
г. г <  п (/ =  1, 2.......п) булса. у  )(олди бир жинсли чсгаравий масала C i, (.>, ... С„ л ирга
нисбатан цатъий (п — г) та чи.ш^ли .чркли ечимга .чга булади. Б  у тасдикларнинг исботи 
раНШйН.

7.6- э с л  а т  м а . (/ )) матрицанинг ринги фундаментал система у у -  ... . у „ ни 
танлаш га боглик, :чмас. Хакнкатан , бир у\. у^, ... , у „ фундамонтал сиетомадан иккикчи
Ух, У ‘2......... у „  фуидамонтал снстсмага утиш чнпик.т алмаштнриш ёрдамнда, ньнн
ушбу

П
у<= Y. ачУтi= 2.....п

/-1
формула билли амалса оширилади, бунда а,, лардлн гуаилган детерминант нолдан 
фаркли. Ал Mil шти ри ui натижаенда (D )  матрица («,,) чатрннага купайтирилади. 
Ш унинг учун (D ) матршишинг ранги у:н-армайди. {/)} матрица ранги чегираиий 
масала ранги дейиладн.

3. Бир жинсли чегаравий масала учун Грин функцияси. Диффе­
ренциал нфода L ( p ) y  куйидаги куринишда булсин:

1.{р)у =  а<){х ) уи" +  а 1{х )у 'п 1>+ . . .+ а „  , (х)у'  +а „  (х)у, (7.36)

а„ (х )  /--(), x£l.
7.2- т а ъ  р и ф . Ушбу

L ( p ) y  =  0, ¿ '( î/ )= ( ) ,  / =  1. 2........« (7.37)

чсгаравий масала учун Грин функцияси Оеб шунОай G (х, £) функция- 
га айтиладики, у функция {(дг. £) : ёпик, с<ца()а

\ы



аник,ланган булиб, |хц, х\\ оралицдан олинган х;ар бир £ учун х нинг 
функцияси сифатш)а к,уйш)аги ишртларни к,аноатлантира<)и:

1 . (¡ (х, c j  функция х на £ буйича |дго, Х \| оралицда узлуксиа. 
х буйича ( п - 2 )  - тартибгича узлуксыз Оифференциалланунчи;

2°. \хо, Х|| ()ан олинган uxrui'puü тайинлинган ¿ учун (7(х,£) 
функция х буйича |*о, с,| на |£, Х\\ орали к,ларнинг „уар бшрида 
(п — I)- « «  п- тартибли х,осилаларга $ам эга, аммо (п — \)- тар- 
тибли .уосиласи * =  £ нук,та()а чекли уш лишга эга, яъни:

,Г ' « (5  +  0, D — ,Г ' G (6 - 0 .  | ) =  ' ; (7.38)
(1х 1 <)х" 1 «н<*)

3°. |дГ|), £) ва ($, х\\инп‘рналларнинг ¿¡ар бириОа х нинг функцияси 
сифатида G{x,  £) функция (7.37) муносабатларни к,аноатлантиради. 
яъни ¡Ар)  0(х,  £ ) = ( ) ,  й | '(  (7 ( х ,  £ ) > = ( ) ,  i =  1, 2,  ... . п.

7.9- теорема. Агар (7..Í7) чегаравий масала фак,ат тривиал ечимга 
эга булса, у %ол<)а шу масала учун ягона Грин функцияси мавжу<).

И с б от . у i (лг), уг(х), . . . . у п (лг), *  £|д:п, Х\ | функциялар L ( p ) y  =  
=  0 тенгламанинг чизиклн эркли ечнмлари булснн. У холда бу 
тенгламанинг барча ечимлари у =  С\у\(х) С„у,Ах) формула
билан ёзилади. Шунинг учун  ̂ Сп ларнмнг бирор кинматнда
бу формуладан G(x, £) функциями \осил кила олеак, теорема исбот 
булган булади. Агар Грин функцияси мавжуд булса, 
интервалда

(i [x,  £) = ü , ( l ) y t (дг) f  a-2{ l ) y ¿ ( x )  +  . . . +  а „ ( 1 ) у а{х), 
интервалда эса

G[x,  l )  = b l a ) y i ( x )  + M & ).y*U>  -f- ■ .+  M £ ) íM * )

муносабатлар уринли булиши керак. Бундам (п --2 ) - тартибгача 
хосилалари узлукеиз булгани учун х =  \ булганда ушбу

|а, (£></,(&>+■ . . +  аЛ£)¥« Ш  1- I * i  (S )í/ i(S) +■ ■ ■ +  *« (£>!/«(£) 1 =  0, 
|си <*)?«(&>+. • . + a„(l)y'„a)\-\bi(l)y\{l) +. . .+

| « i ( £ ) í/ ¡ "  *  ( £ ) + • - . +

тенгликларга эга буламич; ( п — 1)-тартибли хоснла учун эса

- | М Ш / Г  " ( ; ) 4 . . . +  М М  " ( 5 ) 1 = - , ! . .

тенглнкка эгамиз. Агар (\A l.) ~ b v(c,) — « ;(£ ) десак, юкоридаги 
тенгликлар куйндагича ёзилади:



С, (£)!/;(£)+ . . . +  Св(Е)#:(?)=0.

.......................................................................  (7.39)
с\ (1)у\п-'2) (Е) +■ ■ .+  Си(6)^ "- г,(Е) = 0, 

С | (£ )^ "- |’ (1) + . . .  +  Ся и )й 1- " Ш  =  * ■ч (*)
Бу снстсмалинг детермнлалти чизнкли чркли у\ (х ) .........уп{х)

(х о ^ д :^ Л | ) функциялар вролскианннинг х =  | нуктадаги киймати- 
дан иборат. Маьлумки, бу холла иР(£)=^0. Ш унингучун (7.41) систе­
ма детерминанти нолдан фарк.пи бнр жилсли булмагал система
снфатнда я гон а ечимга эта. Ш у счнмлл 67(5). С$(£)..........( |  )
дсб белгилаймиз. Демак, (7.41) система 6\.(£) ларми бнр кийматли 
аликлайди. Элди £*!(£) =  &!(£) — ¿,!($) булгани учун ¿¡¡(£) на а'!(£) 
ларли амиклаш билан шутуллаламиз. Бу кочффициелтларни чегара- 
вий шартлардан фойдаланиб топамиз. Унинг учун $  [у) ни бундам 
ёзамиз:

>£(у )= 1 ! !А у ) + & ( у ). (7.40)
бу ерда

(У) — У '  « Г У '1 К ) .  Й  <(/) =
I <>

=  У  Р ! ' ' у " ' М .  <•=!. 2......... п.

Агар (7.40) да у урлига 0(х ,  £) функциями куйсак,

й|’ (С (дг,5 ))= а, (?)«!„(</, (^ ))  +■ • . +  и ,(« )^ (.< /„(^ )) +
+ л, <?)«:; (.V, и )  )+ .. .+ (> , (5)«;; (</„(5))=о

тонгликк;) келамиз. (лила а* лар урмига Ьц — С!* ларни куямиз:

*, (?>«;; (</, ( х )» + . .  .+ * .  (? )* (.!/ „  и> > +  (*, и» -  
) & ( у ,  <*> )+•••+  <*„ (?) - с : ( и  о н  (у ,,«* )» =о.

Ьундан (7.40) п| кура

ь х (^)^'((/| (* > )+ . .  (&(■*>) =

=  ^ !, ( £ ) Л ( / / , и ) ) + . . . +  ^ 'ч’ (£ )й ™ (л и ) )  (7.41)

кол и б чикади. Агар <=1,2.........п десак, (7.41) дал Ь,, Ь>, ... Ь,
лар|;| 'нисбатан п та чизикли тенгламалар слстемасили хосил кь-

П
ламиз. Бу бир жилсли булмагал система, чулки ^  (с.)“’ ^ 0 ва

. - 1
& ( у , ( х ) )  ф 0 (/=1, 2........ п\ / - 1 , 2, ... , Л). Агар #-«»(*>) =<>



булса, (7.41) дан Ь"(1) =  С !Ш ,  4'<1) =  <> келиб чикали. Ву холла 
теореманннг иеботи раишан Энди ^ ( í / iU ) ) ^ ^  ходни курайлик. Ьун-
ла 7.8- теорема га кура (7.41) еистеманинг детерминантн {Ь
bi,... . Ьп ларга ниебатан) ноллан фаркли. Демак. M s ) ........Ь „Ц )
ларнинг ягона кийматини топа оламнз. «Vina кийматларни M s ) .
M U ...... b U l )  досак, М £ ) .  М £ ) ........M S )  лар 4 U )  =  &'/(&)- C ¡ U )
формулалар билан тоиилади. а ,(£ ) на Ь ,Ц) ,  / = 1, 2, ... , п лар учуй 
топилган кийматларни тегишли ифодага куйеак, (Ц х, с,) учун

fi(x. t )  = i i (7.42)
£  ///(;)//, (x).;,,

формулага '¿га буламнз. Шундай килиб, Грнн функцияеининг 
манжудлиги ва ягоналигн нсбот чтилди. 1>у теореманннг исботи 
тегишли Грин функциясини куриш усулини хам уз ичига олади.

Ьир жимели чегаравии масала чизикли бнр жинели булмаган 
дифференциал тенглама учуй куиилган булсин, яьни ушбу

L ip ) y  =  ¡ (x) ,  ¿/’ (У)=<>. (= 1 , 2.........п (7.43)

масала курилаётган булсин. Ьу маеаланинг ечи.миии куйидаги 
теорема беради

7.10-теорема. Агар (7.37) масала фак,аг тривиал ечимга эга 
булса, у л'<>л()а |хи, xij орали к,<)а узлуксиз булган ихтиёрий fix) 
функция учун (7.-1Н) маеаланинг счими мавжу<). Ь у  ечим ушбу

у(х)  =   ̂ 0{х,  l ) f { l ) d l ( ( i ( x .  l i  (Грин функцинси) (7.44)

формула билан ифо<)алана<)и
И с б о г . (7.44) формула билан аникланган бирор у (х )  функциями 

олайлик. Ьу функция (7.43) маеаланинг ечими чканиии, я ьни ушбу

Ц р ) у ( х )  = / (х ) (7 45) 
¿ > ( х ) )  = 0 , / =  1,2......  п (7.40)

,1,п1нятлар уринли *канини иеботланмиз. Лнвал ( 7.4(>) ни курсатан- 
лик. С (х, *) функциьнинг таьрнфига кура олинган у (х )  функции 
(п — 2)• тартибгача узлукенз дифференцналланувчи. Шунинг учун 
хоеилаларни

уи'Чх ) =  \ </(х- s) v = l , 2 . . .  , п — 2 (7.47)
' J  <h'

каби ёзиш мумкин. (7.47) формулами v =  n — 2 да куйидагнча ёзамиз:

IH9



S /(£,«/6 + 1 ’ « V / к , * .
(J  <;x J  ,}/ ' * 1

Ьундан яма x буйича хосила оламиз:

г  '• < *> - \ ,(; |л; 61 / « ) « + ( * " +
J  Ох y  ôx J  I i  - < о

4 ‘f !/< *).
j  <?./' 1 \ i)xn 2 J  \\ .Ml

Am m o ú функция х  =  £ нуктада узлукеиз булгани учун
<1х" ”

охирги нфода соддалашади:

у 1" 11 (дг) =  Ï ' “ (х; Е) M E M Ï+  t д" Е) /(£)</£ =
J í?дг" ' 1О ,

=  Í 51 H i ) di. (7.48)
J  <)хх\)

Ьу формуладам яма бир марта дифференциаллаб, куйндаги ифодами 
топамиз:

=  \ ' “£ * »  / « ) * + ( ' 11 +

=  i ' “ ¡ Г  '< * > * + J , ,'<*>■ <7 «>

Маълумкн, ¡t! (У) нфода у(х)  ва уннмг (л — I )- тартибгача хоенлала-
рининг х — хц ва дг =  дг| нуктадагн кийматларини уз ичига олади. 
Шунга кура, (7.44) (7.47), (7.48) лардам еодда узгартиршилар 
ё^чамида куйидагига ira буламиз:

¿ ’(.v )=  у. -+- " f ;1 p/’y 'íjf, » = o +  I  (!;>■(*,) =
/-0 ,-0 ,-0

=  1 ' г  i 1)1 ° ' x, 11 m > d s=  i (  " e  ,v 6 ,t- '>
,iV ч Д  -,y /

A I
=  5 !Í! (0 (x .  Ы)И1)<11-



G {x , l )  функция таъриф буйича $ ( у ) =  0 (/= 1 , 2....... п ) чега-
равий шартни каноатлантиради, яъни ^  {(Цх,^,)) = 0 .  Шунинг учун
охирги интеграл нолга тенг на («/(л-) ) ¿Ы ), / = 1, 2 . . . , «  муноса-
батларга эгамиз. Бундам олинган у(х)  функция |л'н, лг|| ораликда. 
чегаравий шартларни каноатлантириши келнб чикали. Демак, 
(7.46) исбот этилли. Энди (7.45) нм иебот угамнз. Теорема- 
нинг шартига кура (7.37) масала факат тривиал ечимга эта. 
7.9- теоремадан /.(/>) G (x, £) s ( )  эками чикали. Ш унинг учум олинган 
у (х )  функция хосилаларининг урнига (7.47), (7 .48), (7.49) формула- 
лардан фойдаланиб, уз ифодасини ! . {р)у  дифференциал ифодага 
куямиз:

L {p )y {x )  =а,>(х)

+  u,U )  \ ,“ и ; ^ /(«)<«; +  . . .+
•J

+ a" - 1(Jf) i  \~jx J  (И х . =
*0

+ a ,u )  'r  '} ° tx; l) +■■■+

+  а„ ,U> ,)Gl*x + a „ {x )U [x ,  l ) ] f ( l ) d l  +  f (x)  =

=  J  (/. (/?> а  (л. £ ) )/(S)f/S +  / 'U ) = f ( *  >-

О
Демак, (jf«, &) интервалда Ц р ) у ( х )  = f ( x )  айният уринли. Шунга 
ухшаш (£ ,  Х \ ) интервалда хам Miy айният уринли -жани курсатилади. 
Шуидай килнб, |лг«, xi| интервалда узлуксиз f (x )  функция учун 
олинган у(х) функция (7.43) чегаравий масаланинг ечими булади. 
Теорема исбот булди.

4. Бир жинсли булмаган чегаравий масала. (7.32) формулада
/г
£  Af Ф О  булснн. Виз би|) жнпели булмаган чегаравий маеалани 

курайлик. By холла аеоеий хулосаии куйидаги теорема ифода этади.

7.11-теорема. У шоу I. (р )у  =  () гонг лама о up жинсли булмаган 
шартни к^аноатлантирадиган ягона ечимга эги булиши учун мос бир 
жинсли чегаравий масала фи цат тршшал ечимга зга булиши зарур ва 
етарли.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  Вир жинсли булмаган чегаравий 
масаланинг ечими у{х)  функция б>лсин. Унда Ц р ) у ( х )  =  0, д: |̂л:»,

s=  \ а.,(дг)
О" (И х, I )  

<)х"



х ^ , ( у ( х ) ) ~ А , =  0 айниитлар уринли булади. Бир жинсли
дифференциал телгламанинг фундаментал системами у \ {х ) , у2(х ) ......
уп{х) функцинлардаи иборат булсин. У холла ихтиёрий ечим

У =  у. с,У, (-V) формула билли ёзилади. Узгармас Си С2, ... , С„ 
1*1

ларнннг блрор кийматида у(х)  ечим хосил булсил дейлик, яъниИ
у ( х ) =  у  С "у , (х ) .  !>у функциини бир жинсли булмаган чегаравий

I
шартга куямиз. Содда узгартиршпллр натижаснда куйидагини хосил 
киламиз:

° = У  <  (  У  ( " & < * > ) ) 10+  "у '  Г  (  У  а '/л и ,)/-0 V V. I / / II \ V,- I /

=  *1 а Г  (  I  +  У  1Г  (  У  - Д  =

-7 с  Г V  < У 1 " Ш  +
« I [_ -и

+  ” £' Г ! П * , )  1 — д  =  I  е д (и > )- д .
, •= О J  у - I

Демак. ушбу
у  < « £ {& )  = Л „  / =  ], 2, .. , п (7.50)

\ I
системага чгамиз. [>у еистемялинг детерминант I) ф 0 ((7.33) га

п >I
каранг), чулкл ^  (С|’ )2^ 0 ,  у  А; Ф ( ) .  Аммо 1 )ф () булганда мое

, -Г| г "\
бир жинсли чегаравий масала 7.8- георемага кура факат тривлал 
ечимга эга булади.

Н т а р л и л и г л . вир жинсли чегаравий масала факат тривиал 
ечимга эга булсил. У холла 1 )ф 0 буладл. Демак, (7.50) га кура блр 
жинсли булмаган чегаравий масала лгона тривиалмае ечимга эга,

/I
чунки (7.50) дал у  С * Ф ( )  тенгслзлнкни каноатлантирадиган С\,

V» 1
С>, ... , С я узгармаслар бир кийматли тоиилади. Теорема тула исбот 
булди.

7.3- н а т и ж  а . Агар бир жинсли булмаган чегаравий масала 
иккига у =  ц,\{х) ва у-Ц'ч (х ) ,  <{ч (*) ^фу(дг) ечимга эга булса, 
у %ол()а у =  (* )  — <|2 (х ) функция мое бир жинсли чегаравий 
масаланинг тривиалмае ечими булади: аксинча, агар бир жинсли 
чегаравий масала тривиалмае ечимларга эга булса, у х,олда бир



жинсли булмаган чегаравий маеала биронта ¿¡им ечимга эги 
булмайди еки чексиз куп ечимларга зга булади.

Н е б о  т. Аввал натижанинг биринчи кисмини исботлаймиз.
Ра шпанки, /- (р )  ̂( (х ) =  0, (х ) =  0 ва демак, 1.{р) (ф| (х) —

— ц .,(х )) з=0, яма тунга ухшаш (х ) ) = А ,  $  < <| у (л ) ) =  А, (/' =
=  1, 2, ... , п) муносабатлардан («р, (х ) — ци(лг)) = 0  келиб
чикади. Шунинг учун у =  ци (* ) — ц^(х) функция бир жинсли 
чегаравий маеала Ц р ) у  — 0, й!, (.У )= ^ учун тривиалмае ечим була ­
ди.

Энди, агар бир жинсли чегаравий маеала тривиалмае у =  у ( х ) Ф О, 
х^[х(,, Х|| ечимга ага булса, 0  =  0 булади ((7.33) га каранг). 
У холда (7.50) система ё ечимга ага булмайди ёки чексиз кун ечимга 
ага булади. Натнжа иебот атилди.

Энди чизикли бир жинсли булмаган дифференциал тенгламанн 
олайлик, яьни 1 . {р )у~\ {х ) ,  шу билан бирга бир жинсли булмаган 
чегаравий шарт хам берилган булсин. Бош кача айтганда, ушбу

1Ап)у =  Цх) ,
(7 51 )

¿■ (« )= д , х  а ; *  а, < =  I. ч . . . .  п
1 I

бир жинсли булмаган чегаравий масалани курайлик. Бу маеаланимг 
ечнмн хакида фикр юритнш учуй аввал $  (т| ( х ) ) — А, ш а р т н и
каноатлантирадиган ихтиёрий ц (х) £ С |хи, х, | функциями оламиз.
Супгра г(х)  = у ( х )  --»](*) алманггнришни бажарамиз. 5у ц( л )  
функция учун

д!’и и ) ) = $ { у ( х )  -  »¡(*М =  $ ( у { х )  ) — й!, (ч (А ')) = 0,
НЫ1И

¿ , ( г и » ) * 0  (7.52)

бир жинсли чегаравий шартга ага буламиз. Берилган дифференциал 
тенглама (г (х ) функцияга нисбатан)

/-(рХ'Н*) + г { х ) ) =  П * )
ёки

1Лр)г{х)  = Ц х ) — Ц р )1 | (х )= / 7(х) (7.53)
куринишга келади. Энди (7.53), (7.52) бир жинсли чегаравий 
масалани курит мумкин. 7.10-теоремага кура, агар / .(р )г (х ) = 0 , 
$  ( г ( х ) ) — 0 маеала факат тривиал ечимга ага булса, у холда ¡х(>, г\ \
ораликда узлукеиз булга и ихтиёрий 1'{х) — ) (х )  — /,(/>)ч(д) функция 
учун (7.53), (7.52) маеаланинг ечими мавжуд ва

11
/ ( х ) = ^  0 (х , £)/■'(£)(/£ (7.54)

куринишда ёзилади. Агар п (* ) функция мое бир жинсли тенгламл- 
нинг ечими булса, у холда ¿(/?) »|(х) з~0, /г(х )= / (х ) булади на



(7.54) формула z ( x ) =   ̂ G(x, £ )/(£ )i^  куринишда ёзилиши мум-
х(.

кин.
Шундай килиб куйидаги теорема исбот этилди.
7.12-теорема. Визга (7.51) бир жинсли булмаган негаравий 

масала берилган булсин. Jjc», х\\ оралицда узлуксиз булган ва
# !’ (*/) = Л  бир жинсли булмаган чегиравий шартни к,аноатлантира- 
диган ихтиёрий функцияни г|(х) дейлик. У  халда, агар L(p )  (у (х) —
— П ( * ) ) = 0, $ ( у { х )  — 11 (дг))= 0 масала фак,ат тривиал ечимга эга 
булса, у холда (7.51) масала ечимга эга ва бу ечим ушбу

••i
у ( х ) = ц ( х )  +  J  G(x, D F i D d l  (7.54')

( бунда F (x )  =  f (х) — Ц р ) ц ( х ) )  формула билан берилади. Агар 
Ц р )ц {х )  = 0, $  (»] ( х ) ) — At (г=  1, 2, ... п) муносабатлар уринли 
булса. у холда F (x )  =  f (x)  ва (7 .5 !) масаланинг ечими

*1
у ( х ) = М х ) +  J  G(x. D U D d l  (7.54")

'о
куринишда ёзилади

7.4- §. Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  О П Е Р А Т О Р Н И Н Г  ХОС 
К И Й М А Т Л А Р И  ВА  ХО С  Ф У Н К Ц И Я Л А Р И

1. Бир жинсли чи зи м и  тенглама учун хос киймат ва хос функция 
тушунчаси.

7.3-т а ъ р н ф . Агар шундай 0 Ф у  (х) £ С " ( I )  функция топилсаки, 
бу функция учун уш бу

Н р ) у { х )  ^ к у ( х ) ,  х£/ (7.55)
айният уринли булса, у холда к сон L (p )  операторнинг хос к^иймати, 
у {х)  функциянинг узи эса L ( p ) операторнинг хос функцияси 
дейилади.

Ушбу бир жинсли чегаравий масалани, яъни
L ( p ) y  =  ky, $ { у )  =  0, / =  1, 2........п (7.56)

масалани курайлик. Ш у масаланинг тривиалмас ечимларига мос 
келган к нинг кийматлари И р )  операторнинг хос кийматлари, 
теги шли тривиалмас ечимлар эса хос функциялари дейилади.

Агар у\{х) ва y^ ix ) , x £ l  функциялар к нинг битта кийматига мос 
келган тривиалмас ечим, яъни хос функциялар булса, у холда бу 
фунцияларнинг чизикли комбинацияси хам к га мос келган хос 
функция булади. Хакикатан, агар

L (p ) y i  (х ) =ку \ (х ) ,  Ц р ) у 2(х) = к у 2(х), х£1



¡Ар) (Cif/i ( * )  Н- Счу-Лх) ) =  >АС\У\ U )  4-С>У‘г{х ) )
келиб чикали. Аммо L (p ) y  — ky бир жинсли тенглама чизикли *ркли 
ечнмлари п та (п тенгламанинг тартибн) булгани учуй ушбу

¡а р ) ^ £  0 ^ = / .  ^ £  С,У, * 6 1

айният к нинг к ^ п  тенгсн.чликни каноатлантирадиган кнйматлари 
учун тугри булади. Агар к > п  булса, чизикли бир жинсли 
тенгламанинг нхтиёрий я +1 та. демак к та ( к > п )  ечими чизикли

)г
боглик булгани учун J  С,УАХ) '-гА),х £1 аннинтга келамнз. Вундан 

,-Г|
олинган к сонга гривнал ечим мое келиши чнкади. By уса хос киймат 
ва хос функция таърифига зид.

7.8- теоремага кура. (7.56) масала тривиалмас ечимга чга булиши 
учун ушбу

- ■ il l  (  Уп )

/ - > ( * )  =
$  {у\ ) ■ ■ & {У п )

$ А у А £  (<у , )  ■■ ¿ ;а у „ )

(7.57)

((7.33) га каранг) детерминант нолга тенг булиши зарур ва етарлн. 
Вунда />(>.) функция к га ннсбатан бутун аналитик функция булиб * ).  
у Ц р )  операторнинг характеристик детерминанты дойилади. By 
уринда тушунарли булиши учун (7.55) тенгламанинг

(* .> ., I ,7.58,\ 1, а га р I =  v

(бунда /, v =  1, 2. ... . п ) бошлангич шартларни каноатлантирувчн 
фундамечтал системасини

у\{х, к),  у2(х, к ) ....... у„ {х,  к) (7.59)
деб белгилайлик. У холла / интервалдан олинган х нинг хар бир тайнн 
(муайян) кийматларнда (7.59) функциялар к нинг бутун аналитик 
функциялари булади. Шусабабдан /J(?.) хам аналитик функциядир.

Юкоридаги фикрлар ва мураккаб булмаган мулохазалар ёрдами- 
да ушбу теореманинг уринли эканига ишонч хосил килиш мумкин.

7.13-теорема. I )  1)(к) функциянинг ноллари L {p )  операторнинг 
хос к,ийматларидан иборит; 2) агар О {к ) функция айнан нолга тенг

*' Агар бирпр / интсрвалла аникланган х (* )  функция шу интерь.мниж чар бир Хи 
нуктаси атрофида х — х„ нинг даражалари буйича шу функцияга нкннлаш увчн 
даражали каторга ейилса, у холла х(.х) функции / ингсрналда инилигик ф ункция 
дойилади.



булмиса, y ¿¡(Liria l . ( P ) операторным xoc цииматлари саноцли гуплам 
булиб, улар чекли лимит нук,тага эга була олмаш)и.

Айтиб утами.чки, агар I ) ( k )  ф\мкциннинг мши булмяса, у хам а  
/. (/>) оператор хос кинмятларга ага була олмяйди. A m m o  к хос киймат 
l ) ( k )  минг карралм моли булиши мумкин.

Агар Ли сон 1){к) ф\мкцияминг оддий моли булса, бу /.>, сом ¡Лр) 
омераторминг oririuù хос к,иимати денилади.

2. Ьир жинсли булмаган чизими теш лама учун хос киймат ва хос 
функция тушунчаси. Ушбу

мясалами куряйлик. бунда к - бирор параметр, /(х) функция 1.{р) 
оператор коаффициентларннинг яникланиш имтервялида яннклангаи 
ия узлуксиз. Б у масяля учун хос киймат на хос функция тушунчаси 
теги шли (7.56) масала учун киритилгян тушуй ча мин г узгинаси 
буляди. Бу холла асосни мятижа куйилягм теорема билан ифодала- 
мади.

7.14-теорема, /* нинг хос к,ииматлир()ан фирн, цилайиган парна 
к,ииматлари учун ¡ (х )  ихтиёрии узлуксиз булганда (7.60) масала 
ечимга эга.

И с б о т . Теорема минг шарти буйича аввал 1.(р)у =  ку, 
^ { у ) =  () мясялами куриб, тепипли /.''(/' =  !, 2. ...) ларни тоиайлик.
У холла Ц р )У ,  (х) (у, U ), ц "  (;/, Ц ) ) — 0 буладн. Энди кф к\‘
учун (7.60) масала ечимга ага акани равшям, чуики у (7.45)
(7.46) масалагя келади. Хакнкатан:

H p ) y j - k y  =  a«{x)y'-" + a t {x )y 'n , ,+ . . .+  
- f a „  , [ х )у '  + и „ ( х ) у  —  ку =  а,Лх)у'"' + u ,  (a - )í/ '1 11-f 

(A-)iy'-b (Ü„(X) — k)y  =  i^{p)y,

бунда

/,,(/>) =Qu{x ) f f  +  ...+ an , ( x )p +  ( a,, ( j: ) — k). 

Шундай килиб, к ф Ц 1 булгамда (7.60) масяла ушбу

масалагя келали. Демак, 7.10- теоремага кура (7.60) масяла ечимга 
ага. Теорема нсбот булди.

М  « с о л л ii р . I .  Ушбч

- у "  =  ку< 1/(0) =  «/< I ) ,  í / « ) )= í/ ' ID ,
чегаравий масалани смайлик

Берилган дифференциал тенгламанинг учумий ечими

у  =  С| eos \ X х ■+■ С) sin у  >. х

(7.60)

«



кабн ё.жлади. Бундан чсгараний ш ариардан ф 'ждаланиб, хос кийматларнн на хос 
ф\нмжядарпи тоишпимлч ч\чкин. Чнаравнй  шартларни бундай ёчайлик:

H ¡ly ) = i/ (ll| — i){ I ) = 0 ,

^ („) =,/(()) -  ,у'( ])=().

ворилгаи дифференциал тенгламаниш фчндамонтал сшчемаси i/t =  cos х 

у., sin \ к ж функциялардан нбораг. Ш униш  учун куйидлгиларга чгами.»:

filiy\) = !/| ((>» — //[ ( I > = I — cos у/. ,
=iy.¿ (It) — 1/2 ( I ) =  — sin \ k , 

n '¿ {y { ) = 11\ (0) -  u\ ( I ) =  \ k sin \‘k , 

fy:,j = y '  (()) — ( I ) =  v'X — \!k cos \jk,

I cos у >• - •'in \ X
Oik) =-

\ к sin \ к \ к -  V к cos \J к
— i)

Ox api il тем г. ia мадам ( 1 — cos \ /. Г  f sin¿ \i к =  0 ёки cos \ к — 1 келиб ч и кади. 
Бундан \ /. =  2*л ёки Х*=  |2 * я >•’(*  =  (), 1. 2, . Лом ак, к Ф  0 булганда чар бир хос 
киичат >.* учун иккн чичикли чрк.ж хос функция cos(2fcn(A, sin(2fcn).r тугри келлди, 
яы ш  \ар бир хос киймат >.» иккн карралн хос киймигдир. Агар fe =  () булса, Хц =  
=  ()булади. Bv хос кийматга > чгармас кунайтуичп аниклигнда у =  1 (̂>с функция тугри 
келади, яьни Л» =  и бир каррали хос кийчатдир.

2. Ушбу
— у "  =ку-\-¡{Х\ , «/((>) =-'1(1. !/(/) =/1|.

чпараннй масалани к\райлик. Мо<- бир жинслн дифференциал теш лам аннш  
ф\ндачснгал систомаси í/1(x )= c o s  \ к х ,  i/2(ж ) =  sin \Jkx  функциялардан иборат

/)(>.) деторчинаитни ту.чамш. Ai ар fi¡ {у ) — у  (0 ). />!] ( у )  =  у  (/) '*канини хисобга о.ч- 
сак:

f/l ({>> //2(0) I I I  0
Wl(/) 1l2Íf\

Б\ндан /J(A.)=<) геигламанинг нлдичларн к*

cos \ 'к I sin V к I 

kn

=  sin \Jk I.

-(7 111V хос киймат-

лар уч\н борилган часалада i f { x ) -^0 холда) ё манжудлик бучнладн ёки счимнинг 
ипжадигн бучнладн. 7.14- георем.иа кура к ниш к kt киймаглари \ч\н борилган 
масала очимга н и  Знди

-  у "  =  ку, у((>| =1). / / {/ )= ()

бир жинслн чогараний масалани счачнч.
Маълумки, берилган тенгламянинг умумий счими 

у =  Cíeos у /. X -f- С ,sin \jkx куринншда счилади. Ундан

(,’( = 0 . С ,eos \ k l  +  (l.¿ *iu y k l  =  0

ёки C i= 0 , Ci=f-0 булиши лозимлигн |уфайли sin \/í.x =  ( t j a n  яна =  ^ *

f r= l.  2. ... ко.'жб чикадн. Шунннг учун 6i'pn.iran чогаравлй масаланиш очичи 
. Ал

y =  C2sm л- ихтисрии >чг,|рмас| функциндан иборат буладн. Раш ланки, агар

/ =  л булса. k r = k ¿ булади. Нчимкинг куринишн у  — C a s in g  кабн булади.
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Курнлган масалага олиб келадиган 
амалий масала баённга тухталамнз.

Узунлиги I булган бир жинели таранг 
стержень горизонта.! х уки буйлаб жойлаш- 
ган булиб, Р  куч таьснрида кисилипти. Бун ­
да стсрженнинг бир учи силжимайди, иккин- 
чн учи '*са х укида колсада, мустахкамлан- 
ган цукта атрофнда -»ркнн бурилиши мумкин

35- чнзма (критик микдор) га етганда стержень *гила 
Гшшлайди (35, б- чизма). Агар у  деб 

стержень нуктасининг кундаланг силжиши белгиланса, бу х нинг функииясн б\лади, 
яьни у  =  у (х ) ,  0 < дг< / . Иккита учи махкамланган ( кундалангига силжимайдиган) 
булгани учун ¡/(0) = у (1 )  = 0  булади. Материаллар каршилиги курсидан маьлумкн,

Р
у (х )  функция катта аникликда ушбу у " =  дифференциал тенгламани кано-

атлантиради. Унда /; на / мос ранишда стержень мачериалининг Юнг модули ва 
кундаланг кесимининг инерция моменты.

Бу тенгламани ва чегаравий шартни

у, у<0) = </(/)=()

курннишда езсак, бир жинели чегараний масалага келамиз.
Р  / Л \2

Таьрифга кура, -̂у_<~ (  j ) булганда ижпридаги масала факат тривиал ечимга 

эга, иъни бу холла стсрженнинг чгилиши рун бермайди. Р  кучни орттира бориб,

кр
E l

тенгликка эришилса, куйилган масала ф акат тривиал ечимгагина -»га

булиб колмай, тривиалмас ечимга хам *га булади; ÿma ечим y =  Csin -х куриниш­

да булади. Бу холла стсрженнинг -»гилиши руйберади. /\р кучни топиб урнига куямиз: 

Бу  ифода 1757 йилла Л . Эйлер томонидан тоиилган.

Р  = Е 1' К() *

8- б о 6

О Д Д И Й  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н ГЛ А М А Л А Р  С И С ТЕМ А С И

8 .1- §. Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н Г Л А М А Л А Р Н  И Н Г  Н О Р М А Л  С И С Т Е М А С И .
У М У М И Й  Т У Ш У Н Ч А Л А Р

п- тартибли оддий дифференциал тенгламалар 4- бобда курилган 
эди. Унда номаълум функция битта у(х)  булиб, тенгламада унинг 
хосилалари иштирок этар эди ((4.1) ва (4.2) ларга каранг).*Агар 
номаълум функциялар п та булиб, улар битта эркли узгарувчининг 
фуикцнялари булса, куйндаги п та дифференциал тенгламани курит 
мумкнн:



. . .  , |"||| /
М*> уи У ........ ..  у „  у .........

/л, . . . .  й т" ')= о .  ¿ = 1. 2........«. ( 8.D
бунда /-'i, F 2, . . . .  A'/i функция.!ар (т i -+• « + 1 ) улчовл и
фазонинг бирор т  , „ +| сохасида аникланган. Бу (H .I) сис-

|«/,| t'ii.i ( îî<_ i тема у 1 , у, ' ........ у,х хосилаларга нисбатан ечнлади деб кара-
сак, ушбу

у!"‘‘' =1 U . ух, у [.........у 'Г  11 ; ■ ■ ■ ; у,п Уп............

/ Г  V  =  I. 2.......  Л (8.2 )

сиетемага келамиз. Равшанки, /, фумкциялар т\ +  пг->-\~. . .+  т „
+ t улчовли фазонинг бирор т t , сохаснда аникланган
до б карат лозим. Ш у (8.2) тенгламалар системаси дифференциал 
тенгламаларнииг каноник системаси деб аталади. Каноник система- 
ларни яна бошка куринишда хам езиш мумкин. .Дифференциал 
тенгламаларнииг икки системаси бир хил ечимларга ага булса, бу 
еистемалар эквивалент дейилади. Энди каноник системаларнн уига 
эквивалент система куринишига келтнрамиз:

(8.2) системада бундай белгнлашларни бажарамиз:

У\ = У\ч< у [= у [а = у п ,  У"=Уи=1/г- .................y\m'~ U =y\mt - I .

/ / // /
У 2  —  У -ц  и  У г — У ч и — У 21 > У-2 — У п — У п .....................У \  — У ы 2 -  i •

Уп У  ni)' Уп У  ni) Уп 1> Уп Уп\ Уп2 » ■ ■ • ’ Уп У " " ’п 1 '

Белгилашлар натижасида п та у i, у->.............у„ номаълум функциялар
урнига m-=ni\-\-rri2-\-.. tn„ та момаълум функцннга агамиз. 
Берилган (8.2) система бундай ёзиладн:

У'\п = У \ \ ,
Ч ' \ \ = У \ г ,

{/wii| -• 2 У\ 'N | I •

У \ п  г, | = / | { * '  У \ 0 '  У и ................... У \ т х - I -  У ' Я \ '  У п ........................

Уц.1т ■ ■ ■ > ¡/«.и Уп I .............Уптя -  I

У'1(1 — У" I < 
у'п 1 =Уп2,

У  п т п -  2 У ' 1П,п I ’

1 =/„(-*• Уи,, Ун......... У\»ч - 1’ Мго- ÿai- ■■■ ’
Мн * * * * 1 Уптп— I ) *



виз биринчи тартибли дифференциал генгламалар системасига 
эгамиз. вундай системалар текшириш, интеграллаш учун анча кулай 
хусусиятларга эта. Биз кжорида ушбу

y'\=U<x,y\,y¿......... Уп),
y'i =  h(x,y\,y¿......... iy«) * (8.3)

y'n — ¡n{xsy\.y¿.........Уп)

сиетемапинг хусусий куринишига келдик. lily  (8.3) система 
куринишида п- тартибли дифференциал тенгламани, яъни ушбу

y ln,= f {x ,  У, у', , У'п- " )  
тенгламани хам ёзиш мумкин. Унинг учун

У =  У\> У ' = У 1= У 2, У " = У 2=Ул..........у 'п ~ "= у „ ,
УКп) = у 'п= Ц х , у i, у*, . . . , у„)

белгилашларни бажариш  етарли.
Lily муносабат билан биз acocan (8.3) куринишдаги системаларни 

урганамиз. Бундай системалар оддий дифференциал тенглама- 
ларнинг нор мал системаси дейилади. (8.3) системада п — система- 
нинг тартиби дейилади.

п та биринчи тартибли тенгламаларнинг нормал системаси 
маълум шартлар бажарилганда битта п- тартибли тенгламага 
келтнрилиши мумкин. Юкоридаги (8.3) системани у\ га нисбатан 
п- тартибли тенгламага келтирамиз. Бунинг учун аввало f \, f?, . . .  , f„ 
функцичлар у\, y-¿, . . .  , у„ лар буйича п марта узлуксиз дифференци- 
алланувчи до б караймиз. (8.3) пинг биринчи тенгламасиии диффе- 
ренциаллаймиз:

, dh ../ , , , ,}¡i

еки
Of i Of, di i di.

у ' =  Лх +  +  ay J * + - - - + a y J »  =  F ^ x ' У ' ...........

Агар XOCJUI булган муносабатии нна дифференциалласак,
<?/•’.. «)/•'.. f? dF.¿

У '" '  =  ,и  +  a y ;> ' +  ' i y . J * + ---+ -<b^L =  F * ( x - y ' ............ y " ] -

Шунга yxuiaui топамиз:
y\n~2' = Г п_.2(х, у...........y j .

,5/V -2 , dFn_ 2 df’n-'i
д х  +  ДУ, '  / l  +  * " +  ~dy„

<n \ ,  I , d F n -  I r ,  , d F n -I

y r „ e - : ;-2 +  - £ ± к  =  Гп A x , y u . . . , y n),

y>'= ....... ¡o-



Шундай килнб, куйидагига эгамиз:
у\ =  И, (*, у ...........уп), =  /,.
1/7 =  /’* (дг. у ,..........«/„),

г/Г 11 =^,- ■ <*. у,- 
,(«»У Г - М * ,  I/,..........£/„).

Эслатиб утамизки, кетма-кет днфференциаллаш мумкин булиши
учун /|, /2......... /„ функциялар барча аргументлари буйича (л  +
+ !) улчовли бирор Д ,4 , сохада { п — I )  марта узлуксиз диффе-
ренцналланувчн булиши етарли. Энди у?, у$, . . .  , уп ларни номаълум 
деб караб, уларга нисбатаи ушбу системани курайлик:

у'\ =Ь.

(8.5)

,,(«-и _/.*УI — Гп- I •
Ьу с и с т е м а . . . .  у л а р г а  нисбатан ечилиши мумкин булиши 

учун ушбу
0 (^1. 2̂....... ^  |>

Уз- • Уп>
якобиан уъ% ул, . . . , уп лирнинг (х, у\, у г......... у1:) £!)„<, \ шартни
каиоатлангирадиган кийматлари сохасидан олинган {$ ,  ... .(/¡)
иуктаиииг бирор атрофида нолдан фарклн булиши етарли.
Шундай булсин дейлик. У холда (8.5) системадан топамиз:

У-1 =  (х, у,. у[. У\ - Уп =
= ф „(*. y .̂ УI .........</Г'М .

Бу ифодаларни (8.4) системанинг охирги теигламасига куйсак, 
я-тартнбли юкори хосилага нисбатан ечилган битта

У Г = ? п ( Х '  У>- %<*■ УI. У ' ........ у\п 11)
Фни . й . у ;........ у !" м ). ( 8 .6 )

тенгламага келамиз.
Лгар у |= ф |(х ), х£1 функция (8.6 ) генгламанинг ечими булса, 

у холда у-2, ... , уп л ар учун ушбу

У2 =  ч>*{х) =  Ч ч (* ). ч>\(х). (п - I I (х ) ) .

Уп =  Цп(х) =\|М*. ф |(* ), ф « и ) ........ ф!" ' ( х ))
муносабатларни топамиз. Кейинги мулохазаларда зарур булган
(8.3) системанинг ечими тушунчасини киритайлик.



8. 1- т а ь р и ф.  Визга (8.3) система берилган булиб, ун<)а /'......  , ¡п
функцинлар < и + 1) улчовли фазонинг 1)п 1 , со^асида ани^лангин
булсин. Агар бирор I интервалда ани^ланган

У1 =  <|ч (•*). У2 =  Ц'Ах)........уп — (л-) (8.7)
функцинлар системиси учун к^уйидаги учти ишрт:

1°. ' = 1. 2........ «;
2°. (дг, Ч |(х ), ... , у\п{х ) )  £1)гч *£/;
3” . чА * ) 2=/,(л\ <||(дг)........ Ча(.^)), х£/, / =  1. 2, ... , п

уринли булса. у %<>лда (8 .7) функциялир системаси (8.3) системанинг 
ечими дейилади; (8.3) системанинг л;ар бир (Н.7) ечимининг графиги 
унинг интеграл эгри чизиги ёки соддагина интеграл чизиги дейилади. 

Энди юкорндаги мулоха.чаларни давом аттирами:*, яъни 
у 1= (|.1(дг), //2 =  11)2........У„ =  У\\,

функцинлар (8.3) системанинг ечими аканини курсатами.ч. Равшанки. 
у 1116 у

41 (х )= / | (х ,  ч-| (х ), ....... фа). х£1
'»/1 <»/■ *'/| .

-  +  , „ >

айниятлар уринли. Улардан биринчнеини х буйича дифференциал- 
лаеак:

{)/, (?/, <?/. гЗ/]

Бундам охирги айниятларнимг иккннчисинн \адма-\ад айирамиз:
д1, 0(ш ()/1 .
ДУ1 ( ч-; -  /, > + -,1У2 ( ч 5 -  к ) +■ ■ ■ + ,ч  ( ч * - м = о -

1!1унга ухшаш хисоблашлар ёрдамнда куйидагиларни тонами:*:

£ {* Ч г>+• • •+ 2  "* ~ и  “ °-
П I

’5У|
дР.. <)Г.

(фл — !п) = ()-

Аммо ц\(х)= [ |  булганн учум куйидаги системага келамич:

(«.«)

дР. дР.
п- ‘ «р&-/а) + . . . +  (ч^— /я) — о-

Бу системами <р£— /2. • • . 4«— /и ларга нисбатан каралса, унинг



детерминамти шартга кура поддан фаркли. Шуи нм г учуй (8.8) систе­
ма фанат триниал ечимга эга, яъни ушбу

<|7 =  /г, ц'л =  Ь ,  ■ ■ • . ф«  =  /я

айннятга эгамнз. Эндм 4>î=/i булгани учун <f'i(*)........<М *)
функциялар еистемаси (8.3) системанинг ечнми эканн келнб ч и кади. 
Демак, (8.3) система билам (8.6 ) тенглама эквивалентднр.

Кайд килиб утамизкн, агар (8.3) системада f \ функция у>, 
у :), • • • . Уп ларга боглик булмаса, бу системами у\ га нисбатан 
п- тартибли бнтта дифференциал тенгламага келтириб булмайди. 1>у 
холла у\ =  f] (х, у i) булганидан

àf\ , àl\
/i(x, у ,) =  F jU ,  у ,). у'\ =  пх +  h = F . ¿ (x, у ,)

y r = F n ( x ,  у ,)

ларга эгамиз. Аммо бу F i, F¿, , /•’„ функциялар y¿, у л..........уп
ларга боглик булмагани учум,

IM F ,  F ,. . . .  , F „ , ) ^ 0

У:\.......... у А

айнмнтга келамиз. Тугри, у\п] =  Fn (х, у ,) тенглама у\ га нисбатан
п- тартибли, аммо у (8.3) снстемага эквивалент эмас! Вундан 
куринадики, бермлгам системами ихтиёрий у , (1^ / ^ « )  га нисбатан 
п- тартибли бнтта тенгламага келтириш, умуман антганда, мумкин 
чмас. Агар бирор у, учун

¡Щ-'и , r„
1Ну\......... у, у, f i ............ у „)

булса, у холда шу у, фумкцняга нисбатан п- тартибли бнтта 
дифференциал тенгламани хосил кила оламиз.

М и с о л .  Ушбу
y'\~y¿.i

У У -2 =У-2= — у I
снстсм.ч учун Ц\ =  cos.r. y ¡ =  — sin* ф ункциялар системаси ечим буладн |>\ холда /) i =  
=  А’1 булнб, H.I таьрифнинг шартлари c o s *  на - m iu  лар учуй — о о < * < о о  
ннтерналда ба ж а рила.ui. Ьерн.н ан системник би 11 а иккинчн тартибли i ein лама la 
келтириш (К'он. Униш учун системанинг биринчи тенглачасиин днфференцналлаймнз 
на иккннчнеидан фойдаланамнч:

У"\=У\^: — У\ рки у") +  1/, = 0.

Ü { F , )  " ' i
Равшанки. F \=-y-i. F -2 =  y'-¡{ =  — У\) булганмдан . = 1  / O r  a t/í =  /” ( Ч 21 wt/y
( и ьнн = '/.О дан y ¡ учун нфод.чни у '\  =  F ¿  ски у "  =  y'¿ тенгламага куйиш  л о *нм. Ш у  
сабаблн юкорндаги у", + y i =  0 тенгламага n ¡ i  булимии. 1>у тенгламанинг умумий 
ечими у\ =  C íeos х-\- C.’íSin х, у 2 = + у '  i булгани учун y ¡=  — Cisin х +  C'íCos х келиб 
чнкади. Ш ундай килиб. берилпж системанинг ихтиёрий ечнми

( у\ = C|Cosjr- j- í;2siiu ,
I  У г =  — С  i si rue Cíeos*

формула билан о.чнладн.



К ур и л  ам ммеолда ихтиорий очим формулами топилди. by ум\мми 
очим тушунчаснга олиб колади. Illy  мумосабат билан умумий 
очимнинг катъий таърифини келтнрамиз. Мулохазаларни осонлашти- 
риш учум аииал Коши масаласини курамиз.

К о in и м а с а л а с и и и и г к у и и л и ш и : (8.3) с истома борилгам
булиб, умимт унг томоиидаги /|, ¡-2.......... фуикиинлар
D„ *. ] ст. R " + 1 сохада аникламгаи булсин. Лгар (х<(, у и iß , , //,) £ IK  * i 
иукта тайиидангаи булса, у хачда (8.3) систомаиииг

у\(X«) =(/'. У> (* ,) ■ Уп U .) = £  (8-9)

шартларми каиоатламтирадиган очими гопилсии. Ьошкача айтгаида. 
К о т и  масаласи D,, . , сохаиииг тайинланган {*<>, Vi’......... Ю  нукта-
сидан утадиган мигограл чизикни гопишдан иборат. Шуми таъкидлаб 
утамизкн, Коши масаласида очимиммг амикламиш интервали курса- 
тилмайди. (дго, . . . .  //¡) нуктадан (8.3) систомаииигбтта, иккита 
ёки умдаи куп имтограл чизиклнри утиши мумкин. Кейинги 
мулохазаларми назарда тутиб l ) * k, билам шумдай иукталарсохасини
болгилаймизки, 6v сохаиииг хар бир нуктасидаи (8.3) систомаиииг 
ягона имтограл чизигм утади. Раншаики, I)*  f i с_ D„ 4 i.

8.2- г а ь р и ф . Хар пиры п ia С\, . . .  , Си ихтсрий 
уагирмислирга боглик, булгин п ги ихтсрий узлуксиз диффсренци- 
алланувчи

=  <| (х , Си ■ •
=  ||)2(д:, C t, .. . , О , (8.10)

== Ч'п (X , С,, . . . С.)

функциями олийлик. Агар I)*  f i С(цанинг .уup бир (а\ у .......... //„)
нук,таси учун ( 8 . 1 0 )  система С\, . . .  , С„ ларга нисбатин

=  у ........... ......  k = \ , ' l ......... п ( 8 . 1 1 )

ечимга ига булиб, бу функцияларни к,уйиваги

=  ц-Ux, С ,..........Сп). k=\ ,  2............ п (8.12)

генгламиларга к,уйган<)и ( 8 . 3 )  система .уос и л булса. яъни ушбу 
</»/*
йх 1)-|(х, у I..........у п) ........... <м*. У............. Уп) ) =

=  у ...................У п )  ( 8 . 1 3 )

муносабат уринли булса, у уолда ( 8 . 10 ) функцинлар системиси
( 8 . 3 )  систсмининг Д * + , со.\а()а ашщланган учумий ечимидейилаОи.

М  и с  ч  .1 . ( я м  м к о р и д а  к у р и л  г л н  м и е о л д а  у \  — у-г. y - i = -  —  :/i е и е г е м л н и н г  и х ти о р и й  
о ч и м и  у ч у н  y i  =  C iC o s i '  | C ;«s in x , t j>  =  —  C i S i r u  +  C ^ c o s jt ф о р м у л н г а  ч г а  ч д и к  [»v 
ф о р м у л а  у м у м и й  е ч и м п и  Л е р л д и .  Х л к и к а г л н ,  С ., н а  C j  гл  н и с б а т а н  о н и л г а н



í  CilONA 1 • Л'.МП.Г =  í/i.

| C s in . r -• C;>l'<>S.t= — I/:'

Лир ж ihk'.i и fiy.iMiii ;m чи.»икл к ал И‘Г>раик и*нгламалар ометом лендам ( у и и не 
.и-гермниаигн ( -- I )  i ; i ieiu ) С, =iy,c<)sjr —  //^sinr, C> — / М 'о л - г  -f í/ism.r ra чглмш  I>\ 
ифолнларнн i/í =  - C i^ iiu  4-f.V(>s*, //• — --(.Vos* -C>sin.v те тл и кл л р га  kvhmim:

VÍ — — (Mieo4 r — д >sin jr f  (//:>eos л: -f «/isiru) eos* =
=  — »/ieosx s in *  •*- í/.’Sin*A' \ f/..ei>s\v f  Uisin ,m>sjr =  
y[- - (//¡eos x -  </.sin r )e n s  д -  (t/;>eosx +  y is in x ) s iiix  =  

i/ieus- x \ //..sin .r eos x ••-«/..cus a- sin x — í/isiri' x ~  — y,

Буидан куринадики, беридган система кедиб чикди.
Юкорида киригилган D * , i соханиш хар бир муктасидап (8.3) сис- 

теманинг ягона интеграл чизиги утади. Умумий ечим таьрифига кура
Ci, С;-......... С„ >згармасдарнинг турди кийматдаридн биз система-
мим г тегишлм ечимларини хосил кнламиз. Ьу ечимларни хусусий ечим 
дейилади. Хар бир хус\сий ечим учун, яьни

íy, , (д, г;;......... о .  у-; =  члх .  (-1............О .............

<*......... с »

ечим учун ушбу f(x, ц i, {х, С{, ... , С ) ,  ... , <]„(а\ С" ... , С ' ! ) ) £/ )*„ 4 , 
тегшилилик ширти бажаридади. ( п -}- I)  улчовли í)* „  f 1 соха хусусий 
ечимларнинг графикларидан иборат булган интеграл чизиклар билам
копданган, яъни l)*n * i соханинг ихгиёрий (дг, y ¡.......уп) нуктасидан
ягона интеграл чизик утади (та ъриф буйича).

Энди D„ f i сохаиимг D*„ 4 i сохага тегишли булмагаи нукталари-
ми. и ьни ушбу Д, , i\A¡\ i =  О" сохаиимг нукгаларини текширайлик. 
Ьу 1Т соханиш муктадаридан ё битта хам интеграл чизик утмайди, 
ёки биттадан ортмк интеграл чизик утади. Аммо биз (8.3) система- 
м и и [ унг томони Ц ,и  сохада узлуксиз булган ход ни кураиимиз. Бу
холла хар бир (дг, у .......... «//>) бМ«* i нуктадан, демак, хар бир (а*.
í/i......... i/n)£ ¡ ) "  нуктадан камида битта интеграл чизик утади. Виз
кураётган холда D соханинг хар бир нуктасидан биттадан ортик 
интеграл чизик утади, яьми I )  соханинг хар бир нуктасида ечимнимг 
ягомалиги шарти бузилади. Хар бир нуктасида ечимнинг ягоиалиги 
хоссаси бузидаднган ечимлар системанинг махе ус сними дейилади 
(система \чун хам 3.1- та ьрифга ухшаш тат.риф киритиш мумкин | .

у ........ //„), k — I, 2, ... , п функниялар ёинк ¡)*„+ \ -= Т)*„ , i
туи.тамда карал я нт и дейли к. Кчимнинг ягоиалиги бузилади га и 
нукталар шу тупламнмнг чегарасида ётади, чуики бодгндаш буйича 
/)*, , туи.тамда умумий ечим аник.'1анган ва демак, бу тупламнинг
биромта хам нчкн н\к1асидан махс\с ечимнинг графиги* \т-

’ ’ Ум\мнй на мачеус е'шмлар хакслагн T v . ia  ма Ik’iv m o th m  N. II .  Егругинииш 
китобилан VKHH! м\мкин (12).



майди. Лгар <Юп \̂ деб Dn ( , тупламнинг чсгарасини бел-
гиласак, юкорида киритилган D °  туплам аеосан шу дЬ„ t , дан нбо-
рат булади, иъни 1)° =  д1)п1 Бу  холда D*_ î = D nlii (очиктуплам),
D °  =  Dn} j \Д ?+ Махсус ечим ихтиёрий узгармасларни хам уз ичига
олиши мумкнн. Аммо у ечимлар («-}-!) улчовли туплам чегарасида 
ётгани учун нхтиёрий узгармаслар сони п дан кам булади.

du dxМ  и с о л .  Уш бу •• — 2 \‘у , s=u, О
' dt dt •

снстоманинг умумий на махсус i-чнмлари гоиилсин.
1>у снетоманинг умумий очими

+С,
•J

формула билан слилалн. Ьуни таърифг а кура бевосита хисоблаб бнлиш мумкии Аммо 
у  =  0, х ~ С  (С  ихтиёрий уэгарм ас) функииялар хам ечим ва умумий ечим 
формуласидан С\ ва С* ларнинг бнронта хам кнйматнда хосил булмайдн. Ломак, у =  0. 
х =  С  махсус ечимдир. f , {t .  х, у )  --2 \jy . /г(/, х, у ) = у  функииялар уч\н 
/_)., =  )(/, х, у ) :  — 0 0 <ZX<<X1 , у ^ О |. Ь у  туплам сник, унинг чсгарасн <Wj =  |у =  ()|. 
М ахсус счим шу чегарада ётади ва битта нхтиёрий улгармасни уз нчига оладн.

Яна i ) * „  i | сохага кайтайлик. Ш у  сохага п>гишди чар бир (Л и .  у'!, ... , у „ ) f  i 
нукта учун ягона CY. С “...........  <7п кийчатлар мос колади, на аксинча, дг =

=  дги булганда (*{, ..........ларга ягона */*,', у^.................. у{)п лар мос келади. Шунинг
учун баьзи  холларда ечимнн

У к ~ <Ы*. *о. у , .......... уя ) * =  I. 2, (Н И )

куринишда хам ёзиладн. Бу  ер да у { , . . . , у{'п лар ихтиёрий булгани учун 
(H .I4 ) куринишда ёзилган ечим ни Кош и формасиОи е.шлгин умумий ечим дсйиладн.

8.2-§. Н О РМ А Л  С И С Т Е М А  У Ч У Н  М А В Ж У Д Л И К  
ВА  Я Г О Н А Л И К  Т Е О Р Е М А Л А Р И

Виз (8.5) система учун мавжудлик ва нгоналик теоремалари 
билан танишамиз. Аввал (8.3) снстомани (сзувни анча кулайлашти- 
радиган) вектор шаклда ёзамиз:

dy
dx =  /U . у ),

бунда у  =

У\ /|
•

f =
•

Уп in

dy
dx

¿У\
dx

¿Уп
,lx

(8.15)

лар уступ векторлар, Баъ-

зи холларда яиа коордннаталар ёрдамида изишга кайгамиз. Вектор 
шаклда умумий ечим



у =  ц>(х. С ) ёки у — ф ( х , х», у ")
курнншпда, хусусий ечим эсн у =  ц>{х) ёки хо, у {> лар тайинланган 
булса, 1/ =  ф(дг, XI), у °) куринишда ёзилади. /(х, у ) вектор-функциядан
и вектор буйнча олинган хосила ^  ушбу

а / , д ь ¿ ¡ п

дУ\ <>У\

дк
дУП 6 У п  ■ ¿Уп

матрицадан нборат.
8.1-теорема (Кош и теоремаси). Агар (8.3) системада }\, ... , /„ 

функциялар (п —|- I ) улчовли Оп ( , со^аОа иницланган ва узлуксиз
булиб, бу функцияларнинг у I, . . . , уп лар буйича цосиласи, яъни
01' Х ' %  (Л / =  >. 2, . . . , л ) функциялар <?„ н  )

со%ш)а аницланган ва узлуксиз булса, у уолда:
1°. (8.3) системанинг бирор I  интервалда аницланган ва ихтиёрий 

тайинланган (х(>, */,'......... нуцта учун Ч),(х(>) =*/' (г =
=  1, 2......... «) шартни цаноатлантирувчи сними мавжуд;

2°. Агар у ( х ) , х£1\ в а ^ ( х ) , х£ I? вектор-функцияларнинг %ар бири
(8.15) тенгламанинг ечими булиб, <р(х<>) = ^ (х 0) =  //’, •• • .
¡Ц) * шарт бажарилса, у %олда бу у =  ц>{х) ва у =  гр(х) ечимлар 
аницланиш интсрвалларининг умумий цисмида устма-уст тушади, 
яъни

Ф(х) = 1|з(х), х£1\[\1*.
8.3-т а ъ р и ф . Агар ¡1 (х, у\, . . .  , уп) , у\, . . .  , у п) ......... /л(х,

у |, . . . , у„) функциялар 0 „ 4, соуада аницланган булиб, игу функ­
циялар учун шундай ¿ ^ 0  сон мавжуд булсаки, ихтиёрий икки
(х, у " ’ ) £ Д ,+,, {х,у'2))£ 0 ,п  , нуцта учун ушбу

Iш ,  # " м - л и ,  у  {2))\<1- ^ I  \ $ ' - уР

/ = 1 .2 ..........п (8.16)

тенгсизликлар уринли булса, у уалда тегишли функциялар 
Д ,41 с<»;ада у\, у2......... у „ лар буйича Липшиц шартини цано-
атлантиради дейилади, /. эса Липшиц узгармаси дейилади (4.3- таъ- 
рифга каранг).

8.2-теорема (Кош и — Пикар — Линделёф теоремаси). Агар /(х, 
у ) вектор-функция Ц ,4 , соуада аницланган ва узлуксиз булиб,



tuy Д, 1 1 cocada y i, , y„ лар буиича Липшиц ишртини к,ано- 
атлантирси, у холда >¡up бир (дгц, //') Ç Д  t , учун шушкш узгармас 
/¿>0 сон топилидики, натижш)а (8.3) системанинг 
(х», í/,’, . . .  , j/J ) 6 Д  > t булганда ф(Хо) ~ у и бошлингич шаргни к,ано-
атлантирадиган ва 1 =  \х\\х — х»\^ Л } ораликда лникланган ягона 
ечими мажуд булади.

8.3-теорема (Пеано теоремаси). Агар j(x, у ) вектор-функция 
( л + 1) улчовли Д . ,  cocada аницлангин на узлуксиз булиб.
(*«, у") 6 Д, ( i булса. у холда (8.15) тенглиманинг у{х») = у и шартни
каноатлантирадиган камиОа битти сними мавжуд булади.

Куйида биз 8.2-теореманинг исботига тухталамиз. Бунда 1-боб- 
нинг 11 - § идаги скаляр тенглама учун Пикар теоремасииинг исботида 
юритилган мулохазалар умумлаштирилади.

Д  * | сохада маркази (дгц, у") £ Д М i нуктада булган ва чегараси 
билан бутунлай шу сохада жойлашган бирор (м -j-l) — тартибли 
Р„ +1 параллелепипед (пшерпараллелнпипед) чизиш мумкин (нсботи
укунчига Хавола). Упинг абсцисса укига параллел кирраси 
узуилигини 2ü, колган п та укларга параллел кнрралари узунлигини
мос равишда 2 b .......... 2 Ьп деб белгилаймиз, бунда и ва Ь,,
/ =  1, п лар чекли мусбат соилар. Жундай килиб,

^л| i “ Н ^  У .......... Уп):\х — Х и \ \у,— $ \ ( =  1, /¡},

P„.¡ i с :  Д ,4 | на Р пА1 — ёпик, чегараланган туплам. Д, 4 i сохада уз-
луксиз булган f,(x, у .......... .... (кнекача, ¡\{x, у ) ) ,  / =  1 п функ-
циялар Р„+, да хам узлуксиз булади. Я„ 41 ёпик, чегараланган
булгами учун /, (х, у) функция унда чегараланган булади, ньни 

max I/*,-(х, у ) \ = М , ,  ,VÍ,>0. Агар барча M i, \1>......... М„  сонлар
"• .</> t , 1
бараварига нолга теиг булса, /',(х, у) =  0, булади хам-

да (8.3) система содда ^  = 0 , = ().........  /*'= ^ куринишда

ёзилади. Ундан у\{х) =С\,  y¿{x)  = C ¿ ......... Уп(х) — С„ келиб чикади.
(8.9) шартни каноатлантирадиган ечим *са, вектор куринишда 
у ( х ) ~ у "  каби ёзилади. Демак, (8.3) системанинг |дг — лг«|^и 
ораликда аникланган на (8.9) шартни каноатлантирадиган ечими 
мавжуд на ягона. Теорема бу холда исбот этилди.

Энди Л1|, . . .  , М„  сонлар баранарига но.па теиг б>лмасин.

У ni6v Aí =  max|Mi, M-¿......... М п}, /í =  min{ü. /'1 белги-( .Vi М )
лашларни киригамиз. Бу холда теореманинг исботи бир неча 
боскичда амалга оширилади.

I. Агар у =  ч (дг), |.v — A o l^/ i, векгор-функция (8.15) вектор- 
1енгламанннг (8.9) шартни каноатлантирадиган ечими булса.



y холда \х— -ïol^/i ораликда =  /(*. 'j ( * )  ) вектор-айният

уриили булади. Ьу холла \x — x„\^.h ораликда ушбу

<( ( д: ) = i} ' -f  ̂ /(т. c |(t))î/t (8.1 7 )
*n

вектор айният хам уринли булади на аксинча. агар бирор узлукеи.ч 
// =  <{(*) вектор-функция учун 1 л- Х(>р^.Н ораликла (8.17) анният 
уринли булга, унда ;/ =  q(x)  вектор-функция днфференциалланувчи 
булади. шу билан бирга у (8.15) вектор-тенгламанинг (8.9) бош- 
лангнч шартни каноатлантнраднгаи ечими булади. Шундай килиб,
(8.15) вектор-тенглама (8.9) птарт билан бирга олинган (8 17) аннн- 
ятга эквивалент. Г>у iасдикларнннг исботи 1-бобдагн скаляр 
дифференциал тенгламага оид тегишли тасдикларнинг исботига 
чхшаш.

П. Теоремани Пикарнинг кетма-кет якинлашиш усули билан 
исботлаймиз. Ьунда аввал «ечимга якинлашишлар» деб аталадшан 
вектор-фулкцинлар кури.'1ади.

Ьонмангич якинлашиш сифатида у" векторни олами*. Кейинги 
якинлашишлар (вектор-функциялар) купилагича курилади:

У ( Л ' )  \ f [ T .  if  1 ( т  ) ) î / t  , / =  I ,  2 ...............i i ' ( x ) ^ i f .  ( 8 . 1 8 )

Курилган i/ '(r ), y J ( * ) ......... i / 'U ) ............вектор-функциялар маъ-
лум хоссалар|-а эга:

|. /у' (хо) = у". / =  1. -......... Н Ы1И хар бир у ’ ix) вектор-функция
(8.9) шартии каноатлантиради ;

2. Хар бир у =  у ‘ (х), /=  1, 2......... функциининг графики U  —
— Х о К Л  ораликда Р „ , , дан чикиб кегмайди. Хакикатан.

!// U )  — i/’ l =  I \ /, (т. У1 (т ) ) | ^  I J  I/, U . У ' ( t M i î / t K  

<  М, 1 х — .v„ | ^  Mh ^  М ^ I , п ; j ~  1, 2.........

Магемаi ик индукция усули билан ихгиёрий s сон учун 
1 / ( ( ^) — тенгеизлик уринли булганла s - f l сон учун
| tyr' » 1 (.V) — i / 'K  ^ тенгстлик хам уринли эканини курсатиш мумкнн.
Шундай килиб. U , у1 (.г) ) (j i J„ f ,f Iх — дг»1 < Л, /— 1, 2.........

: i ¡1 — уЧх) ,  /' =  1. 2............. нектор-функциилар \x — xn\^f i
ораликда \.<лукси:». Ьу тасдик 1-бобдаги тегишли гасдикка \xniaui 
исботланади.

II I.  Энди (8.18) вектор-ф\нкцинлардан п та {i/U )}. /=1, п.



функционал кетма-кетднк тузами:*. Улар \х — дго|^/| ораликла 
текис якинлашувчи. Буни курсатиш >чун ушб\ п та (/=1, /г)

у ?  +  ( у !  (х ) - у " )  +  ( y f (x )  - у !  (*> )+ ...+

+  i y U * ) - y ?  '< * ) ) + -  (8.19)
функционал катор тузамнз. Ьу каторларннш хар бири \х — A'ol^/i 
оралнкда текис якинлашадн.

Хакикатан, (8.19) каторнинг хусусин йигиндиси s, {х) =t£ ( х ) . 
Агар биз (8.19) каторнинг \х — дго| ораликда текис якинлашувчи 
эканини курсатеак, бундан ¡t/fU)}, / = 1, л, кетма-кетликнмнг хам
т у  оралнкда текис якинлашувчилнги келиб чикали. Ш у максалла 
(8.19) каторнинг хар бир хадини бахолаймиз:

I У1, ( х ) — (/¡’ 1=1 J /, ( т, if  > i/т К  М,\ \х — х(|1;
*0

li/TU) — i/ (x ) =  | 51/,(т, (/ , '( ! ) )— /,(т .аС Ж т|<
*11

•*1) *<| 1 ’ 1 

< ¿ 1  у_М .) I ( | т - * „ | Л |
z

п
бу ерла М„ =  Y. 'Ч ;

I
\ х - х  I'1

I у ' ( х )  — уг{х ) \ ^ М 11Ц п1.) .J,'1 ;

|i/ ( * ) - < /  >{ x ) \ ^ M flL { n H k- 2lx-~^ . fe =  2.:i.........

Ушбу

(\i/:\ +  Л1,Л) + У  M J . ( n i ) k -'lh * 1= 1. n ,
*!

сонли каторни курамиз. By катор Даламбер аломатига кура 
якинлашувчи. Хакикатан,

ак =  М „ Ц п Ц * - гИ -, lim * 1 =  iim = ( ) < ! .
*■ * .«  u* *-«,* + 1

liJy  сабабли Вейерштрасе теоремасига кура курилаётган (8.19) функ­
ционал катор ва демак, {</(*)}, / = 1, и, функционал кетма-кетлик



хам \х — лгоКЛ  ораликда бнрор узлуксиз У,(х) функцияга текис 
якннлашадн. Шундай килиб,

Пгт/* (х) =  У, (а) , ( =  1, п, (8.20)

муносабатни ёзнш мумкин. (8.18) теигликларга кура У,(д:|,)=</'
Агар (дг) — 1) ' \ ^  Ь, тенгснзликда к *оо да лимитга утсак,
| У’ (а ) — тенгсизлик келиб чикади. Ага|) У\(х)......... У*{х)
функциялардан тузнлган вектор-функцинни У (дг) деб белгнласак. 
юкоридаги тенгсизлик (а, У (дг) )   ̂/•*„ ^, тегишлилик уринлн эканини
курсатади.

IV. Топилган у = У ( х )  вектор-функция (8.17) тенгламанинг счими 
эканини исбот этамиз. Аввало кайд килиб утамизки,
{//■ (дг) |. <=1, п, кетма-кстлик |дг — дгиХЛ ораликда у= У , {х )  ф\нкиия- 
га те к не нкинлашади. Шуиииг учуй нхтиёрий к > 0  сон берилганда 
хам шундай N =  N^^^)> 0 сон топиладнки, & нинг k>N^^' )  
теигсизликнм каноатлантирадиган барча кннматлари учун |а —а((| ^  

ора.ткда
\$ (х) — К, ( а ) I <  г,/ =  I , п,

теигсизлнк уринлн буладн. Энди бундам фондаланнб куйидагини 
хосил киламиз:

I  ̂/ (т, (/* { т (V/ г ^/,(т, /<т))</т| <

<1 $ Ц ( т .  //(т ) ) - / , ( т ,  К (т ) ) | ,/ т |<

< ¿1  ( У 1 ^ < т )- К ( (т)|£/т|</.лЛг.
«и '  '

Ьундан Иш  ̂ (т , ( / (т))£/т=  ^<т) ) ¿/т келиб чикали. Шунинг

учун (8.18) да / ► оо да лимитга утсак,

К (х ) =(/'4- ^/(Т, К(т))£/т, I дг — Хп\ </(,
*<■

тенгликка ага буламиз. Ьу аса, у =  У‘<дг) вектор-функция (8.17) век- 
гор-тенгламанннг ёкн, барибнр, (8.15) вектор-тенгламанинг \х~~
— Ао1 ^/1 ораликда аникланган ва К(дго) = у °  шартнн каноатлантнра- 
днган очимн эканини англатадн.

Агар !.= () булса хам мулохазалар уринлн, факат 
1̂ ( х ) = У 1(х) ва Мш (х) =  К,( а ) буладн на тегишлн у = У { х )

к . сх)
вектор-функция ечим буладн.



V. Иихоят, тоинлган y — Y(x) счим ягопа чканмни исботлаймнз. 
Фараз килайлик, у —  К ( а ) ,  \х — х„\ ^ .h  ечммдан фарк кмладиган яма 
битта y — Z [x ) ,  | л' — А'ц| ^  d. d=£ h, d ^ u ,  Z (x {l) = y "  ечнм бор булеин. 
h — minj/j, î/( дейлик. f > и ч | a -  An! ораликда //= Y{x) \v,\y =  Z (x )  
вектор-функцняларни курами.». I анлашга кура У ( а )  ф / ( х ) ,  ¡ а  —

— A „l< / i, Ушбу м(х) =  У  I К, (а) Z U )  I > 0  функциями карай-
• I

миз. F< rn in  (/1.,  ̂ ¿->0 тентиликни  камоатлантирадиган t->

; > ( )  с о м н и  о л а м и з .  |au, Аи +  к| о р а л и к л а  ([ап  —  ь\  а 0| о р а л и к д а  х а м  
м у л о х а з а л а р  ш у н г а  у х н ш ш )  у з л у к с и з  б у л г а м  « ( а )  ф у н к ц и я  imv 
о р а л и к н н н г  б и р о р  6 м у к т а с и л а  у з и н и н г  *нг к а т т а  к и й м а т н !  а э р и ш а д и ,  
я ъ м и  м ( Л )  =  ш а х  </(а) = ш > ( ) .  О и д а  х и с о б л а и м а р  ё р д а м и д а

■ »к,. » ч
топамиз:

w ( а  } =  Y  \ Y j x ) — Z,(x)\ =  У  I \ \ Ц т ,  К ( т ) |  —
'  1 '  1 ■ „

>„ f -
-  (г, Z ( t  I ) |^т| <  L ÿ | ^

п
^  L У  (пп ) — L'imr.

(агар I. =  0 булса , К ( а )  = Z ,(a t ), а6|ао, +  Н  булади).
Демак,

и  ( а )  ^  l . n m v ,  aÇ |a ,), Ai>-j- f|. (8 .2 1 )

Агар m  =  {)  ô v .’ic a , // (a ) ^  0 булади. A m m o  « ( a )  ^ 0  б\лгани учуй
1 11 булади. Ага|) /» '> () булса. (8.21) да л' =  Л^ |а (», An-j-f| деб,

rn ^ .L n n ib v ки l.nv~^ 1 тепгсиздикка *га буламиз. Умдаи 1 ке-п/
лнб чикали. 15у чса, кжорида г сомиинг танланншига зил.

Демак, т  сон учун ф акат tu —Л) хол содмр булишм мумкин. 
Шундай килмб. |аи. аг(( f с| оралнкда // (а )з*0 , я ьии Y, (а ) ==/?, (д ) 
уримли. Ьу  *еа дастлабки фаразга зил. Демак. у — У (а ) ечимдан фарк 
кила.ипан ка К(лго) = Z { х„) = у "  ш а р т н и  каноатламтмрадмган иккин- 
чм у  =  / ( х ) счим манжуд чмас чкан. Х\дди М1\ н д а й  мулохазала[)нн 
IAi» — к. Аи| оралмк учуй хам олиб б о рти  мумкин. Шундай килиб, |а<> — 
— Ad -|-кj ораликла ягоналик исбот угилди. Нчимни даном чттириш 
ёрдамила | а — а м| г ^ /i. ораликда хам ятн али кн и  исботлаш мумкин.

Illy  бмлан 8.2- теорема тулик исбот чтилди.

X  I К, ( г )  — г, (т) ! V /rs£



8.3-§. Н О Р М А Л  С И С Т Е М А  У Ч У Н  К - Т А К .Р И Б И Й  ЕЧ И М

Иормал система учун хам хосилага нисбатан ечилган бнринчн 
гартнбли битга тенгламадаги каби к- такрибии ечим тушунчасими 
кирнтамиз. Авнал век'тр-функция нормаснни киритайлик.

Агар */- !|(х ) вектор-функции бирор / интервалда аникланган на 
узлуксиз булса, \нииг нормасн ||<|(х)|| куйидагича

■ (, (.V) || =  та х  |<|(х)|
»(/

аникланади.
8.4- т а I» р и (}). (К. 15) всктор-тснглама бсрилган булиб, унда 

Цх,у) вектор-функция I ) , , , сп.\ш)а уилуксии булсин. Агар бирор
/ интервалда аник,ланган у =<| (х) вектор-функция учун ушбу туртта 
шарг:

1'- (х, <( и ) ) 6 Д, * * £ / ;

2 . (((дг)^С1, х£/\5, бунда $ туплам упсила ¡-тур узи-

лишга ига булгин ски мивжуд булмаган нук^талар туп хами;
„ л  II </|| (*  ) II _

■ II ,1х - И х > ч  (А ) ) II х £ / у $ ;

4°. 5 чекли туплам. 
уринли булса. у .\олда у=-ц (х ) вектор-функция / интервалОа
(8.15) вектор-тенгламининг е- тацрибии сними дейилиди.

Ьу таърмфдан курннадики, агар г = ( )  ва 5 = 0  булса, < |(х )£С ',
х£/ ва ~1 ' (х.ц (х) ) .  х£/ булади. Ьу  холда бнз система учун

ечим таърифигл эта буламиз.
8.4-теорема. Агар (8.15) вектор-тенглима<)а ¡ ( х . у )  вектор-функ­

ция хамма нук,талари бшлан Оп>\ со^ада жойлашган ( п + 1)
гартибли чегаралангин /•*.,, 1 параллслспипедда (8.2- ич>ремага к .)
уилуксих булса, у .уол()а »••>•<) сон к,ан<)ий булмасин (8.15) вектор-
тенгламанинг |х — хо |^ Л  < /г = - лип ^а . М =  тах[/И|,

Л1„). М, =  т а х  I/, (х. ц)\, У  М; =?М)) орилицОи ц,{хи)=уи 
"  , | 

бошлангич шартни к,аноатлантирадиган к-такрибий ечнмн у — <|(х) 
мавжуд.

И с б о I и скаляр тенглама учун айтнлган 2.1 -теореманннг 
исботига ухшаш.

8.4-1. Е Ч И М Н И Н Г  Б О Ш Л А Н Г И Ч  К .И Й М А Т  В А  I IА Р А М 1 Т Р Л А Р Г А  
У З Л У К С И З  Б О Г Л И К Л И Г И

I. Дастлабки маълумотлар. Анвалги параграфда бошлангич 
кнйматларн Хп. //" булган ечимни <| (х, Хп. </") деб белгнладик. Г>у 
всктор-функцня (п-\-2) улчовли сохада аникланган булиб, х, х(), 1/к



... , fj'„ ларнинг функцниеидир, хбуйича тегишли интервалда узлуксиз 
ва узлуксиз дифференциалланувчи булган бу вектор-функция х(1 ва
ifl........ tЦ ларга кандай богланган? деган санол тугнлади.

Ушбу

у ' =  Цх, у ) ,  (8.15)
у ( л"{| ) = i f  (8.9)

Коши масаласида х =  1 — х», у =  ц — уи алмаштирииши бажара.мич, 
натижада юкоридаги масала куйидаги

( ^  = f ( l - x il, i i- i/ ') .

1 п (0 )= 0
Коши масаласига келади, бунда бошлангич кийматлар тайинланган; 
ç =  (), t| =  (). (8.15) вектор-тенгламани ^  =  /(£ — ао, ц— уа) каби

ёзиб, дго, у" ларли мараметрлар деб караб, ечимнинг шу нара- 
метрларга богликлигини токшириш мумкин. Illy  усул билан ечимнинг 
бол1лалгич кийматларга богликлигили токшириш тегишли ечимнинг 
параметрларга богликлигили токшириш га колтирилади.

2. Ечимнинг параметрларга узлуксиз богликлиги. Ушбу

‘11 = ^ х' У' *1*' (8.22) 
у =  {у\........ у«)*, и - (Ц)...........М * .

воктор дифференциал тонглама борилгал булиб, улилг улг томоли 
/{.V, у, р) вектор-функция I) улчовли R" 1 м 1 фазонинг би-
рор очик Д м ,, | сохаеида аниклангаи ва узлуксиз, шу билан бирга

(?/, [X. U. II )
, /, /= 1, 2, ... , п (8.23)

лу,

функциялар хам ÿiua D„ < /1, со\ада узлуксиз. R ‘ ‘ 1 фазонинг 
нукталариии (х, у, р.) доб белгнлаимиз. х» на у °  бошлангич киймат- 
ларни тайинлаимиз. М  билан ц иараметрнинг шундай кийматлари 
тупламини белгнлаймизкн, (х», у", р) лукта сохага тогиш.’ш
булади. Демак, агар p^Aî булса. у холда (дги. у", P ) 6M, + mi була- 
ди на аксилча, агар (х(), у", М-16 Д. m i бу^са, \ холда p£Af булади.

Киритилгаи М  туилам очик. \ар бир (р ,........ ) ÇМ нуктага
(8.4 I ) вектор-тенгламанинг Хо, у" бошлангич кийматларга ага булган 
ва п\\ ( р ) <с х <  m-i ( р ) интервал да аниклангаи давомсиз очи ми (| (а-, р) 
мос келади ( 1-боб, 12- § даги мулохазалар вектор-тонглама учун 
чам уринли). Ш у ц-(х, р) очим аниклангаи туиламни Т дейлик. by 
туилам х, р жуфтликлар туплами булиб, унда (а, р) аниклангаи.



Демак, Т тумламнинг нукталари учун ц£А1, гп* О1) <-tTh  (ц ) 
муноеабатлар уринли. Af туплам / улчовли, Т туплам эса {/ +

1) улчовлидир. Энди ечимнинг параметрларга узлуксиз богликлиги 
хакида теоремами баём чтамиз:

8.6-теорема. Т туплам очи к, тупламдир. Вектор-функция ц) 
эса Т тупламда узлуксиздир.

Теореманннг исботнни |1| китобдан укишни тавеия киламиз.
3. Ечимнинг бошлангич кийматларга узлуксиз богликлиги. Визга

(8.15) вектор-дифференциал тенглама берилгаи булиб, унинг унг 
томонидаги f(x, у) вектор-функция (л +  1) улчовли R ' 4 1 фазонилг

бирор Д, ( , сохасида аникланган ва хусусий хоснлалари , /, / =

= 1, 2........ п билаи 1му Д ,41 сохада узлуксиз буленн. Д п  сох.а-
нинг \ар бир (£, п) пуктасига (8.15) вектор-тенгламанинг хо =  |, 
ytj — 1| бошлангич шартни каноатлантирадиган ва Ш |(|, 1|)< С л '<
C n i i d ,  П) интервалда амикланган давомсиз ечими ф(дг, £. г|) мое 
келади. х, £, r)t, ц-г........ цп узгарувчилар фазосннинг Д  ,, соха га
тегншлн (£, ц) мукталарга ва m i(£, ?|) < j:< m ^ (^ , п) тенгсизликии 
каноатлантирадиган х ларга мос келган (х, £, ц) нукталардан 
тузилган тупламини 5 деб белгилаймиз. Энди ечимнинг бошлангич 
кийматларга узлуксиз богликлиги хакида теоремани келтирамиз.

8.7-теорема. (8.15) вектор тенгламанинг |, г| бошлангич 
циймитларга эга булган давомсиз ечими ф (х, i|) аникланган
S  туплам х, £, г||, ... , i|„ узгарувчилар фазосида очицдир. ф(х, £, г|) 
вектор-функция бшрча аргументлари буйича S  тупламда узлуксиздир.

Бу теоремани исбот этиш узгарувчиларни алмаштириш ёрдамида 
тайинланган бошлангич кийматларга эга булган ечимнинг пара­
метрларга богликлигини текширишга олиб келинади, сунгра 8.6- тео­
ремами кулланилади.

8.5-§. Е Ч И М Н И Н Г  Б О Ш Л А Н Г И Ч  К И Й М А Т  В А  И А Р А М Г Т Р Л А Р  Б У Й И Ч А  
Д И  Ф Ф Е Р Е Н  ЦИ А Л  J1А Н У В Ч  И Л  И ГИ

I. Ечимнинг лараметрлар буйича дифференциалланувчилиги.
Визга (8.22) вектор-дифференциал темглама берилган булиб,

dft (x, и, ц) <9/(х, ц, (О . . .
/,(*, у, Ц), . , , , /. / =  1, 2 ...........П\

k = \ ,  2........ /
функциялар (п-\-1 + 1) улчовли очик Д, и4 j сохада аникланган ва
узлуксиз булсин.

8.8-теорема. Агар (8.22) вектор-дифференциал тенгламада /<х, 
у, ji) вектор-функция ва унинг у ва ц лир буйича барча хусусий 
уосилалари (п +/-+- 1) улчовли Д, 4 lJf , сох,ада аницланган ва у зл ук ­
сиз булса, у холда берилган тенгламанинг Т тупламда аницланган

ц)
ф(х, ц) ечими учун а , < = 1, 2.........п: * = 1,2.........../ хусусий



<),(*• , , о ,ташкари - »/ =  1, 2......  п, k =  \, 2, ... I аралаш уосилалар<lxd\ik
Хам Т тупламда аникланган, узлуксиз ва дифференциаллаш 
тартибига боглик, булмайди.

Теореманинг исботиин |1| китобдан укишни тавсия киламиз.
2. Ечимнинг бошлангич кийматлар буйича дифференциалла- 

нувчилиги. Аввалги параграфдаги каби (8.15) вектор тенгламанн 
курамиз. Унинг унг гомони, иьни /(х, у ) вектор-функции очик
l ) n +1 сочада аникланган ва хусусий хосилалари ,/ ,/ = 1,2, . . . , «

билан шу 1)п +1 сочада узлуксиз. D„ 4. i сочада олинган (£, п)
нукта учун 4 ни £ =  Хп деб тайинлаймиз, г| эеа узгарувчн булиб 
колаверади.

8.9- теорема. (8.15) вектор тенглама берилган булиб, q (х, хо, ц) =
=  Ч (*. П) =  Í Ч J П )........ Ц-п(х, п )) функция унинг (х(), ц)
бошлангич к^ийматларга зга булган давомсиз ечими булсин. У х;олда
8.7-теоремадан «р(х, <|) функциянинг х, г)|........ ?|„ узгарувчилар
фазосининг бирор очик, S '  тупламида аникланган ва узлуксизлиги

келиб чик^ади. Ш у билан бирга S ' тупламда ушбу ' '* ; i, j ~

— !, 2........п хусусий х,осилалар мавжуд ва узлуксиз; бундин
Q, • , A U .  Ч) , ташкари. шу S  тупламда - ----- , /. / =  1, 2........ п аралаш

0 X 0 1 1; '

уосилалар узлуксиз ва дифференциаллаш тартибига бог лик, эмас.
Бу теоремами исбот этиш узгарувчиларни алмаштириш ёрдамида 

ечимнинг параметрлар буйича дифференциалланувчилнги холини 
исбот чтишга келтирилади ва 8.8-теорема кулланилади.

3. Вариацияли генгламалар системаси. (8.15) вектор тенглама 
берилган булиб, q (х, r|) =  (<|i(x, г]),<^(х, ц), ... , ф„(х, »))) вектор- 
функция шу тенгламанинг (хп, ц) бошлангич кийматларга эга булган 
ва i)==í/ii булганда Ш ) < х < г п 2 интервалда аникланган давомсиз 
ечими булсин. 8.9- теоремага acocan >)— У» нуктада чисобланган ва 
m\<x<m-> интервалда аникланган хусусий чосилалар

4 iU . < Л ) = 'Г ( а') (8.24)

мавжуд. Ушбу
dfAx. у) . „

1 1 ( Х , У ) =  , /М х )- / ,'(х , .((X, í/'))

белгилашларни киритимиз. Бунда f, (х) функцнялар ni\<.x<inh 
интервалда аникланган. Куйидаги

d2 =  Y  lUx)zr i = \ , ‘2........  (8.25)
i -1



чизикли тенгламалар системаси ni\<ix<:.ni2 интервалда аннкланган 
булиб, вариицияла тенгламалар системаси (Пойман гич кийматлар
буйича) дейилади. Ушбу Z\ =  t i  (х ) ........ г„ =  ф;,(дг) функциялар
(8.25) сиетеманинг

♦ б '= о ,  1-Ф1, í>: =  i, / =  / (8.26)
бошлангич кийматларга ага булган ечими буладн, бунда — Кро-
неккер символы деб юритиладн. 1>у тасдикпи исботлаш беносита 
хнсоблаш бнлан олиб борилади. Дникроги, у =  ц{х, г|) функция
(8.15) га куйилади, сунгра хосил булган айниятни г|, лар буйича 
дифференциалланади. Кронеккер символ» (8.26) ушбу (8.24) ва ц>,{х, 
i|) =  т]/ муносабатлардан кем и б чикади.

8.6-§. H O P M A JI С И С Т Е М А Н И Н Г  И Н Т Р Г Р А Л Л А Р И

I. Системанинг биринчи интеграллари. (8.15) вектор-дифференци- 
ал тенглама бернлган булиб. унинг унг томонидаги /(х, у ) нектор- 
функция (л +  1) улчонли R ' ' 1 фазониш бирор Д, t , сохасида аник-

Чланган ва хусусий хосилалари , /, /= 1 ........ п, бнлан биргаох,
Д , , i сохада узлуксиз булсин.

8.5-т а р и ф .  Д ,+ | сощ<)и унинг цисмиОан иборит булган бирор
он и к, 6‘ i туплам олинган булсин. Агар и(х, у\........ уп) = и ( х , у )
функция шу G тупламОи аник,ланган ва хусусий * осилалари билан 
бирга узлуксиз булиб, (8.15) тенгламанинг графиги G тупламОи 
жойлишган ихтиёрий у =  <( (х) ечимини шу и(х, у ) функция 
иргументига к,уйганда х буйича узгармас х;осил булса (яъни  и (х, 
<f-{x)) функция х га m jí' t| Ц-) функциянинг танланшиига боглик, 
булса), у х,олда м(х, у ) функция (8.15) вектор-тенгламанинг биринчи 
интеграла Оейилиди.

Демак, агар и(х, у) биринчи интеграл булиб, q (х ), (х, ф (х) ) G, 
вектор-функция ечим булса, у холла

ц(х, ф (х )) — С, (С , =const)
деб ёзиш мумкии. Одатда узгармас соннннг индекси <{ ни ёчиб 
утирнлмаиди.

Агар //i(x, у ) ,  U i (x ,y ) ,  ... , ип{х, у )  функцияларнинг хар бири
(8.15) тенгламанинг биринчи интеграл и булиб, и, {а , у)  = С ,  (л\ у)  £ G
муносабатлар у, =  ц>,(х, С ......  , С„ ) .  / = 1 .........п умумий ечимни
аникласа, у холда т у  функциялар системаси берилган тенгламанинг 
умумий интеграли дейнлади. .Умумий интеграл учун ушбу

и 1 (X, ф (х )) = С |,
u¿(x,ч 'Г (х ) ) =  С',

«„(X, Ч ( х ) ) = ( : „



муносабатлар уринли (бунда у =  у(х) ,х£1,  (х, ч>(*)) £б\ - ихтиёрий

8.10- теорема. Аусус и и ^осилилари билан G тунламда аницланган 
ва узлуксиз и(х, у) функция (8.15) тенгламанинг биринчи интегралы 
Оулиши учун цуйидаги

муносабитнинг уринли булиши зарур ва етарли.
И с б о т .  Л а р у рл и г и . и{х, у) функция (8.15) тенгламанинг 

биринчи инитралп булеин. Ьу функция учун (8.28) шартнинг 
бажарилишини к\ рсатамиз. Шундай ихтиёрий тайинланган »| =
=  (i| i........ п„) m-hгорни оламизки, (х, ц ) ^ й  булиб, у =  ц,(х, Г))
функция (8.15) к-ш ламанинг ц) =  п бошлангич шартни
каноатлантирадиган ечнми булсин. У *олда и(х, ц(дг, п )) функциянн 
дифференцналлаб, и {х, ф(л\ »))) =  С тканин и хисобга олиб, * =  £ да 
куйндагини топа мин:

(£, I)) нукта С тупламнинг ихтиёрий нуктаси булгани учун
О тунламда (8.28) муносабат бажарклали.

Н т а р л н л н г I I . Энди (8.28) муносабат и{х, у )  функция учун 
уринли булиб, ¿/ =  <{(х) — (8.15) тсчнламанинг графиги G тунламда 
жойлашган ечими булсин. У холла и [х, у) га i/ =  <|i(x) ни куйиб, яьни 
с {х ) = и (х .  i| U ) ) ,  хосил булган функцияни диффорснциаллаймиз ва
(8.28) ни хисобга оламнз:

Бунлан v { x ) — u(x, (х ) )  функция х га боглик -»маслиги келиб 
чикали, яьни и{х, ф (х )) =  С. Георома исбот булди.

Энди биринчи интеграллирнинг нуцтада эрклилиги гушунчасини 
киритамиз.

8.6- т а ъ  р и ф . Агар (8.15) тенгламанинг G тупламда иницланган
к т а  u t ( x , y ) , u i ( x , y ) .........ик(х ,у)  биринчи ингеграллари (а , Ь )£ С ,
К а , b ) т*— 0 нуцтанинг бирор атрофида аницланган булиб, ушбу

ечим).

/,(*, у ) — {) (8.28)

f,{x, < p U ))= 0.



функционал матрицанинг ранги к га тенг булси, у х;олда и\{х,
У ) ........ и„ (х ,у)  биринчи интеграллар (и, Ь) нук,та<)а .чркли була()и.

Кейинги мулохазаларда биз \ i i i6 v

¿У
(1х

куринишдаги мухтор вектор-тенгламанинг биринчи интегралларини 
/(/;) --/ 0 булганда Ь. Ь£( }  нуктанннг бнрор атрофида факат локал 
\рганамиз.

8.11- теорема. (8.29) вектор-тенгламанинг Ь нук,танинг бирор 
итрофиОи (п — I) та эркли биринчи интегралы манжуд.

И с б о т .  (/]{/>)........ ¡ л (Ь ) ) *  = }  (Ь) Ф ( )  булгани учуй бу вектор
коордннаталарндан камида биттаси полдан фаркли. Масалан. 
/„(&) ф{ )  дейлик. £= (£и  ... , 1, Ь„) мукта Ь нуктага яким булиб, 
у =  ц (х, £) эса (8.29) тенпаманинг (0, £.) бошлангич кийматларга *га 
булган ечимн булсин. Ьу очимнн яна у =  <|(л', £......  , £„ |, Ьп) =
=  ц (х, ........ и  '>• *гы т

у,=ц,{х,  I .......... |). 1,, Я, (8.30)

куринншда ёзиш мумкин. 13у (8.30) функцинлар систсмасини х,
I ларга нисбатан тенгламалар системасн деб караймиз.

Агар уI =  Ь\. у,  =  Ь<........уп =  Ь„ булса,

Ь\ =  <и (х, ...........  |) ,

Ь п -¿ 1, ... , |)
(8.31)

система ушбу $|=/>ь ... 
системанинг якобиани
£......... I ) =  ̂ г. ! == I. 2. ..
учун

<?ц( (0. й|...... Ь, 11
<?с.

х =  () ечимга эга ва (8.30) 
нолдан фаркли. \акикатан , ф, (0, 
. . п — I. ч „(0 . ^  ... , Б« |) = Ь „ .  Шунинг

=■ л ;, / =  1. 2. п,

/ = 1. 2, п —

дх
Ця (0. ь , ........Ьп. х) =/„(/>) фО,

(8.32)

бунда Ь‘, Кронеккер символи.

Энди Д(Ч|. Чу....... ч„»
Шх. 

Ра вшанки.

якобианни тузиб, Ь нуктада хисоблаймиз.



fi(b) ft! Л? ... «

4'J. % . /,> ( b ) fi? ... <

D ix . .. • hi 1» L ~ * = L A b )
L ib)

«  , ... i 

«  - 1
t\(b) 1 0 . . . 0

к Ф )  о 1 ... 0 1 0 
/1 1

... 0

=  ( - П ,, + 7 > »
0 1 ... 0

/, Ab) о о 
L ib )  о о ...

... 1 

0
0 0

V.
... 1 
__  /

ô"

Г !

in — I ) та пул

I n- T il VCTVH

бирса тснг, чунки атрица бирлик матрица-

=  < - l ) "  + 7„(ft)*0.
I l ly  сабабли (8.31) система у Ф Ь  булганда хам ечимга ага. Уни 

кунидагича ёчамиз:
| i= w i [ y ) , h  =  u-j(y)........ , (у), x =  v ( y ) .  (8.33)

IU y £.............  ! фуикциялар (8.29) тенгламанинг биринчи иитеграл-
лари булнб, b нуктада эркли интеграллардир. Хакикатан
D(h,. и2, .. . ип ,)
,,, якобианни о нуктада текишрайлик. (8.30) система- 

.........У„ |) 1 X 1

нинг якобианнни Ь нуктада хисоблаганмич. l>v якобиан аса b нуктада 
//>(«,. uÿJ, . . . и„_ , ) \

,> ) M;i
дам иборат. Демак, и\........ и„ \ фуикциялар b нуктада эркли Эм ’м
бу фуикциялар (8.29) теигламанииг бириичи ингеграллари эканини 
нсботлайми.ч. (8.33) муносабатлардан

н,(Ч U , I )  ) =1/, /== I. 2........п — I . (8.34)
Аммо \осил булган ........ | мнкдорлар дг га боглик эмас. Демак,
Ui фуикциялар биринчи интегралларднр. Теорема исбот булдн.

8. 12- теорема. У шоу
Uk\\ (y ) ........ и„(у) (8.35)

функциялир (8.29) вектор-тенгламанинг b, b£( j  нуклида (« — к) та
эркли биринчи ингеграллари булсин. Ill у  (8.35) фуикциялар 
ёрОамида (8.29) тенгламанинг гартибини (п — к) га камайтириш, 
яъни берилган (8.29) тенгламани тартиби к булган нормал системам 
келтириш мумкин.

И с б о т .  (8.35) биринчи интеграллар эркли булгани учуй ушбу 
\

^  \ , i =  k-\-1, ... , п; } =  I, 2, ... , п функционал матрица



ранги {п — к) га тонг булгнн кнадрат матрицага эта. Лннклик учун

( дЧ' (Л) \
^  \ , I , / = 6 + 1 ........ п матрннанинг ранги (г? — к) дейлнк. IиV

матрицанинг детерминант» нолдан фарклн. Энди Ь нукта агрофила 
нш и узгарунчиларни киритамиз:

 ̂1 =  //1, .. , гь =  1и, 2„ ( | =  ик , | («у), ... , гп — ип(у)- (8.36)

(8.2У) иоктор тснглама ян гм г\.........г„ узгаруичилар орда мила
бундам озилади:

л* I <1У\ 
и.х их

=  /. и х--- г», 1<гм ...................... .....................гн) ) ,
иг., иу.2 
их и г

=  /¡г ( г , ......... ^ . 1 | * 4 , ( г м , ...........гп) ............* „ ( * * ,  I ...........г „ ) ) .

<1гк =  *Ук =  
их их

=  /И *....... **. Ч'м ........гп )........+1.................г,,)),
иг.

1(8.37)

* I
их
л«*и<*|..... , у  ,?иМ 1(г1--

<)х /•, ¿У,I ■ I

иг„ ^  
их

.гк.Цк , ,..... 4’,,) " -Ч , < 2 1 ..... г* .*м  , ....... Ч-„1
<?л

Ьу октсмада 1|'* 4 I * I » ••• < — .1/*н» ••• • Ч о ( *̂ + I ........*п )— Уп
л ар (8.36) функимялариинг ох ирги ( « — к) таондан гопилган. 
(!п ' ^  4,........ \|\, функцинларнинг аргументлари (8.37) сиетемада
к»к калик учун озилмаган). (8.37) снотомаии киекача

иг.
их' =*&(*,. ¿2, ... , гп). ¿ =  1. 2........ п (8.38)

к\рини 1нда ёзиш мумкин.
Теореманинг шартига кура (8.36) д а н / = & +  1......... п бул ганда

1̂*1 и . > V 
; = .  Ц ( У ) — )<1х их '  •

О и, (у) 
*У.



dz
иъни i =  k +  1.........n булганда --- — 0 булади. Демак, (8.38) систе-dx
m<i урнига куйндаги ¿-тартиблм системага эга буламиз:

dZ\
dx =  U\ (* i-  г г , . . > Zk ' ^*4 1 ’ - -  , (-п

dz

dx > *к ' ^ * 4 1 ’ • ■ . С ,,)

Ггорема исбот булди.

: Интегралланувчи комбинациялар. Дифференциал тенглама- 
ларниш нормал сиетемасинн интеграллаш учун иложи борича купрок 
биринчи интегрални топиш керак. \а р  бир биринчи инптрални топиш 
учун интегралланувчи дифференциал тон гл а мани излаш зарур 
булади. Ьсрилган нормал системами»!- иатижасидам иборат булган, 
аммо осон n irre iралламувчи дифференциал тенглама интегралла­
нувчи комбинация деб юритилади. Хуеусаи. йФ {х , у\.........У» )  =
=  0 тенглама нормал системадан хосил булган булса, у интегралла­
нувчи комбинация булади. Ундан Ф(дг, у\.........î/ „ )= C i битта
биринчи интеграл топиладн. Кизиги шумдаки. биринчи интеграл 
геометрии нуктаи назардан (ri-j-1) улчовлн фазода жойлашган 
и улчовлн сиртдан иборат. Лгар бирор интеграл чизик шу сирт билан 
битта умумнй нуктага эга булса, у холла т у  интеграл чизик барча 
нуцталари билан айтилган сиртди ётаОи. Нормал системаниш 
биринчи ннтеграллари узаро кесишмайдиган п улчовлн сиртлардаи 
иборат. Ьиримчи иктегралларга мос келган сиртларми нормал 
системанинг саг у; сирглари деб .\ам аталади.

М и с <* .'I . Уш бу

<Vi dy2 i/i/i

л  - » - * •  *,— * - *  d, - * - *  '*-w
сиосм анн ш  биринчи интегралларн на умумин ннтеграли тпииленн.

Ьу  CHCTeMHIIHHI НККИТа »рКЛН биринчи ннтегралларини ТОПИШ ОСИН. Унинг уч\н 
система теш ламаларини мос равишла кушами»:

dy | dy.2 dtjs  ̂ ц 

Бундан

ui — yi +  !/2 +  i/» =  i-i («4 0 )
битта биринчи интсгри-i топиладн. Энди система тенглачаларини мос ранишда ÿi, y-i ва 
i/t ларга куиайтнрнб, кушами с

аУ\ ¿Уч ¿Ул d î  v ■>
У I . +Уг . -f-.V, . = 0  еки (.у, +  у.2 +  ул) =  0. dx dx dx dx

fi ундан

«-• + (H.4D

,/* + dx + dx “ °  ёКИ * * * + * + * > - «



иккинчи б и р и н н и  UH- а Л  т о ч и . ч а л и .  Топил пи. биринчи интограллар чрклн. Хакикатаи . 
y î + y î + ù  АО. чун. 6 и :« ,и  гр н виалм ас  оч,.м к .м им  ирали. Ш ун инг учуй ушбу

,)«, <>“ ) й"|
âu t <Jy¿ яул
,lu.¿ ,1иг

,1У2 ЯУл

' ' )  V2i/, 2y.¿ 2 y j

чатрицанинг рано2 «a Tt’ 
иккинчисини у, глцуиайтириб. куш сак .

</

>НГ Агар  (8.39) онстечаннне бнринчн тснеламасини И: га.

dx
{уУ^=У-2У\-&2 ■У\Ул

и'абатни \ocn.i килам и» Ш унеа ухш аш

dx
I í, ,. ÿ ()=«,;t и ,  ^  f/l V , + ^ ~ У | У ,

муносабатларни кам *«сил к»-™ "' «Умкин. Топил.ан т .гл и к л ар н и  «ос раиишда 

куш сак:

dx Ut i У2 +  У\ Ул + У-2 У:\ ) =

и t =» i/iW? 4 .V1//1+ ,Vv.Vt = ̂ .i. (8.42)

нна бнтта биринчи интегралга *еа б улам ш . Энди гоннлган учта бкрипчи шпсгра: 
чркличи ски нукми, шуни ток ui и ра м и ч. Уинне учун ушбу нкобианнн хиеобдаймн:»:

/)(«,. U¿. «.,)
1

2У|
1

‘¿У-2

1

'2Ул
1){У\. У г  УЛ)

.У? -i Ул У\ f.v.» Ч\ + У2
1 О 0 У'2 -  Ч\ У л - У г

2у, 2 (y .,- i/ | ) 2 (у ;, - у , ) — 2

Уо+У( У| — i/j У |~  У;« У\ У 2 У\ -  Ул

= -2
У х - У -i У\~Ул 

У \ - У ч  У] — Ул

D (u .. и.,, и ( )
'1ечак =  ** И Кн д ай  кнлиб.топилган учта биринчи интеера.1 чрклн

!И у  |. Уч> У i)
чмас чкан 111\нине учун улар умумнй интеграл була олчайди. Учиичи чркли биринчи 
интеерални томиш учун (8.40) на (8.41 ) лардан у\, y j  ларни томамн.г

» . - i  (С ,- * .-  \ /щ  -  С? + Щ . H  -  -VÎ ) • 

92= 2 (с ,-№+ ф с г-с* + гс, *,-а£  )
1>у ифодаларии (8.39) систсманииг охирги тенелачасиеа куими.ч:

dy-i_
dx



ii\  б и р и н ч и  г¿1 [п и б л н  ы>лдрлт>рл.|л m m i  р л л л л и л  д м  г . и , „ ^ н ч ш и а .ч  т е н гл а м а . Уми 
н и н ч  р л л л н б . п ш ам и .* :

a rcs in  —  у З  jcz^ c
y j i i C 2 - 2 < *

» и д и  С ,  ил С ,  л л р  > P I I H I | М4 0 |  ил ( Н И )  .1.-.рда „  ф о .т ч ш и  м н с л к .

-//; - Ч\ - .</■>

- \ y j - t  . " И  У:\-У\И-г~ //(.V i - _

>ЧИНЧИ бирМНЧН ИНГС1р,|.1НИ то п и т  м \ м к и м. Т с к ш н р и т  KHHNN<waCKH C« 4 « ) (8 4 1 ) н-1
(8.4.4) м ун 'н 'лб л  i дар билли л н н м л ш л н  б и р и н чи  ли ю г л р а л л '?  *ркли б улл  ш  Ч гч а к  
ми \ 41 л б ирин чи  интеграл (8 ..W ) си ггем л н и н г у м у м и й  piи п ч за .тн и  бсради

Нормал системанинг симметрии куриниши Нормал шстема- 
нинг симметрии куриниши деб ушбу

(/д I tlx.,

/,U|. V,. . V  ~  /.,(.V|. Л.,. , =-■■ =

(ix"
/'„U|- .......*„> |8 44)

система! а айтилади. Ьусистемала хамма .г,, л\............v„ удгаруичи чар
номаълум функция булиб. улар тенг w y ^ u tO u p . Аммо бичга таниш
б у л гаи

llx = / |U ,  ........ //„),

</'/•.
=/-jU\ У\........ '/„):

,1х (8.45)

<1ч„
=  / „ ( * .  / / i ...................У„ )(¡X

системада хамма у.чсарунчилар гене .уущцли эмас. Унда х аркли
учгаруичи, у |........ уп лар аса номаъчум функшштрдир. Шундай
булса хам (Н.45) нормал системами симметрии курннишда ‘Гмиш 
мумкин:

tlx _  1,У\ _  ¿У*
1 М*'- У\• • 1л*- Ч\- . </„> ~ '  ' ~

¿Ун

, 8 Ш '
Бу (И.4<>) системани норма.i сисгемига мае келган симметрии 
куранааикичс система дейилади. Бу <8.4(>) системадн анди чамма 
у 41 ару нчилар тепе хукуклидир.

I lop.via.i системанинг симметрии куриниши берилсан нормал 
системанннг интст раллану кчи комбинанииларини, шу Пилан бирса 
биринчи иисссралларини тоиишда мучим роль уйнайди. Бу жараёнда 
чамма учгарувчилар гене хук\кли булга ни учун анс кулайини аркли 
учгарувчи деб аълои килинади. ¡Пуша мое раиишда биринчи 
интс1 раллар гопилади.



dx _  dy _  (I г 
у +  2 X +  г X ± у

о н  гсмлнинг умумни иитегрлли тоннлсин.
Кунимча c h m m c i  |) и к куринишла ёзилган нормнл сисгсмлларни интеграллаш и  reiir 

клерларнннг у iiifiv члеменгар хоссасилан фонлаланиш мумкин булали: 
и, и., и

Агар — =  • - =  Л бу.к-а, у холла нхтмерин к i, k?, ... , k „ лар  у ч vu
Ь\ К  hn

куйпллги

k\a\ + k2“ -¿ + V v  . _ f i  

V i  +  М а  +  ■ ■ t * Л

Mvin>ca6¡)i > p и м. i и Бунннг исботи еодлл. Лглр ui =  Л/>..........a0 =  í>¿>,, чклминн хнсобга
олслк,

Л,и, -| k.¿Q.i  +  ... +  kpa¡, + k.,b,2 +  ...-\-kpbp) ^

ft|ft|-f k¿b.¿ +  ...+  'kpup А, 4 k.¿b., f  ... (■ krap

Берилган сштсмлни ннтегрлллашдл niy хсктадлн фойдлланши максадгл мумофпк. 
Соллл хисоблашллр ёрдлмида

(И х - у )  _ < П у  — 2) в .( (Цх +  у - I/ ) = _ d _ {x  — y) 
х - у  у  — г ' 2 и + / / + г>  X у

тенгллмаллрга *га буламиз. Уларлан нккнга бириичи ннтеграллар гонит мумкин:

х — у  =  С х (i/- г ) .

ix  +  y +  г )  ( ж - у У = С т

Б у бирннчи ииитраллар симмегрик куринишла ёзилгли иккиичн гаргнбли 
системанинг умумни интегралини берали.

2. Куйидаги
dx d y  ti г 
х у  г

система берилглн булса.

*  +  «/ г  — у
г 4- X ' 1 ' X f  у

ф\икииялар бириичи иитсгрлллар *клнн курсагилснн ва уларнинг эрклн ёки *рклн 
эмлслиги текширилснн.

Агар берилган сисгсмлла х ни эркли у:и-арунчи <)ef> ;*ълон к,илсак, у системами 
ушбу

dy у  d2  2  

dx X ' dx X

нормал система куринишила ёзиш м'умкин. Бу  системаиинг теигламаларн узглрунчила- 
ри ажраладиглн бирннчи тартибли и'нгламлллрдир. Иитеграллаш натижасндл

у =  С; X, г -  С2х

Ц
ларии тонами». Бич иккита бирннчи интегралнн гопдик. Улар *ркли, чунки W i=  ' . 

u j=  ¿  Da X  t  О да



о (и,, и.2)
О <У|. У?)

Д емак, тоиилган биринчи интеграллар умумнй ннтегралдан иборат.
х +  ц г — у

днди юкорнда езнлган и ( =--— • на и.2 =  - функцинлар х.ам биринчи интеграл

чканинн курсатами:}. 1>у функцинлардан берилган снстемани хнеобга олиб, х буйнча 
\<к'ила оламиз:

. . .  - “ : ( а ■ о
¿X  {г + х ) '2

_ ( ' +Хх ) { г +  Х ' -  ' ' )  и ) , .  , « • » .  „
(*+Х)2 *<*+*> =

г + х^-0, дг?М). 

йх {х+у)2
^ _ _ п и + у )_ и _ у | л  + ^

= и . _ * !_  _ . _  ̂ *)_ = ц - ^ и и + у )  -  и+«/>|
(х +  у ) 2 х (х  +  у ) 2

Х +  У=£{), хф О .

О — х

- т ^о.

Ьундан курннадикн, и, ва и -1 функциялар биринчи ннтегралдир. Энди бу 
функцннларнниг чрклн •жанлигнии нсботлаймии. Унинг учун тчтишли якобианнн 
м ко б л а  ими:«:

I )  (и, (х, у, г ) ,  и.2 (х, у, г ) )

О (у, г)

г + х _  _  х + у

(г +  х )2 (г  +  х )2

- ( Х + у )  — (г  — у ) Х +  у

(х +  уУ (х +  уУ

г +  х
_  Х_+у

(г  +  х )2 
х +  г I 

{Х +  у)'2 Х + У

(х +  у )  (Х + 2 )
(х  +  у) (г  +  х) (х + у ) * ( г _М ) ->— « 0.

Демак, «| на и -1 биринчи интег|)аллар чрклн -»мае. Куриш кийнн чмаеки, улар орасида

и — - 1 г — г + х  1й| й + 1  муносабат урннли. Хаки катан : и » + \ = ----- +  ] =  — *  =  •=—.
2т  Х +  у Х + у  и.



9- б о б

Ч И ЗИ К .Л И  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н Г Л А М А Л А Р Н И Н Г  Н О Р М А Л
С И С Т ЕМ А С И

Агар 8- бобда урганилган дифференциал тенгламаларнинг нормал
системасида f t (x ,y t........уп) ..........¡ п {х, у\, . . . , уп) функциялар у i, ¿/2,
... , уп аргументлари буйнча чизикли. нъин f,{x, у i, ... , у») ~

tt
=  £  Ц, {х)у,-\-Ь, (* ),/  =  !, 2.....  п куринишда булса, биз нормал

. i
системаларнинг мух,им хусусий куринишига '*га буламиз. Бундай 
системаларни чи:шк,ли дифференциал тенгламаларнинг нормал 
системаси, кж кача , чи;шк,ли система деб юритилади.

ЯЛ- § . У М У М И Й  Т У Ш У Н Ч А Л А Р .  М А В Ж У Д Л И К  

ВА  Я Г О Н А Л И К  Т Е О Р Е М А С И

Ушбу

dy' — £  а (х )у -\-b,(x), 1 =  1, 2,..., п (9.1)
I ÍX  ' 1/= I

система чи:шк,ли дифференциал тенгламаларнинг нормал системаси 
дейилади. Бунда ап{х) функциялар системанинг коиффициентлари, 
Ь,{\) функциялар уса озод уадлири дсйилади. Барча а ,,(х ), bt(x ), /, 
j — 1, 2, . . . , /1 функциялар бирор / интервалда аннкланган ва 
узлуксиз. Агар а,,(х) = ü „ =  const булса, у холда (9.1) система 
чи:шк,ли узгармас коэффициентли деб юритилади. Бундай система- 
ларни алохнда урганамю. Кулайлик учун ушбу белгнлашларни 
киритамиз:

|п (х )  а |2(х )... а |п(х )

А (х) =  

U )
Ь.2(х)

b (х) =

ап (х) агг(х) ... a , Jx )

а„, (х ) а„.г (х) ... апп (дг)

=  (b i (x ),b .,{x )......  b j x ) ) * (9.2)

b j x )



(бунда * бел г и транспонирлашни англатади). llJy  А {х )  матрица ва 
Ь {х )  устун-вектор ёрдамида (9.1) система

“ х =  А {х )ц  +  Ь{х) (9.3)
Ü X

куринишда ёзилади. Агар система (9.3) куринишда ёзилган булса, 
у вектор-матрица куринишида бери.иан дейиладн.

Агар Ь{х) ^ 0 ,  х £ I муносабат уринли булса. (9.3) тенглама 
чизицли бир жинсли булмаган тенглама дейиладн.

Ушбу

2  =  А ( х ) у  (9.4)

тенглама уса чнзикли бир жинсли булмаган (9.3) тенгламага мос 
чизицли бир жинсли тенглама дейиладн.

Агар А (х) матрицанинг барча элементлари, я ьнн и,, (х ) , /, / =  1, 2,.
. , /I функциялар бнрор / интервалда узлуксиз булса, у холла А{х)  

матрица т у  / интервалда узлуксиз дейиладн. Яна Ь(х)  векторниш 
коордннаталари бнрор / интервалда узлуксиз б>лганда, шу Ь(х) 
вектор / интервалда узлуксиз деб юритилади.

9.1- теорема. Визга (9.3) вектор-митрицали чизицли система 
берилгин булиб, А (х )  матрица на Ь{х) вектор-функция бирор 
/ интервалда аникланган па узлуксич булсин. У холда ихтиёрий 
бошлангин кийматлар

х,„ i/.l......  //!.*«€/ кискача д:(|, </', х„£/ (9.5)

учун (9.3) тенгламанинг шу Сюшлангич ций иатларга зга булган на 
/ интервалда аникланган ягона сними мавжуд.

Хусусан, агар А (х )  ва Ь(х)  лар — оо < х <. +  оо интервалда 
узлуксиз булса. у холда хам ихтиёрий (9.5) ботлангнч кийматларга 
*га булган ва шу — оох<  +  с» интервалда аникланган ягона ечим 
мавжуд булади.

И с б о т ,  By теореманинг иеботи й. 1 - теоремадан келиб чикади. 
Ундаги ¡ (х,  у) вектор-функция курилаётган холда f (x . у) = А { х ) у  +
-\-Ь(х) вектор-функниядан иборат. Равшанки, = А [ х  )ду

( д{,{х .ц ) \
= а п(х), t. j — 1, п \  ва А{х) матрицанинг барча а,,(х)

•»лементларн / интервалда узлуксиз.
Ш уннси мухимки, чизикли системалар учун ечимнинг аникланиш 

интервалн А U )  ва Ь(х)  ларнинг аникланиш интервал»! билаи бир хил. 
Демак, т у  / интервал ечим мавжудлигининг максимал интервали 
булади.

Вош кача айтганда, (9.1) системанинг ечими / интервалда 
аникланган давомсиз ечим булади. By чизикли системаларнинг 
мухим хоссаларидан биридир.



dn i dy,¿

äx =y¿' ü* = ' У|
иккинчи гаргибдн чиаим и  с и с тем а берилпж  булнб, бишлангич кийматлар у \( ( ) )= ( ) ,  
у.,(О) =  I булеин. Теоремада кулланилган усул бмлан шу Коши масаласининг ечимини

du / ‘ti'” \  /Отомами.» (.одла хисоблашлар куреатадики, <( = |  | = {  ( ] десак, куиидагн-

, / 0  1 \ 
ларга чга булачиа: ‘’ = { | ^



[>у нфода.чарлнн

sl и х

т * -  1

3 ! +  - 4  ’ ( 2 /  —  1 )

2

“ 2 ! ( 2 / ) !

х *  4 1

И  ( 2 1 + 1 ) !  \

/

—  о о < С х < С х 4 * о о

келиГ» чи кали .^  (л ) =  (  81,1 *  ] функции тоги шли бошлаигич шартни каноатлантнрали: \ х /
чн1 0 = 0, со* 0 = I

9.2- §. Ч И З И К Л И  Б И Р  Ж И Н С Л И  С И С Т Е М А Л А Р

1. Чизиклн оператор ва унинг хоссалари. Мазкур параграфда
(9.4) куринншда ёзилган еистемаларни, яъни чизиклн бнр жинсли 
система л арии урганамиз.

Кейинги мулохазаларнинг кулайлиги учун 1. операторни

1 {у ) =  7 х_ л  {х) у (!,-6)

тенглик ёрдамида кнритамиз. Агар р =  , в а /; бнрлик п'уСп мат-
ад:

рица булса, (9.6) ни яна ушбу

I- {р)у =  (р£ — А (х ) ) у
куринншда ёзиш мумкин. Киригилгаи /. оператор ёрдамида
(9.4) тенглама ушбу содда:

/, (у) = () ёки /, (р) у =  О (9.4')

куринншда ёзилади
Аввал /. (р) операторнинг хоссаларини урганамиз:
1 - х о с с а. Агар С - ихтиёрий узгармас сон булса,

I. {Су)  =  а  {у)
айният уринли.

Х.акн катан,

/. (Су,  =  *' - л  (х> (Су) = С % -Г.71 (X) у =  а  (,у ).

2-х о с с а. Агир С\, С\, . . .  Ст ~ ихтиерий узгармас сонлар 
булса,



айният уринли. бунда у " 1, у'*',...,у( т  бирор вектор-функциялар. 
Хакикатан, содла мулочазалар срдамида тоиамиз:

т . т т / ,1 \
=  ^  С (  . У ' " ) -  ^  С, ( 4 (д:)./1' ) =  1  С , ( “ ц " ' - Л  < * )» '" )  =

=  £  С ,И У " ') .
1

Ьу хоесалардан фондаланиб куйндаги теоремаларнн исботлаймиз.
9.2-теорема. Агар ф '" (х ) ,  ф1" 1 ( * ) ,  ... , ц'"" (х) вектор-функци- 

яларнинг $ар бири бирор I интервалда (9.4) тенгламанинг ечими 
булса, у х<)Л()а бу функцияларнинг чимщли комбинацияси .уи.и ечим 
булади.

И с б о т .  Теореманинг ш артига кура I. (ч>"’ ( х ) ) =  0, х£/, / =  
=  1........ гп. Ш унннг учун 2-хоссадаи фойдалансак:

ч ь -
9.3-теорема. Агар 4/ =  <} (х) вектор-функция (9.4) тенгламанинг 

бирор / интервалда аник,ланган ва ч (Х о ) =  0,х(1£/ бошлингич ишртни 
к^аноатлантирадиган счими булса, у .\ол<)а I интервал<)а ц;(х) функция 
айнан нолга тенг пулами, яъни ч (х ) = 0 , х£/.

И с б о т .  (9.4) тенгламанинг трнннал у  =  () ечнми мавжуд . Аммо 
теореманинг шартида кайд килингам у =  ц (х) ечнм шу тривиал ечнм 
билан бнр хнл бошлангнч кийматларга эга. Ш унннг учун чнзикли 
смстемалар учун мавжудлнк ва ягоналик георемасига кура у =  <|(х) 
ечим тривиал ечнм бнлан бутун / ннтервалда устма-уст туш адн, яънн 
Ч'(х ) = 0 ,  х£/.

9.4- теорема. Агар (9.4) тенглама<)а А (х )  матрица .уик,ик,ий булиб, 
шу тенг лама у =  ц(х) } /# (х ), х£  / комплекс ечимга эга булса, у %ол<)а 
%ир пир ч (х ), # (х ), х£/ хик.иций вектор-функциялар хам (9.4) тенг­
ламанинг ечими була()и.

И с б о т .  Хакнкаган, шарт буиича /.(ч ( х ) + / # (х ) )=  0, х£/.
Ьундан I- на 2- хоссаларга кура

/ . ( Ч ( х )+ ^ (х )  =  / „ (ф (х ) )+ / А Ц '(х ) )= 0 .  хб/.
Аммо комплекс функция нолга тенг булиши учун унннг чакикий ва 
мавчум кисми нолга тенг булиши зарур ва етарлн. 1иунинг учун 
/ ,(Ч (х ) )  = 0 . / . ( £ ( * ) )= ( ) ,  х£/.

2. Вектор функцияларнинг чизнм и  богликлиги ва эрклилиги. 
Кейинги мулочазаларда мучим роль уйнайдиган вектор-функцин- 
ларнинг чнзикли богликлиги ва эрклилиги тушунчасини кнритамнз.

;< Ги Л =  х с , и ) » = о .

/п \  т

I  С1У1,' \ =  V с . И у ' " )



9.1-т а  i. риф . Агар бир вик,т<)а нолга тенг булмаган игцнвай 
ос i.......аь узгармас сонлар мавжуд булсаки, улар учун бирор / интер­
вал^ ! уш бу а ^ 1"  (х) +  (х) -f ... + a ty * '  (х) = 0  айният урин- 
ли булга, у уолва

ф "’ (х ). ((Я1 (х),

■ i м

(*) (X)
нектор-функциялар I интервалда чизик,ли боглик, дейилади. Агар 
юк,оридаги айният фак,ат a i= . . .= a *  =  () булгандагина уринли
булса, у х;ол()а <|' 1' (х ) ........ ф1*'1 (х) вектор-функциялар I  интер-
валда чизик,ли эркли дейилади.

9 .1 - таърифдан куринадики, агар ф " 1 ( х ) ............ф '* ' ( х ) вектор
функциялардан бирортаси, масалан ф1'1 (х), 1 < / < 6  вектор-функ­
ция ноль пектор-фупкция булса, у холла <|("  (х ) ....  ф1*1 (х) функ-
цинлар чиликли боглик булали. Бун и исбот пиш  учун a  i =  a¿ = . . . =  
— a t ] =ct( + i =  ...a* =  0, а^фО деб танлаш етарли.

м V /- III / Ч /COSX\ ,-2 ) , , / — Sin Д- \ и о о л \u i6y (( (х) =  í ^  J ,  <( '(•*) =  í j  векторлар нхгиерии

I  ин тгри алд а ч и м и ы и  чркли. Х а к и к а т а н , улар чи .чим и боглик булсин :и‘йлик. У  \олда 
a , ,  a... a f  { а ^ И  сонлар учун  / интсриалда a , q ( "  (х> ~t-a2<|-l2) (х ) ’ 0 х £ /  оки

a , cos х —  au, sin x s ( ) ,  x £ / , 

a , sin x  +  cl, cos x=-(), x f  /

айнингллр  уринли  булиш и керак. Л м м о  / ннгериалдан олинган ихтиёрий х учун  a ¡n a  
.u ip ia  ш к 'б л та н  уш бу

a , cos х — а., sin х =  0, 

а ,  sin х +  cos х =  0

система ми грицасининг детсрчннлнти  I га т е ш . Ш ун ш и  учун бу система и х тё р н й  
х £ /  учун  ф а к а т  тривиал ечнмга чга б ул ал и , яьни  a j = a v  =  <). by тегиш лн вектор- 
ф ун кц и ял ар  чичнкли  боглик булсин  деган  ф ар а.иан  келиб чи к кан  зиддинт. Д ем ак, 
олинган вектор-ф ункцннлар  чизикли  чркли .

Энди ушбу

Ф(И (Х ). ч>'2' ( х ) ....  ф'"м (X ). <( IMU ) -
ф!" (х)

/ =  1,2,..., m

.  Ч1п (х) ] <9-7)
вектор-функциялар бирор / да аникланган булиб, (9.4) тенгламанннг 
ечимлари булсин. Куйидаги теорема уринли.

9.5- теорема. Агар х нинг I интервалдан олинган камида битта Хц, 
Хо £/ к,иймати учун

ф("  U , ) .  ф'21 (хи) ....  ч/"" К )  (9.8)

векторлар чизицли боглик, булса, у х,олда (9.7) ечимлар i интервал- 
<)а чизик,ли боглик, булади. Боищача айтганда, агар (9.7) ечимлар
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/ да чизицли эркли булса, у х;алда х нинг I интервалдан олингин 
биронта хам к,ийматида (9.7) ечимлар чизицли боглик, булмайди.

И с Г) о т . (9.8) векторлар чизикли боглик булеин, яъии

а,, а,. а„,, X  а? ф  0 сонлар учун

а,Ч’" '  +ааЧ’,‘ 1 (■*!)) + -  +  а т ч"' Ю
генглнк уримлн. Энди.

< ,(*)=  а, ч 111 (х) + а, С,11,1 (Д-) +  ...-( а,пцУп> (х)

деб белгилайлик. 9.2-теорема! а кура шу 1| (а ) вектор-функция хам
(9.4) тенгламанинг ечими булади. Аммоц (х) функции теореманинг 
шартига кура х =  х0 нуктада нолга тент. Шунинг учун 9.3- теоремага 
кура (| (а ) =  П, х £/, нъни а, (дг) ( * )= ( ) ,  х£1. Тео­
рема небот булдн.

3. Ечимларнинг фундаментал системаси.
9.2- та I. р и ф. Агар бирор I интервалда аник,ланган

Я ’"  (-О. Ц''2' (А ), ц'"' (х ), ц,п (х) =
<(‘1" (X)

Ч Г  (х)
,1= I ....  п (9.9)

нектор-функциялар системаси (9.4) тенгламанинг чизицли эркли 
нектар ечимлари системасини ташкчл этса. у халда бу система 
ечимларнинг фундаментил системаси, ёки цисцача. фундаментал 
система дейилади.

9.6- теорема. Дифференциал тенгламаларнинг чизицли бир жинс- 
ли системаси учун фундаментал система минжуд.

И с б о т . Чизикли бир жинсли (9.4) енстемани оламиз. Яна бирор
а " ’ , аи>|......  а '"’ узгармае векторлар системаси чизикли эркли
булеин. Узгармае векторларнинг бунда и системаси мавжуд. Бун и

деб таилаш

егарли. чунки бу некторлардан тузил га н матрица дегерминанти 
нолдан фаркли (I га теиг). Энди ушбу

1 0 0
0 1

........ а 1'" =
0

курсатиш учун а '1' — ; ,  а 12' = ;

0 0 1

[X,. — а ' V.. = а '

бошлангнч шартларни каноатлантирадиган (9.9) ечимлар система*
сини курамиз. Танлашга кура ч " ' (л;,). (а,,) векторлар чи-
зикли эркли. Демак, 9.5-теоремага асосан (9.9) ечимлар системаси 
чизикли эркли, яьни т у  ечимлар системаси фундаментал енстемани 
ташкил этади.



9.7-теорема (умумий ечим хакида). Агар (9.9) енимлар фунда- 
ментал системани ташкил этса, у х,ож)а барча енимлар ушбу

Ф (х>=С,ч>ш (х )+ С гф'2* (х) +  ... +  С„ф"'' (х) (9.10)

формула билин топилаОи. бунда С |, С*, , Сп — ихтиёрий
¡/.чгармаслар.

И с б о т . Ьирор ф* (х) функция / интервалда аникланган булиб,
(9.4) тенгламанинг ч* (дг0) =  ф(* — у'\ х((£/ бошлангич шартни 
каноатлаитирадиган ечими булсин. Ушбу

С1ф,| , (^ 1)+ С ,ф |2, (а;1)+ . . .  +  С,1ф,'', ( ^ ) = ^  (9.11)

вектор тенгламани курайлик. Бу С\, С г, . . .  Сп ларга нисбатан чизикли 
алгебраик тенгламалар системасидан иборат. Агар у ° =  0 булса,
(9.11) дан ф111 (*;,),....ц:1'1’ (х;,) векторлар чизикли эркли булгани учун
С| = С 2 =  . . . = С ,, =  () келиб чикади. Бунда ф * ( х ) тривиал ечим 
булади. Энди у " Ф  0 булсин. У холда (9.11) система бир жинсли эмас. 
Унинг детерминанти ф" 1 (х;,)........ф’('"(^>) вектордан тузилгаи
булиб, тсорсманинг шартига кура улар чизикли эркли на демак. 
улардан тузнлган детерминант нолдан фаркли. Шунинг учун
(9.11) дан ягона С\, (У,....  С'п ларни топамиз. Демак, ч * (* )  ечимни
бундай

Ч>* (*> — ( * ) + С 2У 2’ М + .- .  +  О Г  <дг)
слит мумкин. Шуидай килиб, (9.4) тенгламанинг нхтиёрнй ечими 
\чун тегишли С\, С * ,. . . .  С„ узгармасларни ягона усул билам танлаш 
мумкин. Ьу таърифга кура, (9.10) формула (9.4) тенгламанинг 
умумий ечими эканини нсботлайди. Теорема исбот булди.

4. Вронский детерминанти. (9.4) тенгламанинг / ннтервалда
.шикланган п  та ечими ф " 1 ( х ) ........ ч 1'11 (х) берилган булсин. Бу
всктор-функцнялардан ушбу

Ч<|" ( х ) . . . ^ ] ( х ) - ч Г  (х)

ф}" (*)---фУ'1 (х )...ч^ ' (х)г  (х ) =

ч1" (х)...фГ’ {х)

(9.12)

матрицами гузамнз. Унда бнринчи устунда ф1"  (х) векторнимг ко-
чрдинаталари, к  устунда ц ,к ' (х ), к  =  '2........  п некторнинг коорди-
наталари жойлашгам. 111у матрицанимг детерминанти (9.4) сис­
тема учун Иранский детермининти дейиладн ва № (х) ёки

........ ф1,м | деб белгиланади, яъни йе( /  (х) =  И/(х) ((5.10) га
гаккосламг).

Равшанки. агар <{"’ (х )........ Ч'1"' (х) ечимлар чизикли эркли
булса, у холда Вронский детерминант х пинг / дам олинган биронта хам



кийматнда мол га айланмайди. Хакнкатан, ф111 (л ),  ... , ф'"1 ( х ) , 
x £ l вектор-функциялар чизимм эркли булгани учуи yiu6y 

а.ф" 1 (х )+ ...-\-апц Г> ( * )= ( ) ,  x £ l 

айният фа кат ai =  012 =  ... =  a „ =  0 булгандагина уринли. / интервал- 

дан олииган нхтиёрий тайннланган х учун 2  а. ф'м (х) = 0, /— I,
/ = I

..., п системами (oti, ... , а п ларга нисбатан) курайлик. У бир жинсли 
булиб, факат триниал rxi =  ... = a „  =  () ечимга эта. Демак, бу 
еистеманинг детерминанти учун W(x)=£0, х£/ муиосабат уринли. 
Ьу мулохазалардап юкоридаги ечимлар чизикли боглик булса. 
№ ( * ) * ( ) ,  x £ l  айният уринли булиши кол и б чикади. Ечимлар 
фундамонтал системани ташкнл угса, тегишли (9.12) матрица 
интеграл матрица оки фундаментал матрица до б юритилади.

Энди Z (х) матринанннг устуилари (9.4) тенгламанинг очимлари 
булгани учун шу У. (х) матрица ушбу

f  =  Л (дг> Z (9.13)
их

матрицали тонгламанинг ечнми булади. Лгар (9.13) матрицалн 
тонгламанинг детерминанти нолдан фаркли матрицали очимини 
топсак, бу билан (9.4) вектор-матрицали тенгламанинг фундамонтал 
сиотомаеини топтан буламиз. Аввал (9.13) матрицали тенгламанинг 
бигта хоссасиин колтира.миз:

9.1-л ем м а. Лгар Z*(x )  матрица (9.13) тенгламанинг I интер- 
нилда аницланган бирор матрицали сними булса. у х;олда тартиби 
п булган ихтиёрий улгармас С матрица учун Z * ( x ) C  матрица хам 
счим булади.

Исботи ж уда еодда. Хакикатан, (9.13) тенгламанинг икки 
томонини унгдан С матрицага купайтирамиз:

d/' {x) С =  А (x)Z* (х )С
ах

ёки С' =  const булгани учун

d{Z~!lx)C) (л) г;>-
Бундан 9.1 - ломманинг исботи келиб чикади.

Э  с .1 а г м а .  (i) 13) ми i риц а .т  генглиманин.' ихтиорий матрицали ечими 7.('. ( С. 
ихтиерий п \ п -  матрица) фундаментал матрица буливермайди

9.8 - теорема. Агар Z (x )  матрица I интерчалда аницланган 
узлуксиз на узлуксиз дифференциаллинадиган ихтиёрий ф'/; ( х > . 
/ =  1, ... , п вектор ечимлардан тулилган булиб, детерминанти I до 
нолдан фарцли булса, у халда бу Z (.г) матрица (9.4) чизицли 
тенгламанинг I интервалда иницланган фундаментал систсмаси 
булади.

И е б о т .  Аввало del Z ( х )ф 0 ,х £ / .  Шунинг учун Z (x )  матрица 
фундамонтал булади. Z(x)  матрица очим булгани учун ушбу



<*> /  (х), х£/ (9.14)

ыйниятга эгамиз. Бунда 7 (л) матрицанинг детерминанти шарт 
буйича поддан фаркли. Шуиинг учун бу матрицага тескари 
7 ] (х) матрица манжуд, яъни ушбу

7, (х) г  1 (х) = 7  1 (х) 7 (х) = £

(£- бирлик матрица) тенгликни каноатлантирадиган 7. 1 (х) мат­
рица мавжуд. Бунда 1 1 (х) матрица, масалан,

7 1 ( х ) = (х)

7И (х) . ■ 7,л (х)

2\„ (•*)■ (*)
(9.15)

формула билан тонилнши мумкин, бунда 7Ц (х) - 7{х)  матрицанинг 
(а:), /, / = 1 ........... п улементннннг алгебраик тулдируачиси. Энди

(9.14) айниятниш' икки томонини унгдан (х) га кунайтирамиз:

(9.16)й/. (х) 
Ах >7. 1 ( х ) = А  (х).

Бу айниятдан А (х) матрнцанинг а„ (х) -»лементлари ягона уеул
- (// (X) -7 1 , ,билан аникланади. — - ва Z (х) матрицаларнинг элементлари

/ интерналда узлукеиз булгани учун Л (х ) матрицанинг элементлари 
хам шу интервалда узлуксиз. Теорема не б от этилди.

5. Остроградский — Лиувилль формуласи.
9.9-теорема. Агар (9.13) митрицили тенгламада А (х )  матрица 

I интервалда узлуксиз булиб, 7(х )  матрица (9.13) тенглимининг шу 
интервалда аник,ланган матрицали ечими булса, у х,олда I интервал- 
дан олинган ихтиёрий х ва Хи лар учун ушбу

Яр А (!></!

(1е( 7 (х) = (М  7 (хп)<* (9.17)

формула уринли. Бунда З р А { т ) белги А (т) матрицанинг бош 
диагонал элементлари йшиндисидан иборат булиб, Л (т ) матрица­
нинг и:ш дейилади.

(9.17) формулани Остроградский -Л и уви л л ь* ) формуласи деб 
юритилади. Уни Вронский детерминанти оркали хам ёзиш мумкин:

* Остроградскин Лиувилль форччлаен нккинчи тартибли чнчикли дифференци­
ал т е т  л а мал а р учун  1827 йилдл И. Абель гомонндан, п тартибли •псткли дифферент! 
ал тенгламалар учун 1838 йилда Ж . Л иувилль томонидаи. системалар учун умумнй 
колла М. И. Остроградский томонидан чикарнлган.



И с б о т .  (9.17) формулами исботлаш учуй (дг) летермн- 
лантдан х буйича косила оламиз. Анализдан мап>лумки, № (х) нинг 
косиласи

л Г  (х) 
йх (9.18)

формула бнлан кисобланади. Бу формулада №,• — п- тартибли 
детерминант булиб, И/ (х) детерминантдал /- йулибилан фарк килади. 
Бу /- йу л  чса \Х/ (х) нинг /- йул члемеитларили дифференциаллаш 
билам косил килинадл. Албатта, /-пул урнига устум тугрисида 
ганирсак кам мулоказалар уринли буланоради. Энди И/, (х) ли 
ёзайлик:

*11 и ) *12 и )  ■. .  2 , „ ( х )

Ч \ ( X ) 2 , , ( х )  . - ( х )

{ X )  =
( X ) 4 г и )  . ■ К п ( X )

г , н и > 2 п2 ( х )  . . .  г „ „ ( X )

Бунда /нулдаги косилалар урнига (9.13) матрнцали телглама- 
нимг координаталар оркали ёзилишинл мазарда тутиб, тегилыи 
нфодаларни куимиз:

2\ \ (X) гУ1 (х) ... 2,„ (х)
2Л (X) 2Й (X) ... 2,„ (X)

V. и )  = 2  аи г„ (X) V а,, гу, (х) ...
| = | I |

X  4 , г,„ (х)
г I

г„, (х) га.2 (х) ... г,,,, (дг)

Энди / дам бошка кар бмр ¿-йул, А— 1,2........... / — 1, / + 1, . . . ,
п члементларини тсгии1ли «,* га купайтириб, /-йул элементларидан 
айириб ташлаимиз. Натижяда куйидагига эга буламиз:

21} (х) 2|2 (X) ... 2Ха (X)
2д (х) (х) ... (х)

У, <*) =
а,, 2Л ( х )  а „  гг, (х.) ... а,, 2,„ ( х )  

2„ (х) 2,.., (х) .... 2 . (х)

=  а„ \Р (х ), / = 1,2,



Шумдай килиб, (9.18) формулами бундай ёзиш мумким:

и ) / .. \ , у /  , „ ч Г - . . . .  </»' (*)
(1х

-  ( '■ )
И7 (х ) ёки

Лх =  { 3 , А )  Г  ( х ) .

Ьиз Вронский детерминант» учум биринчи тартибли бир жинсли 
дифференциал тенгламаии х,осил кнлдик. Ьу узгарувчилари ажрала- 
лиган тенглама. Шунинг учум (9.19) тенгламанинг ИР (*о) =  
бошлангич шартни каноатлантирадиган ягона ечими (9.17) формула 
билам ёзилади. Демак, Остроградский - Диувилль формуласи исбот 
булди.

9.10-теорема. Бирор 1 (х ), п 'Хп  матрица (9.13) тенгламанинг 
/ интервалда аницланган ечими булсин. Б у  Z (х) матрица фунда- 
Iи'нтал булиши учун ушбу

(Ы  1 (х ) =  №(х) Ф 0 ,  х£1
муносабатнинг уринли булиши :шрур па етарли.

9.1- и а т и ж а . Агар К  (х) матрица (9.13) тенгламанинг / интер- 
->ч ани^ланган фундаментал матрицаси булса, у %олда ихтиёрий 

лшхсусмас (пъни детерминант нолдан фарцли) С п'Хп-матрица учун 
'/. (х )С  матрица %им (9.13) тенгламанинг фундаментал матрицаси 
булади.

И с б о т .  (1е1Л(/) С =  (1е1/?(/) (1е1С=?М)(9.1 • леммага каранг).

С,

9.2- м а т и ж а . Агар С =

С,

ихтиёрий ( л Х  1 )-вектор булса,

Ся
фундаментал матрица орцали (9.4) вектор-матрицали тенгламанинг 
умумий ечими

у (х) = 1  (х )С
куринишда ёзилади.

М н с « л л а р . I . Уш бу

У I =  — У2. у  2 =  1/1
система учун

,1, / совх \ |2, / — 5Ш х \
У {■ * )= ( . ва у ' (х ) =  ( )

\  5111 X  /  \  С О Я  X  /

вектор-функциилар — оо < х < ;- |-ао  интервалда ечнм булади. Куни бевоента 
текшнриб куриш мумкин, у 1 1 (х ) ва у 1 1 (х ) ечимлар фундаментал системаии таш- 
кил чтади. Хакикатан , бу ечимлардан Вронекмй детерминантинн тузамиз:

<*) =
сое х — мп х

— сое X Н - Х = \ ф ( ) .

Демак. 1>/ (х ) =¿=0, — оо < х <  +  оо. Ш унинг учун у ’ 1* (х ) на у и ' (х ) ечнмлар ф\н



даментал системани ташкнл чтади. Ьерилган системада A ( х )= ^ * *  ^ 111 v и

/  c o s  х  —  s i  ПА" \ 
дай килиб, ( ) матрица

\ sin л: c o s *  /

- С
d/.
Í Í X

матрнцали тснгламаиннг фундаментал матрицаси булади. Энди фундамсм i ;i. 
матрнцаси

z w - ( cosx “ sinjr )
\ sin X  COS X  )

булган чи:шкли бир жимсли системани тулайлик. Ранш анки,

ÍÍZ  (х ) __ У — sin дг — cos х \
<lx V co s*  — sin X )

Энди Z  1 (х) м.ирнцанн тонами.*: аввало

dot Z (х) =  I I =  cos' д:-}-sin x =  I, алгебраик гулднрувчилар
I sin x cos x I

-411 =  cos jr. А.д =  sin x, -4|2=  — sin *,^22 ==:COS-1-

III 7-1, г í Au \  {  C0S* S'M X \Ш ун и ш  учуй /  (ДГ) =  I  1=  ( ) Ь ундан
U |2 A -¿4 J  \ — sin x cos ж/

A M - ( a"  “ '2 г “ 1 ( x l -
\ ал ап  )  dx

sin х J  / () — 1 \

cos х J  V I 0 )
—  S I I 1 X  —  C O S  X  I  CO S  х  s i n x

c o s x  —sinx I 1 — s i n x  C O S

Ш унлай килиб, бернлгап фундаментал чатрицага ягона матриналн дифференцил. i
тенглама мос келади ва у (9.21) тенглама билан устма-уст тушади. (9.21) матрица.i и

., , , / cos х — sin X \ „  .. ,тснгламанинг vmvmhh ечимн Z (х ) =  ( ) (. к ур и н и ш д а . берилган норм .1. i
\  S i l l  X  C O S  X  /

/ {/ !< * )  \  /CO SX  — sin X \
системанииг vmvmhh счимн jc íi I  l = i / ( x ) =  I ) ( . =

V i/2 (x ) / ‘ \  s in x  COSX /

/C O SX  — S in x \ / ^ - |  \  I COS x — C.¿ sin X \
=  ( ) I 1=  I I куринишда елиладн

\  S in x  COSX / \  Ц  /  V ^ '1  Sin x C 2cos X I

2. Куйндагн y\— y.¿, y ’.¿ — - y¡ \ 2y.¿ система учуй

y " '  u ) =  (e Y <*>= (  X(,‘ ^V' / V (X+ 1) ex )
вектор-функцинлар — o o < x < - f  ao интервалда счим булади. Lliy билан бнрга б\ 
нектор-функциялар фундаментал системами ташкил угади, чунки улардан тулилган 
вронскиан нолдан фаркли:

1Г  (х ) =
е хс 

(х  +  I ) с
=  e¿x 0 .



Шуиинг учун умумий ечим

У (X) =С ±С,

куринишла е:шладн. Ьсридган сипема урнига чатрицади тснгдачани. m i.hu

й7. / О
</х

тенгдамани курами:» »иди фундамента.! матрицами 7 (х ) =
(  . ' ' '  - )  V /  ( * 4  1 ) /

(<) 22) 

булгам

чатринади нчнд ам а тучами:«. Раишанки, <1е( 7 ( х )  =  е 

А г2 (.г) =  — Vх, Л21 (дг) =  — хе‘ , А 22 (х) = е х. Шуиинг учун

с хе

( * 4  1 ) <*'
А\\{х) =  {х-\ I )<•',

и/. (х)А (дг) =  /  /
(IX (X) = /•' ( х4  I ) е '

1 (х 1-2 ) 6'' • :2'
__/ 1 .г Ь I \ / х 4  I - л:
=  1 I х +  '2

( " - / 7 )
I

— е 
О

I I )-( -■ ;>
Лемак, А (дг) =  ^ ( ^ ^ . Шундай кидиб, (11.22) тсмгдача бори;нан фундамента,!

чатрииаиинг ягпна дифференциал гешдачасндир.
Энди берилгап фундамента;! матрица буйича чи:шк,ли систгмини /у:шш йцлини 

куреачами 1.
Ушбу /у111 (дг), у {2) (х ).  ... , у 1" 1 (х) функциялар I интернадда чн.жкдн фкдн 

функциялар булнб, шу интернадда диффереицналланувчи функция будсин. Яна 
у (х) хам I иитервалда аинклаш ан , удлуксиз дифференииалданунчи (фикция будсин.
Агар у 1*1 (д ). к = \ .........п на у  (х ) функциялар бнрор чичикдн сиегсманинг ечимн
булса, у холла куйидаги айниятларни е:»шп мумкин:

(¡у [ 1
=  и , , ( х )1/, 4 о ,2 (Д) У2 4~ ■ ■ • 4  (х )у п.<1х

йуп
Цх

¿У

=  « „ 1  (х )у , 4 ип2 [х )у2 4  . . .4  ам  [х )у п

</х = иц«/["4а,,//]1Ч
<1,

( 0 )

V я 1
<1х1 =<*иУ\п' + ° и У 2 ' + -  + “ \пУп'

<1у» 
их

О,
(«1



(û,, =  u,, (дг> >. Пзнлгаи (0 ), I h .  ... . (л ) сиотемаларниш биринчи тонгламаларинн 
олнб система тузамнз:

4</|
dx = и\\У\ + «IаУа + - • t а\»У„.
<i,i 11 '
'¿х = uii^ !" . ^ 1х и.

d l .у! ' ”  t u r f ’ t  ■■■+“ ,

by систоманинг чаи томонинм лам уиг гомонга утказиб, тегншли хосилалар олднлаги 
кочффиписнглар ( - I ) ta тонг булганм учун уларни а ]0 (U | „=  — 1) леб белгилай-

чи.». Нагнжала u M(, и м ,... uu  ларга ннсбатан ушбу

<U/\
«ю (1х +ии-'/| b<i,2.  ̂+ - -Ь«нУ„ = ()-

“i» И(1 'х  + uII.V !" + U | ^ "  + ... + =|)-

dy\n)
U|° dx ' +U"V¡'" \

систечага >ia пулами:», by система тривиалмас ечнмга ira , чункн u, 0 =  I /- О 
Ш унинг учун уннш логерминантн нолга тин  булиши ксрак, h i .h h

dy,
dx У\ У-г- y.,

in .Ol Ul
dx У У-i - Уп

d»r ..I4' J"» ,,И)
dx У y-¿ • Уп

Ш уш а  ÿx hi a ui, (0 ), ( I ) ,  . . (л ) сигтемаларнинг мое раин шла к генгламаларини 
олиб. то[ншлн чулох,аза юрнтсак, кунидаги

<*У*
dx У\ У-i • Уп

< ' U i „(И
dx Vi Уч •• Уп

, in >..I'» .,("1
dx У i fh Уп

— П, xd , * = 1,2 .... /( (9 .23 )

муносабнтларга колами:». 1>и:» к ниш хар бир кнйчагида битга биринчи 
тартибли чн i и кл и бир жинслн дифференциал тенм ам ага  н ам и  i. Демак. k =  1. 2....... п



булганда (9.23) муносабатлар хосиласи олдидаги коэффициент» Вронский детерм и - 
нантндан иборат биринчи тартибли чизикли бир жинсли генгллмалар сиотемасидир.

Юкорнда курилган I- на 2 мисаллар учун берилган фундаменгал счктемага мос 
чизикли системами шу усул билан чикариш мумкнн.

9.3 $. Ч И З И К Л И  Б И Р  Ж И Н С Л И  Б У Л М А Г А Н  С И С Т Е М А Л А Р

Ушбу
2 =  Л (X) у +  Ь (X) (9.3)

система берилган булсин. Бунда А (х) квадрат матрица ва Ь { х ) ф  
^ 0  устун вектор / интервалда аникланган ва узлуксиз. Чизикли 
/„ оператори ёрдамида (9.3) система

/- <У)=Ь (х) <9.3 ')
куринишда ёзилади.

9.11-теорема. Агар ^(дг), х£/ вектор-функция бир жинсли 
булмаган (9.3) тенгламанинг бирор ечими булиб, ф (х ), х£/ вектор- 
функция унга мос бир жинсли (9.4) тенгламанинг бирор ечими булса, 
у  х;олда шу вектор-функциялар йитиндиси <р (х) (х) бир жинсли 
булмаган тенгламанинг ечими булади.

И с б о т .  Бевосита /. (ф (х) ф (х ) ) ни хисоблаймиз. 
¿ ( ф ( х ) ) = 0. / - ( (дг) )  =  Ь (х) эканини х.исобга олсак, ушбу 
I. (ф (х) + * И х )) = /-(ф (х ) ) +  ¿ М * ) ) = 0  +  6 (х) айният теоремами 
исбот этади.

9.12-теорема (умумий ечим хдк.ида). Чизицли бир жинсли 
булмаган системанинг умумий ечими унинг бирор хусусий ечими 
билан мос бир жинсли система умумий ечимининг йигиндисидан 
иборат.

И с б о т .  Агар бир жинсли (9.4) системанинг фундаментал 
матрицасини 7 ( х ) , бир жинсли булмаган системанинг хусусий 
ечимини ■ф(х) десак, теореманинг тасдики буйича бир жинсли 
булмаган системанинг умумий ечими

у  (х) = 7  (х) С +  Ч> <х)
(С  ихтиёрий узгармас устун вектор) куринишда ёзилади. 9 .11- тео- 
ремага кура 7 { х ) С - (х) вектор-функция (9.3) тенгламанинг 
ечими. Энди бу ечим умумий эканини исботлаймиз. у  — у [) (х ), х£/ 
вектор-функция (9.3) тенгламанинг ^ (х) дан фаркли ихтиёрий ечими 
булсин. У холда ягона С °  узгармас вектор учун / имтервалда

у °  ( х ) ^ 7  (х) С ° +  ф (х)
айният уринли эканини курсатиш му м кин. Хаки катан, у °  (х) функция 
у ° { х п ) = у ° ,  ^  (х) функция ф (х о )= Ч >0 бошлангич шартни кано- 
атлантирсин. Ушбу

у °  =  7 (х„) С +  ф°
ёки

7 {х») С  =  1 Ф 0



вектор-тенгламани курамиз. Бундам 7. (х(1) матрицага тескари 
матрица мавжудлиги учун (чунки сИ  7. (х0) =  (и) # 0 )  ягона С °  нм 
топамиз:

С = 7  1 (ль) О / '-Ч*)-

Шундай килиб, //’ (х) функция учун 

^  ( х ) = 7  [х) 7 1 и , )

формулага эга буламиз. Теорема иебот булди.
Машкда мухим роль уйнайдиган яна икки теоремани келтирамиз.

9.13-теорема. Агар ушбу

Ь Г  (х ) '
Ц у ) =  X  Ь[т) (х), : = Ь '" ,] <х) е с  (/) (9.24)

ь Г  (* )

бир жинсли булмаган тенглама берилган булиб, ^“ '(х ) ,  ( х ) , 
.... (х) вектор-функциялар I интервалда мае равишда

1 . ( у ) = Ь ' и (х ), Ц у ) = Ь т  (х ), .... ¡ А у ) = Ь т  (х) (9.25)

тенгламиларнинг ечимлари булса, у >;ол()а / интервалда

^ ( ^ ) = Ф ,И ( х ) + $ т  (х) +  <*) <9.26)

вектор-функция берилган (9.24) тенгламанинг ечими булади. 

И с б о т .  Теореманинг шарти буйича куйидаги
I  (ц Г ’ (х)> =  &""' (х ), х £ / , т  =  I, 2......  к

айниятларга эгамиз. £ операторнинг хоесасига асосан топамиз:

/ , ( * < * ) )= / - ( ' к  * , « , ( * ) ) =  X  (*)> =  .2 Ьш  (х ).
\  т  ж. I /  т  = I /п ■- I

Теорема исбог булди.
9.14-теорема. Агар Ь ( х ) = Ь {' ) (х) (х ), х£/ комплекс век-

тор-функция булиб, ушбу
Ц у )  = Ь <п (х) +  /*(2) (х)

тенглама чизикли оператор I. нинг коэффициентлари %ак,ик,ий 
булганда у =  (х) +  п|>(а1 (х) комплекс вектор-ечимга зга булса, 
у цолда V *  (х) ва (х) вектор-функциялар мае равишда

Ц у ) = Ь >и (х). Ц у ) = Ь 121 (х) 

тенгламиларнинг ечими була<)и.



И с б о т . Виз ушбу
I  (ф '" ( х ) + ( У 2) ( х ) ) = 6'"  (х)+Н>т  (х ), х£/ 

айниятга эгамиз. Бундам
/, (х) )+*'/, (ф1'1 ( х ) ) — Ь '1' (х)-\~1Ь['2] (х)

ОКИ
М Ф '1' ( х ) ) = 6‘"  (х ), А ( х ) ) = Ь а) (х)

айннятлар колиб чикади. Теорема исбог булди.
I. Узгармасни вариациялаш усули. Коши формуласи. Бу 

усулни Ж . Лагранж  номи билан аталади. Унинг мазмуними баён 
киламиз.

Ушбу
ф "’ (х ), ц>т  (х ), .... ц1"' (х)

функциялар/ интервалда (9.4) тонгламанннг фундамснтал енстемаси 
булсин. (9.3) тенгламанинг (яънн бмр жинсли булмаган тенглама- 
нинг) ечимими куйидаги

у =  ах (х) V "  (х ) +  гу, (х) 4>т  < х )+ ...+ о„ (х) <р'"> (х) (9.27)

(а, (х ), х£/, / =  1, 2............л-бирор номаълум скаляр функциялар)
куринишда нзлаймиз. Б у  (9.27) функция (9.3) темгламаминг ечими 
булиши учун аввало о, (х ) , / =  1, 2, . . . , п функциялар / интервалда 
дифференциалланувчи булиши зарур. Колпш шартларни (9.27) функ­
ция ечим булиши тартидан чикарамиз. Шунимг учун (9.27) функция­
ми (9.3) тенгламага куямиз:

" </а (х) "
I  ' V м (х ) +  X  <т, (X) /. (ф(М (х))=/> (х).

, I ах , =1
Дм,мо /. (ф|П ( х ) ) = 0  булганидан куйилагига эгамиз: 

п (1 а (х )
V  йх ф"» ( х ) = М х ) .  (9.28)

... , (/,11 и )  ^ап {х)I омилган вектор-тенглама скаляр функциялар - - ......  ••

учун чизнкли бир жинсли булмаган тенгламадир. Унинг детормн-
нанти вронскиандан иборат. ф<п (х ) ........ф<м> (х) вектор-функция-
лар / да фуидаментал системами та ш к мл этгани учун бу вронскиан 
молдан фарклм. Демак, (9.28) вектор-тенгламадан
( I п, (дг)

•- , / = 1, 2, ... , п функцияларнинг ягона ифодасини топамиз:

<1 а, (х)
=  6, (х ), / = 1, 2........ п , х£/.

Бундан
X

о, (х) =   ̂ Л, ( т ) йт -)- С,, х£/, х,,6 Л ' =  1 - 2, ... , п
X,,



(С|,С*........ С„-ихтиёрий узгармаслар). Топилган ифодаларми
(9.27) га куямиз:

у =  V (*) +  V ч,<" (х ) ? 6 , (т) ¿Ух. (9.29)
I - I , 1 хч

Топилган ифодада С|,...,С„ л ар нхтнернй узгармас булгани учун
п
^ Сц-1'1 (дг) {х ) вектор-функция (9.4) тонгламанинг умумнй

I I
л *

ечими булади. \|: (дг) =  X (х) \ 6, (т ) ¿/т вектор-функция эса

бир жинели булмаган системанинг хусуеий ечимидир.
Шундай килиб, умумнй ечнм хакидаги 9.12-теоремага асосан 

(9.29) формула (9.3) тенмаманинг умумий ечимини нфодалайди.
Узгармасни варнациялаш усулндан бир жинсли булмаган 

тенглама учун Коши масаласини хал килишда хам фойдаланнш 
мумкин. Хакикатан, бнзга ушбу

2  =  А (х) у + Ь (X ), дг£/. у (х „)= !/ ' (9.30)

масала берилган булсин. (9.4) тенмаманинг х = х (, булганда бнрлик 
матрмцага айланувчи фундаментал матрицасини 7 (.г. х(>) дейлик. 
Демак, 7 (хп, х » ) = Е .  Бундай матрица (9.4) тенгламанинг нормил 
фундаментал матрицаси дейилади. Лгар узлукенз дифференцналла- 
нувчи номаълум о (х) вектор-функция учун о (х0) = у "  тенглик 
бажарилеин дееак, (9.30) масаланинг ечимини

у (л) = /  (х, х„) а (х) (9.31 )
курииишда излаш мумкин. Аввало у (х()) = 7  (хо, Хо) о (Х о ) = К у °  =  
=  //". Энди (9.31) вектор функциядан хоенла олиб, (9.30) га куямиз:

й/ЛХ'. ^ (х) + /  {х, х0) = А  (х) 7 (х, х„) о ( х ) + Ь  [х ) .их ах

Бупдан
</7. (.». х(|)

=  А (х) /  (л. V,,)

анниитга кура к\нидагига чга буламиз:

/ и .  х1>}̂  ~ Ь ( х ) .

Ьу тенгликнинг икки томонини чаидан /  ' (х, .V,,) матрнцага 
купаитирамиз:

</ П (Х| V I /  » 1 / 1ах = 7  (х, х„ ) Ь (дг).

Энди Хо дан А' гача (х£/, Хц£/) интеграллаб тонамиз:

о (х) =  о (х„) ■+  ̂ 7 1 (т, х„) Ь (т) (/т. (9.32)
*11



Томилган ифодани (9.31) га куйсак, куйидаги формулага келамиз: 

у ( х )= 7  (х, х„> А  ̂ /  ' (т, х,,) Ь ( т М т ^

еки

у (х) =7. {х, х{)) ^   ̂ 7  {х, х,,)г 1 (т, лг„) Ь (т) их. (9.33)
'(I

1>у (9.33) формула (9.30) маеалннинг ечимини беради ва К о ти  
формуласи лоб аталади.

Лгар (9.33) формулада у" вектор ихтиерий булса. бу формула 
чизикли тенгламаиннг умумнй ечимини беради. Умда ц>(х)=7 (х, 
Хо)у{> мое бир жинсли чизикли тенгламаиннг умумий ечими булиб.

^  {х) =   ̂ 7 (х, х0) /  1 (т, х()) Ь (т ) йт вектор-функция эса чизикли

бир жинсли булмаган тенгламаиннг хусуеий ечими булади. ^ (х) век- 
тор-функция хуечеий ечим зданини бевоеита хиеоблаб текшириш 
мумкии:

<1 «Ь (Х) (•*••*<)> С 7 I I V и / V 1 .
„ ,  =  л  и  (т. д г „ ) м т ) л +

*0

+  7(х,  хн)7.- ' (х,  Хц )Ь (х )=А (х )7Ах ,  *,,) ^7 1 (т, х„)&(т)</т +

-\-Ь (х> = А  (х) ^ /  (х, х(|) /  1 (т. х„) Ь (т) (/т f  Ь (х) =
«<>
=  А (х)»| (х) +  6 (х).

Коши формулаеини яна со;ща куринишда ёзиш мумкии. Ьунинг 
учун ушбу

7 (х, т> =  7  (х. х,,) 7 1 (т, * ,) ,  (9.34)
х£/, Х()£/, т^ /, т ^ х  

айниятни исбот этамиз. Куйидаги
Ф М| ( х ) = 7  (х, т ) ,  Ф т  ( х ) = 7  (х, х,,) 7 1 (т. х,,) 

белгилашларни киритамиз. Равшанки,
Ф "* (Т) = г  (т.т) = / :. Ф 1' 1 (Т )  = 7  (т, х0) 7 1 (т, х,,) =  

демак,
ф " ' (Т) = Ф ,?| (т>. (9.35)

Ш убхж из, Ф (и (х) матрица (9.13) тенгламаиннг ечими, Ф <2,(х) 
матрица хам шу (9.13) тенгламанинг ечими булади. Х.аки катан, 
/  1 (т, л ;,)= С  деб белгиласак, бу матрица х га боглик булмагани



учун 9.1 - леммага кура Z (дс, дг<») С матрица хам ечим булади. I Пун дай 
килиб, счимнинг мавжудлиги хакидаги. 9.1 - теоремага асосан, 
ф 11’ ( х ) = Ф ,:’’ (х ), х£/ айнинт, ва демак, (9..V4) айният уринлн.

Ш у (9.34) айниятдан фойдаланиб, (9.33) формулами
X

у (jc ) = Z  (х, х,,) í/'-j-  ̂ Z  (х, т ) b (т) dr (9.36)

куринишда хам ёзса булади.
2. Чизикли бир жинсли булмаган системанинг ечимини юкоридан

бахолаш. Бу бандда баъзи табиий шартлар бажарилганда чизикли 
бир жинсли булмаган системанинг ечимини юкоридан бахолаймнз.
(9.3) тенгламада А (х) матрицанииг нормаснии бундай аниклаймиз:

П
\\А (х) || =  sup | Л (х) |, [ Л ( х ) | =  2  1ц, <х) |, q{ < x< í/ .¿.

<. i = i

9.2- л е м м а .  Агар у =  у (х) вектор-функция q\ ^ х ^  q<i оралицда
(9.3) тенгламанинг y { x t, ) = y (\ q i ^ x ^ ^ q t  Сюшлангич шартни 
цаноатлантирадиган еними булса, у %олда q t ^ x ^ q j  оралик,()а ушбу

 ̂|М ('III ds  ̂ "и (<)|| ,h

\у ( * ) К (1 . (Л + 1  \ Ь ( т ) е  1(1 ( h l ) e ' "  (9.37)
•*Ü

тснгсизлик уринли.

М и с о л . Уш бу чизикли бир жинсли булмаган

( У\ =  ~ У г i I-

системанинг умумии ечими топилсин
Мос бир жинсли системанинг ф\ндамснпи системами 9.2-§. 1- мисолда гоиилган

чди:

in  / i‘os х \ гм / - sin X \</"' <*)= ( . У у и )  (*) = ( У
\ sin X / \ COS X /

Элли бир жинсли булмаган системанинг хусусий ечимнии нзлайчи:). Ьуиииг учун 
узгармаснн наршшннлаш усулини кулланами.т, ны ш  счимли (9.32) куринншда ¿мамин.

da. m
Унда у 11' (дг) =  4J" ' <*)• y { í ' (* ) =«l'u ' U )  булиб, 

(9.33) системадан фойдлланамл t:
dx

, < =  l, 2 функцинллр учун

do. da.,
C O S  X  -  S i l l  X

dx dx

dih da.,
sin x +  cos x - — sin x 

dx dx



Езилган снстеманинг дшерминанти I га теш-. Ш унинг учун:

^ ° 1  I I  — я т  х I , 2•- =  =  со5х-|-чт х,
¿х  I в т х  соэх I

</ п2 I сох х | |
-- =  | = $ т х с о я х -  8 1П х;

<1х I г»1пдг »¡п х I

СТ, (Х^ =   ̂ (СО.Ч Х +  ^П^ X) (/* =  ^^С05Х +  ^ ^ ^ <1х =

= 5111 Х-\- X — Э1П '¿x-\-Ĉ .

а -2 (х ) =   ̂ п х сочх — 81П х) (¡х =   ̂ ^  ̂ 5<п 2х — »¡п х ^ ¡¡х =

=  — СОЯ 2х 4 С0 8  X +  С2.

Энди борнлгнн систомгшинг умумин счнминн ёзиж мумкин:

и ( х ) = (  з т  х +  4- х — — $ш 2х ^  С° 5Х  \ _ j_ Z ---*-(Ч)5 2х +
V. 2 4 /V ит X / \ 4

+ ^ х , ( / - " , , М + с 1 ( ^ М + с 2 ( ^ " п М
\ 008 X / \ Х1Т1 А' /  \ (Ч>8 X /

9.4-§. ЧИЯИКЛИ УЗГАРМАС КОЭФФИЦИЕНТЛИ БИР ЖИНСЛИ 
СИСТЕМ АЛАР

I. Характеристик тенглама. (9.4) тенгламада А матрица узгармас 
булсин. Ьу холла биз ушбу 

(1у
их =  Ау, А =  соп&( (9.38)

ч и з и м и  узгар м ас  коэффициентли бир ж инслн  ЕН'Ктор-матрицали 
тенглам ага эгамиз. Агар ¿  =  /1 —/)/:, р — -••опсратордан фойдалан- 

сак, (9.38) те н гл а м аян  ушбу

(А ~ р Е )  у =  0 (9.39)

куринишда ёзиш мумким. Бунда /; бирлик матрица. Равшанкн, 
А — рН =  1̂ (р ) ва бу Ь (р) оператор р га иисбатан п тартибли 
матрицадан иборат. Уни координаталарда ёзамиз:

(9.40)

а м — р аУ2 ... а ы

(р)  =
а ’\ а22 Р а2п

. О», Он* ■■■ Опа — р

) ми яна
1 {р) у =  0

248



курннишда ёзиш мумкин. Энди det /, ( р )= 1 )  (р) деб белгнлаймнз. 
Illy  I)  {р) детерминант ёрдамида тузилган тенглама (9.38) тенглама- 
нинг характеристик тенгламаси дейилади. Кейинги мулохазаларимиз 
характеристик тенгламанинг илдизларига караб (9.38) тенгламанинг 
п та чизикли уркли вектор-ечимларини гонишга багишланган булади. 
Бунин!' учун биз анвал (9.38) тенгламага ёки барибир, L {р ) ц — 
=  0 тенгламага нисбатан умумийрок чизикли бир жинсли системами 
интеграллаш усули билан шутулланамиз. Ьу усул чицариш усули 
моми билан аталади.

2. Чикарит усули. Ушбу

(Р ) И (Р )  ■■ И (Р)
/,м (Р ) Ln (Р )  -- И (Р)

И (Р ) Иг (Р ) ■ И (Р)
матрица бернлган булиО, унда хар бир /.(ч (р) элементларга нисба­
тан бирор тартнбли кунхад бумсим. Жумладан, агар [ p ) = a ls, 
¡ф .ч, L „ ( p ) = a „  р булса, (9.42) матрица юкорида курилган 
(9.40) матрица билам устма-уст тушади. Энди

L (р) у  =  \ (х) (9.43)
вектор-матрицали тенгламанн курамиз, унда

У< 7, U ) '
У = . f (* ) =

Уп f„ (x).

булиб / (х) вектор-функция бирор I интервалда аникланган ва 
кераклича дифференциалланунчи. (9.43) тенглама координаталарда 
ёзилса, L ls(p ) y „ ифода /д ва унинг хосилаларининг чизикли ком- 
бинациясидан иборат. Мома1>лум функциялар сони тенгламалар 
сонига тенг. Агар бирор /.,ч (р) ф 0  булиб, (9.42) матрицанинг кол-
ган элементлари айнан нолга тенг булса, у холда биз y s га нисбатан 
бирор тартибли чизик.1]и узгармас коэффициентли бир жинсли бул- 
магам (унг томони fs (*) булган) битта тенгламага эга буламиз. 
Бу холим 6- бобда туда урганамиз. Берилган (9.43) тенгламанинг 
тартнби бундай аникланади. /-!; (/)), ( р ) ........ L.., {р ) купхад-
ларнинг унг катта тартиби </,, L v2 ( р ) , ( р ) ........ !.„■> (р) купхад-
ларнинг умг катта тартнби ц-г ва х. к. !.\п ( р ) , (Р)  ■ - • • . ля (р) 
кунхадларнинг эн г кагта тартиби эса q„ дейилса, системаиинг тартиби 
q  =  q l -\~q2 -j- ... ~\-qn формула билан аникланади.

I. (р) матрицанинг детерминантиии I )  (/?), L,s{p) элементнинг 
алгебраик тулдирувчисини (яъни тегишли имюраси билан олингам 
минорини) М,, (f>) дейлик. У холда олий алгеб|)а курсидан маълумки,
1)(р) детерминант алгебргжк тулдирувчилар оркали бундай ёзилади:



V Л1„ (р ) Ц, ( р ) = ^ 0 ( р ) ,  (9.44)
/-1

бунда Кронеккер символи ((8.32) га каранг). (9.43) тенгламани 
координаталарда ёзамиз:

2  и,  (р) & = / , (х ), /=1, 2........ п. (9.43')
>«I

Энди у ( х )  вектор-функция т у  (9.43') снстеманинг бирор ечими 
булиб, етарлича тартибгача дифференциалланувчи булсин. (9.43') 
систсманинг иккн томонини хар бир / учун М„  (р) га купайтириб, 
/ буйича йигиндисини оламиз:

2  £  Мп (р ) /.ч/ (р) у, (х) =  2  Мн {р) I  (х ).
1= | ч- 1 I

(9.44) формулага кура куйидагига эгамиз:

/}(/>) м ( * )  =  2  М п (р) I  (х ), / =  1, 2, ... , п. (9.45)

Бу систсманинг унг томонида (, (дг), /2 I* ). • - . /* (х) функцин- 
ларнинг ва уларнинг мач*лум таргибгача хосилаларининг йигиндиси 
турибди, уни /•', (х) дейлнк. У холда

[) (р) у, ( х ) = Р ,  (х) (9.46)
тснгламага келамиз, бунда Р, (х ) функция / имтервалда аникланган 
узлукснз функция деб каралади. Равшамки, О {р) бирор купхад 
(р га нисбатан). Бу О (р) чизикли дифференциал оператордан 
иборат. Шунинг учун (9.46) тенглама у, га нисбатан бирор тартибли 
чизикли бир жинсли булмаган дифференциал тенгламадир. Бундай 
тенгламаларни интеграллашнн биз биламиз. Басн этилган усул 
бернлган (9.43) системани хар бири биттадан номаълум функциями 
уз ичига олган п та чизикли дифференциал тенгламалар системасига 
келтиради. Чикариш усулининг мазмуни ана шундан иборат.

(9.43) тенгламанинг хар бир ечими у (х) учун у, (х) функция
(9.46) тенгламанинг ечими булади. Аммо шу (9.46) тенгламаларнинг 
ихтиёрий ечими (9.43) тенгламанинг ечими булиши шарт эмас.

Амалда хар бир (9.46) тенглама умумий ечими орасидан 
имтеграллаш формуласини тан л ат  хисобига (9.43) тенгламанинг 
ечими тонилади.

Чикариш усулини / (х )= 0 ,  х£/ булган холга, яъни ушбу

/- [р) у  =  0 (9 47)

(бунда/, (р) (9.42) матрица) бмр жинсли системами интеграллам!- 
га татбик этамиз. Ь (р) матрицанинг детерминанти/) (р) айнан нолга 
тенг булмасин ва к — [) \р) купхаднинг 6 каррали илдизи булсин. 
У  холда (9.47) тенгламанинг ечимини



я, <*> 
Я ( х ) =  :

К„ (х)

куринишда излаймиз, бунда # | ( * ) ........ Яп(х) функциялар тартиби
(к — 1), ко'*ффициентлари номаълум булган куихадлардир. Энди 
(9.48) функциями (9.47) тенгламага куямиз:

(> =  /. (р) £ (х) (>" =  (*" I. (/>+*) ц (х). (9.49)
Бу муносабатнннг тугрилиги (в. 17) формуладан келиб чикади. Ф а ка т
(6.17) формулада ^ (р) купхад эди. Бизнинг холла (р) 
элементлари кумхадлардан иборат матрица. Ш у ¿, (р ) матрицами 
Я {х)екх векторга купантнриб, косил булган векториинг хар бир 
коордиматасига уша (6.17) формулами татбик угилса, юкоридаги 
муносабат чикади. Энди (9.49) дан, еЛг га кискартириб, топамиз:

/. (/> +  *.) в  ( * )= 0 .  (9.50)
Шундаи килиб, (9.48) вектор-функция (9.47) тенгламаминг ечимн 

булнши учун #1 (дг), . . . , ц„ (дг) куихадлар (9.50) муносабатни 
каноатлантиришн зарур ва етарли. Агар (9.50) ни координаталарда 
ёзсак:

£  К , (/' +  М Я , (*> = 0 , /= 1 , 2, .... п. (9.51)
Хт I

\ар  бир /, 1 ^ / ^ я  учун (9.51) тенгламада чаи томони к —
— 1 • тартибли купХаддан иборат. х нинг барча даражалари олдидаги 

коэффициентларни нолга тенглаштириб, (х) купхаднинг коэффи- 
циентлари учун к та чизикли бир жимсли алгебраик тенгламалар 
системасими хосил киламиз.

Демак, чикариш усули бир жимсли (9.47) тенгламанимг ечимнни 
излаш масаласини чизикли бир жимсли алгебраик тенгламалар 
системасими ечишга олиб келади.

(9.47) тенгламанинг умумий ечимини излаш масаласини куйидаги 
теорема ечиб беради.

9.15-теорема. (9.47) тенглама берилган булиб, унда 1 ) ( р )  — 
=  ие( I. (р) детерминант айнан нолга тенг булмисин ва Х\, Х-1 , . . . , 
).т ~ 0  (р) купхаднинг мое равишда к\, к-2, . . . , кт каррали турли 
илдиллари булсин. У %олда (9.47) тенгламанинг умумий ечими 
куйидаги

У =  (! '"  (х) (х) +  (х) е " ' (9.52)

куринишда сзилади, бунда [>и> (х ) =  (^|'1 (х ) ....  ( х ) ) *  ва
¿г}" (х) тартиби, к, / булган купхад. Бундан куринадики,
(9.47) тенгламанинг х;ар бир ечими х нинг барча к,ийматларида, яъни
— оо < *•<  -|-оо оралик,да аник,ланган булади.

И с б о т .  Равшанки, хар бир (9.48) куринишдаги ечим — оо <  
<Сх<С-Ь°° интервалда амикламгам. Шунинг учун (9.52) формула 
билан ёзилган ечим хам шу — оо < Сх<  +  оо интервалда аникламгам



булади. Энди (9.52) формула умумий ечимни ифода этишини куреата- 
миз. Аввал (9.52) функция ечим эканини исботлаймиз. Бунннг учуи 
(9.52) функциями (9.47) тенгламага куямиз. Агар \ар бнр
g L'iU x )e 'i вектор-функциями (9.48) га кура ечим эканннн хиеобга

о ж 'а к ’ I. (р) ( t i ' "  (X)  , * +  ...+*<•> (х) е"-' ) =

=  ek', H p  +  Xí ) ¿ " ( x ) + . . .  +  ek"',H p  +  Xm) ¿ " l' { x ) = 0

тенгликка келамиз. Энди (9.52) формула умумий ечимлигини 
курсатиш колди.

Бирор / интервалда аникланган у {*) вектор-функция (9.47) тенг- 
ламанинг ечими булсин. У холда уни (9.52) куринишда ёзиш мумкин. 
Хакикатан , у (х) функциининг хар бир координатаси D (р) у< (дг) =  
=  0 тенгламани каноатлантиради ва демак, (6.24) формулага acocan 
y s (х ) функция ушбу

т
ys (* ) =  £  (х) е ' \  5 =  1, 2, ... , п (9.53)

< i
куринишда ёзилиши мумкин, бунда //,_ (х) куихад (к,— 1)- тартибли, 
^-характеристик тенгламанинг (яьни [ ) ( р ) =  0 тенгламанинг) k, 
каррали илдизн. Шундай килиб, хар бир координатаси (9.53) кури­
нишда ёзиладиган у (х) вектор-функция хам (9.52) куринишда 
ёзилади. Теорема исбот булди.

М  и с о л .1 а р . I Ушбу

?/" + </i — Í/2 = п, у" I -у'-! —у- о 
системами чикариш усули билан очами:». Уни

(/J И  ) и, =

Р2 У\ — ÍP  +  И У-2=® 

куринишда ёзсак, D (р ) детерминант учун топамнз:

/'+1 -
И(р) —Г . .  I = “ <Р + I ^+Р‘ — — 1.

I Рг - ( Р 4  I )  I

Куринадики, D {p ) биринчи тартибли куихад. Унинг илдизи Х =  — Демак, бе-

С ) - С ;  0 " ...................

р и л г а и  с и с т е м а п и н г  е ч и м и н н  у — * » = ■  i  - ч п п ш г и и д а  и э л а ш  л о з и м .

Тегиш ли хосилалар олиб системага куямиз:

- ~ Ае 2 * + Ае ‘ ’ - B e  ' = 0 ,



А - п =о, 1 л -  1 Н = 0.
2 4 2

Ьу  иккн тгш ламадан бнри иккинчигнлян хосил ки.ишиши мумким Ш унииг учун бич 
бнтта иккн ном ам ум лн тенглачага чгамиз. Унда В  =  С  - ихтигрпи узгармаг килиб 
танланеа, А ~ 2  С булади. Дсмак, бгрилган снгггманинг умумий гчимн

( :  : ■ )

у =  I  | | {(', имигрнй ч и а р ч а с ) кчрниипма •»1,1

\  <
2. Яна бундай

|  У\ Ч -г> У, + ^ 1 = 0 .

[ ,1у, + 5у1 +!/'- 1 ^ = 0
игп-манн хам курлнлнк. Уни

{р2 ( 5/0 4  (2р-\ I )  1/? =  0.

(•V \ Г)),/, 4 (/>4 .Ч»у:. = 1>

I )  (р ) = =  (р 2-\-Ьр\ ( р + Л ) - { 2 р  \ I )  ( V - 4 Т>) =

куринншда ёчиб, детгрминантнии топами»:

Р2 +  ->Р 2р +  I 

V " ’ +• 5 р I- 3
р 1 4 - Кр2 4- I Г>р —  Г)/1' -  3/»* —  10/» —  Г> =  —  Г>/> * 4-5/»^ 4  Г./» —  5 =

- -.*>(/»- I )*(/>+I).
1>\нлан /)(/>) кумхадннш нлдниарини гшшми.с ?.| =  I (икни карра.по, = 
=  - I. Курннаднкн, .у" 1 ,,а .У1’’’ »«‘кторларни кунндагнча и.иаш  ло ш м .

' ■ - & )  ( г г : )  -* с?) С ::)
(л)дда хнсоблашлар «‘рдамида шунн топами с

(  '<:' +с>х )'" V  ^  ‘ )
^ (- - 2  С , - С ,  2С , 0 ^  у  у  1 )

Дсмак. ум\мий гчим

;/ ( л) -
/  к : ,  4 С ,х ) /  4 '  \

^1 •2<:1-<;.2~2<:.1х)1’'-  \с,с 1 )
кабн (‘зиладн

3. Чикариш усулининг чи зн м и  бнр жинсли узгармас коэффици­
ентам иормал системани интеграллашга тагбики. Чикариш усулини 
(9.38) теш ламами интегрлллашга татбнк этамиз. 1>у \олда I, (р ) мат­
риц;) (9.40) куринншда булиб,

/,м (р ) =  а ч, —  рЬч , /, л = 1 ,  2 ............ п



Кронеккер символи ва I )  (р ) детерминант А =  (и,,) (/, / =  1........
п) магрицанинг характеристик детерминанти (ёки тегишли характе­
ристик тенгламаси) булади. Кейинги мулохазалар О (/7) купхаднинг 
илдизлари оддий на карралн булишига боглик. Шунинг учун 
куйидаги нкки холми алохнда курамиз.

I )  D (р ) купхаднинг илдизлари $ар хил. Ш у купхаднинг
илдизлари Xt, к -2........ К  булсин. У холла бу илдизлар о<)<)ий, нъни хар
хил булга ни учун К, илднзга мос ечим

у ^  =  м ^ е^' 19.54)

куринишда изланади, бунда g "1 =  {ff\n, ... , * у с т у н
узгармае вектор бу у '" векторни (9.38) тенгламага кунмиз:

e ,' = A t t ,le ,\

Энди е'‘> га киекартириб, тоиамиз: Л#(" = \ g {n. Ьундан ци) вектор 
А матринанинг хос сонига*1 (характеристик сонига) мос хос 
вектори чкамн келиб чикади. Юкоридаги тенглик ц"' векторга 
коллинеар булгаи барча векторлар учун бажарилади. Шунинг учун 
бирор тайинланган h"' векторни олиб, к 'п = C 'hU) (С  нхтиёрий
узгармае) каби танлаймиз. 9.7-теоремага кура курилаётган холда 
чизикли бир жинелн узгармае коэффициентли системанинг умумий 
ечими

у =  С,Н*11 е 'х +  C / i11’1 <»v + -  +  СПА1'" с “' (9.55)

куринишда ёзилади. Шундай килиб, куйидаги теорема нсбот этилди:
9.16- теорема. (9.38) тенглимада А митрицанинг хос сонлари k\, X*.

. . . , К  лир х,ар хил булиб, hiU .......Л1'”  — уларги мос хос вектор-
лир булсин. У  уолОа (9.55) вектор функция (9.38) тенгламанинг 
умумий енимини ифоди этади.

Э с л а т м а .  Юкорилаги мулоха:<аларла А матрица, умум.ш айтгаида. комплекс 
элементларга *1 а эди. Агар А ма1 рииа хаки кий булса. у холда хек- векторларни шундай 
танлаш  лозимки, хакикий хос сонларга хакикий хос векторлар. кушма-комплекс хос 
сонларга куш м а комплекс хос векторлар мос келсин. Бу  холда натижада кушма- 
комплекс ечимлар олдилаги ихтиерий узгармасларнн кушма-комплекс, хакикий 
ечимлар олдилаги кочффиинентларни хакикий килиб танланса. хакикий умумий 
ечнмга эга буламиз.

Келгусида биз А матрица хакикий булгаи холни курами:«.

*) Агар узгармае А матрица учун A h = k h  тенглик бажарилса. у холда к сон 
А  матрицанинг хос сони, Л вектор эса к га мос хос вектор дейилади |1|.



У I = У 2- У-2 =  УI

систсмани интсграллаш суралган булснн. Бунда

1 —X
1>у купхаднинг илдизлари Л| =  —  I , Л.? =  1 хакиккй на хар хил. Ш унинг учун

(уП ) = Л <П? -Х1 у (2 ,=л1

ечнмларни излаймиз, бунда /1(1) на Н<2) хакикнй хос векторлар. Равш анкн . 

/1/г1| , = Я | А(|) тенглик куйидяги системага эквивалент:

|‘Ч а‘1>= о.

Хар  икни тенглама бнр хнл булгани учун Л) ’ =  1 десак, И., =  — I булади. Д е ­

мак, А( , * =  ^  ̂ Шунга ухшаш = \ 2А<2’ урнига

[ -йзА^ + й*  ̂= 0, Г -Л |21 + А‘У| = 0,

I  а !2| - у 4 2 ,= о  ски {  а '2> _ л <2> = о

системага эгамиз. Ьундан Л|21 =  1. А ^ ’ =  1 деб танланса булади. Д емак.

Л|2|=  ^ Ш ундай килиб, бф нлган систсманинг умумий ечими

каби ёзилади, бунда С\ ва С -2 хакикий ихтиёрий у.чгармас сонлар.
2. Энди куиидаги

у\— уи У2~  — у\

систсмани ннтограллайлик. Унда А матрица хакикий булиб,

Л = ( - 1  ( ' }  ° т =  1 - 1  - л 1 =12+1-

I )  (А.) купхаднинг илдшлари X, — ¿, X-.-— — I, Х| =  «' хос сонга мос А*1* хос векторни

( +/4"=о.

— л|!| — = 0

системадан топами:). Ьу систсманинг тенгдамалари эквивалент булгани учун
— А} 11 — гЛ.',1’ = 0  дан А^1 * =  1, л {|, =  — I дсйиш мумкин. Демак,



l‘ x f  (С ,- / С , ) С ix

к ) ринишда ёзилади. fiy ифодани соддалаштирнб чикилса (<’,х ва е <л учун .^йлср 
формуласидан ф ондаланиб),

// = (2С| sin х + 2C.¿ eos x 

2(7, eos x -  2C.¿ sin x

C,¿ eos x +  í jS in  x 

<7, eos x — sin x ) c ,=  2í;„ e2 = 2c2

вектор-фуикцинни хосил килами:). Амалда бирорта хос вгкторни, масалан. (!) ни

олиб, тегишли экспоненциал функиияга (Гжзда е "  la ) куиайшриб чикилади:

к у ри и и ш да ó:) кл ади.

2) I )  {р ) кущаднинг илдизлари каррали. Iliy  кунхаднинг турли 
илдизларини k\, . . .  Д Ш| /л < п  дейлик. Бунда илдиз í/¡ каррали, 
Яг — <?2 каррали, . . . , \т ~ Я т  каррали булсин. Равшанки, </t-f-</2 +  
+  . . .+ q m =  n булади.

9.15- тсоремага acocan умумий ечим (9.52) формула билан 
ёзилади. Б у  формулада хар бир g U) {х) вектор-функция координа- 
талари тартиби (q, — 1) ia тенг булган куихадлардап иборат. Бу
кунхаднинг </, та коуффиниентларини g '!> (х ) е 1' функция чизикли 
бир жинсли системанинг ечими -жаиидан фойдаланиб топамиз. 
Бош кача айтганда, g 1,1 (х) кунхаднинг кочффициентларини узгар- 
мас коуффициентлар усули билан топамиз. Масалан, й' 1'1 (х)-век- 
тор-функцияни бундай ёзайлик:



Энди V 
d 

il. г

ни (9.38) га клими:$: 

it!'1' (-О) ( et,1/1 х +  ...-f

■ \ - ъ .
■I. I

а:: — <>*

а!.1'

• л - о .  I ......  </.,

\ (K i i . i  Oy.n a ii (9  Г)<i ) ве к то р  п ч и л а м а н и н г  н к к и  то м о н и д а  -V ниш 
Лир хил да pa ж  ал a ри олд и д аги  ко чф ф и ц и о н тл ар м н  те н гл а ш т и р е а к . 
g ' " X  н скторим нг \ар  Пир коор д и н атам и  ролики  s и н а ё т гн н  к \ н \ а д н и н г  
ко ч ф ф м ц тчм 'л а р н н н  '[омами.«. П у  ко чф ф и ц и ен гл ар  у ч у й  чнммклм Гшр 
ж и ш '.'ш  а.'ПЧ'браик т е н г л а м а л а р  с и с т с м а с ш  а чга  6 v.ia .M iM .

Делила (* ) иекгор ку нхадминг lapnifm  1 дам ка.м óúihiiih 
мумким. Агар ц, кар ра .т  млдм я а т ,  ( f t i j<q , )  га чичикли чркли 
хос искгорлар мое келса, \ холла д»' (л-) ии v 1мГ>\

к-  (.v)=oiV,+ a í " j f  - f-  \ <  т ,хч> (* *)
куринишда M.uaiii лочнм. К т тп л н  чое иекторлар еонинн тотип уч\н
1 )0 .,) детерминатми ¿чами.*. Умиш гартмбм п. Тегмшли матрица 
ранги г бчлеин. П1\Г>\асии г < /г. чункн í) {?*,) — 0. Шумммг уч\н т , — 
=  « — г Пул или. Агар q, карралм илднчга q, та чюмкли чркли чое 
мекторлар мое колса. т , = п  — г буладн на (* ) xu ira  via  Гпламич 
( |3|, 288 289 бегларга карамг).

М и

■ипеманиш

Yiiifn

МЛ I |ИИ!,Н11

Ч\ =-//.• 

/1

У, = //| — (А,

- ( V  -.)■ чара к r*'|ini' гик лег грм кн аит

П (/.> = -  I — к 
I

О

Гни га нкки карра.т n.i.iiura -на. Nn.iaii fn.n/a. i-чнмнн у, - |«д f />)«• //.- 1<л f </)<■ 
к \ |1Шin 1нд,| и 1.1.1 на.in I « i mu hi \(K ii.i;i. ia |ч|и i >. iii6, ("»'ри.и ¿ni cm' i гм.и ¿i к \ vim и i н,| с i ,i 
VR'ii.i Г» \. r i ; i м r «il i . i Ji к. i .i |) и и r 11 ИККН юмонинн Г>ч. i и Г> «»Лорами i:

i  a - tux i h I (fi.t » hi
\ < (<-.r f i/I - (<a- t l>) - (* v f  /I)

l>\ iiirri'M a .iaH
и  h  -

-a =  - a
d -- h d, 

с — a — c
тп л и к л а р н и  пшами t In ларлан и = I), h .. i= C , .  d =  С. | С , . С., нхин'рии \ «г.чрмне) 
книмаiviapi'a '<га Г>\.1ами.1. Шуидан килнЛ. берилган п и чо м аи и т  \м\мий ечнми

У ^ С , с  у., =  { ( ' tx-\С : ) ,■ '

кvpiiiuiiii.ui с тл а л и .



,  ."[ = >• I-Vi- M ¡1 ш к. I. У11 j <> v {
y / = k ,y ,

система iniTei ралланснн Ьунда Ф  hi, =  булгаи коллар алохнда текшмрилсин.
2 К уй н л аш

у\ =  ау> —byi.

У'• = ЬУ> +“ */.- 
система интсграллансин (унда b f  0>.

9.5-§. Ч И З И К Л И  У З Г А Р М А С  К О Э Ф Ф  И ЦИ EH T J1 И Ь И Р  Ж И Н С Л И  
Ь У Л М А Г А Н  С И С Т Р .М А Л А Р

Чизнклн 0ир жинслн булмаган сиотемаларда А матрица узгармас 
булган холки алохида урганамиз. Визга ушОу

dy
dx

=  Ау -\-b{x) , >4= сом st (9.57)

чизикли узгармас кочффнциемтли (узгармас млтрицали) вектор-
ft, (X )

матрмцали гснглама берилган булсин. Унда Ь{х) — • век-
К  ix)

тор-функция бнрор / интервалда амиклаш ан ва узлуксиз функции. Ву 
холда (9.57) систсмага м<х- бир ж и мели системанинг умумий ечимига 
кура Лагранжнинг узгармасни вариациялаш усули ёрдамнда бир 
жинсли б уд маган систсманинг умумии ечимини топиш мумкии. 
Колаверса. (9.57) снстемани интограллаш учуй Коши формуласини 
куллаш мумкии ((9.33) форм\лага каранг).

Агар бир жинсли булмаган систсмада /;(.v) вектор-функции 
ихтиёрии бул май, viunir хар бир координагаси квазикупхаддан 
иборат булса, у холда бир жинсли булмаган актеманинг хусусий 
ечимини томмш ва 9.12- теоремадям фойдаланиб умумий ечнмини 
ёзиш мумкин. Виз мазкур параграфда хусуснй ечимни тониш 
(танлаш ) билан шугулланамиз.

Виз квазикупхаднинг таърифини (>- бобда берган -»дик ((6.29) га
к ) .

Энди Ь (х )  вектор-функциининг хар бир />,(*)• /= 1 ,2 ..............
п координатаси квазикумхад булсин, иъни

/,( ( х ) = Ь ) "  ( х ) е ' 1+ Ь ? '  (х) e j t + . . .+ b ]m' (а ) с т\  (9.58)

бунда Xi, h j .........кт лар узарр хар хил хакикий ёки комплекс сомлар,
Ь]“' (л-), к =  1, 2, .... m-бирор кумхад. Агар 9.13-теорема кузда
тутилса, Ь, (лг) =  Р т , (* ) еу\ Р т , (х), / =  1,2........ п тартиби т ,  булган
кумхад деб мулоха.чалар юритнш етарли.

Хусусий вектор-ечимнинг курммшпнни ёзиш учун max(mi, т>........
т „ )  = т  дейлмк.



1) y сон мое бир жинсли еистеманинг матрицаси учун хос сон 
чмас, яьни /. ( у ) # 0 .  Бу холла хусусий ечим куйидаги

<х) - у , ( x )= Q l ' , ] (х) i =  1. 2......  « <9.Г>9)

((?«' ( v) — m-тартибли купхад) курииишда нзланади. Номаълум 
(д), / = 1,2, . . . , п купхаднинг киуффициентлари номаълум

коуффнциентлар усули билан тонилади.
2) у соки мос бир жинсли еистеманинг характеристик тенгламаеи 

учун .ч каррали илдиз.
Хусусий ечим ушбу

Ф, (х) =Ql;i\ 1 (X ) е*\ / =  1. 2......  п (9.60)

(0 «м % (х)-тартиби (m + s ) га тенг купхад) курииишда изланадн. 
Каид килиб утамизки, хусусий ечим г(1,(лг) = a 4Q/','> <аг) сух куриниш­
да чмас, (9.60) курииишда изланиши лозим. Бу холда хам купхаднинг 
кочффициентлари аникмас ко^ффициентлар усули билан тонилади * .

М и с о .'г -ч а |* . I Ушбу

[ у\ — 2i/| — ц., +  хел\

I  У'>=У\ \-*Уч

система интссраллаж’ин. Характеристик гоиiv iдмани ёчами.ч:

I) (X) — ! " ' I = 0  ёки к’ liÀ-4- 4 = 0 
| 1 4 À I

Ьуидан >.|=Х2 =  3. Дсмак, >. =  :)-нкки каррали илдич Moi- бир жинсли системами 
олаилик:

I  у\ - *У \  -У *

\  У!> =  У\ - М у2.
Курнлаетган холла бу бир жинсли сисгсманнпг ечимннн

;/, =  (йд; +  М  A  у .,=  (i-jr-t-i/) (>Ц 

курииишда ичламчич. Олдин хосклаларни хисоблаймнч:

у\ — ae'Kt f  3 '(их 4 b ) «*'Jr =<'U (3ux +  u +  3 ft). 

y', =  e U (3<‘x 4  с f  3<i).

F»v ифодаларни бир жинсли спетом a га кунмнч:

г'* (3ux +  — 2 (ид 4 b) (vx-\-d) t-*', 
елЧ:Ъ:х +  с +  М )  ~  [ах  { b ) c "  |. 4 (гх +  </)г’\

Н атнж аяа  куйидаги гешликларнл х ж и л  килами.ч:

3ux4- (а 4  ЗА) =  [2а- с) (2Л - d ),
3 r . r + ( f  +  :W ) =  (u + 4 с) х +  (i>4 4<Л

* ) Мос равишда (9.59) ёки (9.60) куринишдаг и хусусий ечимларнинг мавжудлиги 
бсвосита хисоблашлар ёрдамида нсботланади.



За — 2а — с, 
и 4-ЗА =  2b— (i. 
Зг _  и +- 41
с + з</ = ь + 4í/

а = — г.
и 4  А =  — d.
u = — í'. 
<=А+</

a = C|,

,=  -C,
A = C2,

tf = - 4 C,),

6 у орла C i, С -i ихтиёрик хакикий узгармаслар.
[Цундан килиб, бир жинсли си аем аи и и г умумий ечнчм

i  У\ =  <í'] -V-+ с-> ) c ix.

I -  (f;,jr f г;, -к;,)**“

каби ёнилади.
.Чили бир жинсли булмагаи сиггоманн

H x , = ( í u !  )  =  (Л ."  h  т ,т  kw

гектарам i h . Б у сиг го мала 

а.шкунхад vhvh бнишнг холла /.i =  =  3,

т i =  I. у =  3 сои характеристик тенгламаниш икки карралн нддичн на m-\-s =  
=  3 булгани учуй бир жинсли булмагаи системанипг хусусин ечнмннн

( у, =  ( ( í , /  +u.¿xJ  <;,) с*'.

//., = (fe|.v'f -f b2x2 л:4  Ai I <'*' 

куринишда и л л аи м т  Дивал бнринчн гартнбли хосилалар оламн.с 

и \ ~ е Лх (3ü|<-1+  >^0^“ +3«.jJï 4-’iü i 4  3«|Д'- f  2d,¡х 

iy.) =  с tx (3A|X-! 4- •'>Ь2х2 +  ЗАчх -f 'М)А 43A|jr' \-2b.,x \ A:J).

Б у  иф ' аларни берилган бир жинсли булмаган спсгсмага кдимна на хосил булган 
генгликларнинг икки томонини <>*' га киекартнрами t:

t(i| а 4 4  (За , t 3ü| )-v2 4 (3 « , 4- 2а, )х 4  (3u, { « , )  =

=  (2«, — А, )** 4  (2а , — b,2)x2 f- (2 а ,-  А, ) I ).v ( (2и, -  Ьл I,

З А ,*1 -+ (ЗА,, + З А , ) / 4  (ЗА , +  2b.¿ ) .v 4  (ЗА,, f  А,) =

=  (и, 4 4А, )хл +  Ab.¿ )x ¿ \- (а, f  4А.,)л | ( í í , -] 4А4 ).

»иди юнгликларда а- ниш бир хил даража.чари олдидаги (чан на унг томонда) 
кочффн плен гл арии генглатгирами г

3u, = 2«| — А, .

За, \ Зо, -- 2а , - А,,.

З о ,4  2а, =  2а, — А , 4 I 

3«, ■•) ал =  2d, — А ,.

ЗА, — t 4А,,

ЗА., {- ЗА| — а , 4 4А., 

ЗА( 4 2Ь., — ил 4 4 А 

3Ai Ь.\ — Чл 4' 4А,

<í, = -  А,, 
а, ) 3«| =  - А., 

а , I  2d., — — А, 

а, {-а, =  - A,¡.

О — a, I А,. 

ЗА, =и., 4  А,,, 

2А„ = к , •)■ А:(. 

А, .-и.; -НА,.



1>\ и к к и ч т и к л н  снстсманинг Лиринчи »а иккинчн тччнламаларидан 

и ,-  -Ь,. и., f  b., =  — ;i<j| и., f  b.j =  :ibt, и, 

кслиб чикали, учинчи геш ламалардан а , +- Л i =  2Л.<, - 2ü.> ски 2ft¿= l

2tij, ijj } ft; =  ^ пи топами.). 111 \ if и II i уч\н юкоридаги муносабатлардап фонда-

ллпсак . — .4«, =  . и ( =  — ^ на Ь 1 =  Лулади Энди y in fiv  íJ i -f l>t =■ -■ и ,, a, f  

-\-h, =  b i m u  диклардан — «!-=/», оки u ,- f/ í i  =  0 «канн колнЛ чи кали , by ч<»д la 

f  Л |= Н  — 2u„>. ~2h: лардлн ftj =  0, < ij=  ^ ни i o i i h i n  м уч к и н . Лм м о  í¡, )

f ft, =  0 дан Снимки my миклор.чарнн Лш.чайдшан муносаЛаг колмаганн учуи 
улардан Лирики их i нёрий, ниш  хусусам (б и ч а  Йошка кнйма чларнши ксращ 
\ам in  к) />i-- О, .u-мак, s - О дсЛ i андаймич. Шунинг учун u, t !>.\ = <> Лулади. 1>\н-
.1,1 и юко|Ц|да1 hi а \\n ia iii «,=г/>, =  1) Н'Л одами» Хчлпеа килиЛ нам и .):

u,=r«,=0.

ь, =/*. о

Ш уи л ай  килиЛ, Лир ж инслн  Л улм аган  с и а е ч а н т и  ч ус ус и ¡i счим н  

I

\м\мии счи чи  ’« ’а

/ ' » , * \ ii I ч .и
\ " ii г 2  ̂ Г  ■ ^ = .; д ‘* ’

у, = ir, i  +■ с;.,) г11 f (  - A' f  !¿
- (í;,t t \ (:.)<■'■ \ 1 .Л *ь

курш ш ппа >i.i.
2. УшЛ\

Í //¡ = 2«/, i/., {  с u sin x,

//.', = 1/, \ I xí> u eos v

система мнтчтраллансин
I - чисолда чос Лир ж шили с не (см а н и т  \ ч\ чнй гчими тп и .п  ли. Энди Лир ж  и тм и  

Лулчаган сисгсманннг хусусий ечнмини i o i i h i i i  Лилан inu  улланачп.» Курнлаёггли

чолда ft(r(= -- | ' ....... \ на m t = l .  у У  чункн

•синили хакикий wcvcm i ечнч

Л J / П К  ниш \ чун

i/i = <• ' | Ifij.r f  а .,) 1ч »  х f (</, х \ ( sin г). 

t/.j с '* (/»,.»• f b . j ia is х \ {ft, д: -f ft,) ми ,c|

к\[нинмнда iM.iaiiiiiini мчмкин.
Энди и о ч а ю у м  ко^ф ф ицненмар усули  Лнлан 

a ,, u.j. u ,. i¿,, ft|, b.¿ , />(, /<4 ларни гопами» A ia p  у\ на «/_• .чардаи \ocn.ia о.иН».

Лсри.иан Лир жине.ш Лу.чмаган сттсм .чга  куйсак. куйи.им n.iapra >ia Л\ламн»:



3| (U|.f-f a.Oros x +  ( iw - f  a<)sin дг[ -f-cti cos x — <«1*4 « 2) sin дг-J- 

-(- u-, sin л: -f (а л x +  u) cos x =  2 | (« , x f  a>) cos дг+ <«:i* 4  ü4) sin x\ -

-  I (ft,x +  by) eos x-\ <ft:, x +  ft., ) sin x\ \ sin x,

3 j ( /7 , x +  ft2)cos x +  {b^x +  b^) sill x\ +  ft, COS X — {b^X +  b.j) sill * 4

4  /ï.jSiri X +  ( f t ;, X  f  ft., ) COS X =  (U |.T  CO S X  4 ' ( и , *  f  u.,1 s i l l  X - \ -  4 | ( / ? | X - f  

+  ft2 ) COS X  -f- <ft,.V +  ft.,) s in  x | - f  X  COS X

Лгар бy тп л и к л ар н и н г  чаи на ÿnr томонларида eos*  na sin х лар оллида1и 
кочффиниентларнл тенгднштнроак, ина бундам снстемага кедами.»:

3 (a , x -\-а2) f a ,  +  «,*4- и., = 2  ((í,*4 -ü 2) -- (6, х 4ft._, ).

3 (а ,x  I а,,) - (<í,;t 4 а2) 4 а ., =  2 (и ,*  |-о4 ) -  (Ь лх  f  ft,,) 4- I,

3 (b iX \-b.j) f  ft, +  (ft:i.r4 M  =  t«|Jf 4- «2) }  4 (ft,* f ft2) +x,

3 (ft.^ +  ft.,) -  (b {x \-b2) f  ft.t =  | « /  + u4) + 4  (ft:,x 4 hA).

Энди бу к-нг-шкларнинг чаи на ум г томонларида х  нинг олдидаги ко^ффицн- 
ентдарии ÿ ia p o  на ою д  хадларни хам \:»аро тенгдаштнрами»:

3ul + u :í = 2ul ft,, ( I) а, 4 ft, = — u:(1

3<í24-ü( 4  =  2í¿2 — b2, (2) a.¿ \ b,¿ =  — u, — u4,

3u.i— u i =  2u .i - (3)  a;t4-ft;l- o,

3«4 — a >-\«.» =  2a* -  bA 4  I, |4 ) aA ft4 - \+a.¿ — a,,
i’к и

3ft, 4  A, =  « ( -f 4éi +  I, |5) u, +  ft, =  ft, -  I ,

3ft2 +  ft, 4 ft.,= «24 4ft2, (6 ) a , 4 ft2 ..-ft, f  ft,,

3ft., — ft, — 4 4ft;t. (7 ) a , 4-ft,= - f t t ,

3ft4— ft2 4-ft.,= u4 f  4ft4 (K> a, I bi — fto +  ft.,.

Охнргн систем ада ( I ) на (Г>) дан а , -J- ft 1 =  1, 111 у нинг уч\н (7 ) дан b, =  — I , (3 ) дан 
и i — I келиб чикали. Бунда н ракшанки, a¡ -+- b, = 0 , ломак, ( ] ) дан «;, =  0. Эпди (3 ) дан 
ft., =  ûi =  l. (2 ) бнлан ( 6 ) ; ia n ü 4 -bft4 — Ü демак. (4) дан a ¡=  — I, (8 ) дан b-¿ =

=  I келиб чикади. ((>) дан f t =  I на и4 +  Л4 = 0  дан a ¡=  — 1 ни тонами:». Шундай 
кияиб,

Ü, =  I. « 2=  —  1, Ü, =  0, Ü., =  - i , 
ft, = I, ft2 = I. ft j = I, ft4 = I.

Хусусий ечимни ёзами:»:

tfi ~ t '  ix I ( Jr — I ) cos x — sin x |} 

у . ,= е Лх |( — -V 4  I ) cos x 4  (a- f  I ) sin .r |.



Ы-рилган бир жинсли булчаган гиотсманинг умумий счнмиии \ам ё ч а м т :  

|  .у, =  -̂  +  | ( * - ] |  с т х - н т * ! * ' 1*.

(  У-2 =  — <̂ ’| х +  С| +■ с'1* Ч- | ( — Х +  I ) СОЯ х +  и  I > и т  х\ £* *\

'Л. Ушбу

( у', =2|/, -  у., 4- д «•'** 4-<* “  ^ ¡м  х.

+  4</2 +  .г • и г он ж 

1'Н1'тгма ннтччралланенн. Ьу холла нокгор-кна^нкулхал

Ь (х ) = /* ! "<*»  \ \ ( ь ^ {х) \  = ( хеЛ' \ ± (  1,м* " 'х \  
Ш  и» )  \ « / \ х г л\ о * х  )

куриншига чга \ар  Лир Ь111 (х ) , Ь |" 1 (д:) лар учу» тегншлн хуеуснн ечимлар то- 
нилган. Ш униш  учуй бернлгал Лир жинсли булмаган снстоманннг умумии счимнни ¿ча 
олачи.с

у, =  (С ,х  +  е м  +  {  — * д1 *• * х ' ^ с м  4 | (*  I ) ■»' - >"> х I <’ ’ г.

У-, = — К.',х 4 4 С,) е * + ~ <’" г +  | ( — * -Н I «»л х4 (х4 I ) $¡(1 х \ е

9.6- §. Ч И З И К .Л И  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т К Н  Г Л А М А Л А Р Н  И Н I Н О Р М А Л  
С И С Т Р М А С И  УЧ У И  ч р г а р а в и й  м а с а л а л а р

I. Масаланинг куйилиши. Чи.чикли нормал системалар учун чам 
л-тартибли чизикли дифференциал тенгламалар учун куйилган 
чегаравии масалаларни куриш мумкин.

Ушбу

</г = /1 (*. у ......уа),

................................... (9.61)
(1ч„ С , к 

=!■• < * •  ....................

нормал система берилган булнб, / | ............. [„ функцинлар (« +
+ 1) улчовли фазпшшг бирор 1)„+ \ сочаеида аииклангаи на уалуксиз 
булсин. I),,  ̂ | сохадан икки нукта олами:*:

(Хо, у  I ( Х о ) ..........Уп( Хп )  ) £/>„ ц .  (Х | ,  У\ ( ДГ|) .............У п ( Х \ ) )  £ О п {
Чегаравии масаланинг куйилиши: агар (9.61) нормал система 

учун

# (*« . ц\( * , ) ...........уп{х» ) ; у\ (д:,), . . . , //„(*1) )  =
=  0, ¿ =  I ........... п (9.62)

муносабатлар берилгап булиб, системанинг (9.62) шартни кано- 
атлантирадиган ечимнни излаш талаб чтилеа, у чолда нормал система 
учун негаршшй масала куйилган дейилади.



и, =//, и.,) -  </!’• ' = *•
булса, (9.02) чегараний птрт Конш м;1саласининг шартига айланади

2. Ьир жинсли чегаравий масала. Энди (9.62) муносабатларда ц, 
функциилар куйидаги курннишда булсин:

/»,(//) ¡ - - ( а ; 11, //(А„М + ( а ! 11, //(.V,) )  — Л, ( у )  -  А , ,

м„ (у ) =  < * * / ( * . . ) )  | ( « у ;\  / / ( ^ ) ) - / 1= й 1; <//) — д,.

бунда а , " ’ =  (а , " ’ , а ,';1........ а ," ')* .  / = 1. 2; / = ! .........  п узгармлс
векторлар, А ............А„ узгармас сонлар, (а, у) ка вела р скаляр
куиайтмани билдиради. Агар А\ — . . . =  Л„ =  () булеа, масала бир 
жинсли чегаравий масала дойилади. Акс чолда бил бар жинсли 
булмаган чегаравий масалага ^гамиз.

Кейинги мулохазаларни чизикди тенгламаларнимг норма.) систс- 
маси учун юритамиз. Ьизга \ т б у

/. (р) (/=() (9,1’)
би|) жинсли нормал система берилган булиб, чегараний шарт

К "  {у ) = 0 , .ч=1, 2......  п (9.64 )

курннишда булсин. Бошкача айтганда, бир жинсли нормал система 
учун бир жинсли чегараний масала куйилган булсин. Мучим 
теоремами келтирайлнк.

9.17-теорема. Агар у " 1 (дг) , у 'г' (дг)......  // " (а ) вектор-функция-
лир бирор I интервалда (9.4) генгламанинг чи:шк,ли чркли ечимлари
булса. у )(ол()а I. (/?)// =  (), ^ V { у ) = 0. .V = 1........ п чегаравий масала
тричиалмас ечимга :*га булиши учун ушбу

«1 (У ' ' )  и "  (г/1-1 > ■ ■ хЧ (//""

! )  = К '; (>' ' ’ > (!г  (УГ2">■ ■ ■ йа

{ у 1 ' )  Я'!, О/1*4 - я :  ( V но)

детерминантнинг нолги тенг булиши :шрур в а етарли.
Теореманинг исботн 7.К- теореманиш исбоги каби.
Ьир жинсли чегараний масала хакнда япа 7.5 на 7.6- челатма- 

ларни бир жинсли система учун хам айтиш мумкин. 7 бобдагн каби 
бир жинсли чегараний масала учун Грин фумкциясини киритиш 
мумкин. Ьир жинсли булмаган систоманинг хиуснй ечимнни шу Грин 
функцннси оркалн ёзиш хам мумкин. Ш уш а ухшаш, чизикли вектор- 
днффереициал оператор /_ учун хоссонлар на хос нектор-функциялар 
тушунчасини киритиш, колаверса, бир жинсли булмаган чегараний 
масалаларни хам урганишимиз мумкин *ди. Аммо бу масалаларни

(9.63)



куришда мулочлзлллр 7- бобдаги клби булиб, 7- бобдл тегишди 
масаладар агайин тударок урганилгани учун, биз бу ерда мулочаза- 
ларни каиглриб утирмаймиз.

10-б об

Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н Г Л А М А Л А Р Н И Н Г  М У Х Т О Р  
С И С Т ЕМ А С И

Мух гор систем яла р дифференциал ген гл а мал ар еиетемасининг 
мучим хусуеий чодидир. Ж  уда кун лмалнй масалаларни ечнш мухтор 
системаллрни урганишга олиб келади.

К). I •§. М У Х Т О Р  С И С Т Е М А Л А Р

I. К). I-г л ь р и ф . Агар о<)дий дифференциал тенгламалар 
системасига зркли узгарувчи ошкор кирмаса, бун<)ай система мухтор 
система дейилади ва к,уйи<)агича ёзилади:

у и ... , у\'",г. ... ; у ,„у ,......  , у ' " " ' ) =  0, (10.1)

бунда

Г  =
,/•
ÜX

/=  I. 2, п, k = ] ,  2, m,

Мухтор еипемаларнинг физика ил техника млсалллнридлн келиб 
чикиш мамюсига карлб чркли узгарувчи сифлтидл / пакт олинади. 
Бундан кейин биз шу белгиллтни кабул киламиз. Тльрифдлн 
куринадики, мухтор системалар билли тасвирланадиган номлитум 
функцинллрнинг узгариш конуни вакт утиши билли узгармайди. 
Физикавнй конунларда одатда шундлй булади.

Иормал мухтор система ушбу

( 1 0 .2 )

куринишда екн

л’| — fl (л’| x.¿, ... . -t„).
X., =1>(Х, X.J, ... , х„) ,

x.¿, ... . Х„),

dx(
A' _  d!

X = f l X) (10.3)

векторли куринишда езилади.
Агар бу (10.2) системада чркли узгарувчи I сифатида вактни 

тушунилсл, бу система динамик система деб аталади. Кейииги 
мулохлзлларда биз лсослн динамик сиетемлллр билли иш курамиз.

1>нз куйида блён угадигаи хоссалар ва таедиклар умумлн 
( 10.1) к у ри н и ni дл i и мухтор системалар учуй уринли. Аммо биз



уларни ( 10.2) куринишдаги нормал мухтор еистемалар учун исбот 
этамиз.

Ьундан кейингн мулохазаларимизда (10.3) вектор-тснглама }(х)  
вектор-функция бнрор Dn сохада аникланган в а бирничи тартнбли 
хуеусий хоснлалари билам узлуксиз деб фараз угамнз.

10.1-теорема. Агар (10.3) нормал мухтор вектор-тенглама 
берилган булиб, лг =  <{(0 вектор-функция унинг бирор сними булса, 
у  цолОа ихтиёрий узгармас С лар учун * =  <{• ( / )=( { ( /  + С) вектор- 
функция хцхм (10.3) тенгламанинг ечими булиОи.

И с б о т. Мураккаб функциями днфференциаллан! коидаеи буйича 
содда хисоблашлар ёрдамида куйидагини топамиз:

=  <i(/ +  C ) - l=<H*  +  Q .

»ндн (/) функция (10.3) тенгламанинг ечими чканини исоотлаи-
миз. Теореманинг шартига кура^ х =  ц (( )  функция (10.3) тенглама­
нинг бнрор ечими, демак, ушбу у (/) ^/(<| (/)) айният уринли. Бунда 
/ ни t-\-C га алмаштирсак, «j (/ +  С) =  /(<|( t +  О ) айниятга чга 
буламнз. Тонилган муносабатдан

ч*; (/ )= ,;,(/  +  С) = / (4 (/-t-C)) =/<ч . (0  )■

Ш у бнлан теорема исбот булди.
2. Мухтор системаларнинг, жумладан, (10.2) системанинг хар бир

х =  (| (л ) векгор-ечимнга я-улчовли фазода ............а-,,) = х  нуктанинг
харакатини мое келтирамнз. \apa- 
кат давомида х нукта уша фазода 
бнрор чизик чизади. Ш у чизикни 
а- нуктанинг .\аракат траекторияси 
деб атаймиз. Мухтор енетемалар- 
да нуктанинг харакати тутрисида 

тулик маълумотга эга булиш учун нуктанинг факат траекторияеини 
бериш етарлн эмас, бунинг учун траекторияда, хеч булмаса, харакат 
йуналишини хам бериш лозим (36-чизма).

10.2-теорема. Агар лг =  <|(0 ни х =  у(1) вектор-функциялар
(10.3) тенгламанинг икки ихтиёрий ечими булса, у %ол()а бу ечимлар 
ё бирорта уам нук,тада кесишмайди ёки бутунлий устма-уст тушави. 
Вошк,ача айтганда, агар t \ булиб,  ф (t \) — ^ (/:>) булса, у %олда 
1|)(П = ф (/ С ) , C=t\ — t2 муносабат урин.ш булади (37-а. б чизма).

И с б о т .  Теоремани исбот уппн учун «| {/> ечим билан бирга 
<!.(/) = ф (/ +  С ). С =  /1— (■> ечимни хам курамиз. Бундам

(( , (/ 2) = ч.'(/2 +  е :)= 4 .(/а +  л - / й) = ф ( / | ) = ^ ( ^ ) .

яъни
ч . (/а)= ц - (Ы .



Шундай килиб, (10.3) тенгламанинг иккита х =  ф .(0  на х =
-\р(/) ечимлари бир хил бошлангич кийматларга эга. Демак, Коши 

георемасининг ишртлари бажарилади на ягоналик уринли, яъни 
д- =  ф, ( / ) , лг =  ф(/> ечимлар устма-уст тушади (аникланиш интервал-
ларининг умумий кисмида). В у эса теоремани исботэтади. Агар/1=/г 
б\’лс*а, теореманинг натижаси тривиал булади.

10.2- §. М У Х Т О Р  С И С Т Е М А  Т Р А Г К Т О Р И Я С И  НИ Н Г  М У \ И М  Х О С С А С И

Мухтор системанинг алохида олинган битта л: =  ф(/) траекторияси 
уз-у:шни кеса оладими, яъни 38-чизмада курсатилган хол юз 
берадими ёки йукми, дегап савол куяйлик. Бу саволга жавоб мухтор 
системанинг учинчи мухим хоссасини очиб беради.

10.3-теорема. лг =  ф (0  функция (10.3) тенгламанинг Г\<С(<Г2 
интервалда аникланган бирор сними булсин. Агар ф ( / | ) = Ф ( Ы ,  
/,=^/2 ва Г \ < 1\< Г 2, г | <С (2 <Т г 2 булса, у х;олда шу х — ц>(1) ечимни
— оо</<С +  оо интервалга давим эттириш мумкин.

И с б о т. 10.1 -теоремага кура ф(/|) =  ф(/2)
булгани учун *  =  ф(/-|-С), С =  11~  /2 функция 
хам ечим булади ($а ушбу ф(/) =  ф(/ +  0 . г ( <
< С .К г 2 айннят уринли. Бу айниятдан ф(х) 
функция г\ < /  С  г2 интериалда аниклангани 
учун ф(/ +  С) функция г, — \С \ < / < Г2+  |С| 
интервалда аникланган булади. Хакикатан, 
г \< }-\-С<г2 тенгсизликдан (,’> ( )  булганда 
г\— С < 1 < Г ‘2 ва демак, ечимни г, дан чаига 
(.' микдорга давом эттириш мумкин; шунга \xmani, С < 0  булганда 
г 1 <С I <С г-.’ — С, яъни ечимни г? дан унгга — С = |С |  микдорга давом 
лх  риш мумкин булади. Хар икки холми бирлаштириб ечимни г ,—
— | СЛ <с /<с/"2+  I С\ интервалга давом эттириш мумкинлигини кайд 
киламиз. Ш у интервалда аникланган фп1(/) ечим учун барибир 
ц " 1 (/) =ц>1и ( / +  С) айният уринли. ф(| 1 (/ +  С ) = ф ! (/) десак, 
ф ! " (М  = ф м>(/| +  0 ) = ф (/;) = ф (/2), Я Ъ Н И  ф !"(/ |) = ф (/2). бундан 
аввалгидек ф! 1 ( / +  С) = ф !и (О  экани келиб чикади. ф. (/) функция 
г I — I С| <С I <С Г2 +  I С\ интервалда аникланган булгани учун охиргн 
айниятдан фойдаланиб мавжудлик интервалини янада кенгайтириш 
мумкин. Бошкача айтганда, г\— 2 1 С| < /  <Сг2 +  2 1 С\ интервалда



аннкланган ечимни куриш мумким. Тегишли ечимни ц,(‘м(0  Ж ‘б 
белгилаймиз. Шунга ухшаш, манжудлик интервали г\— k \ C \ < t <  
< гг  +  Л|С| дан иборат булган qj**1 (/) ечимни куриш мумкин. 
Юкоридаги тенгсизликда £->оо да лимитга утсак, — о о < с/< + о о  
интервал хоеил булади (п ва г2лар кандай булншидан катъи назар). 
Ш у интервалда аниманган ечимни <р°(/) лсймиз. Шундай килиб, 
теорема исбот булди. Аммо иебот давомида мухтор сиетеманинг хар 
кандай траекториями чекли вактда чекеизга кетиб колмаслигидам 
фойдалакилди. Аслида курилаётган холда шундай. Illy  муносабат 
билан куйида етарли шартни бе[>адиган лемма келтирамиз.

10.1-лемма.  Агар Dn сохада / iU i, ... , хп), ... , / „ (* ..........х„)
функциялар барча аргументлари буйича чекланган хусусий х,осила- 
ларга эга булса, у х;олда (10.3) мухтор системанинг %еч к,андай 
траекториям* чекли вацтда чекеизга кетиб к,олмаш)и, яъни ушбу

lim | (|>(х) | =  сю, |ф(/) | =  -f ... +  ч£ (0
i -т

муносабат уринли була олмайди.

И с б о т .  Лемманинг шартига кура ^  2, ... , п,
I <?х,

( )< М  — чекли сон. Энди ¡¡(х) функция учун х =  0 нукта атрофида 
Лагранж  формуласинн ёзамиз:

<9/ (0 • х) <)f ((I • *)
/, (* ) =/, (0 ) +  - х{ +  ... -f* -  х„, i =  I. 2, ... , п, бунда

,,Х\ (ixn

О < 0 ,<  1, {)ix =  y£'L)„. 1/(0) | = С  деймиз. | ■■ | модулни ба-

холаилик:

.)/((),• X)
<1х м.

Бундан фойдаланиб, ¡ (х )  вектор-функцнянинг модулини бахолаш 
мумкин. Хаки катан, равшанки

I/, (х) I < С  + }Jn М  X  \х, | <  с- yjn -f ¡̂п М  X  I jc, I —
< i . - 1

=  V « ^ :  +  M  v  u , i ^ < , v ^ n ^ i +  v  |xj ^

бунда /V =  rnax (С, М ). Бу тенгмнзлнкдан фойдаланиб тоиамиз:

\f(x)\ = Y v(;' “ ч )
=  nN^\ +  v



к
Фара;* угайлик, г ,< д :< ;г ,+  X  |С„, I интерналда аникланган на

т I

— г-2 -̂  - |Ст | да чексизликка интилуичи а==ц (О  ечим мавжуд,
ч/ I

яъни / >т да |(| (/) | -► сх> ( г =  г\— 1 |С„,| булганда хам исбот
\ т - I

тунга ухшаш булади). У холда шундай т « < С т  томиладики, 
т . ^ / < т  интерналда 1<|(0 | > 1  булади Шунинг учун т . ^  / < т  нн- 
тервалда куйидагига *гамиз:

I4 <OI<I</', (0  1 +  1 4 ( 0 1 + -  +  Н „ ( 0 | <

<  Мп V '1 1̂ +  2  IЧ; 10 I ^ < и ( п  + 1 )М \/п [((40 I-

Бундам
| «I (I )

|<,(/)| ^  1Ч</)1 ^  1 у ^
Ьу тенгеизликнинг иккн томонинн т. дан / гача интеграллаб тонами.*:

1 ч ( 0 ! < Ы т . ) 1 < /Н" , И ^ .......... ! . < / < Т .

Аммо
, , , 4 1 ^ - 1  , V 1 « 1 «  + I ) \  \ " И  т . )/--►т да 1<| (т) | <  1«|'(т.) \е

тенгеизлик уринли булиб, унинг ум г томонидаги ифода мусбат чеклг 
сондир. Ьу эса фаразимизга :*ид. Демак, чекли вактда аг =  ф (а » 
траектория чекеизга кета олмандм. Лемма исбот угилди.

Кейинги мулохазаларда шу лемманинг шартлари ёки бошка 
етарлн шарт бажарилган деб кариб, х =  ц,(/) ечим — оо < / <  -|- сю 
интерналда аникланган деб хнсобламадн. Хуеусан, 10.3-теоремада

(/|) (/-0 . и Ф Ь
булгани учун

Ч (/) ^=4 (/ +  С , ) — ... =<!■■(мА,;)
айнинт бажарилади на ц{1) функция /-► т (т-чекли сон) да чекеизга 
интилмайдн. Аслида ц(/) счим чекли намда чекеизга интилмаслигн 
учун ф(/,) = 1|)(/:, ) , 1\'? 1> муносабатнинг бажарилишн хам етарли 
шартлардан бирндир.

Манбагдаги теоремада хам мухтор системанинг ечими (<(/|) =  
булганда — оо<;л:<; +  оо интерналда аниклан- 

гаи деб хисобланади.
10.4-теорема (мувозанат холат ва ёпик траекторинлар хакида). 

Агар (10.3) тенгламанинг бирор ц {1) ечими учун <|(Л) =  <{ (^)  
тенглик Сюъори.и'и. /\уйи()аги пири иккинчш ини инкор этадиган икки 
.угм на йсрнши мимкин:



34- чн »мл

1) Сшрча I лар учун
({ ( / ) = а ,  а =  const. а £ [ )п\

2) шундай мусбат сон Т мивжудки, ихтиёрий t учун

Ч'(/+ Т) =4(0
тенглик бажарилиб, ()<  |т| — Т21 <  Т булганва

Ф(Т|) ФЦ'(Т2)
ген г с и зл и к у р инли.

I ) халда в л кт утиши билли <р(/) нуктл хлракат килмайди, у доим
D n туиламнинг а нуктлсида б уда­
ли. Illy  <{(/) ечнм вл а нуктл 

Х  = а (10.3) тенгламанинг, яъни нормал
• мухтор сиетемлнинг муво:шнит
- долиты ёки мувозанит нук,таси
* дейнллдн. Баъзида уни тинчланиш 

нук,таси деб хам аталлди (39, 
б-чизма);

2 ) холда дг =  (/) ечнм даврнй 
ечнм, унинг грлфиги ёпик, траектория ёкн цикл (Оавра) деб лталлди 
(39, а-чизма).

1 0 .4 -т о о р е м а н и  м г и с б о г и . Ушбу

«1(0 =n>[t-\-C) (10.4)

лйиият уринли буладиган хар бир С / 0 сон x =  q (/) ечимнинг <)аари 
дейилади. Il ly  д: =  ((|(/) ечимнинг барча даврларндан тузилгаи тумллм 
F  булсии. Хозир бу сонли тупламнинг баъзи хоссаларини текшира- 
миз.

1 °. Агар C £ F  булса, C £ F  буллди. Хакикатан (10.4) да / ни / — С 
га ллмлштнрлмиз: <| (/ — С) =<ji(/). Бундам C £ F  келиб чиклди.

2°. Агар ф(/) = (( (/  +  С,), /= 1.2 .........k, C ,£F  булса, у холда

Ф (/ )= Ф ^ /- )-  £  яъни v  С, £ F  буллди. Хакиклтлн,

())(/) =(|i(/-t-Ci), 
ц,(1) =ф( /  +  Са) =  <*(/ +  С, +  С2),

ц.(/) =(|>(/-(-С* |) =  ч (/ (.k 2- -̂Ck i ) =  =  <р ± , 

Ч>(0 ^Ч ' ( /  +  С*> = .-  =  ф +  V С ,у

3°. F  тумлам ёпик. Хакикатаи, ушбу С), С-2, ... , С*.,... кетма-кетлик 
F  туплам элементларидан тузилган булиб, бирор Со га икинлашувчи 
булсии. C a £ F  эканнни курсатамиз. Равшамкн, q(/) =  ty(f +  С * ).



Шунинг учун ф(/) функциянинг узлуксизлигнга кура аргументда 
лнмитга утнш мумкин, яъни куйилаги амаллар уринли:

<!-'(/) =  lim <!■(/) =  lim ф( / +  С*) =  4 (/ + lim Сь) = ф (/ +  £»)
*  .П Г  *  . х fr .ПО

Демак, CoÇF b;j F  ёпик.
4°. F  туплам нолдан фаркли еонларни уз ичига олади, чунки

(10.4) да С ф  0 { ^ Ф Ь ) .
Энди теореманинг исботнга утайлик. /^туплам учум куйидаги икки 

хол булишн мумкин:
1) /'туплам  барча хакикий еоилар тупламидан иборат;
2) F  тупламд.* шундай кичик муебат Т сон манжудки, у туплам шу 

7' еонга бутун каррали сонлардан иборат.
Бошка холлар була олмайди. Були исбот чтамиз. F  тупламда 

мусбат еонлар бор, чунки ()£/•’ булнб, С, С лар уннмг Клементи.
/•'тупламда чнг кичик мусбат сон булмасин, яьни нхтиёрий мусбат 

к > 0  учун шундай С давр тониладики, С о  булади. 2°  хоссага кура 
w -бутун булса, шС хам давр булади. С О  булгани учун нхтиёрий 
хакикий Си учун шундай бутун m тониладики, К'<> — mCI О  
тенгсизлнк бажарилади. Ьундан нхтиёрий Со сон F  тунламнинг лимит 
нуктаси акани кслиб чикади. Ш у билан бирга F  туплам ёпик булгани 
учун у барча хакикий еонлар туплами билан устма-уст тушади.

Энди F  туплам барча хакикий еонлар туплами билан устма-уст 
тушмасин, дейлик. Юкорида нсботланганига кура бу холда F  туплам­
да чнг кичик мусбат сон Т манжуд. С нхтиёрий давр булени. 
У холда шундай бутун сон m ни танлаш мумкинкн, ушбу | С — гпТI <  Т 
тенгсизлик бажарилади. Бунда С — гпТфО дейлик. Лммо С ва гпТ лар 
давр булгани учун С — т Т  хам давр булади. Демак, |С — т Т\  хам 
давр булади. Шунинг учун |С — тТ\  > 0 в а  \С — пгТ\ <сТ тенгсизлик- 
лардан тунламнинг 7'дан кичик булган мусбат даври мавжуд. Бу 
булишн мумкин ^мас, чунки Т сон /•' тупламда эн г кичик мусбат давр 
ад и. Зиддият С =  т Т  булишн кераклигини исботлайди. Демак, 
С =  гпТ. Шундай килиб, курилаётган холда F  туплам Т га каррали 
сонлардан иборат. Натижа килиб айтгандл, даврлардан тузилган 
/•' туплам ё барча хакикий сонлардан иборат, ё унда энг кичик мусбат 
сон Т > 0 мавжуд ва F  туплам шу Т га каррали сонлардан ташкил 
топтан.

Биринчи холда if (/) счим учун нхтиёрий хакикий сон давр булади; 
бу факат <| (/) вектор-функция узгармас вектордан иборат булганда- 
гина мумкин, яьни агар ц.(/) a £ D „  булса, у холда С нхтиёрий 
хакикий сон булса хам <{(/ +  С ) = и  тенглик бажарилаверади. Виз 
мувозанат холатига эгамиз. Иккинчи холда F  тунламнинг энг кичик 
мусбат Т сони <j>(/) ечимнинг даври (эн г кичик мусбат даври) булади. 
Бнз даирий ечнмга чгамиз. Шундай килиб, теорема тулнк исбот 
булди.



I. \олатлар фазоси. Мухтор систем;! ( 10.2) нинг унг томонндаги 
функциялар л-улчовли фазонинг бирор очи к А тунламида аниклан- 
ran. Illy  тупламнинг хар бир {У,1.........х*‘)=х?' нуктасига ушбу

п та сонлар кетма-кетлигини мое келтиршп мумкии. Уларми п улчовли 
фазонингхи нуктасидан чнкарилгам f { x ’) векторнинг координаталари 
деб караш мумкин. Бундам куринадики, мухтор системага очнк А 
тулламда амиклангам вектор маидон мос келади.

х нукта А тупламнинг ихтиёрий пуктаси булсин. Мухтор 
системаншп геометрии маьноси нуктни пазаридан шу х" нуктага 
ундаи чикадиган fix") вектор мое келтирилгаи. Мавжудлик ва 
я гон ал и к теоремасига кура ( 10.2 ) сиетеманинг q ( / „ ) = * '  шартми 
каноатлантирадиган x =  if(/) ечи.ми мавжуд. Бу ечимга /=/,( да 
граекторияси х" нуктадан утадиган нуктанинг .уаракати мос келади. 
Харакати давомида * =  (j(/) ечимни белгилайдшан иуктанннг 1« 
моментдаги тезлиги f (x ° )  вектор билан ифодалаиадн, яъни

1 0 .2 -т а ь р и ф. ( 10.2) мухтор системининг .уолатлар фазоси деб 
шундаи п улчовли физоги айтиладики. унди шу системининг ечимлари 
траекториялар билан, системининг у:ш ней вектор майдон билан 
тавсифланади. Траекториялар х, о лат траекториялири деб, некторлир 
х,олат тезликлари деб аталади.

10.5- теорема. Ушбу а =  (ü ].......а „) £ l ) „ { l ) n — А) нук,та (10.2) сис-
теманинг мувозинат jçoautu булиши учун. яъни шу системининг 
^(/) ~ а ,  а =  const айният уринли буладиган х =  (/) ечими мавжуд 
булиши учун [ )п со^анинг а нуцтасида .уолат тезлиги нолга генг 
булиши зарур ва етарли.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  a £ i ) n нукта мувозанат холати деилик. 
У холла (10.2) сиетеманинг <^(/)^а айният уринли буладиган

x =  ni(() ечими манжуд. Шунинг учун /(а) — ‘̂ ц (/) — (*а =  0. Де-

мак, f ( x ) холат тезлиги х=^а нуктада нолга айланади.
Н т а р л и л и г и .  a £ D n нуктада f (a )= ( ) .  Бу холда ( | ( / ) =а  

функция (10.2) системанинг ечими булади. Хакикатан, < [ ( / )=а£ ( ' \
u £ ih ,  Ч '(0  =  = 0  ва f i a )  = 0 . Теорема исбот булди.

10.1 - н а т и ж а .  ( 10.2) мухтор системининг мувозанат ^олатлари 
(ну^талари) ушбу

fnia |........u„) = 0
чекли тенгламалир системасининг (унга ^осилалар кирмайди) 
ечимларидан иборат. Хусусан, =  ( v— 1)! теигламанинг мувоза

1\{х"), fz {x " ) ........fAx")

Si
— f(x„) Энди ^олитлир фазоси тушунчасини киритамнз.

f\ (ü l.  ... , «я) = 0
(10.5)



пат нуктаси д: =  1 нуклидам иборат, чунки (лг —- I ) ‘ =  0 тенглама шу 
ечимга чга. =  (х — I ) 1 (х +  2 ) тенглама иккига х = \ ,  х =  — 2 му­

возанат и\ктасига эга. Яма ушбу
. V ,  = > . , Д ' | ,

X-, =
к |, хакикий, Xit^-O, системанинг мувозанат

чолати координата бошидан иборат будиб, 1)? соха бутун текислнк- 
дир. Шунга ухшаш

Xi = (U 'i — Ьх->, Xi =  l)X\ -hiiA'j ( b ^ i ) ,  а хакикий еондар)

системанинг мувозанат холатм хам координата бошидан иборат, 
•IУ НК  II

|адг, — Ьх., = О, 
bxt -|-üa., = О

система фа кат гривиад ечимга эга (система мин г детерм и на нти 
а'-\-Ь' / 0 ) .  Мувозанат нукталари еанокди ёки саноксиз будишн 
мумкин. Хусусан, x =  siiu  учун х--кл (к бугун сон) иуктадар 
мувозанат нукталари будиб, санокдн тупламни таткид  кидали.
( А', ==(),
{ . система учун Л| = 0  чизик (дг> ук) мувозанат холатннн беради. 
\x. ,=xt
1»нз саноксиз тупдамга эгамиз. Агар дг, =  0, / =  1......... п система
беридган будса, мувозанат нукталари п улчовди фазодан иборат.
Агар А', =0, Хк =  й к Ф  0, /=  1....... п, I k^ .n , i Ф к  система беридган
будса, унинг мувозанат нуктаси манжуд эмас, чунки )ф ( ) .

2. Скаляр мухтор тенгламанинг холатлар тугри чилиги ва 
мувозанат холати. Ушбу

i  =--/(*) ( Ю.(i)

скаляр мухтор тенгдамани курамнз. Ьунда f ix )  бутун R' тугри 
чизикда уздуксиз ва уздуксиз днфференциалланувчи (функция. Яна 
кушимча фа|)аз ламнзки, / ( а )  (|)умкциянинг ноддари (улар беридган 
мухтор тенгламанинг мувозанат нуктадаридир) лимит нукгага чга 
булмасин. Г>у фаразга кура / ( а )  н н н г  ноддари бутун тугри чизикни 
чекли ёки санокли еондаги интервалдарга будади. Энг чаи 
ннтервалнннг (агар у манжуд будса) чаи охирн сю, ли унг 
интервалнинг (агар у манжуд будса) унт охирн +  оо будади. Ш у 
интерваллар системасини 1 билам бедгилаймиз. Агар f (x)  функция 
R'  тугри чизнкла битта хам нолга чга булмаса, ^ система битта 
( — оо, -f оо ) интервалдан иборат булнб, } (х) битта дг« нолга эта 
булган 1 система иккита ( — оо ,х (>), (*ц, 4 00 ) интервалдан иборат 
будади.

К).6-теорема. 2 системанинг бирор интервилини (а, Ь ) дейлик, 
нъни (а , />)££. пни дгм£ (а, Ь) булсин. Агар * =  <;(/), г | <  / С



берилган тенгламанинг (0, Хо), Г \ С ^ С Г ' 2> бошлангич к,ийматларга 
эга булган давомсиз сними булси. у  jçoaôü / (дг0) >  0 булганда ушбу

c h ,  r { C t C r 2; ( 10.7}

lim <| </) = а ,  lim ф(/) = b  ( 10.8)
' ". '

муносабатлар уринли; шу билан бирса, агар а (ёки Ь) чекли булса,
у jçoaôü гх (ёки г2) чексиз булади. Шундай к,илиб, х;ар бир (а,
b ) интервал битта %олат траекториясидан ибюраг.

И с б о т .  f (*<»)>• О, *nÇ(a,  b) булгани учун (теоремами
f(xci) < 0  булганда хам тегишлича баён этиб, нсботлаш мумкин), (а, Ь)

интервалда f (x ) > 0 ва лг> 0  була-
ди. Бумдан (а, Ь) да холат

— ----------- т - ---1---------- нуктаси чапдан унгта кара-о Ь с d ,  'кат килиб, холат траекториясини
40- чнim;i чнзишм келиб чикади (40-чизма).

Демак, ( усншн билан (j(/) нукта
{а, Ь) интервалдан факат унг охири оркали чикиб кетиши мумкин
(агар бу мумкин булса). Дейлик, t =  t\ булганда ф (/|)= /; булсин.
Эслатиб утамизки, f (b)  = 0  ва b мувозанат нуктаси, бу b нукта хам
10.4-теоремага кура мустакил траекториядан иборат. Аммо юкорида-
ги фаразга кура х =  Ь ва х =  ф(/) траекториялар t — (\ да кесишади.
¡ (х)  функция узлуксиз диффсрснцналланувчи булгани учун (И).в)
тенглама ихтиёрий тайинлангап бошлангич шартни каиоатлантиради-
ган ягона ечимга эга. Шунинг учун биз зиддиятга келдик. Демак,
I усиши билан ф(/) нукта (а, Ь) интервалдан чикиб кета олмайди.

(/) нукта ( камайиши билан (а, Ь) интервалдан чан охири
оркали чикиб кета олмаслиги хам худди !пундай курсатилади.
Демак, ушбу аС ц > (£ )< Ь  тенгсизлик уринли. Шундай килиб.
( 10.7) муносабатлар исботланди.

Энди (10.8) муносабатларни исботлаймиз. Бунинг учун
Пш ц. (1)=Ь ни исботлаш етарли. Кол ган муносабат шунга ухшаш

нсботланади.

lim (f (/) Ф Ь ,  яъни lini<f(0 = c*< ft
I -г., / ч ,

дсб фараз этамиз. (а, Ь) интервалда /(х ) > 0  булгани учун 
f ( c ' )  > 0  булади. ( 10.6 ) тенгламанинг (0, с*) бошлангич кийматларга 
эга булган ечимини ф (0 дейлик. Демак, ф(0)=с* ,  -ф(/) = / (^ (/ )  ). 
Бундан f { c ' )  > 0  булгани учун бирор 1 — 1, < 0 , t, (~(r i, r-¿) булганда 
4'( í . )= s f*  келиб чикади. Йккинчи томондан, да ф<¿) —►г»
булгани учун <р(/.) < í'*, i . С ?2 булади. Бу тенгсизликларга acocan 
i|i(/,) = q i(/ .) = х „  a C x , C c * C b  деб таилаш мумкин. Бошкача 
айтганда, ( 10.6 ) тенгламанинг иккита ф (/ )  ва ечимлари бир хил 
бошлангич шартни каноатлантиряпти. Бу ечимнинг ягоналигига зид. 
Шундай килиб, (10.8) муносабатлар исботланди деса булади.



Теоремаиннг охирги тасдигини исботлаш колли. Ьунинг учун 
b чекли булсин дейлик, яъни Ь <  +  г'2=  +  00 чканиии исботлай-

1>у функция ( 10.6 ) тенгламанмиг ечнми, аммо бунинг булшни мумкин 
эмас. Акс холла нкки ечим дг =  х (0  х =  Ь лар 1 =  гч булганда бир 
хил кийматларга эта булади. Шундай килиб, г ? =  оо. Худди шуига 
ÿxujam а >  — оо булганда г\ =  — оо экани исботланади. Теорема 
тулик исбот булди.

Келтирнлган теорема (10.6) теиглама ечнмларининг мухим 
хоссасини боради. Навбатдаги хоссани баён эти шлам аввал баъзи 
тушуичаларни киритамиз.

Ьерилган ( 10.6) тенгламанииг бнрор мувозанат нуктасини b, 
ундаи чаи ва унг томондаги эн г якин мувозапат нукталарни а ва с 
дейлик. Агар (о, Ь) интервал ^ системанинг энг чаи, {Ь, с) эса унинг 
энг унг имтервали булса, у холла а =  — оо, с =  +  оо булади. 
Куйидаги мулохазалар т у  холларда хам уринли. Демак, (a, b) Ç2, 
(/;, < )6 -- Хар бир (а, b) ёки (b, с) интервалда ¡ ( х )  ф-О. Uly j {x)  
функциининг мусбатё манфийлигига караб (а, Ь) ва (6, г) интервал- 
ларда холат нуктаси I ортиши билам ё b га якинлашади, ё ундам 
узоклашади.

Агар хар икки («, b ) ва ( b, г ) интервалларда хам холат нуктаси 
t ортиши билан b га якинлашеа, у холда иукта (мувозанат нуктаси) 
тургун дейилади; агар / ортиши билан хар нкки интервалда хам холат 
нуктаси b нуктадан узоклашеа, у холда b иукта нотургун (тургунмис) 
дейилади; агар / ортиши билан холат иукта бир интервалда b га 
якинлашиб, иккннчи интервалда ундаи узоклашеа, у холда b иукта 
ярим тургун дейилади.

х =  х тенгламанииг битта х =  0 мувозанат нуктаси бор. Демак, 
Ь =  0 ва £ система иккита ( — оо, 0 ) хамда (0, 4- 00 ) ингерваллардан 
ташкил топтан. Равшанки, ( - оо, 0) интервалда холат нуктаси b дан 
узоклашади. яъни х < ()  булгани учун харакат унгдам чапга булади. 
((), -|- оо ) интервалда эса харакат чапдан унгга булади, яъни холат 
нуктаси вам  утиши билан b нуктадан яна узоклашади. Шундай 
килиб, х =  х теиглама учун 6 =  0 иукта нотуртун мувозанат нуктадир. 
Шуига ухшаш, агар дг= — х теиглама курилса, х =  () иукта тургун 
мувозанат нукта эканини курсатнш мумкин

Мулохазаларни интеграл чизиклар ёрдамида хам олнб бориш 
мумкин эди. Хусусан х = х  теиглама учун х =  () мувозанат нуктасига 
(/. дг) текисликдати тривиал ечим, яъни / уки мое келади. Бу 
горизонтал укнинг юкори ва паегки кисмидаги интеграл чизиклар 
t ортиши билан борган сари т у  у клан узоклашиб кетади (41-чизма). 
.V =  — х тенгламада эса бунинг акси булади.

Шундай килиб, (10.6) теиглама учун b мувозанат нуктанинг 
атрофида.аникроги (а, Ь) ва (Ь, с) интервалларда холат нуктаси- 
нинг харакати тугрисида куйидаги теорема уринли.

миз. Фараз этайлик, г2 <  +  оо. Ушбу функциями киритамиз:



10.7-теорема. (10.6) тенглама- 
нинг мувозанат нук,таси b тургун 
i> if лиши учун («, Ь) интервалда 
f (x)  > 0  на {Ь, £') интервалда 
f ix ) < 0  булиши зарур ва етарли; 
мувозанат нук,та b нотургун були­
ши учун (и, Ь) да ) {х) <-.(), ( Ь, с) 
da f (x) < 0  булиши зарур ва 
етарли; ш цоят. Ь нук,та ярим 
гургун булиши учун i (х) функция- 
нинг шиораси (а, b ) ва (Ь, с) 
интервалларда бир хил булиши 
зарур на етарли.

by теореманинг исботи юко­
рн лаги мулохазалар ва таъриф- 
ларга асоеан раншан.

Lliymi эслагамизки. бу теоремада фойдаланиш учуй функциянинг 
ишорасини у ёки бу интервалларда текшириш лозим. Агар ¡ (х)  
функциянинг хосилаларидан фойдаланеак, текшириш осонлапмди. 
lily  муносабат билам куйидагн теоремами кслтирамиз.

10.8-теорема. ( I 0.6) тенглама учун Ь мувозанат нук,та булиб, Цх) 
функция шу нук^тада 2s+1 (л — натура л сон )-тиртибгача у.члуксиз 
%осилаларга эга булсин. Агар ушбу

 ̂J 411 (M il

Г \ ь ) = . ..=/•'*' " ( б ) =о ,  Г " [ Ь ) * о 10.9)

муносабатлар бажарилса. Ь нук,та ярим тургун мувозанат нук,та 
булади; тун га  ухшаш, агар ушбу

f ' {b ) = „ m=p*"  (6) = о , /'*♦ 11 (/>) -М) (10.10)

муносабатлар бажарилиб
а| /<2' * " (/ ? ) < 0  булса, Ь- тургун, ( ]0 j ()/j
б) /,2' + "  (Ь ) > 0  булса, Ь- нотургун (10.10")

мунозанат нук,та булади.
И с б о т .  (10.6) тенгламада f (x )  функция бирор ¿-тартибгача

узлуксиз хосилаларга чга булсин. У холда f (х) функция учун х = Ь  
муктанинг атрофида Лагранж формулаеиии ёзамиз:

/'(А-)=/(Л ) +  г '!”  < * - * )  +■ '"£ ' ( х - Ь )  Ч . . . +

+  U - * ) ‘ +  <>(<*- Л)‘ ). ■'k\

бунда lim 0|'/| = 0 . Энди к — 2s булсин. У холда (10.9) муносабатлар-
„ .и и

дам фоидаламсак,

‘ ‘ 0 1 а ) (0 кичик ‘Я.1ЛМ ) ■г га ннгЛа гаи к • и гартиС». im чеке и t кнчнк чшкдор



( х - Л )2' +  ( ) ( ( х - Л ) 2')

формулага чга буламиз. лг£(а, Ь) дейлик. Бу холла х — Ь <  0; 
шунингдек, х£ (Ь, с) булса, х — /;>(). Аммо (х — Ь ) л' >  0 булади. 
Шунинг учун формуланинг унг томонидаги 0 ( ( х — Ь) ' " )  нфода

 ̂ <й| (х — Ь )2'' хаднмнг ишораеига таъсир чта олмаганидан {‘2*)!

*\цп({х )=$Щп1 ^  . х£ {а ,  Ь),  х £ {Ь ,  с)

муносабат урннли. Лекнн [ {2"] ( Ь ) Ф  0. Шунннг учун ¡ (х)  функция 
(а, Ь) на (Ь, с ) интервалларда бир хил ишорага эга. Демак, 
(10.9) муноеабатлар бажарилганда Ь нукта ярим тургун булади.

Энди (10.10) муносабатлар уринли буленн дейлик. У холда 
Лагранж формуласида /г =  2.ч+1, .ч=0,1, ... лоб тоиамиз:

Их) =  + 0 ( (Ж  — * ) “  "  ).

Бу формулада унг томоннннг ншораси биринчи хад билан ¡шикла- 
надн, ишорага ( ) ( ( * — Ь)’2' * ' )  хадгаъсир эта олмайди. Аввал (а, Ь ) 
интернални курайлик. Унда * — /;<(), демак, [х — Ь) '~ ' ' "  < 0  . 
Бундам (а,Ь)  ва/ (х ) нинг и ш о р а с и * " (Л )  нинг ишораеига тескари 
булиб чнкади, яъни (а, Ь) интерналда

1гг' 1} I/л
{2*+])\ ' Х £ {а ' Ь ) - (10.11) 

(Ь, с) интервал учун х — Ь> { ) ,  (х — Ь ) 2' + 1 > 0  на ( Ь , с) да

& \ ^ п ( (х )= ^ п 1--^+ ^  , х£ (Ь ,  с). (10.12)

Топилган (10.11) на* (10.12) муносабатлардан <' *""(/?) < 0  булса, 
Цх)  > 0 , х£ (а, Ь ) , / (х) < 0 . х£ (Ь. с) тенгсизликлар к ели б чикади. Бу 
холда таъриф буйнча Ь нукта тургун булади. Агар /(~' * "(/> )> () бул­
са, ушбу / (* )< () ,  х £ (а , Ь)\ / (* )> ( ) ,  х £ (Ь ,  с) тенгсизликларга 
чгамнз. Бу холда ->са Ь нукта иотургуи булади. Теорема нсботбулдн.

Хозир исботланган теоремада келтирилган (10.9) ва (10.10), 
(10.10'), (10.10") шартлар мувозанат нуктасининг ярим тургун, 
тургун ва нотургун булипж учун етарли шарт вазифасини бажаряити. 
Аслида бу шартлар :шрур ва етирливир. ^арурлнгининг исботи хам 
кжоридаги каби булади.

М я с и .1 . 1  а р . I. Динал х — х тенгламанн олай.шк. Уилл Ц х ) = х  булнб, 
/'(О) =  !> ( ) .  Демак. 10.8- геиремлга к у ра дг =  0 нуктл нотурпн . Агар х = - - х  
гтш.чаманн олсак, \нла /(д ) =  - х на /'(О)-- - 1 < 0 .  Ь у  холла х =  0 н\кла т\|н\н 
булалн. Энди д: =  ^ (.г-  I ) (,г +  I ) (.г -)-2), 0 / р =  соп8( г см I ламани к\рлйлик. Унда 
I ( х ) =  р {х — I ) (х | 1)(.г-)-2) б\либ, х | =■ I . * * =  — I, х \ = — 2 нукталар муиоллилч 
нукглларидлп ибпрлт Хосиллларнн х то бл ай ча



f ' ( x )  = p | ( *  -f 1 ) U  f  2 ) +  <x — I ) (x- f 2 ) +  <x -  I } (x +  ] )|-
K> риниб турибдикн, / ' ( ! ) =  •>/>. Г  ( I ) =  — 2/>, 2 ) =  3/> на p Ф  0 булга ни учу» б\ 
хосилалар нолдаи фарклн but 2х {1  =  1 бу.пан цаии чгачм.». Лглр /»> () булса.

^ (>/»>() па X] =  I нукта ногургун, — 2р~>0 на
м •*— - 1 -■ ■ •- х-j =  — I нукта ту рг\и. 3/><0 на х ,=  — 2 нукта

~ 2  1  Q i аптурсун булади (42 -чнчма).
2. Уж бу x =  sirtx пчпмама \чум муиозанат 

42- чи .ш а нукталарн sin х =  О тснгламанинг нлдизларндан
иборат. Илдизлар х =  «л  (и бутун гон) куринишда оннлади. by холда 
/' (х) =  ( sinx ) '  =  cos х б\лнб:

> ( ) ,  агар х =  2Агл, к бутун сон.
< 0, агар х =  ( 2fc f  I )л , к б у к и  ч ж .

10 Н-тгоремага кура, x =  2k.i курннишдагн нукталар ногургун, х =  ( 2/i-f I )л  кури 
нишдаги нукталар чел тургун булади Кайл  килнб утам ш кн, бгрнлган тенгламанинг 
м\1)о.)анат нукталарн ганоклн булиб, лимит нуктага чга чмаг.

>s х |

3. Мухтормас системанинг холатлар фаэосига мисол. Ушбу 
дг, = а ,

(10.13)
х.г = Ш ,  а > ( ) ,  Ь > ( )

Мухтормас снетеманн олайлик. Унинг умумий ечими
X, =й/ +  С,,

(10.14)
x.,=bt -\-с.г

куринишда ёзилади. Ьерилган системада /1= 2  булиб, f \ = a ,  
f.2 =  ̂ bi2 функциялар /, х\ ва х2 лар буйича узлуксиз дифференциалла- 
нувчн. Коши тсоремаеига кура, (/, xi,x-j) узгарувчиларнингфазосида 
ихтиёрий тайинланган Uo, х'{, х°?) нуктадан берилган системанинг 
шона интеграл чизиги утади. 15у бир томондан. Энди системанинг 
ечимини холатлар фазоенда тасвирлашни курайлик Унинг учун
(10.14) дан t нараметрни чикариб ташлаймиз:

«
Хч= * (х — с\ )■’ , (10.15)

а

Ьу кубик параболалардан иборат булиб, (C i, с*) нуктадан утади ва 
х2 =  с'2 чнзикдан настда кавариклиги кжорига, шу чизикдан кжорнда 
эса канариклиги пастга караган булади. Ш у билан бирга у чнзнк 
х =  с { чнзикка урннади хам. Агар ё с\ =  с", с'гФс*, ёки с \ ф с f, c'2 =  c'I 
булса, тегншли кубик параболалар узаро кесишмайди (43-чизма). 
Буни аналитик усулда исбоглаш кийин чмас. Параболалар кесишади 
дейлик. У холда

У =  Ьл (X — с\) +  <v у =  ь ( *  — г,) -\-с2
а а

лардан

А ( г’, — с\ ) =  с, — с.2, А =  b >  0 (10.16 )



теныикка чгамиз. Агар с'\=с", с? ф сЧ  ёки с "Ф с \ , с'г — с'̂  муноса- 
батларни куреак, юкорнда зидднятга келамиз. Демак, кубик 
параболалар кесиша олмайди.

Энли с\= с”, с'чфс'! булсим. У \олда тсгишли кубик параболалар
(10.16) генглик уримли булганда узаро кесишадн. Демак, (Х|, л_<) 
текиеликнинг хар бнр муктасидан ягона кубик парабола утмандн (43, 
и-чизма). Аммо (/, лг|. х?) фазода нгоналнк уринли чди. Шундай 
кнлиб, бу мисолдан куринадики, мухтормас сиетемаларни улариинг 
холатлар фазосида текшириш максадга мувофик чмае.

М л ш к Ушб> сисн'чл.шрнкиг счич.кф и хачатлар фи »осидл 1аснирлансин:

(ДГ| и >0. 
х., = Ь1, Ь >  0;

3. х =  (х - 1 ) 1 и  + 2 ) ( м\нп.кжсМ нукт<1.1 <1 ри \ам тгкш ирнлснн);
4. х — — ( ч у т и . ж л г  нуктасн  хам т о к т н р н л о ж ).

10.4- §. Ч И ЗИ К .Л И  У 3 1 А Р М А С  К О Э Ф Ф И  Ц И  Ь Н Т Л  И Б И Р  Ж И Н С Л И  
С И С Т К М А Н И Н Г  Х.ОЛ А Т Л А Р Т Е К И С Л И Г И

I. Системанинг каноник куриниши. Бизга ушбу



чи:шкли у.чгармас коэффициеитли бир ж инии система берилган 
булсин. Ву системанинг детерминант:

I)  = "  ‘Ч
и . , , и .,2 |

булиб. (И). 17} система учуй координат;! боши ((),()) муиозанат иукта 
булади. Аммо ундан бошка мувозанат холатлар хам булшии мумкии. 
Агар I) уМ) булса, (10.17) снстсманииг координата бошидан бошка 
мувозанат иуктаси була олмайди. Агар />/-() булса, равшанки, 
А =  (« ,,), /. / =  1,2 матрицанинг хар мккн хос сонлари нолдап фаркли 
булади.

Хо:шр биз А матрица хос сонларига караб, (10.17) снстсманииг 
куринншини соддалапггириш билам шугулланами:*.

А ) А м а т  р и ц а н и и г х о с с о н л а р и х а к и к и й , х а р х и л 
па н о л  д а н  ф а р к л и .  Уларни >.| ва к-.> дсйлик. Ву холла
(10.17) системами махсусмас алмаштириш ёрдамида

У\ =  >-!«/!. 
У- =

(10.18)

курииишга келгириш мумкии.
111у муносабат билан куйидаги алмашги|)ишни важарайлик:

У>=УХ I
аЬ — ру Ф  0.

Хосилаларни хисоблаб, (10.17) дан фойдаланамиз:
//, + 0 ^ =  (а иа +  а а|Р)*1 +  («г.-а + «22р)*2,
У2 =  ух\ +- Ьх2 =  (ацу+а-лЛ)Х| +

Ву ифодаларни мое равитда к\у\ ва к ^  ларга теиглаиггирамиа:
а и а  +алР).¥| +  (а, -а + а^ ф )х :. =  к, (аж1 +  рдгг).
(а п Т Ч  а*|Л)*| •+- (« г- ^ - М ^ М ^ ^ М у - * ! + ^ г )-

Энди x̂  ва Л:> л ар олдидаги кочффнциентларни тенглаштирсак, 
ушбу

( « и — > . | ) а + а 2 1 р  =  0 ,

(«22 — Х |)Р= 0 ;
( 10 .2 0 ) 

( 10 .2 1 )

системаларми хосил килами:*. Равшанки >и ва учун

(«и — Х:г)Т +  «а|Л =  (). 
«12Т +  («22— А.->)6 =  0

а и — к, и |» 
и 21 «22—

=  0. /=  1.2. бунда 1)[к) = «1|— >. «12 
«21 «22 — к



Шунинг учун /У (л.,)
Ч I | —  К  и->\

-.-О бчла ди. By тенгликка
I и\2 ClM — h

асоеан (10.20) на (10.21) систсмалар а, р на у, Л ларга нисбатан 
тривиал булмаган ечимларга хам чгя. Хусусян,

деб гянласа Охлади. Агар (10.22) тенгликлардан фойдалансак, 
(10.19) алмяпггириш махсусмяс буля олядими? I l iu m  гскширайлик. 
Кун  идя гига чгамиз:

-хб—• |iy =  — uL.| (а11 — А.̂ ) -1- (<jj | — k\)«2i =«2i — A i) .

Бундян ui?i #  0 булгяида ah  — экяни келиб чнкади. At а p
u lM= 0  булса, «i_-=0 булгяндя (10.17) сиегемя

куринншда, ньни (10.18) куринишидя ёзилган булади. Энди агар 
а-п = 0  булиб, щ-2ф () булса, у холда (10.17) система ушбу

курининшн олади. Бунда Х\ мя х? лар ролинн алмаштиреяк.

снстемагя чга буламиз. Энди бу снстемада а-д урнидя «12 турибди. 
Шунннг учун а-2\ ф 0 булгандяги мулохазалар а ^ ф О  булганда хам 
утади. Шундяй килиб, (10.17) системани унимг матрицаси хакикий, 
хар хил ва иолдан фаркли хос сонларга *га булганда (10.18) кури- 
нншдя езнш m v m k h h . by (10.18) система курилаётган холда
(10.17) снсгемянинг каноник куринишн дейнлади.

б) Л м а т р и ц я н и н г х о с с о н л а р и к у ш м а к о м и  л е к с. 
Уларни =  Х̂> =  ц — /v, v т«М) дейлик. Авиало (10.22) кий-
матлардан фойдалансак. (10 19) алмяштнришни бундяй п и ш  
мумкин:

Illy  алмаштирнш формулалари Xi, h> ляр комплекс булгяндя хам 
уринли. Я| ня >.2 ляр урнига уз ифодаларнии куямич:

а  ~ а г\, — — (¿j 11 — A i); у — a >t, iS =  — (ui ( — X..) { 10.22)

</i=UjiA'i — («II — X i) д:̂ , 
y- =  a2ix\ — (ап — Х-»)л*2.

i/l =  «21* I “  (« II — )i — /V)A j ,  
y., =  U 2\X\ —  ( i i t i  —  Ц + i y ) X 4 .



У I = и | -\-iu-2, 
yt — ut — iu-i

деб белгиласак,
и | =  а^*1 — («и  — 
и2 =  ххг

келнб чнкади. Содда хисоблашлар ёрдамнда (10.18), (10.23) ва
(10.24) ларга кура куйидагига эгамиз:

du. du 
dyi  =  1 + /  2 = { n + i v ) y . ,  
dt dt 1 dt ь 1

du, du.,
. +  / “ = ( n + / v )  а..|ДГ|—  ( u n —  ц — / v ) * *  =

at at

= (|iu, — \ u 2) H-/(VM| fpiMa).
[Лундам килиб, ушбу

муиосабатларни хоеил киламиз. Ш у (10.25) система берилгам 
системами»!! хос еоилар комплекс булгам холда камомик куринишидан 
иборат.

Ллбатга. (10.25) системами интеграллаб, (10.24) формулалар 
оркали х\(() ва х?{1) ечим тоииладн.

В ) А м а г  р и ц а и и н г х о с с о и л а р и у з а р о т е н г в а 
н о л д а н  ф а р к л и .  Курилаётган холда А.|=Х?7£=0. />(Х) = 0  темгла-

а 011 *f * г* »мадан А |.2=  2 экани келио чикали, by холла хам а) холда г и

каби мулохазалар юрнтиб. берилгам системами уминг коэффи- 
циентларига караб хусусам ушбу

камомик куриншнга келтириш мумкин.
г) А м а т р и ц а н и и г хос с о н л а р и  тем г на мол дам 

и б о р а т ,  н ъ н  и Х|=А.2 =  0. Бу холда D (Ai.2) = 0  мумосабатдан 
a,, =a-2j =  0, ича-д = 0, «м =  — а\2=  - и -22 =  а экани келио 
чикади. Бу холда камомик куриниш кл'иидагича булади:

и и | UU.t
+  / • = (цм, — vu.,) + i(v « i  +ЦИ.2)

те игл икдам
du | 

dt 

dtiy (10.25)

(10.26)



хх =  а (х  | — хг), 
х.1— а{х\ — х2)

ёки у2 = 0 ,

, I У\ =  /У2=*1 — Х.2

дг, = аугхг, 
*2 =  0 ,
021 =0, а 12=7̂ 0,

х7 =а2|ДГ|, 
а^  =  0, а2| =^0,

X ! = 0,
х> =  0, (10.27)
а|2 =  й21 — 0.

Юкорида биз чизикли узгармас коэффициентли бнр жинсли 
системанинг куринишини унинг хос сонларига ка раб соддалаштирнш 
билан шу|'улланднк. Энди каноник куринишда ёзилган нккинчи 
тартибли чизикли снетемаларнинг траекторияларини холатлар 
текислигида органам из.

2. Иккинчи тартибли чизими бир жинсли системанинг холатлар 
текислиги. Хос сонла[) хакикий ка комплекс булган холларни алохида 
текширамнз.

А. А митрицанинг хос сонлари цициций, %ар хил ва нол<)ин фарк,ли. 
Хос сонларни на десак, уларга мое келган чизнкли эркли хос 
векторларни томит мумкип (9-боб, 4-§ га каралг). Шунинг учун
(10.17) системанинг умумий ечмми

куринишда /г'" ва Л1' 1 вскторлар буйича ёйиб сзшп мумкин. £| ва 
еонлар холат текислигида тугри бурчакли Декарт координаталари- 
дан иборат булиши шарт эмас, бу Н{"  ва И[2) векторлар буйича 
йуналган укларга боглик. Холатлар текислигини 1} дейлик. Унда £| ва 
2̂ уклар /И11 ва Иг2) вскторлар буйича йуналган булади (44-чизма). 

Аффин алмаштириш ёрдамида Р  холат текислигини шундай

(10.28)

куринишда ёзилади. Уни яна
(10.29)

(10.30)

а б



Р ' текисликка акслантнриш мумкимки, унда Л("  ва //'*' вектордар 
узаро перпендикуляр С) ва бирлик векторларга утади, Р  те- 
кисликнинг (£|, £l>) нуктаеи Р ' текиеликнинг тугри бпрчакли 
декарт координаталарига утади. яз.ни Р  да х =  $ Ф п] булса,
Р '  да л =^|<’| +  i'i -!■ i‘-2 булади. Курилаётган холла (10.17) систе­
мами каноник курннишда ёзнш мумкии ((10.18) гн караиг). 
( К). 18) снстеманинг траекториялари Р '  текисликда чизилади, 
чунки унинг хос векторлари (1.0) ва (0,1) дан ибораг.

Энди (10.18) система им иг траекторияларини тасвирлашга утамиз. 
Аввал I >vi I <: | \ч\ ва < 0  ёки Л - >  Л j > 0  тснгсизлнклар уринли
булсин. (10.30) дан курнниб турибдики, бириичи чоракда чизилган 
траекториялар ёрдамида кол га н чоракдаги траекторияларни хам 
спит мумкнн. Ундан ташкари, ^><Я.|*<0 булган холда С 1^0 .
Cj =  0 булса, £|=—С |Р,|\ *2 =  0, я'ьни укига чгамиз. Унда
С\ > 0  булганда харакат унгдан чаига, С |< 0  булганда чеа чаидан 
унгга булади. Вош кача айтганда, /--»--j-oo да С ниш ишорасидан
катъи назар, lim ci =  lim Cle'|i = 0  ва координата бошидан нкки

I . f «• / . 4
томонда харакат шу нуктага йуналган булади. Худди т у  хусусият с,-> 
укига хам тегишли (45-чизма). Энди С ]> () , С.->0 булганда, яъни 
I чоракда траекторияларнинг кавариклигини текширайлик. 
Равшанки,

dl, С2 
ч

—  2 П > А|1'
</Б,

U 2 = < c  ■, ' | 1, > о .</£ 1 -1

Ьундан I чоракда траекторияларнинг кавариклиги иастга караганли- 
ги келиб чикади. Ушбу

lirn =  lim 2 (к2 - к ^ с ' ’2 м =  О
"  ?•! I -  .  V -  I

муносабатдан I -*■ +  оо да траекториялар абсцисса укига уриннши

чикади. I чоракда *- =  С, <  0, ^  =  С .Ке '1' <  0 булгани учун

1\ ва $-2 лар t ортиши билан камаяди ва демак, харакат юкоридан 
иастга хамда унгдан чаига йуналган булади (45-чизма). Траектория­
лар чекли вакгда координата бошига кола ачмайдн. Координата 
боши берилгаи система учун ягона мувозанат нуктасидан иборат 
булиб, у мустакил ечнмдир. Колган чораклардаги траекторияларни 
шу чизилган траекториялардан уларии £| ва ^  укларга нисбатан 
симметрик айлаптириш ёрдамида хосил киламиз. Шундаи килиб, 
бутуи текисликда траекториялар чизнлди дейиш мумкнн (45-чизма).

> 0 булгаида хам худди т у  усул билан траекториялар 
чизилади. Траекториялар аввалгисидан фарк килмаса-да, уларда



и у нал м ui теекари булади (4(>-чизма). Хос сопла риинг к-> <.к\ <  0 к и й- 
матларнга мос манзара (45-чизма) тургун тугун, h> >  Ai >  0 киймат- 
ларига мос манзара уса (4(>-чизма) нотургун тугун дсйнлади. Эсла гиб 
утамизки, траекториялар <1 Я.1 <10 булганда эса I оо да,
A.2> X i > 0  булганда эса /-►— оо да Р ’ текнсликда укига уринадн; 
Р  текисликда бу хол Я.| га мос кслган хос векторнинг йуналиши билам 
боглик булади. Дйтмлган хосса мисоллар куришда кулайлик 
тугдиради.

Хос сонлар учун ?.i<()<:A.j (Ä 2 < 0 <;A i ) тенгсизлик уринли 
булсин дсйлик. Ьу холда хос сонлар турли ишораларга *га. /.|<С0<СХ:> 
булганда с,| уки буйича харакат координата бошига йуналган булиб, 
Ь  уки буйнча харакат координата бошидан узоклашади. Траекто- 
рняларни куриш учун y.iapim 1 чоракда куриш етарли. Аввал

«/%
ка пари к,’] и кии гекширайлик. Х-.> — Я,|>0 булгани учун 6v-

лади, демак, I чоракда кавариклик иастга караган. Шунга ухшаш 
ушбу

lim /’ =  lim ; (Я., — A., )eUj ,,и =  +  оо,
■ . . > </-i i . . . Ч

lim v =  lim — л, )<*"'•' ' 1 h =  0, lim £ ,(/ )=  0,
,  .  ,  ' ^ 1  r  .  .  < - 1  ,  .  ,

lim ?,,(/ )=  -f ° °

муносабатларга Ч1амич. Вундан I чоракдагн траекгорня.1’iaр нарабо- 
лаларга ухшашлиги на улардл харакат унгдан чаша па пастдан 
юкорнга й упал га н лиги келиб ч и кади (47-чизма ). Акслантириш 
ёрдамида траекто|)нн.'1а[)нп бошка чоракларда хам чизамиз. Агар хос 
сонлар /.-< 0с/.| тенгсизликни каноатлантнрса, юкорндаги у с у. г 
билан япа траекгорииларпи куриш м\мкнн (48-ч(мма). Хар нккн 
\олда \ам чосн.1 б\лган м атара :*гар leiut.iaui.



М и с о .1л а |> I . У шб>
X, = — Их, х-: 
х > =  4дгр — 3> •

снстсманшп траскториидарн чичилсин ва муво.чана I нукгаси агрофидагн манчара 

аннклансин. Л матрицами ёчам иг ^ ^ • **У матрицаиииг хос сонларини

топами.): |  ̂ * ч ? I =  *̂  »‘•'И (^ 4~ л > * - - 4 = 0 . 1>у 1г,ч̂ 1 н 3 4 л =  ±  2 ^кн Л! =  — 1.

Х* =  — 5 Равш ан ки, <с к , . 1л*| ;> |Х| | . Хос сонлар хар хил на манфий булга и и учуп 
бич тургун тугунга чгамич. Энди шу манчарани чичайлнк. Уннш учуй хос нскторларнн

томиш керак. Я]--- — I га мос хос иск гор Л1 = (?) VIп6V А/ 11М=  ( -  I >Л1

Щ " -\-fiy' \  / ~Н\"  \
1 I 1 системадаи томилндн. Равшанкн, Ли I — 2/||" *

4/I|1 ■ - ни!," у  у  -Л.^* }
[й .1 "= 0  тенглачага чгамич па ундан /* 11' =  I , Л[>" =  2 дсб олнш мумкпн Агар 

Л !и =  — I. /1/ " =  — 2 леса к хам уша йуналиш чикарилади. Ш уига ух ш ат кг =  -  5 хос 
сонга мос хос нскгор томилади:

и'-> =

Энди текисликда координата бошидан шу векторлар йуналншнда гугри чичнклар 
\ гказами.». Абсолют кинматя буйнча кичик хос сон Х ( =  — I булгани учуи траскго 
ринлар шу хос сонга мос Л" 1 вектор йуналншига ао да уринали (49-чи.чма).

2. Ушбу

{X, = 3х> +Х-2 
х? =  4х, -»-Зх̂

систем;) учун Л = (  * ' ^ ва хос сонлари 
\  4 3 )

Х| =  1. А.* =  5. Х |=  I га мос хос нектор Л '"  =   ̂ ^ ^ ва Хг =  5 га мос хос вектор *с,

3— X I 
4 3 - Х

=  0 тенгламадан томилади.



44 ЧИ1Ч.1 SO - <iи im ;i

;i;ih iifiopai Xo i ooit.iiip турлн i»;i M U 'fia r б у .м ан н  уч\н  Cm л нотургун

тЦ'Ч/н.'и I раекторинлар  I » - oo да h lU 'K iup иуиалш ш п  a kiiup

.utiiaia Гхмпнла урннади (!»()-чи »м ;<).

Б. Л матрицининг хос сонлири комплекс. By холла хос сондар 
кушмн комплекс булиб, уларни >v =  ji+ /v , Л =  р — /v, v=̂ =0 деб 
белгилаймиз. v ни доим \> О д еб  карат мумким. Illy  хос сонларга мос 
хос векторлар хам кушмя комплекс булади. Агар /г1"  ва /г1' 1 лар 
Х<| км кин вектор булеа. мос хос некторларнм /г ва h деб бслгмланадм на 
б\'пдай аникланади:

бунда //'" ва Л1' 1 лар чизнклн чркли, акс холла h на It лур чизиклм 
боглик булар эди. Шуиипг учун И '" на х у к и  кий некторларнм 
Р  текисликда хос йуналишлар деб караш мумким.

Энди /^текисликда труекгоринларни курамм.ч. Курмлаётгун холда 
бермлгаи еистемунинг к у н о и и к  шакли маълум. У н и  ёзайлик 
((10.25) га караиг):

куриммшду ёзилади {С  ва у ихтиёрий узгармуслар). Унда / ни 
параметр деб карасак, бич траекторияларнимг иараметрик тенглама- 
смга эгамнз. Уларни куриш учун кутб координаталармга утиш 
кулайлик тугдиради. lily  максадда £i= j»cos< j, £ .2 =  sin (р. <|

(10.25)

By систсмупмиг умуммй ечими

S,(M = G - ,'cos (W-f-Y).

£,(/) = C V ‘'sin(v/ +  v )



кутб координа талари) дейлнк. 1 1 ниш \ чун кжорида о.шлган умумий 
ОЧ ИМ

P =  i> " ' ( С > 0 ) ,  ( | = v / f v  (V > 0 ) (10.31)
куринишни олади. By муносабагларга кура I усиши билам ц бурчак 
хам усади (чуики v > ( )  ;и*Г> караннмн.О. Вошкача айпанда, 
координата бошидан чикадшан н\р (£ i(/ ), ^ ( / ) )  нуктадан утиб 
сокундига у радиан пмлик билан соат стролкасига карти йуналшн- 
да бурилади. (10.31) лам t нм чикарами»:

(> = Ас' , (10.32)
V

бунда К~~ (л ‘ ' const. Траскторинларнннг куриииши р > 0 , ц с  0. 
ц “  0 кийматларга ка раб хар хмл булади ц < 0  б\лсин. v >  0 булга ин
учун liin |» =  (). чуики м < 0  ва Ипм| =  +  сх>. Демак, /-► + оо ла

I ■ ■ ' ' 1 ■ ■ X

•J ‘111 tМ .I

ЧМ 14 .1

холат нуктаеи координата бошига 
нкинлашадн (51 -чичма). Хоеил 
бул га н ма нлара тургун фокус 
дейилади. Агар )1> 0булса , юко- 
ридагн каби мулохачалар ордами- 
да нотургун фокус маизарасиии 
курнш мумкми (52- чидма).

Агар ц =  0 булса. (10.32) фор 
муладан (• — К  (К  =  const) келиб 
чикади. By чса, маркази координа­
та бошида булган концонтрик 
айланалардан мборат (53-чи.чма). 
Хоеил булган манзара маркиз деб 
аталади.



система учуи

3 -  I
4 3

/1 =
3—>. -

( ДГ| =• Здг I —  ДГ2,

I X .J  =  4 л '|  - f -  - i X ' j  

5=0 гсшламадап ?. =  3dr2¿.I 1 3 - к .
Ломак. (i =  3, v =  2, Â=-3 +  2< хос сон учун x w  иск горни ич.чанмн

/  ;!/,i - fh \ / <3 + 2»>Л, \ 
(^4/1,-f 3/,, J = ( j : j  +  2i)Aa )

ЗА, — А, =  ЗА, 4 2iA,. 

4/i i 4-Щ  =  3/л, -|- 2ih,¿

— A., — 2ih,,

1/í| = 2ih.¿

(Jxupi'H икни тенгликнинг бирн иккинчнсидан хосид килиншми мумкин. Ш уиинг учуй  

Л| =  1. h ï = — 2i леи ганланеа булади. Энди ^ ^  нектарии бундаи гасинрлаи-

- ( ; ) - (  л ) - л е н : ) ] -

Куринадики. Аill ^ h2 ^ ^  иоктирлар палаш  ам булиб , улар абсцисса Eia

ордината уклари  б уиичл  иуиалгаидир. Кур ид аетган  мисолда ц = 3 > 0  б улгани  у ч у н  
бич натур) vu фокус M a iiiap a c ifra  чгамнч.

2. Уш бу
jri = — 2дгi 4- I ̂ х-2, 
х.2 = —X, 

снстсма учун

1 =  ^  ̂ ^ ^ на ^|.^= — 1 ± 3 (,  (i =  — 1 <  0, V =  3.

Л виало  би.ч ц<ГО булгаиидан тургун фокус м ан зарасига  ами.». Энди хос 
нею  оря a pu и гона ил ик. Содда \ncofi. in ш.чар курсатад икн ,

= (-  14 3/)

— 2А, -Ь I ()h.¿ =  — /г! 4  3/Л,. 

- А ,  =  -  A,, +  :\ih.¿

( -  I -  ЗОЛ, 4 I<)/ь : 

А, 4 ( • I 4 3( )А., ".



В. А магрицанинг хос сонлари тснг au нол<)ан фарн,ли. А матрица 
пинг хос сонини к дсйлик. Унга мос хос вскторлар учун икки хол 
юз бсрлши мумкин:

1 - X о л . Р  текисликда шуидай иккита чизикли эркли hil> ва 
/jIJI вскторлар мавжудки, улар учун ушбу

тсигллклар урллли.
lily  (10.3.'i)  ёки (10.34) тснгллкларии калоатлалтлрадиган h11 ' на 

А1' 1 чизлкли эрклм искторлариииг (базиспилг) маижудллглнл 
курсатамиз.

h " '  А матрицалиш хос мскгори булиб, //'•' yin а колллнсар 
булмагал ихгмсрил искгор белели. У холда

тел1 ликларта чгамиз. .Улардаи fin> на h1’4 ларнл толиш учун система 
елфатида фойдалаллш мумкил. Ь\ системалллг магрлиаеи

булиб, хос соидарл А ва (i дал иборат. Шулилг уч\'Л (1 =  /.. Агар
0 булса, (10.33) тенгллкларга э!амиз. ъ  -/ 0 булгапда эса 

( 10.3-1 ) т«*л1 ликларда И '"  вскторлл учла коллиисар a />'" билал 
алмалпирлмиз. Ш у билал (10.33) ски (10.34) ла|>ли калоаглал тира- 
дигаи базис нскторларлплг мавжудллги исбот угилди.

1 -холда у м у м и it счлм

тгпм нниш н мумкин. . исктор учун купилагига  чгам ш :

Хунд аи  хакикнй хос нгкторлнр  сифатидн

вскторднрлн, ёки пари бир,

lU'KlnpllH П.М11М м\мкин.

(10.33)

2 - X о .’i . Р  тсклсликда шулдии иккита 
h l¿ ' вскторлар чавж уд кл , улар учун ушбу

чизикли чркли ва

A h ' "  =  k li, l\ A h '- '= ).h r2' + й 'и (10.34)

A h " , ^ k h >'> ва Ah'-' = а / / '"ч

курлишлдл езмллдл



Бу ечим учуй лг(0)=лг". Бич Х=?М) чолни кураётганимиз учун
(10.35) ечим координата бошидан чикадиган ярим тугри чизикдарми 
ифодаланди. Уларда чара кат А<с0 булганда координата бошига 
нуиалган булиб, Х > 0  б\лганда чса нуналиш бунннг акеи булади 
(54 чнчма).

Г>4- чи *м:»

Юкорида курнлган чолларда X<С0 булганда тургун тугилма 
тугун, А > 0  булганда эса нотургун тугилма гугун манзараларнга 
*гамиз.

2- холда умумий ечим
* =  С,А"У-' + С-г(П'1Ч +  Ит )1'1

курннишда ёчилади. Буни яна базислар буйнча ёйиб ёзнш хям 
мумкин:

X =  ( С, +  (1,1) 1>"К11Ч  1 
Бундам Р  текисликда траекториилар тенгламаенни юмамиз:

£| =  (С, +  СУ)<'А', (10.30)
Бу граекторняларни Р* текисликда курамиз.

Дниал Х сО б ул си н . (10.36) формула.чардан С\ ни С\ га. С* ни
— ('.> га алмаштироак. координата бошига нисбатан симметрия чоенд 
булади. Шунинг учун траектория;!арни юкори ярим текисликда 
чнчамиз. Сунгра ундан иаеткн ярим текисликдаги граекторняларни 
чосил килиш мумкин. .

Дастлаб ^  =  0, С\Ф ()  дейлик. У холда (10.36) дан £, =  С|<'л', 
^2~0. Бундам АсО булганн  учун С |< 0  булганда чаи ярим абсцисса 
у кита, С |> 0  булганда *са унг ярим абсцисса укига траектория 
снфатида эгамиз. Чам ярим укда чаракат чамдан унгга, унг ярнм укда 
чса умгдан чамга йумалган булади.

Энди С |= 0 , С ^< 0 булсин. (10.36) дам ушбуга
Ь  =  ( '^ К1, С ->> 0  (10.37)

чгамиз. Лгар / =  0 булса, бундам (0, С*) муктами тоиамиз. Эмди 
/ узгарувчи / > () кнймагларни кабул кила бошласа, ( Е.1. £а)



нуктанинг харакатинн на демак, траекторияеинн аннклаймиз. 
Ллбатта, (10.37) дан куриниб турибдикн, / нинг нолга етарли якин 
кнйматларида £ |> 0 , ^ > 0  на (£ь £2) нукта (0, С?) нуктадан унгга 
харакат килиб, I чоракка киради. Куйидаги

=  ... *
<1Ь I -| А/

ифода / нинг нолга етарли якин кнйматларида манфнй (чунки л < 0 ). 
Шунинг учун £а(0 функция аввал узини камаювчн функция кабн
тутади. Бу хосеа /= 0  дан /• = —  ̂ гача давом этади. Аммо 

^0, — ^  интервалда

^62 _  и /^ 2  \  (/ \ 1 _  __ \1 I _
/  ^ 1  И + я/)2 с./'{\-{-и)

<11

**■>>, < {)<:2 п | >./) <■

булганн учун шу интервалда кавариклик кжорнга караган булади. 
Равшанки, (• = — моментга мое нуктада траекториига утказилган

уринма вертикал. Шундай килнб, (О, С,) нуктадан / =  ()да харакат 
бошланнб, 1 чоракда чаидан унгга ва кжоридан наетга йуналган

булади, бу харакат (£ )(/*), ^2( / * ) ) = ^ — 2 е \С.2е нуктагача

давом этадн.
Нихоят, / > — ■ булганда нуктанинг харакатини урганамиз.

(10.37) га кура к < 0  булгани учун ^  функция камаювчн. Бу хосеа 
I нинг барча / > () кнйматларида тугри. Энди || нинг I буйича 
хоеиласини хисоблаймиз:

Бундам

.. [ > 0 , агар 0 ^ / <  — ,л

111 < 0 . агар / >-■-.А.

Демак, ( ,=  —  ̂ моментдан бошлаб, (£|, нукта унгдан чанга на

кжоридан паетга харакат килади. Куйндаги лнмитларнн хисоблаймиз 
(Дониталь коидаеини куллаб ):



lim Si (/) =  lim C-ite" — lim
1 - * I . *

<:j
=  lim 

/. t
c,

lim *.(/) =  tim C ,i^ '= 0 .
I • | .K> I .  f  -X.

Бундам куримадики, (£i, 52) нукта пакт — \ дан ортиб бор-К
гам сари координата бошига якинлаб борадн на i оо да уки- 
га нуктанмнг траекториями уринади (55-чи:ша). Траекториннинг

 ̂- +  ° ° )  интервалга мое кед гаи булагннинг кавариклиги паетга

караган. Ьунимг гугрилиги ~\ 00)  имтервалда

жанидаи кеднб чикади.

Энди /< () булганда траекто­
риями текширайлик. Рашшшки, бу 
\одда / у:и арувчи 0 дан — оо гача 
камайиб бореа, мукта хам оркага, 
яьни унгдан чамга ва паетдап 
кжорига II чоракда харакат кмда- 
ди. ( 10.37) га кура унгдан чаш а 
настлан кжорига караган.та тез- 
рок харакат килади (55-чизма).
Энди агар Су га барча муебат 
кийматлар береак, тегишди траек- 
горнилар кжори ярим текисликми 
гула конлайдм (55- чизма).

Лгар (10.36) формулаларда 
Ci ихтиёрий булеа хам'худди шу 
мулохазалар уримди булади, яьни
( С| + Су/)е "  ва C-ite“  функцияларминг дифференциал хоееалари 
бир хил. Xvcvcan, б\ холда харакаг (С |, Су) нуктадам бопмана-

ди. I - о о ,  —  I  интервалда кавариклик кжорига.

/ t'j f -̂'1 . \
оо | ингервгида чеа паетга караган будали С, на

V
С •.•>() ларга ихтиёрий кийматлар береак, мое равншда курилгам 
траекгорнялар кжори ярим текисликми тулдиради.

Агар С у< 0  ва С, ихтиёрий у:иармаелар учун юкоридагидек 
мудохазалар юритеак, настки ярим гекмелнкда траекториялар 
курилади. Шумдай килиб, Р ' текиеликни туда комлайднган траекто­
риялар чизнлади. Бу холда бич тургун тугилма тугун манзарасига 
эгамиз. Агар >.>() булеа хам мулохазалар ухшаш |56-чизма). Бунда 
нотургун тугилма тугун манзараеи курилади.



57- чи »via

М и с о .1 У шбу

СНСТСМа V4VH

Л =

х \ =  ~ х \-

x-¿ = x\- x-i

I)
I -  I

Солда хисоблашдар ёрдамида топами.«:

....Ç Æ H - Ï )
Ьундан ft! 11 =  0. ft',l, =  l (/ 'V ' hx iиёрийлиг план ). Дом а к.

иоктори ушбу

тонгликдан тиидади. Уни спддадашгирсак,

- А . 1Г ’

.ГЛ
Л ,  '

гоигдикка кедади. ISw ua ii ft¡*' =  l, h2¿ ' = \ (ft^ 1 нхтисрнйдигидан). Домак,

h '¿ > = Шундай кидиб. бачнс сифатида вектордарга ч га чю

>. =: - I булганн \ ч у м  б\ ба »иглар асоеида T v p i  vu тугилча тугун мамчараспни чичами i 

(57-чи»wa)



Г. А митрицанинг хос сонларидан камида биттаси нолга тенг. 
[Зунда икки холни алохида курами:*.

I - \ о л . Ф акат битта хос сон нолга ими , хусусан, Л|^=0, 
а,2 =  0 будсин. Бу холда ечимни

куринишда ёзилади на с., =  С* =  consl. Агар Х|<СО булса,
харакат с,2~ С ‘2 горизонтал чнзмги буйлаб хар икки томондан с,̂  укнга 
гомон йуналган буладн. укининг, яъни £|=0 тугри чизигининг 
Хамма нукталари мувозанат холагидан иборат (58, а-чизма).

.’>К чк iм.i

булади (58, б-чнзма). Бу холда хам 
холатида буладн. \ар икки хигча хам 
га чгамнз. Бундан кжоридаги 
фикримизнинг далилн куриннб ту- 
рибди.

2- х о л . Икки хос сон хам нол­
га тенг. Бу \олда счим 1) х =
= C|/í" 1 -f- C-¿hV2) =  const каби ёзи- 
лади. Биз Р  текисликнинг бар- 
ча нукгалари мувозанат нуктаси 
булган. холга эгамиз. Бу А магри- 
цлнинг барчл элементлари нолга 
тенг булгандагина содир булади.
2 ) x = ( C i + C j t ) h ,n f C V i ljr, h  =

-̂¿ =  С-г каби ёзилади.
Arap C-¿ =  () булса с,i уки мувоза- 
нат нукталаридан иборат булади. с,| у клан кжорида ва ха­
ракат ч а н дан унгга, настда аса C¿<L 0 на харакат унгдан чаи га йу нал­
ган булади (59-чизма).

н а  Караганда t i  
= () тугри ч\ 

0 булгандл

V

ч'кари йуналган 
зиги мунозанат
х — (' 1 со п s t

i

0 \i



10.5-§. МУХТОР СИСТЕМ А XOJ1AT ТРЗЛИГИ  В1КТОРИНИНГ 
Х.АРЛКАТИ \АКИДА

Мазкур параграфла иккинчи тартиблн мухтор систсмаларни 
ÿp га ни шла мухим роль уннандиган холат тезлиги вектор и мин г 
харакатинн тскширамиз. Бу вектор вакт утиши бмлан, умуман 
айтганда, ё у ёкн бу йуналишда буриладн, узунлигини хам

узгартиради. (10.2) систомани курайлик. Унда х =  : вектор хо-
х„

лат тозлиги векторидир. Унинг модули хар бир моментда

1*1 = у/ (*,)-+-■■ + (х.у =

формула билам аникланади. Энди п =  2 булганда х векторнинг 
аргумент« пакт утиши билан бурилишинн текширамиз. Унинг 
аргументинн ос(/) =аг(»дг(/) дсб белгилаймиз. Ьу функция ихтиёрий 
/ учун узлуксиз. Агар ¡¡ (дг) ва f¿(x) функниялар узлуксиз дифферен- 
циалланувчн булиб, (дс, )" -f- (*.)•’ -АО, яыш булса, у холда
а (/) функция хам (/буйича) узлуксиз дифференциалланувчи буладн. 
Кейинги мулохазалар шу тасдикни исбот чтади.

Юкоридаги бел г ига кура
h - h cos а =  - , sm а =  . . .

У  tí + Í Í  \ J i i /;
Содда хисоблашлар ёрдамида cos а  ва sin а  ларни дифференциал- 

лаб, топамиз:
«/ . d a  /| /j ) - U ¡¿~ Í\ Í>, (cos а ) = — sin а  =  =  sin а
tU dt (/; + r.)*-

. ■ . da. /.,(/,/> — i,f>) — i t f2( s in a )= c o s a  , 4<¿ _ co sa  —
dt < í+ iyr‘ r.+a

Ьу муносабатлардан ихтиёрий í моментда siria ва cosa  лардан 
камида биттаси нолдан фаркли. Шунинг учун куйидаги

d* f J y - t J •
fi + i)

— sin a  =  — sin a  dt

da I \l¿ ttf■>c o s a  , = c o s a
dt Ï  \ r:

тенгликларлан бирортасида ё sin a  га с cos a  га кискартириш мумкин. 
Натижада нзланган формулага келамиз:



do. d • x \x2 x \x2 fti'j i ih=  -arii x — - , ••• =  — , -
dl dl ¿т+itr, Г,+%

Бу формула буйича баъзи снстемалар учун холат тезлик векторини 
урга найлик.

Ушбу
( х, = Я 1х1,
I  х, =  X¿х ,, X Ф  X, 

система учун x ¡= X \ X i, *2 =  ̂ 2** ва
(J ,1 . Xt{k’jXi) ~  (\,Х,)Х2
,-а — , are х =  - , , =

<н <" х\ + %

х,х.,
=  (Х 2 — Х\) '  , =  (Х  ̂— Xi)cos а  sin а.

*7 + *5
Шундай килиб, а  =  аг^х учун дифференциал тенгламага эгамиз:

(х =  (к? —  h  Jeosasina (10.38)
ёки

а =  2 ( X ‘¿ — X i) siп 2а.

.Узгарупчнлари ажраладиган дифференциал тенглама хосил булди. 
Уни интеграллаймиз:

‘- In ltg a l =  ]2 (k 2 - X l )i-\- ' In I С|

еки

t g a  =  í> u*' v \

Куллашга (10.38) тенглама кулайдир. Агар бнрор t =  tti моментда 
ct(/о) = 0  (ёки а (/п )= л ) булса, шу бошлашич шартни (10.38) тенгла- 
манинг а (/ ) = 0 , (а (/ ) = л )  />/<> ечими каноатлантиради. Бу тугун 
манзарасида Х| укдаги харакатга мос келади. Хакикатан, горизонтал
укда харакат килинса, унда a  {/) — const {a  (0  =  я )  ва =  0 .

Агар / =  /о да а (/0) = ~ (а (Л | )  — y   ̂ булса, /> /» да а (/ )  =

(« (/ }  = ‘̂  )  булади. Бу ечимлар х> укдаги харакатга мос

келади. Шундай килиб, агар бирор l =  tn моментда нукта абсцисса 
укида (ордината укида) ётган булса, у холда бу нукта i пинг /о дан 
катта барча кийматларида т у  укда харакат килади. Бундан у ёки бу 
чоракда жойлашган мукта вакт утиши билан шу чоракдан чикнб кета 
олмаслиги келиб чикали. Л2< Х | < 0  булганда, равшанки, 1,



I I I  чоракда а < () ,  II, IV  чоракда а > 0  тенгсизликлар уринли. Ву 
тургун тугун манзараснга мансуб. Нотургун тугун манзарасида 
темгсизликлар тоскари буладн.

Энди ушбу
■ Х\ =|1Х| — \хч, 
х , =  V*, р.г,, V ф  О

система учуй а  ни хисоблаймиз. Содда хисоблашлар курсатадики,
й  '  Х \ Х > —  ДГ1 х > X ,  ( У Х )  Ц Х , > )  -  < Ц Х |  —  У Х * ) * ; ____

а  - 7, ь * - •- г» - "•> V -

_ +  г

«  х \ +  *:■
Демак, а  =  у=^(). Шундай кнлиб, курилаётган холда \’> ()б ул е а , 
холат тезлик вектори доим еоат мили харакатига карши йуналишда 
бурилади, акс холда бунга тескари йуналишда бурилади. Ву тургун 
ва нотургун фокус манзараларини чнзишда кул келади.

II-боб

Т У Р Г У Н Л И К  Н А З Л Р И Я С И  Э Л Е М Е Н Т Л А Р И  

П Л -§ . Т У Р Г У Н Л И К  Х Л К И Я Л

■ I. Кискача  тарихий маълумот. Одднй дифференциал тенглама- 
ларни интеграллашнинг элементар усуллари X V I I I  асрда уз 
раннакини топган классик математик анализдаи мерос булиб колди. 
Тенгламаларпи квадратураларла интеграллаш билан шугулла- 
ниш И. Ньютон, Г. Лейбниц ншларидан бошланиб, X IX  асрнинг 
иккинчи ярмида Ли ишлари билан якунланди. X IX  асрнинг 
биринчи ярмида дифференциал тенгламаларнинг у мумий наза- 
рияси*’, сунгра дифференциал тенгламаларнн такрибий интеграллаш 
усуллари ривожлантирилди. Ву борада Пикарнинг кетма-кет якинла- 
шиш усулидан кеиг фойдаланилли. Амалий математиканинг зарурати 
билан яратилган такрибий интеграллаш усуллари мутахассисларни 
каноатлантирмас ад и, чунки хар бир Коши масаласи битта нуктадан 
утадиган интеграл чизикни такрибий ясашдам иборат булиб, я т и  
нукта учун хнсоблашларнн такрорлашга тугри келар эди. Шунинг 
учун хам бу усул билан дифференциал тенгламаларнинг умумий 
назариясинн ривожлаитириш мумкин эм а с эди.

X IX  асрнинг охирларида дифференциал тенгламаларнинг умумий 
назариясинн равожлантириш йулида янги усуллар яратилди. В у 
усуллар биргаликда «дифференциал тенгламаларнинг сифат наза-

Дифференциал тенгламаларннш умумий н.паринсини иратишда О. Коши, 
А. 11у;ш клр1\ 11. I к ‘ш к '111', Э . 11икар, Э. Линделёфларнмнг ки.пан ишлари асоож  ролии 
уйнл гам.



рияси» деб аталиб, Л. Пуанкаре, А. М. Ляпунов номи билан 
чамбарчас богланган. Л. Пуанкаре нормал дифференциал тенглама- 
ни (системани) ннтегралламасдан, унинг унг томонига караб 
интеграл чизикларнинг хоссаларини урганишдек умумий масалани 
уртага ташлади. Бу масала дифференциал тешламалар сифат 
назаринсининг асосий масалаеи хисобланади.

Дифференциал тенгламаларнинг сифат и аза рияси жуда кенг 
булиб. биз харакатнинг тургунлиги масаласинигина урганамиз.

2. Тургунлик. Тургунлик тушунчаси хаётда хар кадамда учрайди, 
масалан, велосипедчи харакатини олайлик, у харакати давомида 
йикилмаслик учун рулии гох чапга, гох унгга буриб туришга мажбур 
булади. Шунга ухшаш, дорбоз аркон устида юраётганда уз 
мувозаиатини саклаш учун кулидаги лангар чупини кимирлатиб 
туради.

\ар  икки мисолда баён этилган жараён хам тургунлик 
тушунчаси билан богланган булиб, харакат бирида велосипед 
рули билан, иккинчисида лангар чуп билам бошкарилиб туради. 
Агар т у  бо1икариш булмаса, велосипедчи хам. дорбоз хам 
албатта йикилади \

Велосипедчи ва дорбознипг харакати дифференциал теиглама 
билан ифодаланиши мумкип, шунингдек, куплаб курил мал арнинг 
(ма1пиналарнинг, асбобларнинг ва бошкаларнипг) ищи хам диффе­
ренциал тенгламалар билан тавсифланади. Хамма холла хам 
маъносн буйича уша тенгламалар чексиз куп ечимга эга булса-да, 
тегишли жараён бирор битта ечимга мое келади. Унда мое жараённи 
режим деб юритилади. Гарчи бошлангич кийматлар т у  режимга мое 
келмаса-да, жараён етарли узок давом этса, бошлангич кийматлар уз 
мавкеини йукотади ва курнлма уз ишипм маълум режимга тушириб 
оладн. Ву режнмни стационар режим дейилади. Мисол сифатида 
скаляр х =  Ц х) тенглама учун мунозанаг холагининг тургунлигмни, 
нккинчи тартибли чизикли бир жинсли системалардаги тургун, тургун 
фокус ва тургун тугилма холларни келтирмш мумкип. Бундам 
ташкари, биз куйида математик маятник ва соат маятниги 
харакатларини шу нуктаи назардаи тушунтирамиз.

Математик маятник куйидагидан иборат: массаси m га тенг 
булган Р  мукта уз огирлик кучи гаъсирида / радиусли К  айлана ёйи 
буйлаб харакат килади, бу айлана вертикал текиелнкда жойлашган. 
/ маятникнинг узунлиги дейилади. К  айланада координата 
киритамиз, унинг эн г паетки нуктасини координата боши деб 
хисоблаймиз. Р  нуктанннг узгарувчн координатасини ф = ф ( 0 ,  

0<Сфо^л деб белгилаймиз. Ш у нукта F  =  m g — огирлик 
кучи таъсирида булади. Мачлумки, F = m g  куч вертикал йуналган. 
Ву кучни икки ташкил этувчнга ажратиш мумкин: бири К  айлана 
нормали буйича йуналган булиб, иккинчиеи айлана уринмаеи буйлаб 
йуналган. Охирги ташкил этувчи m^sinq- (бунда мусбат йуналиш

*' Колтирилгаи жараенлар «Опгимал бошцариш» куренда курилиши мумкин. 
Лммо вс.тсипод рулини ски лангарчупнинг мгп^лум холатнга мос келган чаракатни 
урганнш тургунлик тушунчаси билан богланган.



Ф бурчагиниш усишнга мое кнлиб олинади). Агар ишкаланиш ва 
хавонинг каршилиги хнсобга олннмаса, математик маятник тенгла 
маси Ньютон конунига acocan куйидагича (6()-чнзма) ёзилади:

miф =  — mjrsin ф
ёкн

+  Я  S ¡M ф =  0- (11-1)

Бу иккинчи тартнбли чизикли булмаган дифференциал тенгламадан 
иборат. Янги узгарувчиларни кирнтиб, уни иккинчи тартнбли нормал 
мухтор система курннишида ёзайлик (ф =  <|,. <|=ф2);

( Ф) =  Ф_>.

ф, =  — * sin ф,

(11.2) системанннг мувозанат холатн

Í Ф' =  0.
( sin ф[ =  О

I 1.2)

.3)

тенгламалардан аникланади. ILly (11.3) системанинг ечимлари 
(kii, 0) (k бутун сон) куринишда булади. Агар & =  (), к =  I булса, 
биз ушбу

(0,0) ва (л, 0)
нкки мувозанат холатига (нуктасига) ага буламиз. Улардан 
биринчиси маятникнинг энг куйи Ра холатига (координата боши), 
иккинчиси энг юкори Р „ холатига мос келади (61-чизма). Назарий

чг

»>()• 4H.IMÜ f)l - MIIJMil

жихатдан математик маятник Р я холатда туриши мумкин. Аммо Р„ 
нукта урнига унга К  айлана буйича исталганча якин турган Р'я 
нуктани олсак, бу нуктадан маятник уз огирлик кучи таъсири остида 
К  айлана буйлаб пастга харакат кила бошлайди. Ш у куч сабабли Р'я



нукта К  айлана буйлаб Р п нуктага етнб к ел а олмайди (Р '1Х нуктага 
бошлангич тепл и к берилмайди деб караляпти). У Р "  холатга келиб, 
яна пастга харакат килади. Г>умда Р "  нинг холати Р'п дан настроила 
булади. IIIу  йул билан хар бири аввалгисидан мастрок холатда 
жойлашган нукталар кетма-кетлиги хосил булади:

р„, я ; ,  Рп, ... , я . Г ,  ...

Шубхасиз, вакт утиши билан Р\,и--- *-Р„ муносабат уринли булади.
|1 - ч

Бошкача айтганда, Р  нукта куйи мувозанат холатга интилади. Бу 
мулохазаларга асосан юкори мувозанат холат мотургун, куйи 
мувозанат холат тургун деб атаймиз. Демак, агар Р  нукта юкори 
мувозанат холатдан бир оз силжитилса, у яна шу холатга кайтиб 
келмайди; Р  нукта куйи мувозанат холатдан силжитилганда чса 
у чекли вакт давомида яна шу холатни эгаллайди.

Энди соат маятниги харакатини урганайлмк. Осма соатлар 
маятникнинг маълум цулочи билам ю[>ади. Агар соатни юргизишда 
унинг маятнигини етарлн секин силжитилса, маятник озрок тебраниб 
тухтаб колади. Агар маятникни каттарок кулочга силжитилса, киска 
вактдан кейин маятник аник кулоч буйлаб, маълум амплитуда билан 
етарлича узок вакт ёки чексиз узок вакт харакаг килади. Соат 
харакатини ифода этадиган тенгламалар системаси икки стационар 
холатга эга булиб, бири - харакат булмайдиган мувозанат' холати- 
дан, иккинчиси эса соатнинг нормал юриишга мос даврий ечимдан 
иборат. Тенгламалар системасининг ихтиёрий бошка ечимлари т у  
икки ечимдан бирига тез якинлашади ва фарк килмай колади. Демак, 
холатлар фазоси бу холда икки сохага булинади. Уни тортилиш 
соуалари деб юритилади. Бир тортилиш сохасидан бошланган 
харакат мувозанат холатига якинлашса, иккинчисидам бошлангани 
уса даврий ечимга якинлашади.

11.2-§ Т У Р Г У Н  К У П \ А Д Л А Р

I. Купхадларнинг тургунлик шартлари.
I I . 1  - т а ъ р и ф .  Агар коэффициент лари %ак,ик,ий булган

Ц р )  =ацр" +  а(р" 1 +  ... +  а„- \р +  ая ( М . 4)
кугщаднинг барча илдиилари (ноллари) манфий %ак,ик,ий к^исмга эга
булса, у уолда (11.4) купхад тургун купхад дейилади.

Тургун кунхадларнинг илдизлари комплекс узгарувчииинг текис-
лнгида мавхум укдан чапда жойлашган булади. Купхад тургунлиги-
ни тек1миришнинг Раус-Гурвиц белгиси билан танишамиз. Умумий
холни куришдан аввал п =  I, 2, 3 булган холл ар га алохида
тухталамиз. п =  1 булганда (11.4) купхад аор-\-а1 =  £ (р) куринишми

а\ а1олади. Б у икки хад ягона р = --- , илдизга эга. — - С  О
«,■ а,,

булиши учун а0 ва а { (О | # 0 )  коэффиниентлар бир хил ишорали 
булиши зарур ва етарли. Демак, биримчи тартибли чизикли



тенгламанннг илдизи манфий булиши учун унинг коэффициентлари 
бир хил ншорали булиши зарур ва етарли. Бу тасдикнинг исботи 
равшан. Лгар ао> 0  дейилса, a i > 0  булганда биринчи тартибли 
купхад тургун булади.

Энди п =  2 булсин. Бунда биз иккничи тартибли

купхадга эгамнз. Юкорида деб олдик. Лгар «о < 0  булганда
— /. (р ) =  L , ( p )  деб бел гиласа к, L ,  (р) учун рг олдидаги коэффициент 
мусбат булади. ! .(р) ва 1.,{р) кумхадлар эквивалент булгани учун
1..(р) купхад билаи иш кур и т  мумкин. Бу мулохаза « тартибли 
купхадлар учун хам айтилиши мумкин. Шуиниг учун доим а »> 0  деб 
олинеа булади.

Юкоридаги квадрат учхаднннг илдизларн ушбу

формулалар билан хисобланади. Бундам дискриминант нолдан кичик

U i > 0  булганда — - < 0  (а о > 0 ) ва купхад тургун булади. Агар

олмайди. Агар дискриминант нолга тенг ёки нолдан катта булса, 
a i> 0 ,  а з > 0  булганда р\:><.() тенгсизлик уринли булади. Бу холда 
купхад яна тургун булади. Бошка холларда купхад тургун була 
олмайди. Агар купхад тургун булса, илдизлар формуласидан О |>0, 

> О келиб чикади.
Шундай килиб, квадрат учхад тургун булиши учун унинг 

коэффицнентлари мусбат булиши зарур ва етарли.
I l . l -теорема. Ушбу 1.{р) =  рп-\-а\р'' Ч  .. .+ а я iр-\-оп купуш) 

тургун булиши учун унинг iii, а-2, ... , ап коэффициентлари мусбат 
булиши зарур.

И с б о т .  Ц р )  купхаднинг коэффициснтлари хаки кий булгани 
учун унинг илдизларн сони каррали илдизлариинг карраси хам 
хисобга олингаида п та булади. Ш у билан бирга купхаднинг k та 
илдизи комплекс булса, унда унинг яна k та илдизи мос равишда
кушма комплекс булади. Уларни ц, ±/v;, /=  1.2.......k, Я,,,, (> =  1,2, ... ,
п — 2k деб белгилаймиз. Ш артга кура купхад тургун. Шунинг учун 
(д.,С0, /=1,2, ... , 6; Х , ,Х ) ,  р=1,2, ... , п — 2k. Энди L (p )  ни 
куйидагича ёзиш мумкин:

L {p )  =Oup'2 +  0\p +  U2, Uu> 0

Iбулганда илдизларнинг хакикий кисми — дан иборат булади.Zut)

И р ) =  П \р— (}i(— /у,) 1 • П (р — \ )  =

*
= Г1 ( r + a \"/> + £#')• П ( Р  +  Ь"'1)

I -1



бунда а\п =  — >0.  а Г  =  ц; +  ̂ > 0 ,  ft"1' =  — А,,>0.
Демак, L (p )  купхад коэффициентлари муебат булган р2-\-a\p-\-a2 

ва p-\-b куринишдаги купхадларнинг купайтмаси шаклида ёзилади 
Бундай купхадларни купайтириб чиксак, коэффициентлари мусбат 
булган купхад чикиши равшан. Теорема исбот булди.

11.2-теорема. Коэффициентлари %ак,ик,ий булган

L ip )  =апрЛ-\-а\рг +  а-2р +  а-Лу а « > 0
Kljtvçac) тургун булиши учун а 1, а2, а* коэффициентлари мусбат 
булиши билан бирса ушбу

a\a-2>a»a-.i
тенгсизлик бажарилиши зарур ва стар ли.

И с б о т .  ао> 0  булгани учун биз

Ц р )  = р л +  ар2 -\-bp-\- с (1 1.5)
кунхадни курамиз.

3 а р у р л и г и . Ьу холда (11.5) купхаднинг туррунлигидан
a b > c  (11.6)

тенгсизликнинг бажарилишини келтириб чикарамиз. Аввало 11.1-те- 
оремага кура а > () ,  6> 0 , о  0 тенгснзликлар уринли. Исбот этишда 
купхаднинг илдизлари коэффициентларига узлуксиз богланганлиги- 
дан кенг фойдаланамиз.

Комплекс текисликни курамиз. Унда горизонтал укда хаки кий 
илдизларни, вертикал у м а  мавхум илдизларни жойлаштириш 
мумкин.

Аввало (11.5) купхад р =  0 илдизга эга эмас, акс холда ундан 
г =  0 кслиб чикар эди. Энди (11.5) купхаднинг илдизи мавхум, яъни 
p =  iо), м ф О  булснн дейлик. Ш у кунхадни уш бу'

L (p )  =  {p +  a ) { p 2-\-b)— ab +  c (11.7)
куринишда ёзайлик. /Д/о») ни хисоблаймиз:
L (го») =  (âji-t-u) ( — m2-(-/,») --ub -\-c = îm ( — 0/  +  h) -j-a( — со2+  6) —

-ab-j-c.
Бундам /)=/( о мавх>м сон илдиз булиши учун — <о2 -\- b =  0 ва ab =  c 
булиши лознм. Агар ab =  c булса,

1Лр ) =  {/?-f-а ) ip2 +  b) = 0
дан р —- +  / Ь. Шундай килиб, L ip )  купхад мавхум илдизларга эга
булиши учун ab =  c тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарли. И р )  
купхаднинг а, Ь, с коэффициентлари хам комплекс текмсликда 
узлуксиз харакат килиб боради. Ш у харакат давомида мавхум ук 
a b ~ c  булгяндагина кссиб утиладн.

Энди (11.6) (яъни a b > c )  тенгсизлик бажарилмасин дейлик. 
У холда ё a b ~ c ,  ё a b < c  булади. Биринчи холда купхад мавхум 
илдизларга *га, демак, у нотургун. Иккннчи холда хам купхад 
нотургун эканнни курсатамнз, а ва b ларни (а > 0 ,  Ь > 0) шундай



узлуксиз узгартирамизкн, биринчидан улар мол га интилса, иккинчи- 
дан a b c c  тенгсизлик бузилмасим. Бундай узгартиришда купхаднинг 
илдизлари мавхум укнинг бир томонидан иккинчи томонига ута 
олмайдп, икс холла ab< ic тенгсизлик бузилган булар уди. Демак, 
купхаднинг тургун они нотургунлиги узгармайди. Агар а =  Ь =  0 бул- 
са, (11.5) дан рл-\-с га уга буламиз. Унинг илдизлари

^ Ve . . лД' п i i— с < 0 , р. ,=  - ±1 — 2 . Демак. р + с  купхад мавхум

укдаи унгда жойлашган 2 та ^  илдизга уга. Бу холда

купхад нотургун (яъни мавхум укдан унгда жойлашган илдизлар 
бор). М азкур  хосса а ва b ларнинг полга етарли якин кийматларида 
хам уринли, чунки илдизлар купхад коуффициентларининг узлуксиз 
функциясиднр. Шуидай килиб, ab <. с тенгензлик бажарилгаида L (p ) 
купхад нотургун.

К т а р л и л и г и . ( 11.6) тенгсизлик бажарилсин дейлик. Бу холла 
L (p )  купхад тургун уканини исбот этамнз. a b > c  тенгсизликда с ни 
шундай узгартирамизкн, у 1) нолга интилсим, 2) a b > c  тснгсизлик 
бузилмасим. Агар í‘ =  0 булса, ушбу

L (р) = р { р 2 +  ар +  Ь) 

куихадга эгамиз. Бу купхад p\= i)  ва р.,л=  —  ̂ ±   ̂ илдиз-

ларга уга. Бундан р2.л ларнинг хакикий кисми манфий укани куриниб 
турибди. Агар с нинг нолга етарли якин мусбат кийматларини олсак, 
р2.з илдизлар мавхум укдан чапда колади. Аммо ноль илдиз мавхум 
укдаи ё чапга ёки унгга етарли кичик микдорда силжийди. Иккинчи 
томондан маълумки, купхад илдизларининг купайтмаси тескари 
ишора билан олинган озод хадга тенг (купхад учуй Виет теоремаси). 
Шунинг учум курилаётган холла р\‘ ргр.\=  — с < 0 ; р2-рл> 0 тенг- 
сизликлардам р i< 0  (хакикий илдиз) укаии келиб чикади. Шундай 
килиб, u > О, b > 0, í > 0 . a b > c  тенгсизликлар бажарилгаида Ц р )  
купхад тургун булади. Теорема исбот булди.

Умумий холда купхаднинг туррунлиги шартини баён утамиз. 
Эслатиб утамнзки, бирор

p II P 12 •■p\n

p = p-n P n  ■■ p2n

Pn 1 Pn<¿; Pnn

матрица берилган булса, унинг ¿-тартибли бош минори деб ушбу
рп pvi ••• Pi* 
p¿I P t¿ ■■■ p-lk

P к \ ■ pkh 

.m



матрицанинг детерминан тига айтилади. Уша минорни Д *(Я ) деб 
белгилаймиз.

П .3-теорема (Р а у с— Гурвиц белгиси). Ушбу
=  йпр" а \р'1 ' Н- а„ ¡р ип, а о >  0 (11.4)

коэффициентлари %ак,ик,ий булган п-тартибли куп^ад берилган 
булсин. Куйида куп^аднинг ао, а\, ... ,ап коэффициентларидан 
п- тартибли матрица тузамиз:

0  =

а , а, а, ... О 
ц, а, а, ... О
О а, а, ... О

О ... а„ , а„
(11.4) купуад тургун булиши учун %амма бош минорлар Л |(ф ), 

ДПС?), ... , Лп(ф ) мусбат булиши зарур ва е.тарли]
И с б о т . С} матрицанинг Л-устунини ёзамиз:

*-2“ * ( I а*ак Iй* -2
Ьунда ак  ̂ j элементлардан а* бош диагоналда жойлашган, шу- 
нингдек, агар ¿ 4  /< 0, булса, а*+, =  0.

11.3-теоремадан аввал исботланган 11.2-теорема хусусан келиб 
чикади. \аки катан, 11.2- теорем ада п =  3 ади. Шунинг учун учинчи 
тартибли О матрицани тузамиз:

а, а, О 
а,, а, О(1 =

1>ундан:
О а, а,

а, а ■.
=  а ,а ,— а д ,

а,, а-2
Л . , ( У ) = а , Л 2 < < ? ) .

11.3- теоремага кура:
а » > 0 ,  О | > 0 ,  а з > 0 ,  а \ й ‘2  —  а о а з > - 0 .

Quô
Охирги тенгсизликдан — -->() келиб чикади.

“ |
Энди п =  4 булганда

а , а, О О 
ц ; а. а, О

О а, а ( О 
О а, а, а, 

матрицага кура:
Д | ( Р ) = а | ;  Л 2 ( ( ? )  = а , а 2  —  а»>ад;  А з ( < 2 )  = а ; 1Д 2 ( ^ )  —  

А.1 ( д ) = а . 1Д.1 ( ( ? ) .

<1 =

1 Г, У  1СЧ)[)СМ<1ННМ1 Н С б о Г И Н И  П . Г Ч с Т .И 'И П И Н Г  «Усгончииооп. днижеиин» 
( I Оосхпчд;п\ М.. Н»г>г>. 79 КЗ беылр) кигобндлн \kih.i мумкии.



Бу матрицанинг мусбатлиги шартидан
ац>0, « |> 0 ,  а-г >  0, а :$;>0, а ^ Х ) ,  

Д;{ ( Р ) =  а ,а2а-л — аш* — а ?а4 >  О
тенгеизликлар келиб чикади. 
Ш уш а  ухшаш, л =  5 булганда

С> =

а,
а,

О
О
О

а, а- О О 
а, а, О О
а, а, яг, О
и,, а а,, О

О а а, а,
матрицанинг бош мннорлари куйидагича булади:

Д | (р )= 0 | .  Аг(Ф)  =£1|аг — Д3(С?) =а»Д*(С^) — и'^4,
А4((Л  =  а ,Д ,(р ) — аг,а2/\2(С}) +  а{,а'1(а\аА — а11а?>),

Лв(С?) =и5Д<(Р)- 
Ву минорларннпг муебатлигидан ( а о Х ) )

а ()> 0 , а | >  0. а 2 >  О, а 3> 0 , «4> 0 , аг,> 0 , 
а |0:»аз — аоа* — а?а4 +  !«?> >  О,

— а г, ( « |аЛ — а (>а ] а  1 — аоага:* +  адаг,) >  О

генгеизликлар келиб чикади.
2. Ечим модулининг ба\оси. Визга л-тартибли чизикли узгармае 

коэффициентли бир жинсли ¡ . ( р ) г  =  0 дифференциал тенглама 
берилган булсин. Ву тенглама характеристик тенгламаен 
/ , (р )= 0  ни иг барча илдизлари

Л, =  ц(-| ^1, /=1,2, ... , ш,
куринншда ёзилган булсин. Унда баъзи лар нолга тенг булишн 
мумкин, т < .п  булганда чса каррали илдизлар хам мапжуд булади. 
Хамма х.олда х.ам п та чизикли эркли ечимпи, иыш фундаментал 
системами топиш мумкин. И.1у п та ечимни 2|, 22, , 2„ деб белгилай- 
миз. У холда умумий ечим <р(/) =  С|2 | +  Са2* +... +  С,гя каби ёзилади.

11.4-теорема. Лгар 1.(р) купцш) турп/н булса. шунОай мусбат а 
сон топиладики. ушбу

р , < — а, /=1,2, ... , т  (11-^)
тснгсизлик уринли булади; шу билан бирга бу х,олда Ц р ) г  =  О тенг- 
лиманинг уар бир ечими учун шундап мусбат сон М  топиладики, 
ечимнинг модули учун ушбу

IЧ-(/> I < М с  /> () ( I 1.9)
тснгсизлик уринли булади.

И г б от. Анпал (6.15) функциялар еистемасидан олинган ихтиёрий 
гк, л =1,2, ... , п ечим учун (11.9) формулани иеботлаймиз. Хакикатан,



ечимни олайлик. by формул.чмимг икки томонинн е га буламиз:

- = 1 'е*,п "1,' л"1' = ? е " '  ,e° V v  .
е

Эмди U, ' | =  l булгани учум ушбу муноеабатга эгамиз:
л  | ^. mi, I in

Аммо (11-8) га кура щ-|-а<:0. Шунинг учун «Лопиталь коидасини 
котма-кет кулласак:

1 • j ' * tii *г* ̂  t I ■ ^hm / е 1 =  Inn , =  lim - , =0.
, ■ ■ ■ - —  ,и» " "  / . . •* (- t ) 'tv ‘

Бундам t ' e " 1' 1'' функция 0 булганда чегараланганлиги келиб 
чикади. Шундай килиб,

| | </И ’
ОКИ

Iг% | < М Ч(' /> ()
деб ёзиш мумкнн. Ьу баходан фойдаланиб. ф ( / )  о ч и м н н м г  модул и н и  
бахолаймиз. Рашманки,

l < f ( O l ^ ) C i l  \z\ I +■ \С-А I z-21 -j- ■ ---|- I (-n I I zn I <C ( I (-11M i -f-
■+ +  +  'l, =  Me

Дсмак, / ^ 0  булганда (1 1.9) теигеи.члик уринли. Бундам куринадики 
ф(/) ечимнинг модули экспоненциал функция буйича мол га имтилади.

11.5- теорема. Визга чизик,ли бир жинсли узгармас коэффи­
циент ли система х =  Ах берилган булиб, ф(Л £) вектор-функция унинг
0, £ бошлангич цийматларга эга булган ечими булсин. Агар 
А матрицанинг барча хос сонлари манфий х;ак,ик,ий к^исмларга эга 
булса, у %олда шундай мусбат г ва а  сонлар топиладики. ушбу

IгМ/, £ ) | < r | £ k  а'. !> 0  (11.Ю)
тенгсизлик уринли булади.

И с б от . Ушбу А =  (a lt), L {p )  =  (а„ — рЬ,,) болгилам!ларни кирит-
п

сак, берилган системами ^  /.,,(/;).*, =  0, » =  1,2, ... , п каби ёзиш

мумкин булади. Агар f ) (p )  деб L (p )  матрицанинг детермннантини 
белгиласак, 9-бобдаги мулохачалардам маълумки,

I  М„1(Р )1 ,1(Р )= Ь ь ,0 {р )
I

тенглик уринли. Бундам:

0 =  v 2  Mlll( p ) L ll( p ) x =  v  6klD ( p ) x l = D { p ) x k .
' “  I / = • i = I



Демак, агар л:= (х\, ..., х„) * системанинг бирор ечими булса, у ходда 
\ар бир Xi, ¿ =  1,2, ... , п ушбу D ( р ) Xi =  i) тенгламанинг ечими булади. 
D ip )  куихад шарт буйича тургун. Шунннг учуй хар бир х, учун U , | ^  
^ Re *', / ^ 0 ,  / =  1, 2, ... , п, R > 0, а > ( )  тенгснзликка эгамиз. Буп-
дан \х\ <  yjn Re~al, />0.

Энди е ,=  (0, .... 1, ... , 0) бирлнк-векгор булиб, /-уриндагидан 
бошка координаталари нолга rem . {/) - - борилган системанинг 
Ф1" (0) =Ci, /=  1,2. ... , п шартни каноатлантирадиган ечими булснн. 
Бу холда Ф (Л  £) функции куйидагича

П’ (Л 1) =  I
I

ёзилади. Хар бир фы (0  функция учун кжорнда |^(,' ( / ) | ^  
Jn e  а1 тенгснзлик исботланган эди. Illy  сабабли, И>(/, £) I учун 

бахо чикариш мумкин. Равшанки, ф(/. | )  ни бундай ёзса булади:

ф(/, |) =
'£.Ф!'М 0

+ ■.+
LC M O

[ 1 Л МО. u r  (О 2  I C  (О

Бундам:

И>(Л £)1 ==  х | ,ч г < о  J +■■• +  (  "г  <

Д / ^ I I M  H f í O l J +■■• + (  I  IM  I t / f O l J -

Ушбу ^ Z |£,| I C M O I ^  ифодани алохида бахолаймиз. Содда 

хисоблашлар курсатадикн,

(  2  I t l  I C « ) l J -  I  16,П К "  (Ol -+

+  2 1 '  X ' l £ ( l l£ ,| I C  (01 I C M 0 I .  бунда I '  йигиндида ¿= £ j.

Энди бахолашни даном этт нрамиз. Бунинг учун ab ̂  { а 2 Ь2) 

тенгсизликдан фойдаланиб,



тенгеизлнкнн хоенл киламиз. Энди |\|>(Л |) I учун куйидаги тенгеизлик 
коли б ч и кади:

1 Ш ; ) К  1(2я +  1) Ish'tfV Л I =  у П (2 и + 1 )  f f l E k

Домак, (11.10) тенгеизлик исботланди, унда г — yjn ( 2п +  1 ) R.
Теорема исбот булди. Куринадики, Ф(/, с,) ечимнмнг модули 
/ ^ 0  булганда чегаралангам на lim | i|>(i, £,) | = 0 , бунда нолга ин- 

тилиш чкемоненциал функция буйича булади.

Э  с л .1 т м а .  А.‘ар I. [р )г  =  0 (/.(/>) п- тартибли чи:шк,ли тенгламанинг система- 
нинг характеристик купхади) тен.'ламанинг характеристик куп^ади I )  бшттисининг 
хациций цисми ноль. к,ол.'ан.шриники манфий булган и.и)излирги эга булса, у холди 
ихтиёрий (р( О ечимнин,' модули / ^ 0  Оул-'анди чегаралингин булади; 2 ) агар 
бирорти ил ди.шине %ак,ик,ий цисми ц, >  (1 б у л си, у  %олди п-тиртибли чи:шк,ли

тенгламанинг / *• -i оо да чексинга инти.шдигин е 1 ечими, п-\артнй.ж  чнчиклн систе- 

манипг модули чексюга ингиладиглн h 'e ' ечими манжуд булади.

II .3 - J .  М У В О З А Н А Т  X.OJ1 Л Т И  Н И Ш ' Т У Р Г У Н Л И Г И .  Л Я П У Н О В -  
П У А Н К А Р Е  Т 1 .0 РГМ А С И

1. Ляпунов маъносида туркунлик ва нотургунлик. (10.2) система-
да /i (лг|...... х „ ) , ... , f „ (x |........хп) функциялар холат фазосининг бирор
D n сохасида аниклангаи на бириичи тартибли хусусий хосилалари 
билан узлуксиз деб караймиз. Тургунлик белгиларини баён этишда 
■»са хатто нккинчи тартибли хусусий хосилаларнииг узлуксизлиги хам 
талаб чтилади.

О,, сохадан олингаи « = ( a i ,  ... , а „) нукта (10.2) снстеманннг 
мунозанат холати булсин. дсмак, /'<«) = 0  вектор тенглик уриили. Uly 
а нуктанннг тургунлигини еуз билан тушунтирайлик: агар / =  0 мо- 
ментда (10.2) системанинг а, a^L)„  нуктага eiap.in якин нуктадан 
чикадиган ечими узининг бутун кейинги узгариши давомида, яьни
I нинг барча /> 0  кийматларида шу а нуктага якинлигича колса, 
у холла мунозанат холати а ни тургун деб аташ лозим.

Кейинги мулохазаларимизда (), |, £ = (£ [, ... , £л) бошлангич 
кийматларга эга булган ечимни <| (/, |) деб белгилаймиз. Албатта, 
мунозанат нуктаси а нинг атрофидаги ечимлар текширнлиши 
тургунликнинг аник таърифи учун керак. Шунинг учун шубхасиз, 
\ Ф а  деб танланади. Демак, ф(/, £) вектор-функция учун ушбу



м\ носаба м ар  уринли.
I 1.2- т я ), р и ф . Агар I )  шундаи сон ¡>>0 мивжуд булсаки, 

|£ — а| < ( )  булган<)а (10.3) нектор-тенгламанинг <( (/, £) сними I нинг 
парча мусСшт к,ийматлари<)а аницланган булса, 2) %ар Оир мусбат сон 
е > 0  у чу н шундай мусбат Л, Л<С|> гопилсаки, I £ — « I <С Л булгаш) а 
( нинг барча мусбат к,ийматлари учун |ф(/, £) — а | О '  тенгсизлик 
бажарилса, у %ол()а (10.3) всктор-тенгламанинг муао.шнат .уолати 
а Ляпунов маъносида тургун <)ейила()и.

Агар Ляпунов маъносида тургун булган мувозанат ходати а учуй 
3) шундаи мусбат сом а, о < ц  мавжуд булсаки, |£ — « I < гг булганда 
ушбу

Мш | ф ( / Д ) - а | = 0

муносабат бажарилса, у холда (10.3) вектор-темгламанниг мувозанат 
ходати а асимптотик тургун дейидади.

1ф(/, £ ) — а | < 0  тенгсизликни коордиматалар билан ёзсак,
\ (ф, (/, ъ) — Н|)‘ + ••• +  (<!■„ </* £) — а,,)’ О  тенгсизликка эга була-

миз. Бунга эквивалент п та

|ф, (/, I )  — а, | <  ........  1ф„(/.£) — и.,| <  к"1 ,V п V п

2 %  =  п, > 0 , /' =  1,2, ... , п
I

тснгснзликни ёзишимиз мумкии. Агар шу теигсизликлардан каммда 
битгаси уринли булмаса, теппнли ф(/, | )  вектор-ечнм Ляпунов 
маъносида иотургун дейилади. Б уш а  мнсол килиб, холат текислиги- 
даги эгар манзарасини келтириш мумкии.

Энди п- гартибли чизикли бир жинсли мухтор системами олайлик. 
Ма'ьлумкм, агар А магрицанннг хос сонлари мамфий хаки кий 
кисмларга ага булса, у ход да 0, £ бошлангич кийматларга эга булган 
ф(/, £) ечим учуи (11.10) тснгсизлнк уринли. Чизикли бир жинсли 
системада « =  0 булади. Шунинг учуи *• бнрор мусбат сон
булса, 6 — '̂ Д‘‘б олим! мумкин. Б\ холда |||-<  ̂ булган-

да £) | ^ г | £ к  с ' " О ,  чумки с " '< 1 , а > 0 ,  /> ().

Ломак, чизикли бир жинсли мухтор система учун а =  0 нукта Л яп у ­
нов маъносида тургун. Бундам ташкари, (11.10) тенгсизликка кура
о до б ихтиорий кичик мусбат сонни олинса хам Мт | ̂ -(/, £ ) | = 0

тенгликка эгамиз. Демак, « =  0 нукта Ляпунов ма вносила асимптотик 
ту ргун.



п- тартибли чизикли узгармас коэффициентли дифференциал 
тенгламанинг тривиал ечимиии хам тургунликка текшириш мумкин. 
Бунинг учуй теигламани каноник узгарувчилар ёрдамида мухтор 
еистемага келтирилали. Сунгра координата бошидан иборат булган 
( (xi ,  ... , хп) лар фазосила) мувозанат холатининг тургунлиги 
текширилади. Бунда ц/<0, /=1,2, ... , т  тенгензликлар уринли 
булганда яиа (11.10) тенгеизлиги уринли булади на асимптотик 
тургуилик келиб чикали.

Юкорида айтганимиздек, агар А матрицанилг бирор хос сонининг 
хакикий кисми нолга теиг булиб, колганлариники маифий булса, 
у холла мувозанат холат Ляпунов маъноенда тургун булади. Дммо 
у асимптотик тургун булмайди. Агар бирор хос соннинг хаки кий 
кисми мусбат булса, мувозанат холат тургун була олмайди. Illy  
муносабат билап нотургун мувозанат холатининг таьрифини келтира- 
миз.

11.3- т а ь р и ф . Агарда шундай мусбит сон ц мавжуд булсаки, 
(10.3) тенгламанинг .\ар бир ф(/. £) енимига мае траекториям ушбу 
|£ — « 1 < ц  шарнинг а нук,тасидан бошлиниб, шу шардан
албатта чик,са ва унга бюшк,а к,айтиб келмаса (бошкача айтганда, 
шундай мусбат сон Т =  Г (£ ) топилсаки, t =  T($) бÿлганда ф(/, | )  ечим 
аникланган ва I пинг шу ечим аникланган кийматларида |ф(/»
£ )— а \ ^ ц  тенгсизликни каноатлантирса), у холла (10.3) вектор- 
тенгламанинг муво:шнат jço.iutu и бутунлай нотургун дейилади.

Нотургун мувозанат холати, умуман айтганда, бутунлай нотургун 
була олмайди.

Бутунлай нотургун мувозанат холатига мисол килиб, нотургун 
тугун нук,тани. нотургун фокус нук,тани, нотургун гугилма тугун ва 
фокус нукталарин (хаммаси текширилади) келтириш мумкин.

2. Мухтор система ечимининг группалаш хоссаси.
11.1 - л с м м а . (10.3) чектор-тенглиманинг 0, £ бннилангич к,иймат- 

ларга эги булган <j (í, сними учун ушбу

<|(/. Ч(а-, Ё))== ‘|<*-И. I )  (11.12)
айният уринли булади (бу ер<)а t, s ■— эркли узгарувчилар).

(11.12) айният билан ифодаланган хосса мухтор система 
ечимининг группалаш хоссаси деб юритилади.

И с б о т .  Маьлумки, I  тайин нукта. Энди s ни хам танинлаб,

=  £) (11.13)
деб белгилаймнз. ( 10.3) вектор-тенгламанинг <j■' "  (/) =  <р(/. ц ) 
ечимини курайлнк. Лем мала курсатилганидек, ц (/, ç) вектор- 
функция (10.3) тенгламанинг ечими. Шунииг учун (10.3) тенглама 
мухтор булганндан <| (/ + .v, £) функция хам ечим булади. Уни «{-‘“ ‘ (О 
деб белгилаймиз. Шундай килиб, (10.3) тенгламанинг нккига q 1 м (/) 
ва ф'~' (0 ечимларига эгамиз. Бу ечимлар умумий бошлангич 
кийматларга эга, чунки

' 1 ’ (0) =  <, (0, 1|) =  п- 
||-, J , (0) *=<(.(() +  .?,



тенглнклар уринли. Демак, ягомалик теоремасига acocan 
ф(и (/) =  <р(2) (/) ва шу билан бирга (11.12) айният уринли. 11.1 -лемма 
исбот этилди.

3. Мусбат аникланган квадратик курннншнинг баъзи хоссалари.
п улчовли фазонинг узгарувчи векторини х =  (х\, ... , х„) дейлнк. Ш у 
х векторнинг квадратик куринмши деб ушбу

it И

W (х) =  Z  I  o»,,*,*, (to¡¡ =  u)i¡ — хаки кий сонлар)
i / i

формула билан аникланган №'(.*) функцияга айтнладн. Шубхасиз, 
Ц7(0)=0 тенглик уринли. х ф ( )  булганда квадратик куриниш аник 
мусбат ёки аник манфий ишорали булиш холлари мухимдир.

Агар ихтиёрий х ф О  учун W7(лг) > 0  булса, квадратик куриниш 
W {х) мусбат аникланган дейилади. Мусбат аникланган квадратик 
куринишнинг кейингн мулохазаларда зарур булган хоссаеини 
келтирамиз.

11.2- л е м м а . Ихтиёрий мусбат аникланган квадратик куриниш 
учун шундай иккита мусбат ц ва £ сонларни топиш мумкинки, 
исталган х вектор учун ушбу

ц|х|-'< r U X v l x l *  (П.14)
тенгсилликлар уринли булади.

И с б о т .  (11.14) тенгсизлнкларни исботлаш учун

isi =  i ш + ё + - + ё = 1 )  (П-15)

бирлик сферами олиб, U/(£,) функциями шу сферада курамиз. №(£) 
функция (11.15) сферада узлуксиз ва мусбат аникланган, сферанинг 
узи эса сник чегараланган туплам. Шунинг учун W'(^) функция
(11.15) сферада узининг эн г кичик ц на эм г катта v кийматларига 
эришади. Сферанинг барча £ векторлари молдан фаркли булгани учун 
р ва V сонлар мусбатдир. lily  р ва v сонлар (11.14) темгеизлик 
бажарилиши учун изланган сонлар эканини исбот этамиз. Юкоридаги 
м ул оха зал а рда н

(1 < r ( £ ) < v ,  &€{£:ISI =  I| (11.16)

тенгсизликлар келиб чикади, умда р > 0 , v > 0 .  Ш у сферанинг вектори 
ёрдамида x =  kh, векторми тузамнз, унда к ихтиёрий хакикнй сон. 
Равшанки. Ixt =  I кс,\ =  Ш  |£| =  |Я.|. Энди (11.16) тенгсизлнкларни 
к2 га купайтирамиз:

|iA.2< X 2lT(£)
бундан

р|х\-^к '  v U ! “‘

ёкм =  W {x )  тенглик уринли булгамидам изламгам



(11.14) тенгсизликлар келиб чикади. Шундай килиб, (11.14) тенгсиз- 
ликлар исбот этилди.

4. Ляпунов функцияси квадратик куриниш сифатида. Эслатиб 
утамизки. агар очик Оп тупламда бирор дифференциалланувчи ^ U i.  
... ,х„) функция берилган булса, бу фуикциядан (10.2) системага кура 
/ буйича хосила куйидагича аникланадн: (10.2) системанимг ф(/о) = х ° 
бошлангич шар тми каноатлантирадиган очи мини ф(/) дойли к.
(10.2) системага кура F, (х) хосила

ёки Л  m .-,(*) =  I  ()fJ x ' ^ x^

формула билам аникланади.
Энди

ц
х,= 2 а„х,, г =  1,2........п (11.17)

чизикли бир жнисли иормал система берилган булсии.
11.3- л е м м а .  Агар (11.17) система матрицасининг барча хос 

сонлари манфий %ак,ик,ий к,исмларга эга булса, у х,олда шундай 
мусбит аник^ланган квадратик куриниш W  {х ) мипжудки. бу 
куринишнинг (11.17) систсмага кура t буйича уосиласи ушбу

W'.h m U K - W * )  (11.18)

тенгси.чликни к,аноатлантиради, унда х-ихтиёрий вектор, fi-мусбат ва 
х га боглик, булмаган х;ак,ик,ий сон.

И с б о т .  Лемманинг исботи тогишли шартларии каниатлантира- 
диган куринимши кури шлам иборат. (11.17) системаиипг 0, £ бошлан- 
гич кийматларга эга булган ечимиии ^(/, £) дойлик. У холда 
11.5 теоремадан маълумки, \|>(/, £) ни буидай ёзса булади:

4> (U ) =  I  ( H . I 9 )

бунда вектор 11.Г)-тооромада курилган вектор.
Ушбу

\ I * ( t . s ) M t  (11.20)
(J

хосмас интегрални курайлик. Унинг якинлашунчи эканини курсата- 
миз. (11.19) муносабатдан фойдаланиб, (11.20) интегрални

1  I  $ (Ф,(т).  Т | ) , ( Т ) ) £ / Т  (11.21)

курииишда ёзиш мумкин. Х,ар бир i|)*(t), /г=1,2.........п функция
11.5-тооремага кура |i|’* ( t ) | ^  \JnRe~al ( 1 ^ 0 )  тонгсизликни ка-



ноатлантиргани учуй (11.21) ифодадаги хар бир хосмас интеграл 
якинлашувчн. Димак, (11.20) хосмас интеграл хам якинлашувчи. Уни 
№(£) билан белгилайлик:

11/(5) =  \ И-(т, I )  М т . (11.22)
41

1^(£) функция (11.21) га кура £|, ... , узгарувчиларнинг 
квадратик куринишиднр. Ш у квадратик курнниш мусбат аникланган, 
чумки ( 11.22) фор мул ада интеграл ости да ги ифода учуй мусбат. 
Демак, ЦР(Е;)>»0. Энди ушбу И Р , х о с и л а н и  хнеоблаймиз. Ав-
вал ^ ( ^ ( Л  £) )  функцияни курамиз. У куйидагнча аникланадн: 
группалаш хоссасига кура

Г ( 1(1( т Д ) ) =   ̂ |1̂ (/ +  т Д )  |’(/т=   ̂ И '(т. £) \-ih-
о

Равшанки, ^ ( ^ ( Л  £))|* о=1^(ф, (0, £ )) я= №(£).  Шуминг учун 

И̂ .м (1) &)) I.. \ 1Ф(Т. £) |ч/т|. „ =

Демак,

г  ; , ( и  =  -1&1’.

(11.14) тенгеизликлардан иккимчисини оламиз:

бундам — Шу ндай килнб,

«'(«)■

Демак, (11.18) темгеизлик 11/(£) олдида р=- 1 коэффициент билан
у

бажарилади.
5. Ляпунов — Пуанкаре теоремаси. Виз куйида келтирадигам 

теорема мувозанат холатинииг асимптотик тургун булиши хакида 
булнб, у етарлм шартни беради. Купинча бу теоремада тавсия 
этиладиган методни биринчи яцинлашиш буйича туррунлик ёки 
Ляпунов — Пуанкаренинг биринчи усулн деб юригилади. Мазкур 
усул мухтор системалар учун баён этнлади.

Визга (10.2) мухтор система берилгаи булмб, а =  (и ....... ап) уннмг
мувозанат нуктаси булемм. Ушбу

Х{ =  а,-\-уи /=1,2........п (11.23)



алмаштириш ёрдамида янги у |, у2, ... , уп номаълум функцияларни 
киритамиз. Равшанки, *, =  //,. Энди (10.2) систоманинг унг томонида
\ам (1 1.23) алмаштириш бажариб, хар Пир ¡,{х\....... хп) функциями
а нукта атрофида Тейлор каторига ёйсак, куйидагига ага буламиз:

бунда /<*, янги у\...... у„ номаълумларга нис'батан иккинчи тартибли
кичнк микдорлар. Фара:* буйича, и нукта мувозамат нуктаси булгани 
учун /, (а )=0.  [Цуминг учум х, =  у, -  (а +  у)  акаиини хисобга олиб
(10.2) системани куйидагм куринишда ёзамиз (нши номаълум 
функциилар билан):

Агар ( I I . 26) системада кол дик. хадларни (К, ларни) тушнриб 
колдирсак, хосил булган у тб у

система бшринчи як,инлшииш системаси дейнлади.
I I . 6-теорема (Ляпунов — Пуанкаре теоремаси). Агар А =  (ац) 

матрицанинг ( ( 11.25) га каранг) барча хос сонлари манфий ^ак,ик,ий 
к,исмларга эга булса, у х,олда (10.2) системанинг мунозанат уплати 
а асимптотик тургун 0 у лада; туларок, айтганда, шундай сон 
а > 0  мапжудки, || — и \ < о  булганди уш бу

(бунда г ва а  — £ га боглик булмаган муебат сонлар) тенгси.члик 
уринли булади.

И с б о т .  Мунозанат холатн координата боши бнлан уима-уст 
тутади. нъни и =  ()дееак, умумийликка зил булмайди. Бунга сабаб, 
у =  г-\-а алмаштириш к ~ а  мунозанат холатига г--0 мунозанат 
холатими мос куяди ва ушбу

система хосил булади. Бундам А матрица узгармагани куриниб 
турибдн. Шундай килиб (10.2) системанинг мувозанат холатн а учум

Ц а  +  и) =  [.(« ) +  X '5̂ " ’ у  + Н. (= 1 .2 ........н, (11-24)

Агар

(11.25)а

деб бслгиласак, охирги системани бундай ёзиш мумкин:

У =  2  а,,у 1,2........ п. (11.26)

у =  X  а у . /=  1,2, ... , п (11.27)

!'(■(/, 5) - и  I < г |£  — а\е (11.28)

01 (и)
г,= / (г + а) =/. (« )  +  2 ^  г + / ? , / = 1 , 2 ........п



а =  0 деб хисоблаймиз. Демак, ( 11.23) алмаштиришдан х, =  у,, /=  1,2, 
... . п келиб чикади.

Ш у сабабли (11.2ft) система

х, =  2  üjjXj +  R,, i= 1,2,... , п ( I I  .29)

куринишда ёзиладн. Кейинги мулохазаларни назарда тутиб, R, 
колдикнинг куринишини хам ёзиб куяйлик:

R .=  l - Í I Т ' "  '
2 , . ,  , ,  , ' V ' »  1

W (х) энди (11.27) чизикли бир жинсли нормал систоманинг 
Ляпунов функциями булсин. Illy  функциядан í буйича (1 1.29) систе- 
мага кура хосила оламиз:

It l.vl = 7  1  ачх ,+  I  ,т {1 ) R ,=
J I i - I ' ; - I

=  IP,„ , ; , ( * )  +  I  R..

W(x)  функция (11.18) тенгензликнн каноатлантиради. Шунинг 
учуй ушбуга эгамиз:

Z  ™ (хх) R.

Энди (11.14) тонгсизликка кура, шундай кнчик Ь > 0 мавжудки,
tt^(jc)<6 (11.30)

тенгсизликни каноатлантирадиган вектор *£/)„. Ш у U' / (x )^ b  
тенгсизлик D„ тупламда эллипсоидни тасвирлайдн, бу аналитик 
геометриядан маълум. Юкорида R, учун ёзилган формула буйича R, 
функция квадратик куринишдан иборат. Яна (11.14) тенгсизликка 
кура

\R | * W (x ) ,  /е =  const

ва |дг,-1 ^  W (x )  тенгсизликка acocan чизикли куринишдан иборат 

булган - учун ушбу

d W (x )
< ) х

I -\JW(x) , I =  const

тенгсизлик уринди. Шундай килиб, шундай мусбат q сон мавжудки,
(11.30) тенгсизлик бажарилганда кунидагига эгамиз:

I  ñWí x) R ^ q { W { x ) ) ' -
ох.



Шундай муебат с сонии танлаймизки, ушбу тенгеизликлар уринли 
булсин:

с ^ Ь ,

lily  белгилар на юкоридаги бахолар ёрдамнда шуми топами»: 
W nrJ,h ( x ) ^ - l > , W U ) + q \ W ( x ) \ v 2 =  W ( x ) \ - i i - i  4 ^ W ( x )  |<

+  [ - ß + £  ] ---- ^

я'ьни агар
r u ) < f  (11.31)

тенгеизлик бажарилса, куйидаги

. U K - J r w

тенге нзли к уринли булади. а — , демак, (11.31) тенгеизлик уринли 

булгапда
W n . 2 a W ix )

тенгеизлик хам бажарилади.
Энди £ ( 11.31) иллнмеоиднииг ихтиёрий инки нуктяси булсин, яъни

I  нукта учуй
w a x e  (11.32)

тенгеизлик бажарилади.
(11.29) системанинг 0, £ бошлангич кийматларга эга булган 

ечимини ф(/, ^) на U/(/, £)) ни чса ш(/) деб белгилаймиз. Ьу <о(0 
функция t нинг / ^ 0  тенгсизликни каноатлантирадиган ва <р(/,£) 
ечим аникланган барча кийматларида аникланган булиб,

« ( 0 < с  ( l l . X l )
ПМНЧ1И.1ИК бажарилганда, <»>(/) нинг хосиласи учун ушбу

(..(/ )<  — 2aoj(/) (11.34)
I I шч'излик хам бажарилади. Хозир q>(/, £) ечим барча О учун 
аннкланганнни исботлаймиз. Фараз килайлик, ф(/, £) функции / нинг 
барча муебат кийматларида аникланган булмасин. У холла 
х =  (|.(/, £,) нукта / нинг ортиб бориши билан (11.31) эллипсоидлан 
албатта чикиб кетади (f!| 24-§. Ь бандга каранг). Тегшили нукта
(11.31) эллииеоиднинг чегарасига биринчи марта келган моментнни 

/ '> () дейлик. Шунга кура 0 ^ / ^ / '  оралнкда q (/, *) нукта
(11.31) эллипсоидга тегишли ва (11.34) тенгеизлик уринли булади. 
Бундам to(0 <  U чикади. Демак, г =  ta(/ ') ^ ю (0) < с  га эгамиз. Ьу  
эеа зиддият. Шундай килиб, ш(/) функция / нинг мусбат булган 
кийматларида аникланган. Агар с ,Ф () булса, <о (0>0 булади, 
чунки 1Пф(/, ^ ) )> ( ) ,  агар ц>(/, | )  /=0 булса, маълумки, qj(0, | )  =  
=  £(/ =  () да).  с|>(/, £)=^£„ 1фй- Демак, факат £ =  () булгандагина



Й/(ф(^, £ ) ) = 0  булиши мумкин ва £,Ф() да о»(/) > 0 . Шунинг учун 
куйидагн содда хисоблашларни амалга оширамиз.

"И/) < - 2 а ;  (  ,,>{П ¿ / / < — 2а/. / > ( ) ,>•>11) 3 си/) ^

Iгю>{/) —  1(1(1) (0 )  ^  —  2а/

ёки
1пШ'(Ч, ( * ) ) - 1 п Г ( £ Х - 2 а /

ёки
Г ( Ч ' ( Л £ ) ) < ^ ( £ ) е  -

Энди (1 1.14) дун х =  ф(/, !•) булга иду ц1 ф(/, £) 12<  №(ц>(1, £)) на 
дг =  £ булганда 1^(£) 0 1 £ | 2 аканлиги чикади. Шунга кура № (£ , )<с  
булганда куйидагига чгамиз:

р|ф(Л 6)а<  £ ) Х Г ( & ) £ >  ^
ёки

1Ч (/, \1\*е ^  (11.35)

Яму (11.14) тенгеизликдан

|5|< о = д / ‘; (И .36 )

муносабат уриили булганда (11.32) тенгсизлик кол и б чикади. 
Шундай килиб, агар (11.36) муносабат уринлн булса, у холда
(11.35) тенгсизлик уринли булади. Ш у (11.35) пинг икки томоиидан 
квадрат нлдиз олсак,

М Ш Х  д/|; Ш  е " ,  /><>. (11.28)

Ш у билан а =  0, учун (11.28) тенгсизлик на демак,

Ляпунов Пуанкаре теоремаеи исбот булдн.

(<)Ци) \
\ митрицанинг барча хос сонлари

мусбат цациций цисмларга эга булса. у цолда (10.2) системанинг 
мувозанат %олати а бутунлай тургунмис булади.

И с б о т .  Аввалги теоремадаги каби а =  0 доим из. (10.2) система 
билан бирга ушбу

х = — 1'{х) (11.37)
вектор-тенгламани курамиз. Бу тенглама учун хам а =  () мувозанат 
холати булади. 1 I 6-теоремадаги мулохазаларга кура шу 
(11.37) тенглама учун хам Ляпунов функцияси мавжуд ва №{х) <;с 
тенгсизлик бажарилганда

1*,., ,.-,(*>< — 2 а Г (х )



<) \Х'(х) 
<~>х.

W,,„ , (jr> >2ctW/(x) (агар W { x ) ^ c  булса).

Энди & (11.31) чллиисоидиинг ички нуктаси булсин. «>(/)= 
1У(ф(/, £)) дейлик. Ьу чапда (,.(/) функция

<;>(/) >2ао>(/) (агаро>(/Х<: булса) (11.38)
генгснзликни каноатлантиради. Е.У-0 булганда <i > ( j c )  > С). Шукинг 
учун куйидаги чисоблашларни бажариш му.мкии:

Охирги тенгсюликдан куринадики, / усиши Пилам дг=-<| (/. £) нукта
(11.31) эллипсоиддан албатта чнкиб кетади. I lly  нукта чллипооидга 
боиjка кайтиб келмаелигини исботлаймиз. Тескарисини фараз 
угамиз. Шундай мусбаг / '> () томиладики, (»(/' )=<'  в а етарли кичик 
мусбат \t лар учун m(/'-f \ / )< с  муноеабатлар уринли булсин. 
Лекин б у муноеабатлардап <»(/) ^  О чкани кслиб чнкади. Топнлган 
тешсизлик (11.38) га зид. ((11.38) тенгсизлик / =  /' да тугри, чумки 
„)(/' ) — (•). Шундай кнлнб, (11.31) эллинсоиднинг ички * =  £ 
иуктасидан бошланадигаи траектории л=<| (/. £) вакти бнлаи шу 
*ллиисоиддан албатта чикиб, сунгра унга бошка кайтиб келмайдн.
Ушбу W (х) ^  v  1 А'1 *' на тенгсизликлардан {£) <С с

кслиб чикади. Демак, Ц\ <<т шар W(x )  эллипсоид ичида ётиши 
курсатилди. Шундай кнлнб. бутунлай нотургуилик таърнфига кура 
теоремам и н г исботп якунланди.

камидч пигтиси мусбат  .уак,ик,ий к,ш м.'а .чги пулей, у x¡(mh¡ м уткш н и т 
\O.UITll нотургун 6ула()и.

Исботи кжоридаги икки георемаиимг исбогига yxmaiu.
М M i n  . i  М.пемлтик м н и т н н к  i «чп . i í im íic m m h , и ы ш  ушбу

«HcirMiiim K V |> , i i i .u iK .  i>\ му\7(i|i im  icM.iMifiii MWiDüHifii \o.i;ir.i;i|4i (0.0). (Arn, 0) (/,• 
f iym i rtml мукiaji;i|>;ujn nfmpíii Г»v.iиП, саноцли гуплимнн гаш кш  -»тля. /.’ мши ж у ф i 
KiiiÍM;nj],-i|¡m.( м;iн i ниkiiщи купи чпл.пи, к ниш ток киймлтлмрш¡i *i;i h>k»|ui хо/кии

,„(/) > m (0 )(’2'1'. lf’(q (/, D )

/.) \ i> sin <| =0 
H 'H i  .u iM ü H i i  (-k ii K í i i m n i i K  y < i. ip \  i iH n . 'ia j»  i;t



M l И' холили (<>1- Ч И З М «» ). Ь у  11уКГЯ.’1;1|)ННМ1' тур) ум  Öhlt Н< )Т>р|уНЛНГИНИ юкширшп угун 
факаг иккитаоини. h i . ни u n i = ( 0,0 ) i u i  ü ( ' = ( л ,  О )  нукталарни токшнриш отарли. 
Аинлл а " ’ = (0 ,0 )  нуктани ичанлик .Miк- биринчн якш ианпии гистомасн

•гонг Ьунлан (0,0 ) нукта ( 11.2 ) оистом:» учун Лнмунон м а ы тси л а  асимптотик тургун 
■шао. Аммо маитннкншн кичик тобрапншларн учун sin ipi ~  ц i i»a fiy холла (0.0) п у м а

чогаралангаи. Ш уш  а ухш аш  а '21 =  (л, 0) нуктнга м<к бнринчи якинл.чшиш пнтомасн

Хоо сонларлаи бнрн мусбат б\лгани \чун (л, 0) hvktü (11 2 ) систома >чун Ляиунои 
маьносида нот>р(>н ( 11.8 тооромага к а р а т ) .

6. Ечимнинг тургунлиги. Визга (10.2) мухтор система берилган 
булиб, ф(/, £) функция iuy снстеманинг q'(ö, £) =  £ шартни каноат- 
лантираднган ечими булсин.

11.4- таъриф. Агар ихтиёрий г > 0  учун шундай Л > 0  мачжуд 
булсаки, I )  [ — £.| с  б тенгсизликни цаноатлантирувчи t| лар учун 
<р(/, т|) ечим барча 0 лар учун аник,ланган; 2) |q,(/, | ) — <р(/, г|) | <  т 
тенгсизлик барча / ^  0 лар учун уринли булса, у уолда (10.2) система- 
нинг (| (/, ечими Ляпунов маъносида гургун дейилади. Акс х,ол<)а 
тегишли ечим нотургун дейилади.

Агар 11.4- таърифдаги I) на 2) шартлар билан бирга яна ушбу 
шарт бажарилса, яъни 3) шундай кичик а > 0 ,  п < Й  топилсаки, 
Iт| — g| <ст булганда ушбу lim j q ( / ,  £) — y,(t, п) | = 0  муносабат

уринли булса, у х,олда (10.2) снстемаиинг <|>(/, £) ечими асимптотик 
тургун дейилади. Нотургун ечимлар учун ушбу

(II Г )

0 I
курнншлда булиб. А — { а „ ) =  ц В\ матринаннш хое сонлари

1 ф |  ( Ш  — ф !  ( М | )  I < -«й, (/.!]) 1 < *<  • \Jn



тенгсюликлардан камида биттаеи бажарилмайди. Леи)) бу генгенз- 
лнклар бир вактда бажарилмаса, (10.2) енетеманиш <f(/, £) ечими 
бутунлай нотургун деннлади.

Ечимнинг тургунлигини текшириш масаласи мухтормас система 
мувозанат холатипинг тургунлигини текшнришга келгирилиши 
мумкии. Хаки катан, (10.2) еистеманинг бнрор ечимини олайлик. Уша 
еистемада

.V =  jr-*p(/,g) (11.39)
алмаштиришни бажарачич. Равшанки, ( I 1.39) дан х =  ц>(1,$)
булганда у =  0 келиб чикади. Алмаштириш (10.2) системанн 
куйидаги

У =  Н и + Ч>[1Л))-1 (Ч>(Ш) <11.40)
тенгламага олиб келадн. Ьу вектор-тенглама учун i/ =  0 ечим 
(мунозанат холатм). Ф акат челатиб утамизки, биз мунозанат холати 
гушунчасини мухтор енстемалар учун кирнпан эдик. (11.40) тенгла- 
ма чса мухтор эмае. Аммо

y ^ h 'U ,  U) (11.41)
курииишдагн тенгламалар учун хам у ниш- f: (l, у ) функциями нолга 
айлантирадигам кийматлари мувозанат холати деннлади. Агар I ни
параметр деб каралса, ечимиинг графнгнни ( у i.......у„) узгарувчилар
фазосида урганнлади. Ьунда тегншли ечимиинг графнгн (1 1.41) тенг- 
ламанинг траекторинси, (уи , У*) узгарувчилар фазоем R" эса 
$олатлир фисюси деб юритиладн.

7. Мухтормас система ечимининг тургунлиги. ё ч и м н и  давом 
эттириш масаласи. Г>изга ( I I . Н )  вектор-гонглама берилгаи булиб, 
/•'(/, I/) функция [)„ | | сохада ечимнннг манжудлигн ва ягоналиги 
хакидаги теоремалардан бирортаенминг шартларннн кано- 
атлантирсин дейлик.

11 Г)-т а ъ р и ф. Агар / =  /о da бошлангич у, (in) — у,\ /=1,2... . п 
к,ийматлар берилгаи булиб, (11.41) тенгламанинг бшрор г/ =  ф (0  
( 0 ^ / < о о )  сними учун ихгиёрий у > 0  берилганОа .\ам шундай 
ft(e\ / о )  топилсаки, (11.41) тенгламанинг во ища ихгиёрий y =  ty( i ) ,  
l^stu ечими учун

М М  — Ш 'Н  < А
тенгсизлик бшжарилган()а барча I ̂  /о лар<)а

j !(-(/) — ф(/) 1 < Р
тенгсиклик бижарилса. у х,олда у =  <j (/) ечим Ляпунов маъносийа 
тургун дейилайи. Агар Л > 0  сон /() ги бо/лик, булмаса, г/ — ((-(/) ечим 
текис тургун ()ейилави.

1 1.6-г а ь р и ф .  Агар у =  ц:(() ечим тургун булиб, унОан ташк,ари 
шун<)ай 6о > 0  сон минжус) булсаки, ихтиёрий бошк,а (/ =  О ечим 
учун

генгсизлик бшжарилганда
lim М О  — ^ ( О  1 = 0



булса, у — ф(/) ечим Ляпунов маъносида асимптотик ту pry н 
дейилади. Агар */ =  ф(/) ечим тургун булмаса, у нотургун дейилади.

(11.41) системанинг у =  ф(/) ечимининг тургунлигини текшириш 
масаласи бирор бошка системанинг тривиал ечимининг тургунлигини 
текширишга келтирилади. Жумладан, (10.2) системанинг ф(/,£) 
ечимини текшириш (11.40) тенгламанинг i/ =  0 ечимини текшириш­
га (1 1 .39) алмаштириш ёрдамида келтирилади. Lily (11.39) алмашти- 
риш (11.41) тенгламага хам кулланилиши мумкин.

1-бобда ечимни давом эттириш ва давомсиз ечимлар хакидаги 
масала биринчи тартибли дифференциал тенглама учун курилган эди. 
Нормал (мухтормас ёки мухтор) системалар учун хам ечимни давом 
эттириш тушунчаси худди шунга ухшаш киритилади. Чунончи, 
|/ — <р(/) функция (11.41) тенгламанинг /, интервалда аникланган, 
у =  \|з(/) функция эса уша тенгламанинг /5 интервалда аникланган 
ечими булсин. Агар /,=>/, булиб, у =  ̂ (/)  ечим I, интервалда у =  ц( ( )  
ечим билан устма-уст тушса, у холда у =  -ф(/) ечим y — ̂ ( t )  ечимнинг 
давоми дейилади. Агар y =  ty{t), /£/ч ечим учун унинг давомидан 
иборат булган хеч кандай ечим мавжуд булмаса, у холда шу t/ =  \(i(/) 
ечим давомсиз дейилади.

Хар бир ечим ягона давомсиз ечимгача давом эттирилиши мумкин. 
Бу тасдикнинг исботи 1-бобда битта тенглама учун олиб борилган 
исботдан фарк килмагани учун биз уни келтириб утирмаймиз. 
Аммо куйида ечимни давом эттириш мумкин булишининг етарли 
шартларидан бирини берувчи лемма келтирамиз.

11.4-л е м м а  ( Ф и л и п п о в  л е м м а с и ) .  Бизга (11.41) вектор* 
тенглама берилган булиб, унда t£T = T\ ,  Гг) (ихтиёрий чекли 
интервал), y £ R "  ва

(у, F ( t ,  у ) ) ^  С (  1 -J- 1 г/|2) , 0 ^  C =  const (Ф )
булиб, у =  ф(/, to, х0) = ф (/ ) функция (11.41) тенгламанинг ихтиёрий 
тайинланган to, у ° бошлангич к,ийматларга эга булган ечими булса, 
у =  ц>Ц) ечим бутун Т интервалда аникланган булади.

И с б о т .  ( Ф )  тенгсизлик А. Ф. Филиппов тенгсизлиги деб 
юритилади, унда (у , /•'(/, у ) ) ифода у ва F( t ,  у )  векторларнинг скаляр 
купайтмасини англатади. Курсатиш кийин эмаски, агар \F(t, у ) \ ^ .  
^ f c ( l  +  l</l), A > 0  =  const тенгсизлик бажарилса, (Ф )  тенгсизлик 
хам 1-+-62 =  С константа билан бажарилади. Энди лемманинг 
бевосита исботига утамиз. ty(t) =  1 +  1ф(0 I2, \|?</о) =1 -f- |x °l2 =  /4 
булсин. Содда мулохазалар ёрдамида куйидагига эга буламиз:

Z  чг (0 ] =  i  2<в(/) — 2(ср(/), (Ф(0) =

=  2 (Ф </), F ( t ,  ф ( 0 ) <  2С(1 +  |ф (/ )|2)= 2С Ч )(/ ). 
яъни ушбу ^ ( 0  <  2Сф(/)

дифференциал тенгсизликка эга буламиз. Уни аввал to дан 
t ( t o < t ^ T 2) гача интеграллаймиз: (/) ^ .А е2111 1 лТ:~м , 
сунгра / дан to( Т\ ^  I <С/о) гача интеграллаймиз: \J-(/) ^Ае* '* '  ^



<>>=  0,

л «¿С(Г.  ̂ - '¿(. (71 •• /л) . л 2С*{Тл — /п)^ А е  . Шундаи килиб, Ае 1 тенгсиз-
ликларга эгамиз. Бундан ^ '(0  нинг ифодасига кура I +  1<И0 I2 Функ­
ция ёки |ф(0 |2 функция, нихоят, |ф(/)| модул чегаралангани келиб 
чикади. Лемма исбот булди.

Э с л а т м а .  Филиппов леммаси 7" =  (7"I. Т ¡) интервал ихтиёрнй булганда хам 
уринли

Куйида мухтормас система ечимининг туррунлигини текширишга 
оид мисол курами*.

М  и с и л. Уш бу р | = 1 п |1 + 2 / - 2 х ,)  + Зх. +  З Г  + I .

1 х, = х | — 2/дс | — 2х1 -х.,

сиетеманинг Х|=<, х ^ = — 1г ечими тургунликка текшириленн Ьунинг учун 
(11.39) алмаштиришнн бажарамиз:

у  1 =  Д| -г, у , =  х,4- ( г.
Нагижада куйндаги

/ У, = 1п( 1 — 2у , ) +3у_, < = / ,).

\  У: =У'\-'*У\ — У> (= / ..)
мухтор гнстемага келамич. < хисоблашлар курсатадики, бу сиетеманинг
10,0 ) муночанат нуктасида

....— ■ ( П ; ) ! - — ( . : : : )  I-

....—
( 2 ;НЛ матрица 1 I куринншда булиб, унинг хос сонларн А.| =  — 1 < 0 .

\ г=  — 2 < 0 лар д ан  иборатД ем ак, Ляпунов Пуанкаре теорсмасига кура (0 ,0 ) нук- 
га асимптотик тургун булади. Ьундан берилган сиетеманинг х , « / ,  Х2 = ~ 1 г ечими 
хам аснмитотнк тургун чкини келиб чикади.

11 4- § И К Т И С О Д И Й  Ж А Р А Е Н Л А Р Н И Н Г  И К К И  С Е К Т О Р Л И  
М О Д Е Л И  Х А К И Д А

Кунгина иктисодий жараёнлар мухтор дифференциал тенглама 
еки дифференциал тенгламаларнинг мухтор системасн билан тавсиф- 
ланадн. Бунда тегитли мувозанат холати (нуктаси) маълум 
иктисодий маьнога зга. Айникса мувозанат холатининг асимптотик 
туррунлигн мухим ахамият касб этади, у балансланган режим деб 
аталадиган иктисодий жараён кечиши билан богланган. Виз куйида 
иктисодий жараёнларнинг икки секторли модели билан таништира- 
миз.

Икки секторли иктисодий жараён ишлаб чикариш функцияси деб 
аталадиган У\ =  Р\(1Л , А'I), ^ = /^ (¿- 2, Кч) функциялар билан 
аниклансин, дейлик. Бунда Л], мехнат ресурслари хажми, К\, 
/Са—-асосий фондлар хажми, У\, У?- ишлаб чикарилган махсулот- 
лар хажми. Айтайлик, биринчи сектор ишлаб чикариш воситаларини, 
иккинчн сектор *са истеъмол бук>мларини ишлаб чикарсин. .Кар 
иккала секторнинг асоеий фондларига инвестициялар (ажратилган



капитал) / биринчи сектор махсулоти хажми Y\ хисобига амалга 
опшрилади, нстеъмол С эса иккинчи сектор махсулоти хажми Y* 
билам устма-уст тутади, h i . hu  I - - s F  ¡ ( / . к  К ] )  +  [ \ — s) F \ ( l . u  Aj ) ,  
0 < .s ^  I, С — K>). Урганиладиг аи модел куйидаги муносабат-
лар билан таиснфланади:

A'i — st'\ I /.|, A'i) -H i A i ,  0 < л 'С  I . O ^ n t i i  1,
А/ -,- ( | — .s ) /• , ( /,,, Д , ) — |A?A l*, ()< Ц 2 < 1 .

/. i =  t| 11. 1 -j- c,i A i , t|> ->0, 0,

I,. =r tU-A'i, 4^^^.

( I - q ) L .  ( ) < ^  1.

(11.42) 

( 1 1 1Л)

</A. . »//.
Юкоридагн (11.42), (11.4Л)ларда A ,=  , /. — , /— 1,2. VinOytit (if

Л
k ~  j , / — 1,2 микдорлар щриллинганлик деб юригилади К\пимча

mo.uvimh уии т а и е и ф л а й д и г а н  ч п н о с а б а г л а р д а  к,, кг на ул а р н и н г  
чо сн лал ар и  орк.лли  и ф о д ала р га  у ги б  г с к ш н р и ш  к у л а н  бу л а д и .  
» с л а т и б  > та м 1гя\И, и ш л а б  ч и к а р н ш  ф \ н к ц и н с и  куй и д аги  ш а р г л а р м и  
к а н о а т л а н  гар лд и  (/ —  1,2 ) :

>и'И.,к. I > () -»/,(/.. > () v  /.,¿>0, V A , >0,
;»А

л.» <:-0> '?/■(/,. А ) < () у / ,  ;;>()_ V'/V- > |,1 

Г, (hl.,Xt\.) --■= KF, ( /„„A, I V  A>  о, V F, .> U, v  А, ¿г 0,

Охирги айният курсатадики, хар бир А’,) функция хар нкки
арглменги буйича би!)инчи тартнбли бир жинсли функцнядан »борат. 
Шумнш \чум (/--1,2) ушбу

/■,(/.„ А',) /•,<!.* )=/./</0.

/*,(1, М  =  /,(*,)
муносабат.тармн р.чиш мумким. Унда /,(/•'.) функция уртача мр.^наг 
унум^орлиги деб юритнлади.

Эиди куйидаги содда хисоблашларни бажарамт :

i, _  d / К> /' |/ | " А',Л| _  , '7'
' " ■ Ч ' - Г  “

1 --¡if, { k i ) —  (p,  - f  l|, )\|-, { * ,  ) .

•| --Ц, A, >/-1 -  A', 11||/.( -I- A,

_  li-/.,/, {* . > - M i A , > , A, (»)(/-( f

'ч 
Я Ы1И

¿ 1  .s-/, (Ar,) -• (¡ 1 , -f 1 |, )I|-, (/?,), ( I l.-M )



| ( l -9)/.,/, ( ^ , i + A.) _

¡A

=  , 4 ( I  -A-)/ (*. )  — (Ji...
I - q

яъни
“ я) /,(/?,) — (¡i., +  (11.45)

I •- q

бунда

4 M fe j= fe ,+ |i, ; , L> к ,  /-

К )корила киритилгаи if>, (/г;), /'=1,2, функциялар учуй ушбу 

^(0)=0.^(Ar , )  =  l-f  ?н k, >0,i|) (*,) =  и 2',. > °  муноса-

бат;1а|> уринли. Бундан кури- 
надики, y =  ypi{k,) функния- 
лар монотон усувчн, каиа- 
рик, графит координата 
бошидап чикади ва бутунлай 
б и |) и н ч и ч о р а к д а жон- 
лашган. Шунингдок, y — fi(h,) 
функция хам моиотон усун- 
чи, аммо ботик, графиги 
координата бошидап чикади 
ва бутунлай биринчи чорак 
да жойлашган ((>2, а, б- 
чи.шалар).

fin.* .s — const, i/ =  const булгаи холим курами:*. Бунда тоги шли 
молол Солоу модели доб аталади »а (><.vС  1, ! )< (/ <  1 гоигсмзлпк- 
лар уринли будили. Illy  сабабли (11.4-1) ( l I . -1 Г)) с истом а мухтор 
с истома да и нбораi булади.

I 1.9-теорема. (М-44) ( I I . 45) тенгламалар системаси
(0) ;>р.: +  Mi П1 -46)

тенгси;<лик бажарилганда тршшал счимдан гаш^ари нгона мусбат 
асимптотик тургун стационар ечимга (мцаозанат .уплатила) эга.

И с б о т .  Раишанки, ( I I . -44) ( I I . 45) систома тривиал очимга 
эга. Биз уни токширмаймиз. (0,0) мувозанат холатииинг нотургунли- 
гимн курсатиш кийии эмас. Энди мусбат мунозанат холатииинг 
мавжудлигини курсатиш учуй

ф, (/г,, к.) =sf\ (fei) — (fH +  i| , ) t i  (&i )  =*).

фа(*1. M  /: ( M  — (Ци +  il2 )^2 (*2) = 0



чекли тенгламалар системасини караймиз. Унда биринчи тенгламани 
sfy (k \) =  (щг)|)г|)| (fei) каби ёзиб, y =  s f t (k i), í/= (|¿ i+ íii)4 M fe i) 
функцияларни урганайлик. Улардан биринчиси каварик, иккинчиси 
эса ботик, графиклари координата бошидан мос равишда 
у ' (0)  =s f ] (0 )  ва у ' (0 )  =Ц| +  т)| бурчак коэффициентлар билан 
чикади. (1 1.46) тенгсизликка кура биринчисининг графиги юкорирок- 
дан кетади. Иккала функциянинг графиги хам бутунлай биринчи 
чоракда жойлашганлиги учун яна битта fe'/, fe(i> 0 , нуктада албатта 
кесишади (63-чизма).

Топ ил га н k \ =  kl\ >  0 кийматни (11.47) нинг иккинчи тенгламасига 
куямиз. Унда

тенгликка эга буламиз. Аммо (0) =  0 ва ^ ( ¿ г )  монотон усувчи 
эканидан фа кат биттагина k2 =  k(2 нуктада юкоридаги тенглик уринли 
булиши келиб чикади. Шундай килиб, ( 11.44) — (11.45) система 
ягона мусбат ечимга эга экан. Энди бу ечим (мувозанат холати) 
асимптотик тургун эканини исбот этамиз. Унинг учун ф) ( ,  /гг), 
ф2 ( fe i, k¿) функцияларнинг биринчи тартибли хосилаларини fe° =  (fe?, 
Щ) нуктада хисоблаб, биринчи якинла[пиш системаси деб аталадиган 
системанинг матрицасини ёзамиз ва унинг хос сонларини топамиз:

sf 1 (М ') — ÍHi + Л |) 0

— (Ма“(-Пг)'М4(Л5) 

оsf i (fe,) — (и, + т (|) — к

11 ( fe]1) — ( |г2 +  % )

X t= sf'\ (k i¡} — ( Ц i Н~ 11) - h‘¿=  — (ц.2 +  Tja) (feV) ■

=  0,

К



Маълумки y =  j\(k\) функция ботик, t/ =  i|)|(fci) функция эса 
канарик. Уларнинг графнклари кесишиш нуктаси да мос
бурчак коэффициентлар

t E a  =  ni +  T)i, tgfi  =  s/Î(Ai)
булиб, t g c c> t gp  тенгсизлик уринли (63 чизма). Шундай килиб, 
Я,|<0, А.2<С0. Демак, Ляпунов-Пуанкаре теоремасига кура k ° =  
=  (¿?,Л§) мувозанат х.олати асимптотик туррун.

к!1 ( / )
Иктисодий нуктаи назардан #' =  • ' , /=1,2, яъни /(?(/) =

С « )
=  AJ’C ( 0  муносабатлар билан аникланадиган режим мухим аха- 
миятга эга, уни балансланган режим дейиладн.

11.5-1- ЛИМ ИТ ДАВРАЛАР. ЭРГАШ  ФУН КЦ И Я
Лимит давра (цикл) ва эргаш функция тушунчаларини улуг 

француз математиги А. Пуанкаре киритган булиб, бу тушунчалар 
хакида дастлабки илмий натижалар унинг узига тегишли. Лимит 
давралар техникада турли асбоб ва курилмаларни лойихалашда 
мухим роль уйнайди. Техникада сунмас тебранншлар шу лимит 
давралар тушунчасига мос келади. Бу мосликни биринчи мар­
та А. А. Андронов аниклаган.

Яна нормал мухтор ( 10.2) системани курайлик. Унда f \ (xi, ... ,хп) ,
... , f „ {x I ......... х„ ) (кискача f (x) вектор-функция) функциялар
п улчовли фазонинг бирор D n сохасида аникланган ва узининг 
хусусий хосилалари билам узлуксиз деб караймнз. У холла D n 
соханинг хар бир нуктасидан (10.2) системанинг факат битта 
траекторияси утади. Кейинги мулохазаларда куиинча п =  2 булган 
хол курил а ди. Унда еоддалик учун D n сох.а сифатида бутун Ртекислик 
каралади.

I. Лимит давра ва унинг якинидаги траекториялар. Энди лимит 
давра тушунчасинн кнритамиз (я  =  2).

I I . 7- т аь риф.  (10.2) мухтор системанинг яккаланган даврий 
еними лимит давра (цикл) дейилади. Гуларок, айтганда, дг =  ф(О 
вектор-функция ( 10.2) системанинг даврий ечими булиб, К  чизик, эса 
Р  текисликда uiy ечимнинг графиги (ёпик эгри чизик, ёпик 
траектория) булсин. Агар шундай мусбат сон р > 0  мавжуд булсаки, 
Р  текисликдаги К  эгри чизик,дан р дан кичик масофада жойлашган 
g нуцта к;андай булмасин, (10.2) системанинг шу нук,тадан утадиган 
ечими даврий булмаса. у .\олда * =  ф(/) ечим (ёки К  траектория)
(10.2) системанинг лимит àuepacu дейилади.

Таърифдан куринадики, агар х£К ,  Ц К  ва \х — £1<р булса,
(10.2) системанинг 0, с; бошлангич кийматларга эга булган х =
— (( (/, £) ечими даврий булмайди. Бошкача айтганда, лимит даврага

якин масофада системанинг ёпик траекторияларн мавжуд *мас 
(64-чнзма).

Ундай булса, лимит даврага якин траекториялар узини кандай 
тутадн? Куйида биз тупи урганамиз.

11.10-теорема. х =  ф(/) ечим (10.2) системанинг (п =  2) лимит 
давраси булиб, К  унга мос ёпик, траектория булсин. Кпик, траектория,



миълумки, текисликни 
икки ички ва ташк,и ацаги  
булади. Мухтор система- 
нинг траекториялари уза- 
ро кесииш олмаслиги учун 
( 10.2) системанинг jçap 
вир К  ()ан фирцли триекто- 
рияси унга нисбатан ё 
ички. ё ташк,и булади. ,\ам 
тишк,и. %им ички траекто- 
риялар учун бири иккинчи- 
сини инкор к,ила()иган к,у- 
йидаги икки х,ол юз бери- 
иш мумкин. Нъни, К  ^а 
як,ин нук,та()и бюшлинади- 

.чхи барча ички траекториялир ё /--► оо да, ёки t — оо <)а спирал 
каби К  га уралаОи. Ху<)<)и шу тасОиц гаищи траекториялир учун jç u m  
уринли (65 а, б-чнзма) ) .

Бу теороманиш исботига утишлан аввал баъзи ёрламчи тасдик- 
.чар корак булади.

Агар К  га якин барча нукталардаи бошланадиган барча 
траекториялар (хо.ч ички. хох ташки булмаеин) /-►-{-оо да К  га 
уралеа, у холда лимит давра тургцн дейнлади ((>5, и-чизма) .  Агар 
К  га якии ба|)ча нукталардаи бошланадиган траокториялар /—► — оо 
да К  га уралса, у холда .тм ит давра бутунлай нотургун дойилади 
((>5, б-чизма) .  Кол га и икки холда (хусусаи. ички траекториялар К  
га оо да, ташки траекториялар /--*• +  оо да уралса »а аксин-
ча) лимит дайра ярим тургун дейнлади (65, в- чизма).

Лимит давра якинидагн траекторииларнинг хоесаларини, яъни 
уларнинг лимит даврага уралиншнн баён угишда зргиш функция 
тушунчаси мухим роль уинайди. А. IКанкаронииг катта хичматларн- 
даи бири шу функцияии кирнтиб, ундан фойдалаиганлигидадир. 
Эргаш функииниинг таърифини икки огич суз билан баён либ  
булмайди, унн маы)ум маънода курилади.

Р  тскисликда данри i булган даврий ечимнииг графигидан ибора! 
ёпик угри чизикни К  дейлик. /. чса Р  гекнсликда ётган шундай тугрн 
чнчиклн кесмакн, у К  эгри чизикни L га нисбатан ички булган ягона



а нуктада нолдан фаркли бурчак 
остнда (яьни уринмасдац) кесиб 
утсин (66-чизма).

I. кесмаси ётган тукри чизикда 
сопли координата киритамиз. а 
нуктанинг коордиматасини wo, L 
кесманинг а дан фаркли ихтиёрий 
нуктасини р деб, унинг координата- 
сини и лоб белгилаймиз. Шундай 
килиб, а =  а(мо),  р =  р(и).  Энди 
р нуктадаи (10.2) системанинг q<(/, 
р) траекториясини утказиб, шу тра­
ектория буйича t нинг усишига мос 
йуналишда харакат киламиз. Лгар 
р нукта а иуктага якин булса, у холда К  нинг якннида бошка сник 
траектория йумигидан ф(/, р) траектория хар т га якин вактда 
/. кесмани кесиб утади. Ш у траекториянинг L косм а билан р нуктадан 
кейнн биринчи учрашун нуктасини ц, унинг коордиматасини эса ( и ) 
деймиз. Лгар р нуктадан ф(/, р) траектория буйлаб, / нинг 
камайншига мос йуналишда харакат килсак, шу траектория т га якин 
нактда L билан биринчи марта учрашади. Ш у  нуктани г, координата- . 
сини эса х I (« ) деб белгилаймиз (67, а, б- чи зм а ). 07- чизмада р ну к 
та К  ёпик чизигидан ташкарида олинган. Худди шу чнзмаларни р 
нукта К  нинг ичида ётганда хам келтириш мумкин (68, а, б- чизма). 
Юкорида икки xi ( w) ва X i (ы) функииялар киритилди. Улар узлук- 
сиз на узаро тескари функцняднр, яьни

X I (Xi ( « ) )  =ы,  X i ( X - i ( w) ) = u-
Хакикатан, q нуктадан t нинг камайин]ига мос йуналишда 
траектория буйлаб харакат килинса, L кесмани биринчи марта 
р нуктада кесиб утади, демак, х i(x« ( « ) ) = « ■  Шунга ухшаш, агар 
г нуктадан / нинг усишига мос йуналишда тегишли траектория 
буйлаб харакат килинса, у холда бу траектория биринчи марта

*>7- чинмд 
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L  кесмани p нуктада кесиб-утади, демак, xi (х -1 (и ) ) = и- Кейинги 
бандда Xi (и ). Х - \ ( и ) функцияларнинг хоссаларн урганиладн. 
Хозирча факат кайд килиб утамизки, x>(w) функция эргаш 
функция дейилади, бу функция узлуксиз ва узлуксиз тескари 
функцияга эга булиб, Xi 1 (« ) = Х - 1 (и ) хосса уринли. Эргаш 
функцияни

X =  b ( u )  (11.48)
деб белгилаймиз. Энди 11. Ю-теореманинг исботига утамиз.

68- чн:ша

11.10-те о ре м а н и н г  и с б о т и .  Р  текисликда шундай L кесма 
оламизки, у К  эгри чизикни ягона а нуктада уринмасдан ва L га 
нисбатан ички нуктада кесиб утсин. L кесмада сон координата 
(параметр) киритамиз ва ио билан а нуктанинг координатасинн 
белгнлаймиз. Зарурат булса, «о параметр ёрдамида а нуктанинг 
Декарт координаталарини топит мумкин. Унинг учун L кссма ётган 
тугри чизикнинг парамстрнк тенгламасини ёзиб, параметрга и =  щj 
киймат бериш етарли. Албатта, и параметрнинг уеишига L  кесма 
буйича бирор йуналиш мос келади. Illy  параметр бирор ёпик 
ораликда кнйматлар кабул килганда кесманинг бирор учидан бошка 
учигача булган нукталарни кетма-кет хосил килиш мумкин. Хусусан, 
биз кураётган холда L  кесманинг К  дан ташкаридаги кисмига 
параметрнинг и() дан катта кийматлари, кесманинг К  нинг ичидагн 
кисмига эса модан кичик кийматлари мос келсин, дейлик. L кесмага 
мос эргаш функцияни % (и )  деб белгнлаймиз. ио£К булгани учун 
x(uo) =иобулади. Энди а  - етарли кичик мусбатсон булсин. У холда 
|м — U o l < a  интервал учун (10.2) системанинг координатаси шу 
иитервалдан олинган p ( u ) £ L  нуктадан чикадиган траекторияси 
вакт утиши билан I. кесмани биринчи марта q нуктада кесиб ута- 
ди. Lily нуктанинг координатасинн х ( и ) = &  дейлик. Агар ц нук- 
таиинг координатаси хам р нуктасиникидек и га тенг булса, у 
Холда р нуктадан чикадиган траектория яна шу нуктага, яъни



q {x (u ) )  =  p {u ) муктага келади, демак, траектория ёпик булади. Бу 
хол уринли булиши учун ушбу

Х ( и ) = и  (11.49)
тенглик уринли булиши лозим. Аммо К  чизик (11.49) системанинг 
нккаланган траекторияси булгани учун |и — и о \< а  интервалда
(11.49) тенглама ягона ечимга чга. Энди лимит давра К  дан 
ташкарида унга етарли якин траекторияларни урганамиз, бу 
траекторияларга u q < u < u .q -\-<x  интервал мос келади. U o ~ a < u < u t> 
интервалга мос нчки траекториялар шунга ухшаш урганилади.

Шундай килиб, юкоридаги мулохазалардан ы о < « < и о  +  а  интер­
валда куйидаги икки тенгсизликдан бири бажарилади:

х (и )С и ,  (11.50)
Х ( и ) > и .  (11.51)

Лгар курилаётган интервалнинг бир кисмида (11.50) тенгсизлик, 
иккинчи кисмида эса (11.51) тенгсизлик уринли булса, у холда % (и ) 
функциянинг узлуксизлиги туфайли uo<w<Cüo +  a  интервалда
(11.49) тенглик уринли буладиган нукта томилар эди. Бу булиши 
мумкин эмас. Олинган р$ К, p £ L  нукта К  дан ташкарида булиб, бу 
нуктада бошланадиган траектория К  ни кесиб ута олмагани учун q £ L 
нукта хам К  дан ташкарида ётади. Шунинг учун и булганидан

Х (и )> ы «  (11.52)
тенгсизлик уринли.

Етарли кичик U t í< . u < iU o - \ ~ a  интервалда ( П . 50) тенгсизлик 
уринли булсин. Курилаётган интервалдан ихтиёрий и\ сонни оламиз. 
Энди üi, и?, из, ... сонлар кетма-кетлигини

ы, + , ==х( Ы/) > ; = | ,  2, ... (11.53)
формула ёрдамида аниклаймиз. (11.50), (11.51), (11.52) муносабат- 
лардан U > U { )  ва и\>  u ¿>  u^ > ... тенгсизликлар келиб чикади. 
Бундан («,} кетма-кетлик камаювчи экани куриниб турибди. Бу кетма- 
кетлик куйидан u q  билан чегараланган булиб, камаювчи эканидан 
унинг лимити мавжуд. Лимитни и' дейлик: lim u¡ =  u .  Аммо и нук-

та ио<Си<С«о +  а  интервалга теги шли, шунинг учун (11.49) тенглама 
ечимининг ягоналигидан и* =  ио келиб чикади. Демак, lirn L

кесманинг и, координатага мос нуктаснни р, десак, юкоридаги 
мулохазалардан

lim р ,= а

чканига ншонамиз. Албатта, р, нуктадан р1 + \ нуктага теги шли 
траектория буйлаб келиш вакти т га якин. Шунинг учун р, нуктадан 
чикадиган траектория билан К  траектория орасидаги минимал 
масофа вакт ортиши билан камайиб боради. Агар бирор моментда 
камайиш жараёни булмаса, худди шу моментга мос нукта оркали 
L  кесмани утказиб, («,} кетма-кетликнинг камаювчанлигига зид 
натижа оламиз. Бу мулохазалар курсатадикн, р ¡ нуктадан чикадиган



траектория вакт ортиши билан К  га урала бошлайди (спирал каби). 
Шундай килиб, (11.50) тонгсизлик бажарилганда £, кесманинг 
«о <«<«<>~\-<х иптервалдан олинган коордииатаси ихтиёрий нуктаси- 
дан чнкаднган траектория /-*■-}- 00 да К  га спирал кабн уралади.

Агар « » < « < :Мц +  а  интсрвалда (11.51) тонгсизлик бажарилса, 
% (и) функцияга тескари х~ ' ( « )  функция учун бирор «о< л< ио-|-Р. 
Р;>0 интсрвалда ушбу

Х ~ ' ( » )  < и

тонгсизлик уринли булади. Энди юкоридаги каби, кесманинг 
координатасн и, м о< у< И о +  Р булган нуктасидаи чиккан траекто­
рия оо да К  га спирал каби уралади.

Шундай килиб, лимит даврага якин траокторияларнинг барчаси 
урганилди. Улар ё 1~+ +  «> да о {- + — оо да К  га спирал кабн уралади. 
Ломак, теорема исбот булди.

Э с л л г м а .  Ю коридл исботлаш лн тооремлда маижуд холларни бирлаштириш 
ЧЛКСаДИЛЛ уш бу

¡Х(М| — Ц,1 |ы — и()|,

1х(и) —и,,1> I« — Ц||
тсигснзликларни курамнг». Лгар К  чизнкиинг ички оки ташки ярим атрофида они 
/. кесманинг а нуктага икни булган К  га нисбаган ички ёки ташки нукталарнда
(11.54) дам бнриичиси бажарилса, трас'кгориялар К  га /-*-+оо да спирал каби 
уралади; шуига ухш аш ; агар аигилган ярим атрофда (11.54) лам иккннчнсн 
бажарилса, у холда траекторнялар К  га /—►— оо да спирал каби уралади.

2. Эргаш функция ва унинг хоссалари. (10.2) системанинг 0, 
5 бошлангич кийматларга эга булган ечимини £), даври х булган 
ва а нуктадан утадиган даврий ечимини ср(/, а ) деб белгилайми.ч. <р(/,
а ) ечимнинг графигини - ёпик эгри чизикни К , шу эгри чизикни 
ягона ички а нуктада уринмасдап кесадиган тугри чизикли кесмани
I. дейлик. /. кесмада параметр V киритамиз. Ш у координата ёрдамида 
/. кесманинг параметрик тенгламаси д: =  £ (г ’) булсин, а нуктанинг 
координатасини у =  дейлик. Нтарли кичик мусбат сон а > 0  берил- 
ганда хам уш бу ф(/. ^?(ы)) =•(•■(/, и) траектория \и — и0| < а  
интервалда /- кесмани / нинг мусбат кийматларнда хам, манфий 
кийматларида хам кесиб утадн. ф(/, и) траекториянинг /. кесмани 
/ нинг миннмал мусбат Л (и ) кийматида кесиб утсин, хг (« ) эса, (и) 
моментда кесишиш нуктасининг координатаси булсин. Шунга ухшаш 
/ |(ы) микдор £ кесмани траектория кесиб утиш моментининг 
абсолют киймати буйича миннмал киймати, х \(и) эса шу моментга 
мое кесишиш нуктасининг координатаси булсин. Агар етарли кичик 
мусбат сон а > 0  бернлган булса, у холда (и — и(| |< а  интервалда 
юкорида курил ган

М « ) .  Х1(«)- I -1 (ы). X I (« )
функциялар узлуксиз ва куйидаги

/, (и,,) = т , XI (но) =йо, / | (мо) =  — т, х -I («о) =ы<|
шартларни каноатлантиради. Ш у билан бирга /I ва х -1 функциялар 
етарли кичик и лар учун узаро теекарндир, яъни

(11.54)



ва узлуксиз дифференциалланувчидир. Бунда x =  X i (w) функция 
sprain функция дейнлади. Эргаш функцияларнинг бу хоссасини исбот 
этмаймнз’1.

3. Эргаш функциянинг геометрик тасвири. Нормал мухтор 
системаларшшг лимит давраларини урганиш учун мое эргаш 
функциями урганиш старли. Албатта, хар бир система учун эргаш 
функциями тузиш мумкин булавермайди. Бу кийин масала. Куйида 
биз эргаш-функция мавжуд деб фараз этиб, уни сифат нуктаи 
назаридан тскширамиз. Соддалик учун эргаш функциями х (^ ) деб 
белгнлаимиз, ушбу

01.55 )
эгри чизикнинг графигини урганамиз. Аслида биз (11.49) тенглама- 
нинг ечими на (10.2) систсманинг унга мое лимит даврасими 
урганишимиз лозим. Ш у максадда и, v узгарувчилар тскислигида
(11.55) эгри чизик билан

и^ и (11.56)
биссоктрисанинг кесишиш нукталарини урганамиз. Фараз этайлик. 
Ыо>*0 на % (ua )= uu  булсин. U ly Wo коордипатага (параметрга) мое 
лимит давранинг старли кичик атрофини ург анишимиз керак. Д смак, 
графнклар координаталар текислигининг I чорагида урганнлади.

и ва v узгарувчилар текислиги ва унда чнзилган v —-x(u) ва v =  u 
чизиклар графиги Ламерей диаграммам дейнлади.

(11.49) темгляманинг барча ечимларини топиш учун (11.55) ва 
( 11.56) чизикларнинг барча кесишиш нукталарини топиш лозим. Биз 
(i/o, wo) нуктани (м ,)>0) чукуррок урганамиз. Бошка кесишиш 
нукталари хам тунга ухшаш урганнлади.

га мое келган епик траектория лимит давра булиши учун 
(Uu, Un) пукта яккалангаи булиши зарур lia етарли. Агар 
x'(uv) -ф- I булса, у холла (м», и») нукта яккалангаи булади. Бу холда 
(«и, На) нуктада (11.55) ва (11.56) чизикларнннг графиги узаро 
уринмайди. Мос лимит даврага эса пол лимит давра дейилади. 
Аммо х' iu,)j =  I булса, лимит давранинг тургунлиги юкори тартибли 
хосилалар ёрдамида гекширилади. Ушб>

x (u )= x (u ) - «  (11.57/
ёраамчи функциями киритамиз. Равшанки, лимит даврага мос кел^ин 
и =  и{, учун х(«о) = 0  булади. Мулохазаларимизда х функция кергкли 
тартибли барча хосилаларга эга булсин деб фараз этами>- м<> 
uv k t ;) н и и г ета[)ли кичик атрофини i„  =  [u: \и — и»\<.а, а> 0 | деб 
белгилаймиз. Биз иш курадиган барча и нукталар ш у /« инте,)валдан 
олинадн. Буни доим айтиб утирмаймиз. v -фи биссектриса / координа­
та бурчагнни иккн Л — |(и, v )w > u \  ва ¡¿ — \(и v )\ v< i\  булакка 
булади (69-чнзма). Нихоят, и =  и„ нуктанинг /о атрофида к (и ) ф унк­
ция учуй Тейлор формуласини ёзамиз:

"  ИсСютни J I .  С  Понфнгинниш «Обыкновенны»- дифференциальные уравнения» 
кигобиллн VК.ИEil мучки» |1|

/



х(ы) = *.' {щ ) (и — Ц,) +
х Ю
. ... (и — и,,)2 +  ...+ А!

+  0(1 И-И,,!*).

бунда М т () г̂) = 0 , х'(4>) =  х ' Ю  — I, х " («,,) =

=х"(ц, X1*1 (О  =х'*'(«,,), •
Л имит давранинг туррунлигини эргаш функция ёрдамида текши- 

риш учун куйидаги холларни курамиз:
I. у/(ио) =£0 ёки барибир, х * (« о )тН  (купол лимит давра).

а) х'(ио) < 0  ёки барибир
Х'(н«>) <  1-

Агар « < « о  булса, х (и ) > и  
ва демак, 0 > х (и )  — и0> ы  — иа 
тенгсизликлар урн мл и. Бундам 
1х(и) — «о1 <  |ы — «о| тенгсизлик 
келиб чикади. Шунга ухшаш, агар 
и > и () булса, х (и ) < и ва демак, 
О< х Ы )  — ио< и — ио га эгамиз. 
Бундан яна 1х(и) — «о1 < \и — ио\ 
тенгсизлик хосил булади. Демак, 
я булганда (11.54) тенг-

сизликлардан биринчиси бажарилади. 332- бетдаги эслатмага кура, 
х'(ио) <  1 булганда ио га мос лимит давра туррун булади (70-чизма).

б) х'(ио) > 0  ёки барибир х'(ыо) >  I- Бу холда худди а ) холидаги 
мулохазалар ёрдамида (11.54) тенгснзликлардан иккинчисига эга 
буламиз. Демак, «о нуктага мос лимит давра бутунлай нотургун 
булади (71-чизма).

II. х ^ и о ) « . . ^ ^ * - 1’ (и0)= 0 ,  хш (« о )# 0 ,  *= 1 .2 ........п.
Демак, х/(ио) =  1 булган хол курилаяпти.
а) (г =  2 булганда х '(и о )= 0 , х " (и о )# 0  га эгамиз. Демак,



х'(ио) =  1. Шунинг учун х (« ) функциянинг графиги биссектрисага 
(мо, и») нуктада уринади (11.58) формуладан шу холда ушбу

х (ы )  =  {и — и,,)“ * + 0 (|и  —  ц,Г2)

муносабат келиб чикади. Унинг унг томонидаги ифоданинг ишораси 
и нинг /о интерналдан олинган кийматларида х'Чыо) микдорнинг 
ишораси билам аникланади. Шунинг учун х " (« о )> 0  булганда 
х (ы )> 0  ёки х (и ) > и> и£1а тснгсизлик уринли. Демак, % (и ) 
функциянинг графиги ¡ч тупламда жойлашган булиб, ио нуктанинг /о 
атрофида кавариклиги пастга караган булади. Шунга ухшаш, 
х " (« о )< 0  булганда х (и ) функциянинг графиги !\ тупламда 
жойлашган булиб, /<> интервалда кавариклиги юкорига караган 
булади (72 а, б-чизма). Виз лимит давранинг ярим тургун булган 
холи га эгамиз.

б) Энди ¿  =  3 булсин. Бу холда н/(« о )= 0 , х "(и о )= 0 , 
х " '(и 0)ф О  (11.58) формуладан куйидагига эгамиз:

х(ы ) =  * ” " ) (и — ы,.)’1 Н-0 ( \и — ц ,Г ) .  (11.59)

Аввало х " ( “ о) — х'Чио) — 0 булгани учун (ии, ко) нукта х ( “ ) 
функциянинг бурилиш нуктаси булади. Демак, функциянинг графиги 
и =  и биссектрисанинг бир томонидан иккинчи томонига унга уриниб 
утади. Бунда яна икки кол юз беради:

б,) х " '(и о )= х '" (и  н)> 0 .
(11.59) формулага кура бу холда булганда х (и )< 0  ёки
Х(ы) < ы , и> ип  булганда эса х (и ) > 0  ёки х \и ) > и тенгсизлнклар 
уринли булади. Куринадики, х (и ) функциянинг графиги и =  и 
бисеектриеани кссиб 1\ тупламдан /2 тупламга утади. 332-бетдаги 
эслатмага кура (71-чизма) биз бутунлай нотургун лимит даврага 
эгамиз.

бг) х'"(ыо) = х '" {и а ) < 0 . Бу холда б| даги мулохазалар срдамида 
«о га тургун лимит давра мос келишини курсатиш мумкин.

в) £ =  2£., £ .=  1, 2...... Бу холда (11.58) формуладан топамиз:



Хулди к =  2 булган а) холдаги мулохазалар каби бу холда хам лимит 
давра ярим тургун булади. ,

г) 6 =  2/г. +  1, /г. =  0,1, 2, ... . Бу холда хам (11.58) формуладан 
фойдаланиб куйидагнни топамиз:

Энди б) холнда юритилган мулохазаларни кулланиб, (ц,) >
> 0  булганда лимит давра бутунлай нотургун ва х **’ "1’ "  (ц ,) <; 0 
булганда эса лимит давра тургун эканнни тасдиклаш мумкин.

Бу холда (11.58) формуладан х(о)===0 ёки барибир х (н )= н  
келиб чикади. Курамизки, /. кесманинг «о координатали а нуктасидан 
етарли кичик масофадаги барча нукталаридан ёпик траекториялар 
утади. Шунинг учун таърифга кура ио га мос лимит давра К  ажратил- 
ган ёпик траектория була олмайди. Бу хол иккинчи тартибли чизикли 
бир жинсли мухтор системанинг холат текислигидаги марказ 
манзараеига ухшайди.

Шундай килнб, биз эргаш функцияни тула ургандик, /г =  I булган­
да лимит давра оддий дейилади, 1 булганда эса к нинг жуфт ёки 
ток булишига караб мое равншда жуфт каррали ёки ток, каррали 
лимит давраларга эгамиз. к >  I га мос лимит даврани кискача 
мураккаб лимит давра дсб хам юритилади.

Юкоридаги мулохазалардан куйидаги натижа келиб чикади.
М а т и ж а .  (10.2) системанинг унг томонидаги функциялар 

аналитик булиб. бу система учун ёпик, траектория мавжуд булса, 
у х,олда бу траектория ё яккаланган, демак. лимит давра булади ёки 
унинг атрофидаги барча траекториялар ёпик, булади.

Шуни эслатамизки, эргаш функцияни урганишда, уни Тейлор 
каторига ёйиш мумкинлиги аввалдан фараз этилди. Демак, х (и ) 
функция аналитик деб каралди. Бу хол (10.2) системанинг унг 
томонидаги функциялар хам аналитик булгандагина содир булади.

4. Ляпуновнинг характеристик курсаткичи. Бнз бу бандда 
Ляпуновнинг характеристик курсаткичи тушунчасини кирнтиб, 
у ёрдамида лимит давранинг тургунлиги ва нотургунлиги шартини 
ифодалаймиз.

(10.2) системанинг даври т га тент булган К  ёпик траекторинси- 
нинг параметрик тенгламалари (« =  2 булганда)

булиб, системанинг узи куйидаги куринишда ёзилсин, дейлик:

III. х '(«о) — х"(ыо) = . . . = x u l (wo) =... =  (), 
ёки барибир

Х'(ин) =  I, х" (и о) = . . .= х ш (и0) = ...= 0 .

(11.60)

f x  =  P ( x , y ) t 
[ у =  Q (x t у ).



Бунда Р{.\\ у ), (¿(х , у ) функциялар бирор 1)2 еохада бнринчи 
тартибли хусуснй хосилалари ° £ , *** ^  билан бирса узлук-

сиз деб фараз этамнз.
I 1.8-т а ъ р и ф. У  шву

/,= ' СГ-” ’ "им . *</» ч  л ш  (И  ()2)
х ) \  дх ду J

(I
ифо()а спи к, К  траскториянинг характеристик курсаткичи дейилади во 
Ляпунов нами билан игалади.

11.11-теорема. Агар / К О  булса, спи к, К  траектория тургун, 
/г:>0 булса, бутунлай тургунмас лимит давра булади*'.

и с о л. Ушбу

X =  — У -+ х\ I -\х*  К у ‘ >|. (=  Р )
У -  —X +у\ \ -  (*"' +.</■') I ( = V) <1 I -03)

системаниш граекторняларн холат текислш ида урганнлсии.
I 1араметрик генгламалари (ждан бершиаи

(  а  =  с о » ( /  /»)  ( —  Ч ' ( 0  >.

'*> Ь-Чп(/-< .>  ( - * (0 )
чичнк марками координата бошида на радиуен 1 га тенг булгаи айлаиалан нборлг 
булнб, |||.Г»3) о к 'тгчли иш  ечимндир. (11.(>3) сиеточанинг умумий ечичн

ros (/ — <(,) sin { / — /„ )

V h < > 12"- " = \ lT + »  "w
формула билан ифодаланади. Вупи нгботлаш учун кутб  координаталарига утнш  
етарли. Бундах С  — 0 булга, юкорида »елатнлган ёиик траектория айлана хоеил 
булади. I l ly  ёпик траектория (1 1.63) сиаем анинг нккаланган ('пик траекториясидир, 
ч V н к и унннг етарли кичнк кийматларнга чоо келган бош ка ёпик траектория м ан ж уд  
чмае Энди бу ( К )  грагкторияниш i \ (*! \ н.'шгини Лниунонмиш характеристик 
курсаткичи ёрдамнда текшнрами*. ( I I . (Í4) траектория буилаб т--=2л га тенг.

«i/’M O . Ч’(П ) <^<чМ0, ММО )vs ' »• ■*' хосилаларни хи<чи>. laitMin:
i)x '

Z \ '  - и -a»*—»?,| --Wi. I— ».
и - *</■ u = <H0

^ | .  ,</, = ( ' , | 0--2s i n2/. /„*0.
' ;/ i|'(/l и 4-íü

Содда хиеобляшлар ёрдамнда h ни тонами » (т з « 2 л ) :
i 2л

Л =  * \ | --2a>s‘ f — 2sixi2/|í// =  * \ ( — 2 ) i t t— — 2 < 0 .
2л ' 2л '

** By геореманинг иеботинн китобхон |25| китобдан укишн мумкин.



Б И Р И Н Ч И  Т А Р Т И Б Л И  ХУ С У С И Й  Х.ОСИЛАЛИ 
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н Г Л А М А Л А Р

12.1- §. Е Ч И М Н И Н Г  МАВЖУДЛИ1И ВА ЯГОНАЛИГИ ХАК.ИДА

1. Асосий тушунчалар. Мазкур китобнинг кнриш кисмида хусусий 
хосилали дифференциал тенгламалар тугриеида тушунча берган 
эдик. Умумий холда п та х\, ... , х„ эркли узгарувчили хусусий 
хосилали тенгламани ушбу

ди ди д 'и  д2и' ( .....................  U, » ••• » а > , . д ддх, дх„ дх^х.

<Г"|
дх'

1

=  0 (12.1)

куринишда ёзиш мумкин. Бунда F  — уз аргументларининг берилган 
функциясидир. (12.1) тенгламада иштирок этаётган номаълум 
функция хосиласининг эн г кжори тартибини шу тенгламанинг 
тартиби дейилади. (12.1) тенгламанинг еними деб, Х\, ... , хп ларнинг 
бирор узгариш сохасида тенгламага кирган, узининг хосилалари 
билан аникланган ва тенгламани айниятга айлантирадиган и =  а(х\, 
... , хп) функцияни айтилади.

Ушбу

F { x ...............................<12-2»

куринишдаги тенглама биринчи тартибли п та узгарувчили хусусий 
уосилали тенглама дейилади.

Биринчи тартибли хусусий хосилалар учун купинча кискартирил- 
ган ушбу

ди ди ди
дх] ~ ~ P i ' дх2 ~ ~ Р г ' "  ' д х ~ ~ Р "

белгилашлар ишлатилиб, булар ёрдамида (12.2) тенглама бундай 
ёзилади:

/■‘(X i, ... , Хп, и, ...............  0. (12.2')

Эркли узгарувчилар сони иккита булган холда уларни х ва у, 
номаълуJ  функцияни г, хосилаларни эса =  д~ ~ q оркали

белгилаб, тенгламани
F (x , у, г, р, q) = 0  (12.3)

куринишда ёзилади.
Маълумки, n-тартибли оддий дифференциал тенглама чексиз куп 

ечимларга эга. Хусусий хосилали дифференциал тенгламаларда 
эркли узгарувчиларнинг сони биттадан ортик булгани учун бундай 
тенгламалар хам чексиз купечимга эга эканлигини кутиш мумкин.



тенглама z{x, у )  нннг х га боглик чмаслигини курсатади. Ломак,

бунда ф ( у ) — у нннг ихтиёрий функиияси.
2. Ушбу

Д21^У).-— д г (х .у ) 
дх ду

хусусий хосилали тенглама чркли узгаруичнларни

х -+■ У =  £, х — у =  Т|

формулалар ёрдамнда алмаштириш натнжасила

куринишга келади, бунда г (х , т|).
Охнргн тенгламадан и(£. i|) функция ц га боглик чмаслиги колиб чикади. Шунинг 

учун

деб ёзиш мумкин, бунда <f( £ )— I  нннг ихтиёрнй функцияси.
Демак, г(х , у ) +  «/). Худди тун га  ухшаш, а  за  р лир узгармас хакнкий

сонлар булса,

тенгламанннг ечнми учун г (х , у ) = ц ($ х  \ а у ) ни хосил килам из, бунда ^ ( 0*  4  а«/) 
ихтиёрий функция.

тенгламани курамиз. Уни х буйича интеграллаб, ---=<n(u) генгламанн хосил кила-
ду

миз, бунда у  нннг ихтнёрий функцияси ц {у ) .  Э нди у  буйича интеграллаб.

тон гл икни хосил кила миз, бунда х нннг ихтиёрий функцияси <pi (дг). \ y (y )d y  =  фг(у) деб 
белгнлаб. натижада г {х , у ) =<fi (дг) 4-ф2(у ) формулага чга буламиз, бунда ф (у ) 
ихтиёрий булгаии учун ф ?(у) хам у  нннг ихтнёрий дифференциалланувчн функиияси- 
дир.

Юкорида келтирилган мисоллар биринчи т.1ртибли хусусий 
хосилали дифференциал тенгламанинг барча счимлари формуласи, 
яъни умумий ечими битта ихтиёрий функцияга, иккинчи тартиблиники 
иккита ихтиёрий функцияга, m-тартибли тенгламанинг умумий ечими 
т  та ихтиёрий функцияга боглик булиши керак деган фикрга олиб 
келади. Бу фикр тугри булса-да, лекин уни аниклаш зарур. Ш у  
максадда хусусий хосилали дифференциал тенглама ечимдарининг 
мавжудлиги ва ягоналиги хакидаги С. В. Ковалевская теоремасини 
келтирамиз. m-таргибли юкори хосилалардан биттасига нисбатан 
ечилган ушбу

3. Ушбу
< Гг(х ,у ) ^ () 

дх ду

дг

г(х , y)= \n> {y)dy +  y , {x )



тон[ламами кура мн.к Олдий дифференциал тенгламаларга ухшаш
(12.4) тенглама учун хам маьлум шартларни, масалан, бошлангич 
шартларни каииатлантирадиган ечимни томмш масалаеиии куйнш 
мумкин. (! 2.4) тенглама учун бошлангич шартлар куймдагн 
мрннишда булади:

Х\ х\ да
,  О Uи <J'II (A'j........ Хп), = ф | U;............  t „ ) .пЛ

• •• . °  '! —-Чч , (-»*2. ... , Х„),  (12.5 )

бунда if-i, ... , »1 «, 1 берилган функциялар. (12.4) тенгламанннг
(12.5) шартларни каноатлаптираднгап очимнни тонипши Коши 
мисаласи дейнлади

2. Ковалевская теоремаси. Агир (12.5) бошлангич шартОа
верил,чш фи, <|i..........(pm | функциялар бошлангич (х?, ... , .v'i)
ну^танин,' атрофией аналитик функция, / функция эса y:i аргументла- 
ринин,' ушбу пошлин! ич к,ийматлари х\', x-J..........

атрофи()а аналитик булса, у х<>лОа (12.4) генгламанинг uY. ... , а « )  
нук,та атрофиди аналитик булган пир<)ан-бир неона сними мавжуО.

Шундай килиб, Ковалевская георемаста аеосан (12.4),
(12.5) масаланнш ечими бошлангич <р<., ... , <р„ , функциялар 
ё р да м и да а н м кл a i i а д и.

Келтирилган теореманинг иеботи аналитик функциялар наза- 
риягига аеосланган булганн учун бил уни келтирмаймнз.

Ш у иарсанн таъкидлаб утамизки, (12.4), (12.5) маеала кичик 
сохада, я'ьни {х'1. х'1, ... , а 1,!) нукташшг етарли кичик атрофида 
куйилган булиб. шу атрофда бирдан-бир очимга эгадир.

3. Коши масаласининг геометрик талкини. Эркли узгарунчилар- 
нииг сони иккита булган холла бнрннчи тартиблн хусусий хоеилали 
дифференциал темгл а мани имте! раллаш маеалаеи хамда Коши 
маеалаеи жуда eo;uia [еометрик талкинга (интерпретацнга) -на. 
Бирннчи гартибли ( 12.3) тенгламани екн чусуеий хосилалардан 
биттасига ниебатан ечилган ушбу

р =  [(х , у , г, q) (12.3')
тенгламани тек тирам  из.



(12.3) ёки (12.30 тсшламанинг с‘чкмпни топнш

г =  (\>{х, у ) (12.6)

функциями томтн демакдир.
(12.6) функция (х, у, г ) узгарувчиларнинг фнзосида сиртни 

ифодалайди, бу сиртни одатда (12.3) ёки (12.3') тенгламанинг 
интеграл сирти дейилади. Ломак, хусусий хосилали дифференциал 
тенгламанинг ечимларини топиш масаласи интеграл сиртларни топиш 
масаласидан иборатдир.

Агар (12.6) ни сиртми аниклайднган теиглама деб карасак, бу 
сиртга {а\ i/, z) нуктада утказилган уринма тскислик

V  ' ^ 1’ / V '  . 1  ^ ‘ 1* i  \ /  VA — z =  А — х) +  ( К — у)<tx о у

ёки
7 .- г  = р { Х - х ) + ч ( У - у )

тенглама билам ифодаланадн, бунда A’, Y, Z узгарунчи координата- 
лар, р ва ц лар уринма текисликнинг бурчак коэффициентларндир.

Шундай килиб, берилган хусусий хосилали (12.3) теиглама 
изланаетгап интеграл сирт муктасимимг x, у, z координаталарн билан 
бу сиртга шу нуктада утказилган у|>инма текнеликнииг бурчак 
коэффициентлари р ва ц орасилаги муносабатли ифодалайди. 
(12.3') тенглама учун Коши масаласи хам содда талкимга эга. 
(12.3') тенглама учун Коши масаласи бундай куйилади: (12.3') тенг- 
ламаиинг шундай ечими тоиилсинки, у ечим х >згарувчининг берилган 
бошлаигич кийматида // узгарувчининг берилган функцняснга тенг 
булсин, я ьни

х =  хи, г =  ()(//), (12.7)
(12.7) тешлама фазода эгри чи:шк,ни ифодалайди. Дсмак, Кош и 
масаласи берилган (12.7) эгри чизнкдан утувчи интеграл енртии 
топишдаи иборат. (12.7) эгри чизик махсус куринишга эгадир; у YO Z  
текисликка параллел булган х ~ х »  гекисликда ётувчи ясси эгри 
чизикдан иборат. Узгарувчиларнинг бундай тенг хукукли эмаслигн
(12.3) тенгламада .v узгарувчининг махсус рол!> уйнаётганлигидан 
келмб чикади. Агар тенглама (12.3) куринишда берилган булса, 
Коши масаласнни шундай куйиш мумкннки, узгарувчиларнинг хеч 
кайсиси махсус ролни уннаманди. Кошининг бундаи умумлашгаи 
масаласи куйидагнча куйилади: (12.3) тенгламанинг берилган

* =  ((-,(/), (/ =  ̂ ( 0 ,  г =  х { ( )

эгри чини^кт утувчи интеграл сирти топилсин. Эслатиб утамнзки. 
нкки узгарувчили дифференциал тенглама учун ншлатилган геомет­
рик терминларни узгарувчиларнинг сонм куп булган холда хам ншла- 
тиш мумкин. х\, х-2, ... , л'я, и узгарувчиларнинг сонли кийматлари 
мажмуаси ( ; í+ 1 ) улчовли фазонинг нуктаси, бу фазода (12.2) тонг- 
ламанинг ушбу

........y. •'



куринишдаги ечими эса п улчовли интеграл гиперсирт ёки сирт 
дейилади. Кошининг бошлангич сиртлари, масалан, (п — I) улчовли

(x\=x'¡ да) и =  ф(х2, ... , хп)
гиперсиртдан иборат булиб, бу сирт оркали изланаётган интеграл 
гиперсирт утиши керак.

Юкорида келтирилган Ковалевская теоремасига асосан тенглама- 
да бошлангич шартларда иштирок этаётган функциялар аналитик 
булса, бу тенгламаминг ихтиёрий функцияларга боглик булган 
аналитик ечимларининг тупламини, яъни умумий ечимини хосил 
килнш мумкин. Аммо жуда куп тенгламалар учун умумий счимнинг 
мавжудлиги хал килинмаган.

Хусусий хосилали битта номаълум функцняли бирикчи тартибли 
тенгламалар иккита содда хоссага эга. Биринчидан, улар битта 
ихтиёрий функцияга боглик булган умумий ечимга эгадир. Иккинчи- 
дан, хусусий хосилали биринчи тартибли тенгламани интеграллаш 
масаласи оддий дифференциал тенгламалар системасини интеграл- 
ла 1ига келади.

Бу тенгламалар орасида бундай якин богланиш борлиги туфайли 
хусусий хосилали биринчи тартибли тенгламалар назариясини оддий 
дифференциал тенгламалар иазарияси курсида баён килиш табиий- 
дир.

12.2- §. Б И Р И Н Ч И  Т А Р Т И Б Л И  Х У С У С И Й  \ О С И Л А Л И  Ч И З И К Л И  
Б И Р  Ж И Н С Л И  Т Е Н Г Л А М А

1. Дастлабки тушунчалар. Ушбу

Х\  (АГ | , Х 42, . . .  , Jf/i )  д “  + Х 2( Х , Х2, . . . , ХЯ) '?U  +  . . . +ОХ| ox-¿

+  X H(x it х2........=  о (12.8)
дх„

тенгламани текширамиз. (12.8) тенгламани биринчи тартибли 
хусусий хосилали чизицли бир жинсли тенглама деилади. (12.8) тенг- 
ламанинг A*i. ... , Х п коэффициентлари берилган (У/, ... , Хп) 
нуктанинг бирор атрофида аникланган, узларининг биринчи тартиб­
ли хосилалари билан узлуксиз хамда бир вактда нолга айланмайди 
деб фараз киламиз. Масалан,

-  . х°а)ф О
деб х,исоблашимиз мумкин.

(12.8) тенглама билан бир каторда ушбу

dх1 J29
ДГ| (ЛГ|, ... , х „) ... , хп) К п{хи ... , х „)  ̂ ^

симметрик формадаги оддий дифференциал тенгламалар системасини 
текширамиз. X i, ... , Х „ коэффициентларга нисбатан юкорида 
куйилган шартларга асосан (12.9) система (л — 1) та эркли биринчи 
интегралларга эга:

\|)i .............Хп) ..... ............ г|>„ i (х\..........хп) =  сп-\ (12.10)



Бу тасдикнинг тугрилиги (12.9) системанинг уш бу (п — 1) та

тенгламаларнинг нормал системасига тенг кучлилигидан, (12.11) сис­
тема учун нормал система интегралларининг мавжудлиги хакидаги 
теорема шартларининг бажарилишидан келиб чикади. Интеграллар-
нинг (12.10) системаси х ...........  х„ узгарувчиларнинг фазосида
(п — 1) параметрли чизиклар оиласини аниклайди. Бу чизикларни
(12.8) тенгламанинг характеристикалари дейилади.

12.1-теорема. (12.9) система ихтиёрий биринчи ty(xi, ... , х „ )= С  
интегралининг чип к,исми хусусий Jfосилили (12.8) тенгламанинг 
ечимидин иборат.

И с б о т. Биринчи интеграл нин г таърифига acoca и (12.9) система- 
нииг ихтиёрий интеграл чизиги буйлаб i|) функция айнам узгармасга 
тенг булади, яъни \р =  С. Демак,

Бунда dxi, ... , <ixn i дифференциалларни (12.11) тенгликларга 
асосан уларнинг кийматлари билан алмаштнрсак, ушбу

айният хосил булади.
(12.9) система интеграл чизиклари учун х\,х^..... хп узгарунчилар-

минг текширилаётган узгариш сохасининг хар бир нуктасида
ягоналик уринли ва (12.13) айниятминг чап томони С|......  С „ _ 1
узгармасларга боглик булмайди. Шундам килиб, (12.13) айният 
бирор интеграл чизик буйлаб уринли булибгииа колмай, балки барча 
текширилаётган сохада уринлидир, бу эса «- = г|з(Х|, .... х„) функция 
берилган (12.8) тенгламанинг ечими эканинм билдиради.

12.2- т е о р е м а. (12.8) тенгламани к^аноатлантиридиган ихтиёрий 
.... хп) функцинни узгармас сонги тенглаштирилса, (12.9) систе­

манинг биринчи интеграли х,осил булади.
И с б о т .  и — , хп) функция (12.8) тенгламанинг ечими

булсин. У холда (12.13) айният уринли.
функциянинг тулик. дифференциалини хисоблаб, (12.9) ёки 

(12.10) системага асосан куйидаги тенгликка эга буламиз:

dxt X t dx¿ X,

<4,'̂  V  К dx,П
( 1 2 . 1 1 )

( 12. 12)

dxt X„ dx., X„V  I  У  “ Г  " •  I

еки

(12.13)



Б у тем гли клин < 12.13) айниятга кура ¿/  ̂=  0, яьни ( 12.9) системанинг
ихтиёрий интеграл чизиги буйлаб \|) ......... . х„) = С . Ушбу Ф(\|>|, ••••

) ) = £  ифода хам (бунда Ф  - ихтиёрий дифференциалланувчи 
функция) (12.9) системанинг бмринчи иитегралидан иборат, чунки
(12.9) системасининг интеграл чизигн буйлаб барча 1|'|, .... фп_| 
функциялар узгармасга айланади, шунинг учун Ф (ф |, .... ]) 
функция хам (12.9) системанинг интеграл чизиги буйлаб узгармасга
айланади. Демак, ы =  Ф (\|)1....... 1(5Л). (12.8) чизикли бир жинсли
тенгламанинг ечимидир.

12.3- т е о р е м а .  Ушбу
и = Ф (^ | ( * 1 ........хя), (А'.............. ................................... хп) )

функция (бунда ( Ф  ихтиёрий функция) (12.8) тенгламанинг уму- 
мий ечимидан иборат, яъни (12.8) тенгламанинг барча счимларини 
уз ичига оладиган ечимдир.

И с б о т. Фа раз килайлнк, « =  1р(Ж|..... х„) функция (12.8) тенгла­
манинг бирор ечими булсин. Шундай Ф  функциянинг мавжуд эканини
куреатамизки, бу функция учун ф =  ф (ф ,, .... ,) булади. ^ .....
\|?„ | ({>ункциялар (12.8) тенгламанинг ечимлари булгани учун

I  х .'!*  = о ,  I  х /^ ' ^ ч  1  - о .  ( 12.М )
( дх | дх дх

(12.4) тенгламани ........ . х„ ларга нисбатан п та теигламадам тузилган
чизикли бир жинсли система деб караймиз. х\, .... хп лар шартга кура 
бир нактда нолга анланмагани учун текширилаётган соханинг хар
бир А|......  х„ нуктаснда (12.14) система трнвиалмас ечимга эга.
Бундам бу системанинг детерминанти

дх., ’ ’ дхп 

ду, Лф, 

дх1 дх, "  дхп

дХ\ дх., дх„

текширилаётган сохада айнан нолга тенг деган хулосага келамиз. 
Аммо, \|\ \|\>, ..., 1 функциялар якобианининг нолга тенглиги бу 
функциялар чизикли боглик эканини курсатадм, яьни

/'(>1', .......... , ) = ( ) .  ( 12.15)
(12.9) системанинг \|',<л:].........  *,,) =  С, (*=  I , 2, .... п) бириичи
интеграллари чизикли эркли булгани учуй

¡М ь Ч'|.....  У, |)
х.,....... хп)

якобнаннинг
. . . .  |) 

л и , (. ....... г% (»



курини шлаги I ) - тар i ибли минорлпридам ка мила биттаеи
нолдан фаркли булади. Домак, (12.15) тон гл а ми ни

g ......  ^  ,)

куринпшда нфодллаш м\мкин. П К билли теорема исбот булди.

,\\ м с и .’1 .4 а р. I . У ш б у
t in пи (hi

х. % i  х. + .. 4 Jr. , - 0
И Х , O X  . I I X I

кчпм ам лнпиг у м у ч а й  f ‘n iми т ш и р с и м . b y  К ’нгл ам л гл  мое оддий д иф ф еренциал 
ичн л ам л лар  е и п е м л е и  к> Ггндатдан ибора::

tlx <1х. d x ,

.V. х, .t,

Ь\ сисгеманннг ч и ж к л и  -»рыи биринчи ш п е гр ал лл р и  
X  X ,  дг.

■ = ( ' ,  - = с ....................  1 1  =  с ; „  . (А -  ¥■ ( ) |  .

-г... “ х„
1 >п.11 лII те ш л л м а н ш п  ум\мии ечнмн 

и — ф J

и  - и х т е р н й  МО.И111ЧИ д а р а ж а л н  б и р  ж ш п . ш  ф у н к ц н я д и р .

2 . У ш б \

Л г дг У - X ••=-«
i/A " I I I /

т е н г л л м а п и н г  \ m \ m i i h  е ч н м и  к и т . к и и .

Б е р и л е л н  n ' H i . i . i M a i  а  м о е  о д д и й  т е и г л а м а л а р  е и о е ч а е л  б у  м и д а  б и п а  ю и г л л ч л -  

д а н  и б о р а т д м р :

tlx dy 
У х

by генгламлннннг интеграл» х -(-ц: = (.'. Л ем ак, берилган тенгламаннш \м учий  ечимн 
г  =  Ф (х 2 +  у*) (бунда ‘I» ихтиерий функция )g улиб, айланит уки О г дан иборат 
булгап лйланма гир гларлир.

2. Чизикли бир жинсли тенглама учун Коши масаласининг 
ечилиши. (12.8) тешлама уч\н Кошм масаллси куйидагича куйилади:
(12.8) тонгламанинг ищнОай и — }'{х\, ... , хп) сними топилсинки, у уш бу

и „ =  if (дг,, .... х ; ) (12.16)

вошли нгич ишртни циноитлантирсин, бунда х [[ берилган \акикий
con.li (ДГ|.....л„) берилган у:*л\кси< дифференциалланувчи функция.

Юкорида исботданганнга асосан (Г2.8) гонгламанинг умумий 
ечими

/ / - Ф (ф , ,  ф,, .... ф„ ,) 

формула билли аннкланади.



Коши масаласини счиш учун (12.16) шартга кура Ф  функциями 
шундай аииклашимиз керакки,

Ф (ф и .... ,) _ о*=<р(дс........ ) (12.17)

тенглик бажарилсин. Ушбу.
1̂ (-*,. х,......  х„ ,, л£)=ф|,

t|>,(*;. *>. •••• х „ . - 0 = ^ . 12.18)

г|>„ | (Х\. xJt хн. ,, <)=г|з„ 

белгиларни киритиб, (12.17) тсмгликни куйидагича ёзамиз:
<l>(t()|, i|x„ .... .,) = (p(x|t xit х„ _ ,) . (12.19)

Биз Хп функцияни ..., У,|) нуктада нолдан фаркли деб фараз 
киламиз, яъни Xtl( ^ f ..., ¿ '„ )Ф ( ) .  У холда (12.18) системами хсч 
булмаганда (У/, ..., я!,]) нуктанинг бирор атрофида х\, ..., хп \ ларга 
нисбатам ечи!и мумкин булади, яъни

X ,  =  Ш  (1 (3 ,, 1(1,, . . . .  l|),, _ _ , ) ,

х .,= ш ,(^ , Ъ ,  .... :). , ,220

=  <•>„ I (М>1, ...... ty,

лр" =  гр( (дг1,1, ..., - О

кийматларни кабул кил ганда уларга мос о), функциялар $  (/=1,
2, n — I )  кийматларни кабул килади. Ш у билан бирга 
функциялар хосилаларга эга булгами учум (о, лар хам дифференциал- 
ланувчи булади. Энди Ф  сифатида ушбу

Ф (ф |, ^ ........- i) =ф|и)] (M>i» •• • . -1).
<*•(Ч>.. Ф.*......  'Ф, i ) .  Ч  , )]  (12.21)

функциями олсак, бу функция (12.8) тенгламани ва (12.16) шартни 
каноатлантиради. Хакикатан , (12.21) ифода хусусий \J>, ечимларнинг 
функцияси булгани учун, узи хам (12.8) тенгламанимг ечимидан 
иборат булади. Агар х „= х !’ десак, (12.18) га асосан микдорлар
ф ларга тенг булади. I Lly сабабли (12.20) тенгликларни эътиборга 
олсак.

^ ......  ifc, ,) =ф|й), (ij),, t|>,......  ф, ,), w,(ij);, ijx,, ....
Ф» . ) ......  w„- i (^, .  Ф ;......  4', ,)| — ф(*,. x,t ..., х„_ ,) .



Демак,
ы =  ф(а>1(ф1, 1̂ ,, .... г|;„ ,), .... <о„. , ф.„ .... ,)]

функция (12.8) тенглама учун куйилган Коши масаласининг 
ечимндан иборат булади.

М и с о л л а р .  I. ц - 2 — х - 2 = 0  тенгламанимг г | „  ,, =  Ч‘(* )  шартни каноатлан- 
‘ дх ду я "

тирувчн ечимн топиленн. Ьиламилки, у тенгламанинг умумий ечнмн (анвалги баиднинг 
2- чиеолига к а р а т )

тенгламанинг и\ц (( = ц ( * ,  г) шартни каноатлантирувчи ечнмн топнлеин Ьерилган

тенгламага мое одднй дифференциал тенгламалар сиетемаси-

их (1у йг

г =  Ф ( Г + У ' )  •

дан иборат. Ь у  холда у ) ~х~ +  У  • Ч • бундан х =  х ^  . М илана-

еп а н еч и м г ■= ч ( ^  ) =  <| ( , х~ \ у ‘ ) .
ди ди ди

2. Ушбу иг А-хг 4-хи = 0  
‘ дх ду ' дг

уг хг ху

Ьу системанинг чизикли чркли биринчи интеграллари

«Г| = 2 ' - у :  =  С1, у , = Х- - у ' = С ,

лардак иборат. У холда умумий ечим

и =  Ф ( ; ;<- у 2, х: — у ? ) .

Ч>,(*. уи, г ) = г : - у 1  =  Ъ,, $ ,{х , уи. г ) = ж * ' - ^ * ^ , .

Булардан

Лемак. илланаётган ечим

ч< • \ / —  у ~ + .уг ')

12.3-§. Б И Р И Н Ч И  Т А Р Т И Ь Л И  Х У С У С И Й  Х .О С И Л А Л И  Ч И З И К Л И  
Б И Р  Ж И Н С Л И  Б У Л М А Г А Н  Т Е Н Г Л А М А

I. Ечим, умумий ечим ва махсус ечим тушунчаларн. Ушбу

АI (ДГ|........х„, и) 0и + Л 2(ДГ|, ... , Хп, « ) + ...+дх, дх.}

+  Лч (дг,, .... х„, и) -  =1?(х<, .... х„, и ) ( 12.22)



куриннтдаги iенгламанн хусусий л;осилили чи:шк,ли f>up жинсли 
булмигин ггн.'лами дейилади. 1>у тенглама \осндадар1а нисбатан 
чизнклн б уд и Г), нома ».дум и функцинга нисбатан чизикли булмаслигн 
мумкин. Ш у сабаблн (12.22) тешламанн кни;шчи:шк,ли тс игл имя хам
дейнлади. (12.22) тонгламадагн .V, на А* функцияларни х\, x-¿.......х„.
и узгаруичнлармпнг текшнрнлаетган узгариш сохаснда узлукснз 
дифференциаллаиунчи деб на бир нактда нолга ген г булмайди деб 
фараз киламиз. (12.22) тенгламанм чизикли тенгламага келтприш 
нули бнлан интеграллаш мчмкин. Ш у максадда ( 12.22) тенгламанннг 
и ечиминн ошко[>мас куринишда изланмиз:

v (x ,, ж...........í , , м) = 0  . (12.23)

бунда т< -ф{), u =  v(x ¡, .... х„) функциини (12.23) тенгликданпи
а м и клан га н деб хисобдаб, ушбу v (x i , .....v«, u (x ¡.......v „ ) ) =  0 айниятни
л-, буиича днфференциаллаймиз:

OV , г)С <)и _  и
дх1 <)и 0х:

Ьуидан

, ) и  _  _  дх
f».t <)V

l)u

хусусий хосилаларнинг бу кийматларини тенгламага куйнб, 

тенгламанинг хар нкки томонинн — ,íl' i а купантнрамиз. Натижада()и •
кунидаги чнзнклм Онр жинсли тенглама хоенл булади:

I  А’ (х , ...... V., м) Г  +  / ? (* .......х.,. и) ,h' =U. (12.24)ll.X. lili

Шундай килнб, (12.24) чпзикли бир жинсли тспгламани (12,2.3) тенг- 
лама! a acocan айниятга айлантираднгаи с' функциями тоннш керак. 
(12.24) тенгламага мое оддий дифференциал тенгламалар системаси- 
нп тузамнз:

dx. í/л . ilx
= du . (12.25).V, .V, . V A *  '

iiy снстемаминг n та чизикли чркди биримчи ннтегралларини 
гоиамиз:

\[\ (х ,, .... х. , и) =  С , 

M\‘U*|......  и) =  С ,

^ (х ........ х,, и) = С



( 12.24) кчнламаниш  умумий ечими куйидагн куринишга *ra булади:
;т--ф(,|'ь ......  г|\, )

б\ндя Ф  нмигрин (функция.
Олнрги функциянн nu ira  нчпланпириб , ( 12.2-1) кчнмикка a io ean  

Гн'рн.иан (12.22) к ч п .i;iм.чнинг счимими унгбу
( V ...............i  . //) ,  \ |М л ................г . и ) ,  ....

и ) I “ ■ ( ) (12.27)

курншипда тиами.<. 1>\ счимнн (12 22) т п и л а м а н н ш умумш) е ччм ч  
ДгЙНЛЯДИ

Г»у \(чл биляи 10ИНЛ1ЯН очнмлардан таж кари  c’ (.ti............ г„,
п'игламад.ж аниклападиган и очимлар булишн мумкнн, 6 у 

орда V ф\нкция (12.24) юнгламанинг ечими б\лмай, у тож лям ини  
ф акат i* ( V i, .... х„. « ) — 0 пчпламага acocan амниятга анламтиради. 
bvii.uiii ечимларни михсцс счимлир деймладн.

М и с п .1 .1 <1 |i I . VтГ>\
-¡и thi , ■>»

U  а  ) I I t  1  ) 4  . f  ( V ' i  ) , -- и  - - ' i .
n x ¡ t)x "A

('/. 1| . 'L .. .1 , OíIlM ) 

ion líivHiimir \Mv.Miiii fruMH тми/юш. (I2.24> tphivuimh имжлаги куртнмпгл <■ ;>
l ) \  . I . I . l l l

i);• à:- i)i' iii'
I д, - m  I ! ( » . a , ) I } ( i — <7. ) M  и n i —О

' Г» l'. IIX . i lx  ¡hi

l>v u‘Hi.i;iM.iia мне o.i.nin дифференциал теш .'ымл.ыр сне i емжшш h .ííimjm:
d x ,  if X,  (J X. ¡i„

*. — а  X , - ' i . v. ■ а , и 't

li> аьчемлпсш 'пижон *|iKin ниiei p;i i.i.ipu kvími.uii injip.iiiH n(jop;u:
л. а  »,  - а  X а.

- = С ......  -  С. .u n  u n  и - п

.4« м;»к. (нри.и ;ш uni. ы vuiuiiri )М\\шн cinwn 

<1'1( « - 'i. г. - а . X -о. \
I  -  II

и 'i и а и - а /
2. УшГп

<)и <>и( I f у11 ' - м ) i — -
I I  д  I/ O

i <н г. ■ a м.! и и i <-■ aucun
(12 2Г>| п н 'и м л  ку йичя1 ич<1 Гпладн:

il л d y  tin
! ¡ \ и - д - и i 2

■№



биринчи интегралнн томамиз. Б у  енстемадаги учинчн касрнинг сурат ва махражнлан 
биринчи иккн касрнннг сурат на махражнни айириб

бнринчи интегралнн хосил килами:». Демак. берилган тенгламанинг умумий ечими

функция берилган тенгламани каноатлантиради. Бу  ечим топилган умумий ечимдан 
келиб чикмайди Х аки катан . агар и в х  +  у  ни умумий ечимга олиб бориб куйсак, 
Ф (х  с. у ) = 0  тенглик хосил булади. Бу  муносабат (дг ва у  эркли узгарунчнлар 
булгани учун) Ф(ц>. *р) функцияни ихтиёрий танланганда хам уринлн булмайди. Агар
V =  и — х — у  ифоданн V учун хосил буладиган тенгламанинг чаи томонига олиб бориб 
куйсак, — \/и — лг — у  =  — \/ V тенглик хосил булади, бу ифода факатгина и =  0 тенг- 

ликка асосан нш га айланадн. Ш уклай  килиб, и =  х \-у функция берилган тенглама­
нинг махсус ечн.мидан иборат.

2. Чизикли бир жинсли булмаган тешлама учун Коши масаласи­
нинг ечилиши. Коши масаласи (12.22) тенгламанинг

шартни каноатлантираднган и =  Ц х ....... хп) ечими топилсин, бунда
<р берилган узлуксиз дифференциалланувчи функция. (12.22) тенгла­
манинг умумий ечимини билган холда Коши масаласи ечимини 
кандай топит кераклигини курсатамиз. Ьу ерда асосий масала 
умумий ечимдаги Ф  функциининг куринишини аниклашга келади. 

(12.26) биринчи ннтегралларда хп урнига бошлангич х1,;
кийматни куйиб, хосил килинган ифодаларни \|> лар оркали белги- 
лаб оламиз, яъни

(*,, х........ х„_ ,, и) =  1|з„ .

(12.28) бошлангич шартни ушбу куринншда ёзамиз: 
х.1= х ‘,'1 да « =  ф(х,, х , .... х ,,.,)

Ь у  шартни (12.27) тенглик билан таккослаб, Ф  функцияни

(Ц и ~  х — у ) Цу
-  \ ' и  . и

интегралланувчн комбинацияни топамиз. Бундан

у  4  2 V и — х -  у =  С ,

Ф { и ~ 2 у ,  2 \ и  — х -  у + у )  = 0

куринншга эга булади. Текшириб куриш кннин ¿»маски.

и =  х +  у

и\̂  п =Ц (X,......  X ,) (12.28)

гр, (л:,, х., .... хи Х п  и )= ^ , »
^ ( х ,  , Х г , .... X. и ) = ^  ,

(12.29)

ф (ф ,, ф., .... 4 ),,)= «  — ф(Х|, х,, .... х„ 

тенглик бажариладиган килиб танлаймиз.
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координата укларига параллел булган кесмалардан ташкил топтан 
синик чизик буйича олинади.

Юкорида айтганимизга acocan z ни х ва у нинг функцияси деб 
караб, текширилаётган сохада R^= О деб фараз киламиз.

Бу холда (12.32) тенгламадан

dz =  P ídx-\-Q]dy (бунда Р { =  Q, =  | )  . (12.33)

Иккинчи томондан, z функциянинг тулик дифференциали учун 
куйидаги ифодага эгамиз:

dz=  -г dx-\- дг dy .
дх ' ду у

Бу икки тенгликдан dx ва dy дифференциаллар богланмаган 
булгани учун

д£- =  Р ,(х , у, г ) ,  (12.34)

<?,(*, у, z) (12.35)

тенгликларни хосил киламиз.
z функцияни х ва у лар буйича иккинчи тартибли хосилаларга, Р\ 

ва Q\ ни эса уз аргументлари буйича биринчи тартибли хосилаларга 
•»га деб фараз киламиз. Ушбу

д2г __  д2г
дхду дудх

тенгликнинг уринли булиши кераклмгидан

ду дг ду дх дг дх

ёкн
А  +  +  .»Sl P i „2 .3 6 )
ду ' дг V1 дх ~  дг ' 

шарт келиб чикади. (12.36) шартни бундай ёзиш мумкин:

< 1 2 -з 7 >

Демак, F  вектор майдонга ортогонал булган и (х, у, z ) = C  
сиртлар оиласииинг мавжуд булиши учун (12.37) шартнинг 
бажарилиши эарур, (12.37) шартни (12.32) тенгламанинг тулик, 
интегралланувчилик ёки битта ¿/(дг, у, z )= C  муносабатда 
интегралланувчилик шарти дейилади.

Агар F  майдон потенциал майдон булмаса, айрим холларда 
шундай скаляр jx(л:, у , г) купайтувчини танлаб олиш мумкинки, 
F  ни ц(х, у, г) га купайтирилгандан сунг потенциал майдон хосил



булади. Агар шундай купайтувчи мавжудбулса, у холда \ iF~ ^ va á U  
ёки \ iP =  ílí? = ^y- ^ ХИРГИ муносабатлардан

d (vñ  =  <n?Q) .pteQL— d.W'L É Í^ E L — d.^pL
dy dx * дг dy ' dx дг

ёки
d P  _  <1Q_ _ l ( Q d t i  _  p  f5n \
dy dx fi \  dx dy )  '

,J4  _  (1R =  I  — Q ,}цЛ
dz dy ц \ dy дг )  '

— 1 ( р д_ I1
dx дг (i \ дг дх )

тенгликлар хосил булади. Бу тенгликларнинг биринчисини R  га, 
иккинчисини Я  га, учинчисини эса Q га купайтириб, хосил булган 
тенгликларни хадлаб кушсак, ушбу

«r-SMS-SMS-S)-0
тенглик лисил булади. Бутеиглнкэса (12.37) шартнинг узгинасидир.

Демак, агар Пфафф тенгламаси учун интегралловчи купайтувчи 
мавжуд булса, у холда тулик интегралланувчилик шарти бажарила- 
ди. Энди (12.37) шартни берилган вектор майдонга ортогонал булган 
сиртларнинг мавжудлигининг факат зарурий шарти эмас, балки 
етарли шарти эканлигини хам курсатамиз.

Текширилаётган D сохада (12.37) шарт айнан бажарилган ва P¡, 
Q i функциялар уз аргументлари буйича биринчи ва иккинчи тартиблн 
узлуксиз хосилаларга эга деб фараз киламиз.

У холда D соханииг хар бир нуктасидан (12.33) системанинг ёки 
бари бир, (12.32) тенгламанинг битта ва факат битта интеграл сирти 
утади. Аввало (12.33) системанинг берилган А (х о, yo , Zo) нуктадан 
утадиган ечимининг ягоналигини курсатамиз. Ш у максадда (12.34),
(12.35) тенгламаларни текширамиз. (12.34) тенглама у =  у$ текис- 
ликда А (х , уо, ¿о) нуктадан утувчи ягона интеграл чизик L ни 
аниклайди. (12.35) тенглама эса, х бирор узгармас киймат кабул 
килганда, x =  const текисликда ётувчи L эгри чизикнинг нуктасидан 
утадиган ягона /(х) эгри чизикни аниклайди. L  чизикнинг барча 
нукталари учун тузилган 1(х) чизиклар туплами (12.33) системаси- 
нинг А (х о, yo , z<>) нуктадан утувчи бирдан-бир 5  интеграл сиртини 
аниклашини курсатамиз. Б у  сиртнинг тузилишидан равшанки, унинг 
барча нукталари учун (12.35) тенглама каноаглантирилади. 5 сирт- 
нинг барча нукталари учун (12.34) тенгламанинг каноатлантирили- 
шини хам курсатамиз.

5  сиртнинг тенгламасини
г =  г(х, у )

куринишда ёзиб олсак, аввалги параграфларнинг натижаларига 
acocan z(x, у ) функция х буйича биринчи тартиблн узлуксиз хосилага



эта булади. нинг (12.34) тенгламанинг каноатлантиришини

курсатиш керак. S  сиртнинг тузилии1ига acocan (12.34) тснглама 
у =  у» да каноатлангирилади. Унинг у узгарувчининг бошка 
кийматларида хам каноатлантирилишини курсатиш учун ушбу

f  = /•>, (х, у, z) =  F
дх

белгилашни киритиб, \осилани топамиз. z(x, у ) функция
г ду

(12.35) тенгламани каноатлантиришидан хамда бу тенгламанинг унг 
томоки барча аргументлари буйнча биринчи тартиблн хосилаларга

д~ ггидам

дай килиб.

эга эканлигидан ' г хосиланинг мавжудлиги келнб чикади. Шуи-
дхду

Ù F  _  д ( д * \ _  â P ' _  дг _
ду г)у \ дх )  ду дг <1у

_  dQ{ dQt дг _  дР, _  0г =
дх дг Ох ду дг ду

,  " У< +  +  ,1Ql F  -  -  1 -  i P ' .Q .  ( 12..48)
дх дг дг ду дг

Юкоридаги ифодани хисоблашда -f (  à-~  ̂ =  f  ( дг \  — =  О
ду \  дх / дх \ ду )  ду

тенгликлардан фойдаландик. (12.37) ёки (12.36) шартга acocan 
(12.38) тенглик куйидаги куринишда ёзилади:

д¥ _  ()Р | р
ду дг

Бундан

f  '»V,
-  г/V

F(x , у) =  F (x , у ,,)? “"

F  функция у — ук\ да нолга тенг булгани учуй охирги тенгликдан 
унинг барча текширилаётган у ларда хам нолга тенглиги келиб 
чикади. Демак, г (х ,у ) функция (12.34) тенгламани хам каиоатламти- 
ради.

Энди Пфафф тснгламаси учун (12.37) тулик интегралланувчилик 
шарти бажарилмаган холми курайлик. Юкорида баён килимгандан 
маълумки, бу холда F  майдонга ортогонал булган сиртлар мавжуд  
булмайди. Ш у сабабли, Пфафф тенгламасини аввал айтганимиздек, 
биринчи хил талкин килиб, /•' майдонга ортогонал булган сиртларни 
эмас, балки т у  хусусиигга эга булган, чизикларни топит масаласини 
куямиз. Бошкача айтганда, Пфафф тенгламасини битта муносабатда 
эмас, балки иккита

и \ (х, у, z) = 0 , иг(х, у , z) = 0



муносабатда интеграллаш керак. Масалада куйилган чизикларни 
тоииш учун юкорида ёзилган тенгликлардан биттасини, масалан,

m (x , у, z) = 0  (12.39)
ни ихтиёрий бериш мумкин.

(12.32) ва (12.39) тенгламалардан эркли узгарувчилардан 
биттасини, масалан, z ни чикариб,

М (х , y)dx-\-N[¡с, y )d y  =  i)
куринишдаги оддий дифференциал тенгламани хосил киламиз. Бу 
тенгламаии интеграллаб, ихтиёрий танлаб олинган и ¡(х, у,
2 ) = 0  сиртда изланаётган чизикларни топамиз.

И з о Лгар (12.32) тенгламани бевосита интеграллаб булмаса, 
еоддарок холни текшириш ёрдами билан уни айрим холларда 
интеграллаш мумкин. Бу усулда ъркли узгарувчилардан биттасини, 
масалан, z ни узгармас хисоблаб, ушбу

Р {х , у, z)dx +  Q(x, у , z )dy =  i) (12.40)

оддий дифференциал тенгламани интегралланади, бунда z параметр 
ролини уйнайди:

и {х, у, z) =  С (12.41)
(12.40) тенгламанинг интеграли булсии. Бу ердаги ихтиёрий 
узгармас г иараметрнинг функцияси булиши мумкин. Бу C (z ) 
функциями шундай танлаб олннадики, {12.32) тенглама каноатланти- 
рнлсин. (12.41) ни дифференциаллаб, куйидаги тенгламани хосил 
киламиз:

f  J x с/у +  Г ^ - С ' (z) ] *  =  <). (12.42)
( I X  ( l y  L  и *  \

(12 32), (12.42) дифференциал тенгламаларнинг кочффициенглари 
пронорционал булиши керак:

Ои Ои Ои - (■ U)Ох _  0у _  Ог 
Р  ~  Q ~  R

Ушбу
Ои Ои
V ,  ~ L  (^ )Ох __  Ог
Р  ~  R

теигламадан C '(z ) ни топиш мумкин.

Мисоллар. I. Ушбу

(bx~\-yz)dx+  ixz — 2y)dу -f (xy-\-2z)dz =  i) 

тч'нглама интегралланеин Ьу  мисолда

/■'=(6*-+-!/*)' +  (х г - 2 у ) }  +  {ху +  2 г )к  .

Тскширнб куриш кинии ’«маски, rol / = 0 М аьлумки, бу шарт бажарнлганди F  по­

тенциал майдондан »бораг булалн. чьим /•' -ц п н !// .



(>. и. г\и= \ (6х + уг )(1х+ {хг~2у)(1у-\-  (ху + 2г)иг.
<11. II. О)

Интеграл йули еифатида бугинларн координата укларига мараллел булган сииик 
чизикнн оламнз. Интеграллаш натижасида и  =  'Лх2 — у*-\- г* +  хуг хосил булади. 
Шундай килиб, нзланаётган интеграл

Зх2 —уа4 Уг + хуг = С.

2. Ушбу

у(!х -\- (г  — у)Лу-± хЛг =  0

тенгламани каноатлантирувчи ва 2х — у  — г = 1  текисликда ётувчн *гри чизнклар  
топилеин.

Бернлган текислик тенгламаенни днфференииаллаймиз:

2йх — йу — йг=- 0.

Бу  тенглнкни х га купайтириб, хосил кнлинган тенглнкнн берилган тенглама билан 
кушамиз:

{у-\-2х)(1х+ {г  — х - у)(1у =  0

г =  2х — у — \ булгани учун

{у +  2х)<1х+ (х — 2 у -  I )<«/*(>

ёкн

2хйх — (2у +  I )и у  +  4 (х у ) = 0  

тенгламаии хосил киламиз. Охирги тенгламадан ичланаётган чгри чизнклар оиласи

хг- у г- у  +  ху*= С

эканлиги келиб чнкади.
3. Ушбу

угйх +  2 гхйу — Зхуй г =  О

тенглама интегралланенн.
Изохда курсатилган усул билан бу тенгламани ннтеграллаймиз. г ни узгармас леб 

хисобласак, с / г * ()  булади ва берилган тенглама куйндагн тенгламага айланадн:

у(1 дг 4 2*</у*=0.
Ь у  тенгламаниш интеграли

ху‘ =  С

дан иборат. Бу  тенглнкдаги С  ни 7. ннпг функциями дсб хисоблнб на уни дифферен- 
циаллаб ушбу

у Ч х  \-2х!/<1у —  С ’ (г )(1 г  =  а

тенгламани хосил килами:). Бу тенглама берилган тенглама билан бир хил булиш н учун 
буларнинг коэффичиентлари прогюрционал булиш н керак. яъни

=  2лгу  ^  - с ; ( г )  
уг 2гх 3ху



Охирги тенмикдан С {/ )  ^=ху'2 чкннлигини уьтиборга олиб,

(¡С. __ Мг 
С ~  г

тенгламани хосил килами:). Ьунлан

С  ( 2 ) = а г л, а =  соп$(.

Л омак, берилган тенг ламаниш  ечими

х:у‘ =  аг
дан иборатднр

12.5- §. Б И Р И Н Ч И  Т А Р Т И Б Л И  Ч И З И К Л И  Б У Л М А Г А Н  Т Е Н Г Л А М А Л А Р

I. Тулик интеграл. Аввал номаълум функция нккита эркли 
узгарувчига боглик булган кол ни текширамиз.

Биз биламизки, бу холла биринчи тартибли хусусий хосилали 
тенгляма куйидаги куринишга эта булади:

Биринчи тартибли хусусий хосилали тенгламанинг нккита 
ихтиёрий узгармасларга боглик ечимини унинг тулик, интегралы 
дейилади. Тулик интеграл ошкормас курннншда куйидягича ёзилади:

Тулик интегрални бошкачарок хам таърифлаш мумкин. Тулик 
и н т е г р а л  учта узгярувчи ва нккита ихтиёрий узгармас орасидаги 
шундай муносабатки, ундан ва уни эркли узгарувчилар буйича 
дифференциаллаш натижасида хосил буладиган муносабатлардан 
узгармасларни чикариб т я1нлаш натижасида берилган тенглама 
хосил булади. Бу нккита таъриф бир-бирига эквивалентдир. Лекин 
биз бунинг исботига тухталмай {[23| га каранг), берилган тенглама 
буйича тулик интегрални томиш усулини келтирамиз. Тулик 
интегралнинг иккинчи таърифига асосан (12.43) тенглама ушбу

системадан а ва Ь ларни чикариш натижасида хосил булган 
тенгламага эквивалентдир. Биринчи тартибли хусусий хосилали 
тенгламаларнинг хаммя ечимларини тулик интегралдан узгармаслар­
ни вариацияляш усули билан хоснл килиш мумкинлиги Лагранж 
томонидан курсатилган.

Г (х , у, г. р, у) =0, (12.43)
бунда

<1г

<)у

Ф (х , у, г, а , Ь) =0. (12.44)

Ф (х ,  у , 2, а, /;)=(),

(12.45)



Фараз килайлик, а ва Ь лар х, у  узгарувчиларнинг бирор 
функцияларибулсин.гнингхваубуйича хосилалари, яъни р ва q лар 
ушбу

. Д Ф  db __ q
Д 6 Д * “  ’

. Д Ф  <1Ь _ Q  
' дЬ ду ~

муносабатлардан хисобланади. (12.45) ва (12.46) формулаларни 
таккослаб, куйидаги тенгламаларни хосил киламиз:

(12.47)

д Ф
+

ДФ
P-Y

ДФ да
Их дг да дх

ДФ
+

д Ф д Ф да
ду дг </ + да ày

ДФ да . ДФ дЬ
=  0

да дх ' дЬ д'х

ДФ да . ДФ дЬ
=  0

да ¿У дЬ ду

Бу тенгламалардан а ва b функцияларни аниклаш керак. Уч хол 
булиши мумкин:

1) Агар
=0, = 0  (12.48)да до

тенгликлар бажарилса, (12.47) тснгламалар каноатлантирилади.
(12.48) тенгламаларни а ва b га ниебатан ечиш мумкин деб фараз 
киламиз. Бу тенгламаларни ечиш натижасида хосил булган х ва 
у нинг функцияларини, яъни а ва b нинг кийматларини (12.44) га 
куйсак, хосил булган ифода (12.43) тенгламанинг ихтиёрий 
узгармасларга хам, ихтиёрий функцинларга хам боглик булмаган 
ечимидан иборат булади. Бу ечимни махсус интеграл дейилади.

г». 'л да да db дЬ — » г- ^2) ^нди =  0 булсин. Бу холда a =  const;
дх ду дх ду J  J

6 =  const булиб, биз тулик интегралга кайтган буламиз.
3) Умумий холда, (12.47) ни икки номаълумки иккита чизикли 

алгебраик тенгламалар системаси деб карасак, унинг ечимга эга 
булиши учун ушбу

DJ U- b) =  0 (12.49)
D ix . у )

шартнинг бажарилиши зарурлиги келиб чикади. (12.49) тенглика ва 
b уртасида функционал Сюглик^лик манжудлигини курсатади. Агар
масалан, Ф 0  ёки ^  Ф 0 булса, у холда бу богликликни

дх ду

Ь =  м (а ) (12.50)
куринишда ёзиш мумкин, бу ердаги м ихтиёрий функция.
(12.50) га асосан, (12.47) система куйидаги битта муносабатга 
келади:

ДФ . д Ф  , ,  . л  
,1а +  ,Ь



Агар бу тенгликдан а ми х ва у нинг функцияси сифатида топит 
мумкин булса, у холда (12.50) тенгламадан b ни хам эркли 
узгарувчиларнинг функцияси сифатида топамиз. а ва Ь нинг топилган 
кийматларини (12.44) га куйиб, (12.43) тенгламанингечимини хосил 
киламиз. Дифференииалланувчи о>(о) функцияни ихтиёрий танлаб 
олингандаги ечимларнинг бундай туплами (12.43) тенгламанинг 
умумий интеграли дейилади. Ихтиёрий и>(а) функциянинг хар бир 
танлаб олинишига, умуман айтганда, умумий интегралга кирувчи 
бирор хусусий ечим мос келади. Illy  маънода, умумий ечим ихтиёрий 
функцияга боглик булади деб айтишимиз мумкин.

Биринчи тартибли хусусий хосилали тенгламанинг тулик умумий 
ва махсус интегралларини соддагина геометрик талкин килиш 
мумкин. Хусусий хосилали тенгламанинг ечими (лг, у, г) координата- 
лар фазосида сиртни аниклайди, бу сиртни интеграл сирт деб 
аталади. Бешта (х, у, z, р, q) микдорлар тупламини элемент 
дейилади, бунда х, у, z бирор нуктанинг коордннаталари, р ва q эса 
шу нуктадан утувчи тёкислнкнннг бурчак коэффициентлари. Бу 
таърифга acocan (12 43) тенгламанинг ечимини топиш масаласи 
куйидагича куйилиши мумкин: 1иундай сирт топилсинки, бу сиртнинг 
нукталари ва уринма текисликларнинг бурчак коэффициентларидан 
ташкил топган элементлар (12.43) муносабатни каноатлантирсин. 
(12.44) тулик интеграл иккн параметрга боглик булган сиртлар 
оиласидан иборатдир. Энди геометрик нуктаи назардан умумий ва 
махсус интеграллар нимадан иборат эканини курамнз. Умумий 
интегралга кирадигам ечимни топиш учун ихтиёрий (12.50) муноса­
батни олиб Ь нинг кийматини (12.44) га куйиб, а параметрни ушбу

Ф (х , у, г, а, Ь) =  0, - ~Ь ш '(а )= 0да до
муносабатлардан чнкарган эдик. Охирги икки тенглама эса бир 
параметрли сиртлар оиласининг урама сиртини аниклайди. Бу нарса 
геометрик нуктаи назардан куйидагнни ифодалайди: (12.50) муноса­
батни асосан берилган икки параметрли (12.44) оиладан бир 
параметрли бирор оилани ажратамиз, сунгра бу оила урама сиртини 
топамиз. Урама сирт узининг хар бир нуктасида уралувчи сиртлардан 
биттасига урингани учун, яъни умумий элементга эга булгани учун бу 
урама сирт хам берилган тенгламанинг ечимидан иборат булади.

Нихоят, биз биламизки, махсус интеграл ушб\

Ф  =  0, =  0, ^  =  0
да дЬ

тенгламалардан а ва h ни чикариш натижасида хосил булади. Бу 
жараён, маълумки, икки параметрли сиртлар оиласининг урамасига 
(агар у мавжуд булса) олиб келади. Юкоридагидек мулохаза 
юритиб, бу урама сиртнинг хамма элементлари берилган тенгламани 
каноатлантиришига, яъни интеграл сирт эканлигига ишонч хосил 
киламиз.

М и с о л л а р .  I. I>c|)iijiiíiii R  радиусли, марказлари хОу текислнк нукталарила 
булган шар снртларннииг онласн

( х - й ) ' Ч  { y - b ) ¿ +  z7= R 'J



икки (а ва Ь ) параметр.™ онладан иборатдир. by онла тулик интеграл буладиган 
хусусий хоеилали тенгламани топиш учун г ни х на у  нинг функцинси деб хнсоблаб, 
берилган муноеабатни х ва у  буйича днфференцналлаймиз:

x — u +  zp =  i), y  — b +  2 q =  0.

Бундан х — а = — гр, у  — b =  — zq. Ну ифодаларни берилган тенгликка куйиб, т у л и к  
интегралга мос булган тгнглнмани топамиз:

р2 q'1) =  R 2-

Умумий интегралга кирадиган ечимнн косил килиш учун Ь =  ш (а ) муносабатнн 
киритами;», н 1»ни марказлари у ^ ы ( х ) ,  2  =  0 чиликла ётунчи шарлар оил.н'ини 
ажратамиз. Ьундай оиланинг кар кандай урама сирти интеграл снрт булади ва умумий 
интегралга киради.

Нихоят, махсус интеграл куйидаги учта  тенгликдан а на b ларни чикариш  
натижасида косил булади:

(д: — ц ) 2+ [ у  — Ь ) 2 + г *  =  R 2, х — а = ( ) ,  у — А =  ().

Бундан z — ± R .  Хар бир шар сиртига битта нуктала урииувчи иккита текислик 
тенгламасини косил килдик.

Куп холларда тулик интегрални то п и т  унча катта кийинчилик тугднрмайди.

1) Агар (12.43) тенглама F  (р , q) =  0 ёки p =  y (q ) куринишга эга 
булса, q =  a деб хнсоблаб (бунда а ихтиёрий узгармас)

p =  (f {a ), dz =  pdx-\-qdy =  <\ (a)dx-\-ady
тенгликларни хосил киламиз. Охирги тенгламани интеграллаб уш бу

г — ц>(а)х -\-ау-\-Ь
тулик интегрални топамиз.

2) Агар (12.43) тенгламада узгарувчиларни ажратиш мумкин 
булса, яъни тенглама

q>(x, р) =i|)(i/, q) 
куринишга эга булса, ц(х, р) =^>(у, q) = а  деб хнсоблаб (бунда а  — 
ихтиёрий узгармас), бу тенгликларни (агар мумкин булса) р ва q га 
нисбатан ечиб, /7 =  (pi (х, а ), </ =  ф| (х, а ) ларни топамиз. Сунгра уш бу

dz =  pdx +  qdy =  n>\ (х, a)dx-\-ty\(y, a )d y
Пфафф тенгламасини интеграллаб

г — +  (у, a)dy-\-b

тулик интегрални топамиз.
3) Агар берилган тенглама

F (z , р , q) = 0
куринишга эга булса, у холда z =  z {u ) деб хисоблаб (бунда 
и =  ах-\-у), ушбу

h'(z' 2 ) = °
оддий дифференциал тенгламани хосил киламиз. Буни интеграллаб
2 =  Ф {и, а, Ь) (бунда b ихтиёрий узгармас) ёки



г =  Ф(их-\-Ьу а, b)
тулик интегрални топами:*.

4) Умумлашган Клеро тенгламаси
z =  px +  qy +  f(p, q)

куринишга эгадир. 'Гекшириб куриш кийин эмаски, унинг тулик 
интеграли куйидаги ифодадан иборатдир:

z — ax-\-by-\-j(a, b)
2. Уш бу

p =  3q'

тенгламанннг тулик интеграли топилсин. B y  тенглама I )  холга тугри келади: 

q =  a, р =  З а ',  dz =  3a'dx +  ady, г =  Лалх-\-ау-\-Ь.
3. Уш бу

p — 3xl =  q2- ! )

тенгламанннг тулик интеграли топилсин. 1>у тенгламада узгарунчилар ажралган. Ш у 
сабаблн 2 ) холла курсатилган усул билан тулик интегрални топамиз:

р — 3х2 =  а, р =  3х2 +  w, q2 — y =  a, q =  \Jy +  a, 

dz — pdx -f- qdy =  ( Злг* +  a ) dx +  у  +  a dy , 

z S  +  ax +  2 {у  +  а )л'*  +  Ь .

4. Уш бу
z2(p 2z2 +  q 2) =  \

тенгламанннг тулнк интеграли топилсин. Ь у  тенгламл 3) холда курилган тенгламага 
тугри келади:

. , , dz dzz =  z {u ) .  и =  ах-\-у, р =  а - - ,  q — —  
it и du

y ( a V +  I) = 1, -“• = ±2<oV+ I ) 1/2 .

u +  6 =  (fl‘V +  I ) ,/2 ёки q a ] (ux-fy  -f b )2 =  (a2z2 +  I )'J .
3a

2. Лагранж-Шарпи усули. Ушбу
F (x , у, z, p, q) =  0 (12.43)

биринчи тартибли хусусий хосилали дифференциал тенгламани 
текширамиз. Лагранж-Шарпи усули ихтиёрий а узгармаени уз ичига 
олган шундай

Ф (х , у, 2, р, q) = а  (12.51)
тенгламани танлашдан иборатки, (12.43), (12.51) системалардан 
аникланган р =  р(х, у , z, а ) ва q =  q(x, у, z, а ) функциялар битта 
квадрату рада интегралланадиган

dz =  p(x, у, z, a)dx-\-q(x, у , z, a )d y  (12.52)
Пфафф тенгламасига олиб келади. У холда Пфафф тенгламасининг 
и (дг, у, z, а, Ь) =  0 интеграли, бундаги b (12.52) тенгламани



интеграллашда хосил буладиган ихтиёрий узгармас (12.43) тенгла- 
манинг тулик интеграли булади. Ф  функция (12.52) тенгламанинг 
битта квадратурада интегралланувчанлик шартидан, яъми

р 0ч _  вр =  О
'  дг 4 дг ду ' дх

(12.53)

тенгламадам аникланади. (12.53) шартни р ва ц ни х, у, г ларнинг 
функцияси сифатнда аникловчи (12.43), (12.51) системалар учун 
ёзиб оламиз. Ьунда ошкормас фумкциялардан хосилаларии хисоблаш
формулаларидан фойдаланамиз. (12.53) шартга куйиш учун ^
др др ду х,осилаларни хисоблаш етарлидир. 
ду дг дг

рва <7 ни х, у, г нннг функциялари деб караб, (12.43), (12.51) тенг- 
ликларни х буйича дифференциаллаймиз:

дИ . др др . д Г  ду __^
дх др дх ' ду дх ~  '
(XI» ^  (ЗФ др <?Ф ду __^
дх др дх ду дх

Бу системадан О Ф )
1>{р. ч )

(¡у
дх ни топамиз:

детермннантии нолдан фаркли хнсоблаб, 

О  (/•’. Ф )

ЁЯ. =  _  п (Р' х>
дх Ь ( Р .  Ф )  ‘

о  (р . у )

Худди шунга ухшаш (12.43), (12.51) системани у буйича дифферен- 
циаллаб,

<*у
ми топамиз:

др
0 (/ \  Ф )  
Г) (у, V) 
Ъ(Р, Ф) 
й [р ,  у )

Нихоят, (12.43), (12.51) системани г буйича дифференциаллаб, хосил 
булган системадан ° р ва ^  ни топамиз:

дг

др
дг

/ Ж '.  Ф )
0 {г ,  у ) 

ф)
[) (р , у )

ду
дг

О (Г ,  Ф )  
0 {р . г) 
//(/'. Ф )  
(0 {р ,  у )

Топилган хосилаларни интегралланувчилик шарти (12.53) га 
куйиб, тенгликлариинг хар икки томонини нолдан фаркли деб фараз

1)1 Г, Ф )  . . . .  .
¡И р  д) детеРминантга купаитириб, куиидаги темгламаникили нган

хосил киламиз:
дг дф
дг др

дИ г?Ф \  . /  дН <?Ф) + Пдр дг дг ду
дЬ <?Ф 
ду дг ) +



d F  д Ф  
dy dq

O F д Ф  \ , / dF  ()Ф  

/  \dq dy Ox dp

d F  г?Ф 
dp dx 

d F  , d F

+
d F  д Ф  , / d F
dq dy

0 Ф  
dp

dp
dF
dq

дФ

d F  <?Ф 
dp dx

д Ф. . .  \ ЯФ
+  Я -5Г -

_  (*±  +  p *F \ +  q a F )j> »  =  
V dJT ^  K  dz )  dp ^ ~  4 dz )  dq

0 .

Ф  функцияни аниклаш учун чизикли бнр жинсли (12.54) тенгла- 
мани хоеил килдик. Бу тенглама 12.2-§да курсатилган усул билан 
интегралланади. (12.54) тенгламага мос булган оддий дифференциал 
тенгламалар системаси, яъни характеристикалар тенгламасн куйида- 
гича ёзилади:

dx __  dy __  dz
d F  d F  d F  d F
A j  p a +  ?  V "  dp dq dp dq

_  dp 
d F  dF 
dx dz

dq
d F  , d F

+ <7_, dy dz

12.55!

(12.55) тенгламанииг ихтиёрий узгармасни уз ичига оладиган битта 
хусусий ечимини топит кифоядир, яъни (12.55) тенгламанииг
(12.43) билан биргаликда р ва q га нисбатан ечилиши мумкин булган 
битта

Ф ,(х ,  у , г, pt q )~ u
биринчи интегрални топит етарлидир. Демак, /7 =  (р,(дг, у, z, а ) ва 
q =  y 2{x, у , z, а ) микдорларни ушбу

F (x , у, z, р, q) =  О,
Ф , (х, у, z, р, q) = а

системадан аниклаб ва
dz =  pdx -f- qdy

тенгламага куйиб, битта квадратурада интегралланадиган Пфафф 
тенгламаеини хосил киламиз:

с/г =  ц)|(дг, у, z, +  у , z, a )dy.
Б у  тенгламани ечиб изланаётган

и (х, у , г, а, 6) = 0
тулик интегрални топамиз.

И з о х. Агар шартли ушбу

dL
dx =  ~  +dx '

d F
dz

d F

dy =  f  +  dy
dF
dz

белгиларни киритсак, (12.54) тенгламанииг ёки ундан олдин ёзилган 
тенгламанииг чап кисмини

(F , Ф )  =

d F d F dF d F
dp dx

+
dq dy

д Ф d Ф д Ф dФ
dp dx dq dy



куринишда ёзнш мумкин. Бу ифодами Майер цавси дейилали. Агарда 
берилган тенгламада изланаётган функция катнашмаеа, яъни 
тенглама

Р{х , у, р , д) = 0
куринишда булса, иккинчи тенгламани хам худди шу куринишда 
изланади, яъни

Ф (х , у, р, V) = а .
Бу х»лда Майер кавси ушбу

(Я, Ф ) =

куринишга эга булади. Бу ифодами Пуассон к,авси дейилади. Пуассон 
ёки Майер кавсини нолга айлантирадиган иккита функцинни 
инволнщияда булган функциялар дейилади. Шундай килиб, Лаг- 
рамж-Шарпи усулининг гояси биримчи тенглама билам инволюцияда 
булган иккинчи генгламани топишдан иборатдир.

М и с о л. Уш бу

Р  *  2хг — рх'1 — 2 уху -\-рц =  О

теммамамннг тулик  ингеграли топилсин.
(12.55) характернстикалар тенгламасида катнашадиган хоенлаларни хисоблай-

миз:

др др дР др
др дх

+
дЯ Уу

<)Ф д Ф Г?Ф ОФ
др дх дц ду

дР 2 
. = - х  + я . 

др
дг
Иц =  -  2ху +  р.

дР
Ох

=  2г — 2хр — 2уц.

дГ •> ~—— ~ г Ях. 
<>У

,П' о — =  2х.
дг

(12.55) характернстикалар тенгламаси куйидаги куринишга эга булади: 

йх йу иг Ар йд
- х *  +  Я ~  ~ 2 х у  +  р “  _  рх1 _ 2хуЯ +  2рд ~  ^ - 2уц ~  О

Бу с’Ж 'тсманинг бнринчи ннтегралларидан биттаси <7 = 0  дан иборатдир. ни
берилган т и д а м а г а  куйиб р ни топамнз:

2 х (г  — ау )
Р=

Демак,

<1г=риХ цЛу =  — '.-\-ady
хГ - а

иг—ш1у 
г — ау

2х(1х 

х1 —а

Ьумдан
1п |г — ау \ ** 1п|дг2 — а [ +  1пЛ



г  =  ау-\- Ь{х* — а )

тулик интегрални хосил килями:«.
3. Интеграл сиртни топиш. (12.43) тенгламанинг тулик интеграли

Ф(дс, у, г, а, Ь) =  О
маълум булган холда (12.43) теиглама учун Коши масаласини, яъни 
берилган

*  =  Ф ( 0 .  =  2 =  х ( 0  (12.56)
эгри чизикдан утувчи (12.43) теммаманинг интеграл снртнни топиш 
масаласини ечиш мумкин.

Умумий интегрални аниклопчи тенгламаларни оламиз, яъни 
b =  (1)(¿2) булганда

Ф (х , у , z, а, 0>(а ) )= 0, (12.57)
ЯФ(*.  у, г, а, ш (а) )  ,  «?Ф(лг, у, г , а, (а))  , , . . ч п ,,г>еочуа +  оь ш ( а ) - и .  ( I  / .Ж )

Ь =  м (а ) функцияни шундай танлаб олиш керакки, (12.57),
(12.58) тенгламалар билан аникланадиган сирт, яъни бир пара- 
метрли (12.57) оиланинг урамаси берилган (12.56) эгри чизикдан 
утсин. Берилган эгри чизикнинг нукталарида иккала (12.57) ва
(12.58) тенглама t  буйича айниятга айланади:

Ф (Ф ( / ) ,  т|>(/), Х ( 0 .  w ( a ) ) = 0 ,  (12.59)
Д Ф ( у ( 0 . Ф (0 .  х(0- д- < (̂Q)) I <?Ф(Ч'(0 , Ч'Ю.

да Ob

(12.60)
Бу тенгламалардан Ь =  м (а )  функцияни аниклаш анча мураккабдир. 
I l ly  сабабли одатда бошкачарок йул тутилади. (12.59) тенглик ш(а) 
функция маълум булганда а ни t узгарувчи оркали аниклайди. 
Шундай кисоблаб, (12.59) тенгликни / буйича диффереициаллаймиз:

tii\ I I / / J\ ! Г i5(l* I // V 1 da t\llx <P «> +  (0  +  , г X (0  +  [-„„■ +  ab <» (a ) J  dl = 0  .

(12.60) тенгликни эътиборга олиб, ушбу

t it ip,(0 + 7 J + =0 (|2-б|>
тенгламани косил киламиз. (12.59) ва (12.61) тенгламалар система- 
сидан Ь =  ш (а) функцияни аниклаш анча кулай булади. Агар
(12.56) эгри чизикка утказилган уринма векторни 1 оркали, Ф  =  0 
сиртга утказилган ва демак, мос нукталарда изланаётган урамага 
утказилган нормалнинг векторини N оркали белгилаб олсак,
(12.61) тенглик кискача

(N , /) = 0

куринишда ёзилади. (12.61) шарг геометрик нуктаи назардан шу 
нарсани билдирадики, изланаётган сирт берилган эгри чизикдан



утиши керак ва демак, бу эгрн чияикка утказилган уринма 
изланаётган еиртга утказилган уринма текисликда ётиши керак.

М  и с о д. Ушбу
г =  рх +  цу +  Ърг — ц‘

тонгламанинг дг =  (). г =  у ‘ чгрн чи.«нкл<*н утувчи интеграл сирти томнлсин.
Бернлган тенглама умумлашган Клеро турндагн тенглама булгани учун унннг 

тулнк интеграли г =  ах +  Ьу -|- За2— Л2 дан нборатднр. Бернлган чгри чизикнинг 
тенгламаеини нараметрик курннишда езиб олами:г х — 0. £/ =  /, г  =  12. Текш нрилаётган 
холла (12.59) (12.01) тенгллмалар

12 = Ы + 'Лаи-Ь'г. 21 = Ь 
куринншга *га булади. Ьулардаи:

6 =  2и. г  =  а(х-\-2у) ■ а г.
Ьу пиланинг урамаси

г = и (х  +  2у) — а ‘\  х 2у — 2а О

тенгламалар бклан аннкланади. О.хнргн теш лам алардан и ин чикарнб. ичланаётган 
снртни топами:«:

(х +  2 у )2
2 4

Агар (12.55) системани ннитраллаш  кийинчилик тугднрмаса, Коишнинг ум ум лаш ган  
ечимини топишда куйнда баОн кнлинадиган характеристикам 1р ёки Кош и усулиО ан 
фондаланиш кулан булади.

4. Коши усули. Кошининг умумлашган масаласи куйидагича 
куйилади: (12.43) тенгламанинг берилгаи

— Х„ (5 ) , У „= УЛ $ ) . 3, = 3 , («) 
угри чизикдаи утувчи г =  г(х, у ) интеграл сирти топилеин. Одатда 
куйилган масаланинг ечнминн куйидаги

х =  х(1, 5), у =  у{1, А-). г =  г(/, х) (12.62)
параметрик курннишда излаш ку- 
лай булади, бунда « параметр.
Ьундай курннишда излаймнз, де- 
ган ифодани берилган эгри чизик- 
дан утувчи г =  г(х , у ) еирт бир 
параметрлн (12.62) эгри чизнклар 
оиласида ётувчи нукталардан 
ташкил тонадн до б тушу ниш ке­
рак. (12.62) эгри чизнкларнн ха­
рактер  ист икал  ар  дейилади 
(77- чизма). К  о ш и у с у л и и и н г 
г о я с и кискача куйидагидан ибо- 
рат: аввало бир нечта параметрга 
боглик булган характеристикалар 
оиласи топилади, сунгра характе- 
ристикаларнинг хо =  хя{$), уо =
— уп(х), 2(, =  г0(л:) эгри чизик нук- 
таларидан утишндан ва яна айрим



шартларни каноатлантиришидан фойдаланиб, бир параметрли 
х =  х {(, s), y  =  y (t , s) z =  z ( i t s) угри чизиклар оиласиии топа- 
миз (бунда 5 ни параметр деб хисоблаш мумкин). Бу эгри чизикларда 
ётувчи нукталарнинг туплами нзланаётган интеграл сиртни ташкил 
килади. z =  z {x , у ) функция

F {x , у, z, р, q) =  О (12.43)
тенгламанинг интеграл сиртидан иборат булсин. (12.43) айниятни 
х ва у буйича дифференциаллаймиз:

F . + p F. +  F ' Z + F , 2 =  о ,

-У- =  р булгани учун аввалги тенгликларни куйидагича ёзиш 

мумкин:

F , + p F + F , % + F t % - 0 .  

F. +  4F, +  F , %  +  F, J*-= o .
2.63)

Б у  тенгликларда г ни х ва у нинг маълум функнияси деб хисобланади. 
р ва q га нисбатан квазичизикли булган тенгламаларнинг (12.63) сис- 
темаси учун характеристикалар тенгламаси куйидагича ёзилади:

dx __  dy __  dp dx___dy ___  d y __
К  ~  F ~ ~ ~  ~F\+~pF; ’ F .  ~  T  ~  F  +  qF.

ёки бу икки системани бирлаштириб, ушбу
dx dy _  _  dp_______ dq

F , + p F t F + q F ,
12.64:

куринишда езишнмиз мумкин. 
z функция p ва q лар билан

dz =  pdx +  qdy
тенглама билан богланган булгани учун, характеристика буйлаб

dz dx . du г  , п
V, ¿ r= pF>‘ + 4F*

еки
dz

pF„ + qF..
=  dt 12.65)

тенглик хосил булади. (12.65) эса (12.64) системани яна бир 
тенглама билан тулдириш имконини беради. Шундай килиб, 
функцияни (12.43) тенгламанинг ечими деб хисоблаб, ушбу

dx £у
F

dz

PF„ + PF.
dp-:- = ---- 43— =dt

F K+ p F\ F.. +  QF,
(12.65';



системага келдик. (12.65') тенгламалардан (12.43) тенгламанннг 
z — z{x, у ) ечимини билмаган холда x =  x {t ) ,  y =  y ( t ) ,  z =  z ( t ) ,  
p =  p (t ),  q =  q (t ) функцняларни тониш мумкин, яъни характеристи- 
калар деб аталувчи

x =  x {t), y =  y ( t ) ,  z =  z {t)
эгри чизикларни хамда yuiôy

Z - z  =  p ( X - x ) + q { Y - y )  (12.66)
текисликминг йуналишини аникловчи p =  p {t )  ва q =  q (t) сонларни 
характеристиканинг хар бир нуктасида топиш мумкин. Характеристи­
ка ва унинг хар бир нуктасига оид (12.66) текислик биргаликда 
характеристик кенглик (полоса) дейилади.

Энди (12.43) тенгламанинг интеграл сирти характсристикалардан 
тузилиши мумкинлигини курсатамиз. Аввало (12.65') системанинг 
интеграл ч и з и р и  буйлаб F  функциянинг киймати узгармас, яъни

F{x , у , 2, р, q) =  С
булишига, бошкача айтганда F (x , у, z, р , q) функция ( 12.65) система­
нинг биринчи интеграли эканлигига ишонч хосил килиш кийин эмас. 
Хакикатан, (12.65') системанинг интеграл ч и з и р и  буйлаб:

<*, у, г. р, ч) =F,f + F, % +  F . f . b p # *  F * í  =

=  F lFp +  FllF l, +  FA pFp +  qFli) - F p(F x+ p F , ) - F 4(F fl +  qF! ) ^ 0 .

Демак, (12.65') системанинг хар бир ечими буйлаб куйидаги 
муносабатлар уринлидир:

F (x , у, 2, р, q) =  С C =  F (x 0, у», Zo, ро, qo).
(12.65') системанинг интеграл чнзиклари буйлаб (12.43) тенглама 
каноатлантирилиши учун x0(s ), ¿/o(s), 2o(s),  po(s), qo(s) бошлангич 
кийматларни шундай танлаш керакки, улар

F (x о, t/o, 20, ро, qo) = 0  
тенгламани каноатлантирсин. Бу тенгламани каноатлантирадиган 
x0 =  x0(s ), yo =  yo(s), 2o =  Zo(s), pa =  po(s), qo =  qo(s) бошлангич 
шартларда (12.65') системани интеграллаб, x =  x (t, s ), y =  y ( t , s), 
z =  z(t, 5), p =  p(t, s), q =  q (t, s) ларни топамиз. s нинг тайин 
кийматида характеристикалардан биттасига эга буламиз:

x =  x (i, s), y  =  y (t ,  s ) ,  z =  z(t, s).
s ни узгартира бориб бирор сиртни хосил киламиз. Б у  сиртнинг хар 
бир нуктасида р =  р(/, s ), q — q (í,  s ) булганда (12.43) тенглама
каноатлантирилади, аммо шу билан бирга Р = ^ х * ^ =  ёки dz =

— pdx-\-qdy муносабатнинг уринли ёки уринли эмаслигини аниклаш 
керак. Охирги тенгликни л: ва у лар s ва t узгарувчиларга боглик 
булгани учун бундай ёзиш мумкин:

dz =  p (- x d s + %  d t) +  q ( ^ d s  +  ÿ - d t )=  â~z d s +  %* d i .
H \ d s  ' ât )  1 dt }  ñs 1 fit



<|2-67>

^ 7  +  ’ ¿ V - f = °  <1268>
иккита тенгламага эквивалентдир. (12.65') еистемага всосан

Ох г  Ои г- dz г- , г-
0Í =  F>‘' T r = F<- 1 Г = ^ ' + ̂

булгани учун (12.65') системада s тайин кийматга эга деб
- Ох ду dz » dx dy dzхисоблаганимиз учун — - - дар урнига - - ларни ез-

.d t  dt Ot г d i d i d i r
сак, (12.68) тенглик бажарнладн. (12.67) тенгликнинг айниятга 
айланишини исбот килиш учун унинг чаи кисмини и о р кал и белгилаб 
оламиз, яъни

дх . ду О zи= р -  ---- .
И (u ~ 4 ds Os

и дан i буйича хосила оламиз:
du __  dp дх . 0‘ х , Oq ду . dJ y  0¿z
Ot ~  dt Os ' P  d tñs dt ds ' ^ O t O s  ~  "¿/57*

(12.68) айниятни s буйича дифференциаллаймиз:

4_ D d¿x—±  dq dy - о - У  — d¿- = 0  
ds dt ^ ^ O s d t  *Г  ds dt ‘ 4 dsdt dsdt

Аввалги тенгликдан кейингисинн айирамиз:
du __ dp dx , dq dy dp dx dq dy
dt ~  Ot Os Ot ds ~  ds dt ~  ds dt

ёки (12.65') тенгламаларга acocan

%  =  - { r  +  p F A % - ( F < +  4F ^ - F r ° t - F , % -

=  — ( f  , íx 4 - f i^ 4 -  F  д г 4-F ~p 4-F d± \  —
X  ' ds ^  “  ds T  ; a i T  '  ds ^  « ds )  

r  /  dx , dy dz \
F  { r  o, 1 "  ■>< )

F (x , y, z, p, q) = 0  тенглама F  функция аргументлари урнига x(t, s ), 
..., q (l, s) ларни куйганда айниятга айланади. IUy айниятни s буйича 
дифференциаллаймиз:

F  -дх 4- F  ду 4- F  4-F  д- 4-F дч- * 0
1 ds ^  * ds ^  * d s ^  11 d s ~  * ds

Кейинги икки тенгликнинг биринчисидан иккинчисини айириб, ушбу
ди 
"dt

г' /  дх . dy дг \
“  7 К ,  н )



du == ~  h.udt

тенгламанн хосил киламиз. Бу одами дифференциал тенгламани 
интеграллаб, и ни топамиз:

и =  — и с̂ "

бу ерда ц, Охмргм тенгликдан куринаянтики. и нинг нолга
айланиши учун ы« =  0 булиши зарур ва етарлидир, яъни *o(s) .  t/(>(s), 
zo(s) , p0(s ) , q0(s) бошламгич функцияларни шундай танлаш керакки, 
улар yni6y

, , äx„ dyu dz„
p j *) ds +</„(*) äs -  d> »

тенгликнм каноатлантмрсин. Шумдай килиб, Коши усули билан
(12.43) тенгламани xn =  *<>(s), yu =  y i,(s ), z(i =  z(>(s) бошлангич 
шартларда интеграллаш учун ушбу

F (хи (s) ,  ytl(s ), z t(s ), pu(s ),q n( s ) ) = ( l
dx., dy„ dz.,

p j s )  ds + 4 M )  ds - = 0

тенгламалардан p0 =  pn(s), q0 =  q()(s) функцияларни амиклаб, сунгра 
(12.65') система нинг / =  () да x =  x«(.s), у  =  у„(.ч), z =  Zo(s), p =  p » (s ) , 
q =  ql)(s) бошлангич шартларни каноатлантирадиган ечимини топиш 
керак. (12.65') система ечимларидан учта

х =  х(/, s ), y =  y (t, s ), z =  z(t, s)
функция (12.43) тенглама изланаётган интеграл сиртнинг парамет­
рик куринишдаги тенгламасини беради.

5. Умумий хол. Юкорида баён килинган Коши усулини п та 'эркли 
узгарувчили хусусий хосилали ушбу

F (x I, х -2......  Ха, и, р\, р2, Р „)  = 0  (12.69)

^бунда р,— i = l ,  2, п ^тенглама учун хам бевосита умум-

лаштмриш мумкин.
Коши масаласи: (12.69) тенгламаминг берилган (п — 1) улчовли

S.J, .... sn ,) .  1, 2......  п,

и,, =  ц ({Я|, s,>, .... s„_ ,) (12.70)
сиртдан утувчи п улчовли и =  и (xi, х?......хп) интеграл сирт топнлеин.
4- банддаги мулохазаларни такрорлаб, ушбу



Л

(2л +  1) номаълумли (2п-\-\) та тенгламалар системасини хосил 
киламиз. Вактинча функцияларшшг бошлангич кийматлари

л арии маълум деб фа раз киламиз. У холда (12.71) система и и (12.70),
(12.72) бошлангич кийматларда интеграллаб, куйидагиларни хосил 
киламиз:

тенгламалар (Х|..... х„, и) узгарунчиларнинг фазосида характеристи-
калар деб аталунчи эгри чизикларни аниклайди, р* =  р, ((, ..., _ |) 
сонлар эса характериетикаларнипг хар бир нуктасига утказнлган 
ушбу

тскисликларминг нуналишини аниклайди. Характеристикалар
(12.74) текисликлар билян биргаликда характеристик кенгликлар 
(палосалар) дейиладн.

5|, я?, ..., \ параметрлар узгарганда (л — I)  улчовли
(12.70) сиртдан утувчн ( я — 1) параметрли дг, =  лг, (/, $1......  л-„. 0 ,
и= и (1 , н\.....  5П |) характеристикалар оиласига эга буламиз. Энди
(12.72) функцинлар аник тянлаб олинганда изланаётган п улчовли 
сиртнинг (12.73) характеристикалар оиласида ётувчи нукталардан 
ташкил топишини курсатамиз. Г>унинг учун куйидаги икки айният- 
нинг бажарилишини курсатиш керак:

1) Р ( Х \  (/ . 5 1........| ) ...................Х п (1, ..........- | ) ,  Ы (/ , Л'1, ..., | ) ,

Рш =  Р<и(Х\, $2, .... Sn |), /=1, 2, .... п (12.72)

х,=х,(1, .......  V - , ) .
и ~ и ( 1 , 6',......  5И .,),

Р  = Р , (Л X.......  5, :).
/=1, 2......  п.

(12.73)

а’ |, 52...... л'я. ] параметрларнинг таиин кииматларида
Х1= х ,(( ,  А'|, .... .<?„ |), и= и(1 , Л'|, ...,

(12.74)

р| (/, б-,, .... | ) ...... /МЛ «1......  6«. 0 )  =0.

р, =  (1и , / =  1, 2, п ёки й и =  £ рДх, .
( I X  , I



Аввало (/'(Х], х„, и, р\, .... рп) функция (12.71) системанинг 
биринчи интеграли эканини курсатамиз. (12.71) тенгламаларга 
асосан

/I ч X- Г' (*Х, . ~  (1и ,
,,/< *.......  *»■ ........... + г *17 +

I I  / У д  Ч  ч  "

+  2  р р 7  э  /■- +  /•-„ V  „ / • ; -  2  /•; + / - Л , )  = 0 .
, | ' / I ' <1 <1

Демак, (12.71) системанинг интеграл угри чизиклари буйлаб 
куйидаги муносабат уринли:

Р (Х .......  х„, и, д , ..., д ,) =  С
бунда

С =  /-'(х,„. .... х... д (|, ..., />„„).

Шундай килиб, (12.73) функциялар (12.71) системанинг интеграл 
чизиклари буйлаб (12.69) тенгламани каноатлантириши учун 
д„ (х...... . ,) бошлангич кийматларни шундай танлаш керакки,
ушбу

/=■( (̂5. , -Я, , ) ......  .... V  ,) .  м„ (я ...... . 6',, |) ,
Р , . ( ^ ......  5,, , ) ......  Д ,,,^’........  ¿\, ; ) ) = 0

тенглик бажарилсин. Энди.
п

Ли =  2 р,Ах ,

г) и " - 1 <)и " / " 1 \
^  <¿5,= £ д (  ' Л  +  I  

(9/ /-1<Ч ' , 1 Д  , I /

айниятнинг тутрилигини текшириб куриш керак. Охирги айният 
куйидаги п та айниятга эквиоалентдир:

—  2  я  =  0  , ( 1 2 . 7 5 )1>1 , _ | <)/

\и / =  1. 2, ... Л - 1  . ( 1 2 . 7 6 )<9л-( , гЦ
(12.75) айниятнинг тугрилиги. (12.71) системага асосан келиб 
чикади. Хакикатан, (12.71) тенгЛамаларга асосан:

я „  " дх

а Г - Д 'Л -  , ,  ...... «■

с  у  (¿и **хБу ерда оиз ва —  урнига хусусии хосилалар ездик, чунки



(12.71) системада барча s¡ лар танин лоб хисоблаган эдик. Демак,
ñu "  Ох " "

— £ о =  l p F ~ ^ p F  =  Оot , / oí , ■ "*
(12.76) айниятларнинг уринли ^канини исботлаш учун уларнинг чап 
кисмини иj оркали белгилаб оламиз:

Он " »4  • , О I 
“ ■ = , ) /  - , 1 , '  =  '■ 2 ........ ■

иj ни Í буйича дифференциаллаймиз:
Ои, " Ох » до дх

=  (12-77)

(12.75) айниятни .v, буйича дифферснциаллаш натнжасида хосил 
булган ушбу

" 0~х Ор Os
"  “ —  V р  • _  v  . ' - = = ( )

| 1 '?/<?•*, , ! f?/

айниятни эътиборга олиб, (12.77) тенгламани куйидагича ёзиб 
олишимиз мумкин:

Ои, » Ор Ох " Ор Ох

, i í?s. 01 i <)/ í)s.

(12.71) системага acocan:

' =  >: : F  4- У  í 4 .  „  /г t дх
01

V /  P  , l x ' l С  ñ p < \  l P  ÚU L' /  ,5ü V (lx‘ \

F  =  0 айниятни s¡ буйича дифференциаллаш натижасида хосил 
булган айниятга acocaн аввалги тенглама куйидагича ёзилади:

ди
= - F ,M , .  /=  1. 2, .... п.

Бу  оддий дифференциал тенгламани интеграллаб, унинг ушбу

J v

ечимини топамиз. Демак, u¡ =  0 айниятнинг бажарилиши учун
И, = “ м-|> ^КИ

'Ч , v  t)x>»
•к 1 "  «,

булиши зарур ва етарлидир. Шундай килиб, (12.69) тенгламанинг 
(п — 1) улчовли



(«I......  V  1). ' =  l - 2......  n-
s„ ,)

сиртдан утувчи интеграл сиртни топнш учун p,o(si, ..., sn i) 
бошлангич кийматларни ушбу

Ь (дГ|П, xnll, u,i, Р\ц, p„ti) — 0 ,
(îu,, " дх.п

*. - , £, ^ г = 0' / = | ' 2' -■
(12.78)

т е н гл а м а л а р д а н  а н и к л а б  (а л б а т т а ,  б у  си сте м ам и  р,о л а р г а  и и с б а т а н  
ечи ш  м ум ки н  деб ф ар а з  к и л а м и з ) ,  с у н г р а  (12.71) с и с т е м а м и  
(у  м а в ж у д л и к  ва  я г о н а л и к т е о р е м а л а р и н и н г  ш а р тл а р и н и  к а н о а т л а н -  
тирад н  д еб  ф а р а з  к и л а м и з ) у ш б у

........ s„ i) .
«,,=W(l(.Ç........ s„ , ),

Pm=P,»iS,.......
i =  I, 2, .... n

б о ш л а н ги ч  ш а р т л а р д а  и н те гр а л л а б , у н и н г  к уй и д а гн  ечи м и м и  х о си л  
к и л ам и з :

Х , = Х ( / ,  V  . . . .  s„_  , , '

u =  u(t, s........ s„ ,) , (12.79)

P. =  P.U, sit s„ i) .
/=1, 2......  n. (12.80)

( 12.79), ( 12.80) ф у н к ц и ял а р  и з л а н а ё т г а н  и н тегр ал  си р тн и и г  п а р а  м е т ­
рик т е н г л а м а л а р и д а н  иборатдир .

М и с о л л а p. I . Ушбу
Z =  pq +  1

тенгламанинг у о ~ 2, гп~2х„-1- I тугри чизнклан утувчи интеграл сирти топилсин. 
Берилган тугри чязикнинг тенгламаснни параметр«« куринншда ё:»иб оламнз:

дги =  5, у „= 2 .  г(| =  2 х 4  I.

(12.78) тенгламалар куйидагн куриннтга -»га булади:

2s ^ p „q „ ,  2 — р,) =  0.

Булардан ро, </г> бошлангич кийма ыарни а к н м л й м т : ро =  2. qn =  s.
(12.71) система ёки (12.65) система ушбу

dx _  dy _ dz _ dp __ dq
— q — p — 2 pq — p — q 

куринншга 4ia булади. Бу системами инпмраллаб, унинг счимлариии топами:»: 

р =  С ]е !, q  =  C ,c  д: =  С ,е  ' +  С „  у  =  С {е "  +  С , , 

г  =  С [С.,е J 4 C ,



/ ) * 2е t7 =  s<’ "  x =  se~ '. у =  2 е~ ‘ , г  =  2.че ‘ f  1 

Д ем ак, изламаётган интеграл сирт

*  =  .«' у  =  2е z =  2.ve -f I

ёки

г =  ху +  I
дан нборатдир.

2. Уш бу

P 4 i * - I
s

тенгламанинг xo =  coss, i/o =  sin г =  - шартнн каноатлантнрупчн интеграл сиртн

топилсин.
(12.78) тенгламалар

Г>~„ +  Яо =  I . +  Р • sin s — q„cos s =  ()

куринишга эга булади. Б у  тенгламалардан

Р„ =  ± c o s (s  +  ~ ) .  p „ = ± c o s ^ s - ~ y

бош лангич кийматларии топамиз. Берилган телглама учун (12.65) система куйидагнча 
ёзилади:

dx _ d y _ ___ dz _  dp __ dq _
2p 2q 2p~ \ 2qJ  0 ~  0 “  '

Б у  системами интеграллаймиз:

p\= C \, q =  C-2, x =  '2C\x+C.,, a  =  2Cit-\-Ci,

z =  2 (C i  +  Cs,)t  +  C:, .

Уш бу

jt„ =  coss, yu =  sin s, г „ =  ~ , pu= c o s ^ 4 -  ? ,( =  sin ( s +

бош лангич шартлардан фойдалансак,

/> =  (O S^S +  “ ^, </ =  sin ^ s +  ”  x =  2 l cos ( s  +  g-^ +  cos s,

y =  2/ sin ( s  +  - J l s i n s ,  z  =  2 t  +  ~

Б у  тенгламалардан охирги учтаси  изланаётган сиртнинг иараметрнк тенглачала- 
ридан нборатдир. Худди шунга ухш аш  р,> на </.. ларнннг бошка кийматларига мос 
интеграл енртлар топилади.



(12.09) тенгламанннг хусусий холи булган ушбу

(01■ + //(/. X...... . р>, р„) = 0

(бунда ^  = д , Н эса уз аргументларининг бернлган функциясидир)

тенгламани курамиз. Юкорнда баён кил им га н Коши усулр 
(12.81) тенгламага кулланилганда уни куп холларда Икобинин< 
биринчи усули дейилади. (12.81) темглама характористикалариниш 
тенгламаси куйидагича ёзилади:

Текширнлаётган холда аввалги (12.71) системадагига ухшаи 
ёрдамчи эркли узгарувчи киритилишининг хожати йук, чункн унин] 
ролини эркли узгарувчи I уйнаши мумкин. (12.82) системадан

2п та тенгламадан ташкил топган (12.83) системада номаълуг* 
функция V иштирок этмаяпти, шу сабабли уни (12.84) тенгламап 
боглик булмаган холда интеграллаш мумкин. (12.83) куринишдап 
тенгламалар мехапикада тез-тез учраб туради, уларни канонш 
системалар деб аталади. // функцияни уса Гамильтон функцияы 
дейилади. Коши усулидан фойдаланиб, (12.83) системанииг ечимию 
билган холда (12.81) тенгламанннг ечнмини топиш умча кийш 
булмайди. Фараз килайлик, / =  /о, х1 =  х,п, р ,=рю бош лангт 
кийматлардаги (12.83) системанииг ечими

булсин. Номаы]ум функцияни топиш учун х, ва ларнин 
(12.85) кийматларини (12.84) тенгламанннг унгтомонига олиб бори< 
куйсак, у холда унг томон / нинг функциисидан иборат булади 
Сунгра V квадратурада тоиилади, яъни

й1 _  <*х\ 
Г ~  "дн 

др1

их, _  и\' 
дУ ¿V

- Р  - +
.1 др, 01

дН
дР»

<5//
Ох,

(1Р» 
он' ' (12.82)

_  Ч 1- 
и\ <1р1 ’ и1

¿V
й1

(I
V (12.83

еки
(12.84;

х,=х1{(, X.........  х„„, ...........  р,1и) ,
р = р  (/. дг„.......  .... Д,<|),

/=  I. 2......  п

(12.85



=  V(t, t,„ xUl, ..., .... />„,,) +  К, .

M  ¿i in к. i. Куйидяги тенгламаларнинг умумий интеграллари топнлсин:

У дх +  ду дХ1 ~ дХ-2 2  <*ХА
. dz . ди . . /?М

2. х г  + у г ~ -  =  х ; 4. л + (* ., +  « ) . +  (*■» +  «> -  -=  х., +  ж, .дх ду дх  ̂ dx, '  г)х(

1!. Куйидаги тенгламаларнинг берилган шартларни каноатлантирунчн ечимлари 
топилсин:

1. х ‘-г — = Jf=«. г = у";г/у <7*
2. (дг — x , ) — U +  * , М -j-x,•— — =*(), х, =  (), 2 =  2д:,(л ,-•* ) ;

• dxt i)х , ~ дх i '

3. ху —-— дг, х =  а, 2а</г =  (Г +  2 ;<?ДГ (7у
. f?U (Ju f?U
4 х'0х] - xU X l+x' ^ r u- • « *  + *.-

I I I .  Куйидаги Пфафф тенгламаларн иитеграллансил:

1. x { y - \ ) ( z ~ \ ) d x - \ - y ( Z - \ ) ( x - \ ) d y  +  Z { x - \ ) { y -  1)</2 =  0 ;
2. 2 yzdx +  2 xzdy — x y z d z  =  Q
3. ( 2х! +  2ху +  2* 2* -Н )dx +  dy +  2zdz «  0.

IV . Куйидаги тенгламаларнинг тули к  интеграллари гоиилоин:

1. p*=2q* + \\  7. uz =  pq
2. /> У =  I, Н. г ' =  pqJ :
3. pq =  p +  q-, !». I - p l ),
4. pq =  xy, 10. /ш /+ +  W  — </2 =  0;
5. p* =  q +  x-, I I .  uzp2~ q  =  i)\
6. q =  xyp2\ 12. p^ +  q̂  +  pq— qx — py — 2z +  xy=;Q.

V. Куйидаги тенгламаларнинг тули к  ннтегралларидан фойдаланиб, бернлган эгри 
чизиклардаи утувчи интеграл сиртлар топилсин:

1. px +  qy — p q ^  0, х =  0. 2 =  </;

2 . г =  рх f W +  v " .  ,V =  0. 2 =  дг-’ .
4

V I. Куйидаги тенгламалар Кош и усули билян интеграллансин:

1. 2 =  pq, ха=ш I. Zo~yo\
2 . z =  px +  qy +  pq, д г„= 1, 2(1= у (] ;

3. pl -\-q2 — 2, дгп = 0. 2о = </<>.
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