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KIRISH

Sonli qatorlar, funksional ketma-ketliklar, funksional qatorlar, xosmas
integrallar va parametrga bog’liq Xosmas integrallar bo’limi matematik analiz
fanining asosiy bo’limlaridan bo’lib hisoblanadi. Bu bo’limlarni chuqur o’rganish
matematikaning ko’pgina sohalarini o’zlashtirishni va amaliy masalalarni yechishni
osonlashtiradi.

Sonli gatorlar bo’limida sonli gatorlarga oid ta’rif va tushunchalar, xossalari,
yaqginlashish alomatlari keltirilgan, hamda bu xossalar misol va mashglar yordamida
batafsil tahlil gilingan.

Funksional ketma-ketliklar va qatorlar, xosmas integrallar va parametrga
bog’liq integrallar bo’limida ham ular haqidagi ta’rif va tushunchalar, va ularning
xossalari keltirilgan. Misol va nazariy mashgqlarni yechish yo’llari ko’rsatilgan holda
ko’pgina tushuncha va ta’riflar yoritilib o’tilgan. Mustaqil yechish uchun ham yetarli
darajada misol va nazariy mashqglar keltirilgan.

Ushbu metodik ko’rsatma (qo’llanma) 2-kurs talabalariga va bu bo’limlarni
mustaqil o’zlashtiruvchilar uchun mo’ljallangan bo’lib, talabalarga sonli qatorlar,
funksional ketma-ketliklar, funksional gatorlar, xosmas integrallar, parametrga
bog’liq integrallarni o’rganishning asosiy metodlarini, hamda funksional ketma-
ketlik va qatorlarning, xosmas integrallar va parametrga bog’lig xosmas
integrallarning yaginlashishga tekshirish texnikasini yaxshiroq o’zlashtirib olishga
yordam beradi. Shuningdek, funksiyalarni gatorlar yordamida tekshirish, xosmas
integrallarning qo’llanishiga doir amaliy ahamiyatga ega bo’lgan malaka va
ko’nikmalarni egallashda ham asosiy manbalardan biri bo’lishi mumekin.



SONLI QATORLAR

§1.1. Asosiy tushunchalar. Sonli gator ta’rifi, yaginlashuvchiligi, sodda
xossalari

Ta’rif. Ushbu {a,}>,: a,a,,a,,..,a,,. sonli ketma-ketlik hadlaridan tuzilgan
a, +a,+a; +..+a, +.. (1)

ifodaga sonli gator deyiladi va gisgacha ian kabi  belgilanadi, ya’ni:

a+a,+a;+..+a,+..=y a,, (2)
=1

(2) — sonli gator hadlaridan quyidagi ketma-ketlikni tuzamiz:
A=a; A =a+a,.. A =a+a,+a;+..+a,.
bu {A }7, ketma-ketlik (2) — sonli gatorning gismiy yig’indilar ketma-ketligi deyiladi.

Ta’rif. Agar {A }7, ketma-ketlikning limiti chekli, ya’ni lim A, = A (A-chekli)

N—o0

bo’lsa, gator yaginlashuvchi (yoki (1) — ifodaning giymati deyiladi) va A soni gator
yig’indisi deyiladi ian =A kabi belgilanadi.
n=1

Agar {A }-, ketma-ketlik chekli limitga ega bo’lmasa, u holda (2) — sonli gator
uzoqlashuvchi deyiladi.

am+l +am+2 +"'+am+k t...= Zan ' (3)

n=m+1

yig’indiga (2) — sonli gatorning goldiq gatori deyiladi.

1-teorema. (2) — sonli gatorning yaginlashuvchi bo’lishi uchun (3) — gatorning
yaqginlashuvchi bo’lishi zarur va yetarli.

2-teorema. Agar (2) — gator yaginlashuvchi va yig’indisi A soniga teng bo’lsa,
u holda ixtiyoriy chekli o’zgarmas ¢ soni uchun ca, +ca, +ca, +...+ca, +...= ican
=1

gator ham yaginlashuvchi va yig’indisi c¢- 4 gateng bo’ladi.

3-teorema. Ikkita yaqginlashuvchi ian va ibn sonli gatorlar yig’indilari mos
n=1 n=1
ravishda A va B sonlarga teng bo’lsa, u holda bu gatorlar hadlarining algebraik
yig’indisidan tuzilgan

o0

(a,+b)+(a, b,)+..+(a, +b,)+..= > (a, £b,)

n=1

gator ham yaginlashuvchi va yig’indisi A+B ga teng bo’ladi.



4-teorema. Agar (2) — sonli gator yaginlashuvchi bo’lsa, u holda lima, =0

n—oo

bo’ladi (agar lima, =0 bo’lsa, u holda (2) — sonli gator uzoqglashuvchi bo’ladi).

n—ow

Masalan: 2+2 42,2, gatorda
3 579

n+1 n+1 1+ 1
a, = bo’lib, lima, = lim =lim—" ==%0 bo’lganligi uchun bu qator
2n+1 n—o nso 2N 41 now 5 1 2
+7
n
uzoglashuvchi.
1 1 1 1

1-miso|. —t—t——+ ..t
1.3 3.5 5.7 (2n-1)2n+1)

ko’rsating va yig’indisini toping.

Yechish: Bu qator uchun avval {A}:, qismiy yig’indilar ketma-ketligini
tuzamiz va limitini garaymiz:
A]=i+—+...+—

1.3 3.5 (2n-1)2n+1)
quyidagicha tasvirlaymiz

+... Qgatorning Yyaginlashuvchiligini

buning limitini hisoblash uchun bu yig’indini

1 1 1
A=—+ +..+ =
1.3 3.5 (2n-1)2n+1)
1 111 11 1 1 1 1 1 1
=—|l-—4+=-—=+=-=+..+ - + - =—|1-
2 3 3 5 5 7 2n-3 2n-1 2n-1 2n+1) 2 2n+1

bundan

] 1 1 1
IimA =lim=|1- ==
n—>o A n—o 2( 2n +1j 2

ga ega bo’lamiz. Demak, gator yaginlashuvchi va yig’indisi % ga teng bo’ladi.

2-misol. 1+£+i2+...+ 1
3 3

g+ gatorning yaginlashuvchiligini ko’rsating va

yig’indisini toping.
Yechish. Bu holda {A}:, ketma-ketlik quyidagicha:

1
1_7
1 1 1 3 3 1 .
:1+_+_+“'+ = = — — bO,llb,

An 3 32 3n—1 1_} 2 2 _3n—l
3

limA, =lim 3_ 171 _3

n—oo N—00' 2 2311 2

ega bo’lamiz. Demak, gator yaginlashuvchiligi ta’rifiga ko’ra, berilgan qator
yaginlashuvchi va yig’indisi % ga teng bo’ladi.

1.1 uchun misollar.
Qator yaginlashishining zaruriy sharti bajariladimi?
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1 —+ —+—+.;

1° 2° 3

3. +
1+1%> 1+2°
1 1 1 1 1

15, 1-Z4+>-Z4=_=4
2 3 4 5 6

17.0-1-2, 1 1 1,

2 4 3 6 8

19. 1—§+§—Z+
2 4 8

toping:

1
=+
2

1

3
22

5
toat

1

1' n
2
1

+ +
1+ 32

2n-1
—+

1

10.
12.

14,

18.

20.

22,

()(

Quyidagi sonli qatorlarning yaginlashuvchiligini ko’rsating va

3.
2‘5+5-8+8-11+(3n—1)(3n+2)

3

4

. Sinl+sin2+sin3+...+sinn+...;

5 6

—+ + + +;
2 J2.3 3.4 4.5

8

Wk

2

+..;

5.1+qsinz+qzsin2—ﬁ+...+q"sinn—ﬂ+...;
5 5 5

cosl cos?2
1+ +

cosn
+

2 2°

7.

Q. (1+ Ej+[£+
2 3

1 11

10. 1-=+
2

2n

1 1
) (3"
n-1

(D)

2n—1

1

23

)+

+...,

e

3)” _
+ ]

2n? +1

tﬂe

n+2Xn+@

n=1

4. + +
1.2.3.4 2.3.4.5
1 1
+

1.2- 2-3-4.5

3.4
8.9+1+£+m,
21 3

yig’indisini



12. [1—£)+(i2—i2j+...+(i—ij+...; 13. 1—£—£+£—1—£+...;
2 3 2° 3 2" 3 4 3 6 8
5 7

2
14 Z(“n_'_l_z\/ﬁ_i_ Vn_l); 15 1—g+z—§+...;
n=1
16. Z(\/n+3—2\/n+2+\/n+1); 17. —1+%—%+é—...;
n=1
18. t 1 . 19.1—%+i6—i9+...;
1.2.3 2-3-4 3-4.5 2> 20 2
20. L + 2 + 3 +..0 21_1+l_1+1+l_i+ :
1.3-5 3.5-7 5-7-9 2 4 8 16 32
22 .t 3.y Lt
1-3-5 3.5.7 5.7.9 = n(n+3)

§1.2. Musbat hadli sonli gatorlarning yaginlashuvchiligi

Sa, (a,20), n=123,.. (4)
gator musbat hadli sonli gator deyiladi. A, = A, +a,,, > A, ekanligidan {A }*, gismiy
yig’indilari ketma-ketligining o’suvchiligi kelib chigadi.

1-teorema. (4) — sonli gatorning yaginlashuvchi bo’lishi uchun, {A }7, ketma-
ketlikning yugoridan chegaralangan bo’lishi zarur va yetarli.

2-teorema. Agar (4) — sonli gatorda a, >a,,,, n=123,... bo’lsa, u holda (4) —
gator bilan bir vagtda

nzzllzn'azn' (5)
sonli gator yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo’ladi.
: 1 1 1 N : .
1-misol. at oyttt gatorni yaginlashishga tekshiring.
L n:
Yechish. an:%>0, ya’ni berilgan gator musbat hadli, An:%+%+...+%
yig’indining yuqoridan chegaralanganligini tekshiramiz,
1
1—- =
An:1+£+...+£<1+£+i+...+ 171: 2. _p_ 171<2
2 n! 2 2" 2 1 2"
2

Demak, {A,} ketma-ketlik yaginlashuvchi, ya’ni berilgan gator yaginlashuvchi
bo’ladi.



2-misol. Zw:iz gatorni yaginlashishga tekshiring.

Yechish. an:iz>o bo’lib, bu gator musbat hadli, an+l:%<i2:an
n (n+1* n

ekanligidan qator hadlarining monoton kamayuvchiligi kelib chigadi, 2-teoremaga
ko’ra, 22“ 22” 22n Z— gatorning  yaginlashuvchiligidan berilgan

n=1 —l

gatorning yaqinlashuvchiligi kelib chigadi.

1.2 uchun misollar.
Quyidagi musbat hadli sonli gatorlarni yaqinlashishga tekshiring:

1 1 1
1.1+ =+ +..+ +...] 2.
3¥ 5 (2n-1y° Z ZInn’
1 1 1 21
3. + + ol 4. )
NI N I RN e 273
5. 1+l+1+...+ ! o] 6. Zln_n
3 5 2n-1 = N
7.ty 1 - 8. Z n2+1 ;
11 21 10n+1 nln +1
1 1 1 n-1 -1,
9, — +—+..+ o] 10. )
v1-3 35 1/i2n—1i2n+1i o o
1 1 1
11, —+——+ o ——————+ ... 12.
J1-2 2.3 Jn-(n+1) nlnn+1)(n+2)(n+2)

13. Agar ian va ibn, (a,>0; b,>0)
n=1 n=1

qatorlar uzoglashuvchi bo’lsa, u holda imin(an; b,) va imax(an; b,) gatorlarni

n=1 n=1

yaginlashishga tekshiring.

14 1n—1r5- 15';25n2+15n—6

16.21n1+8- 17. Zlm

18 ZO:: (1 ) 19 nZ::E’Bn2 +12n—35;

0 Z_;'(Zn 1y rE2n+1) . 21 nz_;nzl—l’

22. §m . 23 ;(Zn +1)(2n1+3)(2n+5);
1

p . —
2_1149n +7n-12°
10



§ 1.3. Koshi va Dalamber alomatlari

Sa,, a,>0 n=123,.. (6)
1

gator berizlgan bo’lsin.
1-teorema. (Dalamber alomati)

n—o a
n

Agar lim 20 Jimit mavjud bo’lib, ¢ ga teng, ya’ni Iim%=q bo’lib, <1

bo’lsa (6) — qgator yaqginlashuvchi, g>1 bo’lsa (6) — gator uzoqglashuvchi, q=1 bo’lsa
(6) — qgator yaqginlashuvchi bo’lishi ham bo’lmasligi ham mumkin.

2-teorema. Agar Wﬂ:q bo’lib, g<1 bo’lsa (6) — gator yaginlashuvchi

nN—o0 an

bo’ladi.

3-teorema. (Koshi alomati)

Agar limzfa, limit mavjud bo’lib, k gateng bo’lsa, yani limzfa, =k bo’lib,
k<1 bo’lsa (6) — gator yaginlashuvchi, k>1 bo’lsa (6) — gator uzoglashuvchi, k=1
bo’lsa (6) — qator yaginlashuvchi bo’lishi ham bo’Imasligi ham mumkin.

4-teorema. (Umumlashgan Koshi alomati).
Agar r!i_m”\/a—n= k bo’lib, k<1 bo’lsa (6) — gator yaginlashuvchi, k>1 bo’lsa (6)

— qator uzoglashuvchi,k=1 bo’lsa (6) — gqator yaqginlashuvchi bo’lishi ham
bo’lmasligi ham mumkin.

n—oo n—oo

5-teorema. Agar Iim%:q bo’lsa, U holda limy/a, =g bo’ladi.

2 n

1-misol. %+%+...+%+... gatorni yaginlashishiga tekshiring.

n n+l n+l
3 va a,-S  bolip, G- 3 _M_3
n! (n+1) a, (n+1} 3" n+1

Yechish. a

n
n

lim 2022 — Jjm > =0<1, demak, berilgan gator Dalamber alomatiga ko’ra

N—o0 an n—o n +

yaginlashuvchi bo’ladi.

2-misol. i n gatorni yaginlashishga tekshiring.

i (3 + 1)
n

11



Yechish. a, = n_. t/a, = bo’lib,  limg/a, = lim n :1<1,
1 n n— n— 1 3
3+- 3+ 1 3+-
n n n

ekanligidan Koshi alomatiga ko’ra, berilgan gator yaginlashuvchi bo’ladi.

3-misol. iﬂ gatorni yaginlashishga tekshiring.
=t N
Yechish. a, = 3+(1)

n2

kriteriyasiga ko’ra yaginlashuvchi, lekin

n 2
man+1:m3‘(‘1)n.( L J 2s1.
e g =34 (=1 \n+l

bo’lib, berilgan gator musbat hadli gator yaginlashish

1.3 uchun misollar.
Quyidagi sonli qatorlarni Koshi yoki Dalamber alomatlari yordamida

yaginlashishga tekshiring:

L @ o » el ]
3 5 (2n+1) - on *
2 3 n o . 2n+Inn
3. 3']"+3 '22!+3 f!+...+3 ;\n!+...; 4, Z(l+smnj :
1 4 4 =\ 2+sinn
123 noo o 44 (1)
5. i+?+§+...+ﬁ+..., 6. nzﬂ: 2(’”3) :
27
7 W @ @, L 8.5
2 2 2 2" ~ 2"
10 10-11 10-11-12 . 1 3 5
9. —+ + .. 10. =+ ——+ ..
1 1.3 1-3-5 2 2-4 2-4-6
1 5 9 13 1 1 1 1
11. —+ + + +...] 12. Z+=+ S+ +.
V3 2.3 3.3 a3 3 .4 3 4
1 2
. — aeap Nn=m > n
13. Zan, a, = n meN ; 14 ) —;
n=1 1 2 n=12
— azap N=m
['s} n-1 n
15'2 i n+1 16 _l
" (3n° +2n+1) 2 e
17. 142,123 . 18.3__"
3 1.3.5 =i 1Y
)

12



© 3 0 n\"
19. L V2=
;:;)n +4n ’ 20 ; 3n+1 ’
© n(n+1)
le(n_ﬂ) ; 22.g+£+9+§+...;
~\ny2 1 3 5 71
23, i—3+(:1) : wir24 2.8,
=1 3 21 3 4

5.3 (V3-33)V3-4/3).(V3 - 43)

§1.4. Raabe, Gauss va Koshining integral alomatlari

Sa,. a,>0 n=123.. (6)
1

qator berniigan bo’lsin.

1-teorema. (Raabe alomati). Agar lim n(l—%] limit mavjud bo’lib, p ga

nN—oo
n

n—o0
n

teng bo’lsa, ya’ni Iimn(l—%}=p bo’lsa, u holda p>1 bo’lsa gator

yaginlashuvchi, p<1 bo’lsa (6) — gator uzoglashuvchi, p=1 bo’lsa (6) — qator
yaginlashuvchi bo’lishi ham bo’Imasligi ham mumkin.

2-teorema. (Gauss alomati).

Agar al :/1+ﬁ+i bo’lsa (bunda |¢,| < ¢ chegaralangan va & >0), u holda
n

an+1 nl+£
A>1 bo’lganda (6) — qator yaginlashuvchi, A1<1 bo’lganda (6) — qator
uzoglashuvchi, 21=1 bo’lganda x>1 bo’lsa (6) — gator yaqginlashuvchi, x<1 bo’lsa
gator uzoglashuvchi bo’ladi.

3-teorema. (Koshining integral alomati).
Agar f(x) (x>1) funksiya manfiymas, o’smaydigan, uzluksiz funksiya va

a, = f(n) bo’lsin.
>a, =Y f(n), (7)

gator bilan birga
lim | f(x)dx, (8)

limitni garaymiz.

13



Agar (8) limit chekli bo’lsa (7) — qgator yaginlashuvchi, agar (8) limit chekli
bo’lmasa, u holda (7) — gator uzoglashuvchi bo’ladi.

. 1 1 1 . ) i i
1-misol. ... gatorni Raabe alomatiga ko’ra yaginlashishga
1+13+1+23+1+33+ g g yaq g
tekshiring.
Yechish. a, = =t bo’lib
1+n 1+(n+1)

3 3 2
py=n 1B |op g IFD ) SUESNAN 5y perilgan gator Raabe
a 1+(n+1°) n®+3n*+3n+2

alomatiga ko’ra yaginlashuvchi bo’ladi.

n

. 1 1 1 ; . . ) )
2-misol. 1+—+—+-—=—+... qgatorni Koshining integral alomatiga ko’
+\/Z+\/7+\/E+ q g g g ora
yaginlashishga teshirng.
. 1 ) 1 i
Yechish. = = f bo’lib, f(x)= >0 >1) manfiymas
a'n \/3[']——2 (n) 0 1 (X) 3X—2 (X ) y
1<x, <x, uchun
1 1
f(x,) f(x,)

= S =
J3x -2 f3x, -2

A A
. ) . dx . (2
0’smaydi. lim | f(x)dx = lim =lim —\/SX—Z]
y A+ 1 ( )d A—>+0 1 /3X -2 A—)oc( 3

demak, berilgan gator Koshining integral alomatiga ko’ra uzoglashuvchi bo’ladi.

A
1

= lim (%V?:A— —%j = +00,

A+

3-misol. 1+2—13+3i3+... gatorni Gauss alomatiga ko’ra yaginlashishga
tekshiring.
Yechish. a,=: a, = bo’lib,
n (n+1)
1
3 3+
a, :(n+31) 123,
a, . n n n
ekanligidan 1=1, u=3; en:3+1 , demak, Gauss alomatiga ko’ra gator

n
yaqginlashuvchi bo’ladi..

1.4. uchun misollar.
Quyidagi sonli gatorlarni Raabe, Gauss yoki Koshining integral alomatlari
yordamida yaqginlashishga tekshiring:

1 1 1 _ 1 1 1
Lil++=+5+. 2. ~+ ~+ =+
3 5 7 1+1° 1+2° 1+3
1 1 1 1 1 1
3. l+ =+ o+ +. 4 1+——=+-"—=+-"=+..;
2 NN
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1 2 3 ) 6 1 2 3

. + + +..] . + + +
1+1* 1+2% 1+3* 1+1° 1+2% 1+3?
1 1 1 1 1 1
[ 1+ S+ +—+..; 8. + + o
42 2 10° 3?1 52-1 7°-1
1 2 3 4 L 1 1 1 1

: + - + 0. + + +
1+1° 1+2° 1+3° 1+4° 2In?2 3In?3 4In%4

a ala+d) a(a+d)a+2d)

11. b " blb+d) bb+dfp+2d) 1.+t 1.
2In2 3In3 4In4
(a,b,d >0)
< Jn! 1 1 1
13. X 14.
§(3+\/113+\/§)..(3+\/ﬁ) 33 55 7In°7
3 3 3
15. [lj +[£j +(13—5j +.s 16. ! - 1 + 1 +.;
2 2-4 2-4-6 2In2 4In4 6In6
2 2 2
17.1—+2 .ot 4 4+l 18. ! + ! + ! o
1-3 3.5 (2n-1)2n+1) 3In3 5In5 7In7
2 2 o
19. 1+(5j +[13—5j +..] 20. Z (2n - 1)”
1-4 1-4-7 i
21 14410, 22.5: a+1)(a+2)( )2'
3 5 7 77 (b+1)o+2).(b+n))
1 2 3 = ((2n+1p
23, —+—+—+...; .
S AVER 24;(2n+2)|j n’

§1.5. Musbat hadli gatorlar uchun tagqgoslash alomatlari

ian, (@, >0, n=123..) 9)

Zb (b, >0 n=123,..) (10)

qatorlar berllgan bo’lsin.

1-teorema. Agar In, e N bo’lib, vn>n, uchun a, <b, bo’lsa, va (10) — gator

yaginlashuvchi bo’lsa, u holda (9) — gator ham yaginlashuvchi bo’ladi, agar (9) —
gator uzoglashuvchi bo’lsa, u holda (10) gator ham uzoglashuvchi bo’ladi.
Xususan, n—w da a,~b, bo’lsa, u holda (9) va (10) — gatorlar bir vaqtda

yaginlashuvchi yoki bir vagtda uzoglashuvchi bo’ladi.

2-teorema. Agar n—>« da a,=0(b,) bo’lsa, u holda (9) va (10) — qatorlar bir
vaqtda yaginlashuvchi yoki bir vaqtda uzoglashuvchi bo’ladi.
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3-teorema. Agar n—wo da an=0(niaj bo’lib, a>1 bo’lsa (9) — qator

yaqginlashuvchi, o <1 bo’lsa (9) — gator uzoglashuvchi bo’ladi.

1 1 1
+ +
25 3.5° 4.5°
yaginlashishga tekshiring.

1-misol. 1+

+... gatorni taqgoslash alomatlaridan foydalanib

Yechish. 8, = ;n_l s5n—1_1=bn ekanligidan va iSnl_l gatorning
yaginlashuvchiligidan, 1- teoremaga ko’ra berilgan gator yaqinlashl]vchi bo’ladi.
2-misol. i “n+ —Vn gatorni yaginlashishga tekshiring.
Yechish. a, = ”*ﬁ;ﬁ -1 ZO{%J (1) bo'lib, 251
n2

5
n2 [, /l+1 +1J
n
bo’lganligi uchun, berilgan gator 2-teoremaga ko’ra yaginlashuvchi bo’ladi.
1.5. uchun misollar.

Quyidagi sonli qgatorlarni tagqoslash alomatlari yordamida yaginlashishga
tekshiring:

T
C0S —
1 1 1 . > 4n .
1 1l+—+——+.. +—+..; 2.y — L
NCIENE Jn nz_;'S\/Zns—l
3. 1 i+i+...; 4, iarctgn X
In2 In3 In4 N +1
5. i(\/ a—\/n2+n+1); 6. Z%ﬂ
n=1 n=1 +Nn
= In(nI =443 (-1,
7. e 8. Zz—n,
n=1 n=1
9. 3 t —sin~ j; 10. 3 n.e™;
nl(g4n+1 I 2n-1 ;
=1 1
11. Sn-e'; 12. Y —arctg——;
Z‘ Z;Jﬁ 2/n
o alnn+d ©
13. ) ebinnsc - 14. Y In|1+—
; nZ:;‘ ( n\/_)
0 0 1 ) 1
15. Se: 16. en —1|[sin :
Z‘ ;( J Vn+1
N 1 = . 2n+1
17y ——M——: 18. » sin———;
n-t Inz(sinzlj nzzll n®+5n+3
n
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1 1

0

1 n n
19. Z a"—b e , (@>0; b>0; ¢>0) 20. >’In I’]2+34;
n=1 n-+

) H
21. sin 3n;
nZ; nvn

23. isin3+(;1) .
=1 n

§1.6. Ixtiyoriy ishorali sonli gqatorlar

Teorema. (Koshi Kriteriyasi)
Sa,, (11)

sonli gator yaginlashuvchi bo’lishi uchun {A }7, ketma-ketlik fundamental, ya’ni

Ommoka! O0beKT He MOKeT ObITH CO3/aH U3 KO/J0B M0JIeH peJaKTHPOBAHHUS.
uchun 3n, e N bo’lib vn>n, va vpe N uchun

A~ A=
bo’lishi zarur va yetarli.

a,,,+a,,+t..+a

n+1 <&

n+p

1-misol. b, +f—o+ L (b,|<9) gatorning yaginlashuvchiligini Koshi

On
kriteriyasidan foydalanib isbotlang.
b. b b b b
=by + =t W2 TF
A”+p 0 10 lon 10n+l 10n+2 10n+p

< 91 1+i+...+if1 <
10" 10 10°P

1 1 9 1 1
Sl l+—+. g+t ——+. | =g — =7 <¢,
10 10 107" 10° 10 1_i 10
10

n> IgE > {Ig 1} =n,deb tanlasak, vpe N va vn>n, = [Ig 3} uchun {A }-, ketma-ketlik
& & &

Isbot. A =b, B, B ,
10 10"
bo’lib,

b bn+p

n+1 n+2

+..+
|1On+l 0n+2 10™P

LRSS

fundamental, ya’ni berilgan gator yaginlashuvchi bo’ladi.

2-misol. Liiiiy 1

2 5 8 3n-1

uzoglashuvchi ekanligini ko’rsating.
Isbot. An:£+l+£+...+ 1 :

2 5 8 3n-1

+... qgatorni Koshi kriteriyasidan foydalanib
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1
3n+2 3n+5

A, A=

uzoqlashuvchi bo’ladi.

1.6. uchun misollar.

1 1

1

+ +
3n-1 3n+2

1

+ '
3n+3p -1

P _ =5 bo ladi, bundan

3n+3p 1 3n+3p 6p
n=p desak, {A }: ketma-ketlikning fundamental emasligi kelib chigadi, ya’ni gator

Quyidagi sonli gatorlarni Koshi kriteriyasidan foydalanib yaginlashuvchiligini

ko’rsating:

sinl sin2 sinn
1. ot ——
2 2 2
3 cos3—Ccos6

c0s6 —cos9
+

+
1 2
5 cosl® cos2® cos3?
T + > + 7 +
1 1 1

9 1 1 1

15 5.9 (4n-3)an+1)

Lt +
1.6 6-11

ﬂ]fi+i—i+

22 32 42

’ (5n—4)5n +1)+

2. icosnx’
n=1 2n

4. o sinna’
nz;‘n(n+1)

6. ! + 1 + L o]
3-4 4.5 (n+2)n+3)

sin® nx

8. nzi‘(n+1)(n+3).
10. 320 (x| <3);

n=1
n

12. iCOSX .

2
=t N

Quyidagi sonli gatorlarni Koshi Kriteriyasidan foydalanib uzoglashuvchiligini

ko’rsating:
1
1. 1+—= +——=+
\/_ \/§ Ya
3. 1+1—£+1+1—1+...;
2 3 5 6
5. 1—1+£—l+...;
2 3 4
t .ty
V2.3 3.4 Jas
1 1 1 1

9. —+=+=+=+..;
2 4 6 8

11. 1+1+l+i+...;
10

18
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2.
Z2n+1

n=1

4. Z“’: n+1 .

N 244’

6. iln 1+%j;

n

s 1
8. ) ——;
nzz;‘,/in 1in

1 1 1
10. 1+ — ..
V2 \/§ Ja
2.5
nzzl:n2+l



§1.7. Ixtiyoriy ishorali gatorlar uchun Leybnis, Abel va Dirixle alomatlari

S (-1, (b, 20, n=123..) (12)

n=1

sonli gator ishorasi navbat bilan almashinuvchi sonli gator deyiladi.

1-teorema. (Leybnis alomati). (12) — gatordagi {b,}>, ketma-ketlik monoton
bo’lib nolga intilsa, u holda bu gator yaqginlashuvchi bo’ladi.

ian ‘b, (13)

gator berilgan bo’lsin.

2-teorema. (Abel alomati).
Agar ian gator yaginlashuvchi va {b}>, ketma-ketlik monoton va
=1

chegaralangan bo’lsa, u holda (13) — gator yaginlashuvchi bo’ladi.

3-teorema. (Dirixle alomati).

Agar {AY:, ={a, +a,+..+a,f, qismiy yig'indilar ketma-ketligi
chegaralangan, {b,}>, ketma-ketlik monoton bo’lib nolga intilsa, u holda (13) — gator
yaginlashuvchi bo’ladi.

1-misol. 1- —+ ——— +... atorni yaginlashishga tekshiring.
\/5+\/§ \/Z+ q yaq g g
Yechish. bnz% bo’lib, bu monoton kamayib nolga intiladi. Leybnis
n

2-misol. i(_lgn

n=1

gatorni yaginlashishga tekshiring.

Yechish. Dirixle alomatini go’llaymiz, unga ko’ra: Anzzn:(—l)k(k{l) bo’lib,

k=1

|A| <2 chegaralangan, b, zzin kamayuvchi va bn:i—>o,n—>oo. Demak, berilgan

2”
gator yaginlashuvchi bo’ladi.
3-misol. i(—l)” "r:—zn gatorni Abel alomatiga ko’ra yaginlashishga tekshiring.
n=1

Yechish. bn:m—n va an:(_r?n desak, u holda iaﬁi% gatorning
n=1

n n=1

Leybnis alomatiga ko’ra yaginlashuvchiligi va b, } {'n—n} ketma-ketlikning

n
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monoton va chegaralanganligidan, berilgan qatorning Abel alomatiga ko’ra
yaginlashuvchiligi kelib chigadi.

1.7. uchun misollar.
Quyidagi ixtiyoriy ishorali sonli gatorlarni yaginlashishga tekshiring:

1. = 1 n n+10jn : 2. N i,
;( )(2n+1 nzzzlnu -1)°
n(n+1)
- 3/n 2 (—1) 2
3. > (-1 ; 4 ;
nzzll( ) n+1 nzzll n
= (-1 1 1 1
5. (— 6. - -
HZ;%+(—1)”’ 2In2 33 4Ind
- 1 1 1 .
7 nzllsm(ﬂ n2+1), 8. 1_1%+1%_1W+""
© _l)[\/ﬁ] 0 (_1)”
9. 3! ; 10. 3 U
; n nzzlls\/n+1
= In’n . nx ® p 1
11. -sin— 12. = =
; —-sin— nzl"cos(4+7zn)smn,
o0 2 o0
13, S (=) L8N 14. S (=1 1-cos = |;
;( - Z;,( ) cos -~
= (-1)" . “.sinn .
15- Z(n n)l y 16- Z?l
n=1 H n=1
= In°n_ nx 2 cos? 2n
17. coS — 18. » (-1) :
Z:‘ n 4 le( ) Jn
© ( 1)“ © (_1)n 'Sinz[gj
19. ' 20. :
; n? nzzll ¥n+1
S l nzﬂ- - n+l 1
21. : : 22. 3'(-1
nzz;‘lnzn R ,]Z:;‘( ) n? 41
01 o’ 2 (1) -Inn
23. 24. 21—
3 élnznsmn+1 ’ nzzll Jn

§1.8. Absolyut va shartli yaginlashuvchi sonli gatorlar

ian=a1+a2+a3+...+an+..., (14)

n=1
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[0 =[]+ fa |+ [ag| + o+ (15)
n=1

sonli gatorlar berilgan bo’lsin.

1-ta’rif. Agar (15) — gator yaginlashuvchi bo’lsa, u holda (14) — gator absolyut
yaginlashuvchi gator deyiladi.

2-ta’rif. Agar (14) — gator yaginlashuvchi bo’lib, (15) — gator uzoglashuvchi
bo’lsa, u holda (14) — gator shartli yaginlashuvchi sonli gator deyiladi.

Sonli gatorni absolyut yaginlashishga tekshirish uchun (15) — gatorga (u
musbat hadli bo’lganligi uchun) yuqoridagi alomatlarning birortasini qo’llab
tekshiriladi.

1-misol. ir(];l); gatorni absolyut va shartli yaginlashishga tekshiring.
= N+

Yechish. Berilgan sonli gator hadlarining modullaridan tuzilgan i% gator
= n°+

yaginlashuvchi (Koshining integral alomati yoki 1-tagqoslash alomatiga ko’ra),
demak, berilgan gator absolyut yaginlashuvchi bo’ladi.

2-misol. i(;/_l) gatorni absolyut va shartli yaginlashishga tekshiring.
=1 n

Yechish. Berilgan qator hadlarining modullaridan tuzilgan Z\/_ qator
n

uzoglashuvchi, lekin berilgan gatorda b, == desak, bu monoton va nolga intiladi,

‘{/ﬁ
ya’ni berilgan gator Leybnis alomatiga ko’ra yaginlashuvchi. Demak, bu gator shartli
yaqginlashuvchi bo’ladi.

1.8. uchun misollar.
Quyidagi sonli gatorlarni absolyut va shartli yaginlashishga tekshiring:

LS, 2 S0
n=1 p+—
n n
3. iln£1+(_r]12) J; 4. Ommoka! O0BLeKT He MOKeT OBITH CO31aH
n=2
U3 KO/I0B MoJieil pe1akTHPOBAHUSI
( ) 1 sin Nz
) _1 n— w0 -
5. X 6.
2 fon-17 D—
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1 1
71—t~ . 12
2° 3¢ 48 T nz:; Inn ’
e -1 1 > 2 2"sin® x
9. Y (L1 7= 2 10. 3 (-1)"*
;( ) n+1 n?’ é( ) n '
e ) ploo 2 naf1:3:5---(2n 1))’
11. -1 . 12 —
Z‘( ) 2"’ E( ) ( 2.4 6---(2n)J ’
= (1) = n 1
13. 3 Y 14, 31y
2 2T
= (-1) o n7-2
15. ( ; 16. ) (-1)"- ;
nz-;‘n+(—1)” nZ:;‘( ) 3"+1
2 -1 1 21 g(n?+1)
17. 3 (-1 =2 = 8.y —.
;( ) n+1 +n' ;i/ﬁ n o’
o [Inn] 0 . 2
10. Z(—1) ; 20. Zcosn-smn ;
n=. n n=1 n
_ sin 2n+Zj 0 sinnx
21,y —~ "~ 22. ) —— 0
nZ:1: n-3n+2 nz_l:n-ln“(n+l) SXs7
© © H 2
23. Zne’-sinn'e’ﬁ; 24. Zw
n=1 n=1 n

FUNKSIONAL KETMA - KETLIKLAR VA QATORLAR

§2.1. Funksional ketma - ketliklar

f.(x), neN funksiyalar E (E cR) to’plamda aniglangan bo’lsin.
fL(x), £,(X),oer £, (X)), ... (1)
E to’plamda berilgan funksional ketma-ketlik deyiladi va u {f, (x)} kabi belgilanadi.
(1) to’plamning elementlari f (x), neN funksiyalar uning indeksi n orgali ham
farglanadi. x,<E bo’lsin. Agar {f,(x,)} sonli ketma-ketlik yaginlashuvchi bo’lsa, u
holda {f, (x)} funksional ketma-ketlik x, nugtada yaginlashuvchi deyiladi.
Agar {f (x)} funksional ketma-ketlik E to’plamning har bir nuqgtasida
yaginlashuvchi bo’lsa, u holda {f,(x)} funksional ketma-ketlik E to’plamda
yaginlashuvchi deyiladi. Bu holda E to’plamda shunday f(x) funksiya aniglangan

22



bo’ladiki, bu funksiyaning x, € E nuqtadagi qiymati {f, (x,)} sonli ketma-ketlikning
limitiga teng bo’ladi. Bu f(x) funksiyani {f (x)} funksional ketma-ketlikning
limitik funksiyasi deyiladi va

limf (x)="f(x), xeE (2)

yoki
f.(x)—> f(x), xeE

kabi belgilanadi.

Limit ta’rifiga ko’ra (2) yozuv

Ve>0, IN=N,(x), vn>N|f (x)-f(x)<¢ (3)
munosabatning bajarilishini bildiradi.

1-misol. fn(x):nsinni, xe E=(0; +o0) funksional ketma-ketlikning limitik
X

funksiyasini toping.
Yechish: t —0 da sint ~t munosabatdan foydalanib,

nsini~i, (n — o0, x # 0)

nx nx
1 nsin — 1 1
ekanligini olamiz. Demak, limnsin—=lim——% == ya’ni f(x)== ekan.
n—ow nx n—oo 1 X X
n—xX
nx

§2.2. Funksional ketma-ketliklarning tekis yaqinlashishi

Ta’rif. Agar
Ve>0, AN, vn>N,_, vxeE—|f (x)-f(x)|<e 4)
munosabat bajarilsa, u holda {f,(x)} funksional ketma-ketlik E to’plamda f(x)
funksiyaga tekis yaqginlashadi deyiladi va
f (x)> f(x),xeE Yyoki f = fxeE
kabi yoziladi. Bu ta’rifda N, nomer x ga bog’lig emasligini takidlash muhim.
{f,(x)} funksional ketma-ketlik uchun (4) munosabatni ganoatlantiruvchi f(x)

funksiya mavjud bo’lsa, u holda bu funksional ketma-ketlik E to’plamda tekis
yaginlashuvchi deyiladi.
Shunday {a,} sonli ketma-ketlik va shunday n, nomer mavjud bo’lib
vn>n;, YxeE—f (x)-f(x)<a,
munosabat bajarilib lima, =0 bo’lsa, u holda

nN—oo

f.(x) 2 f(x),xeE bo’ladi.
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n+1
2’

2-misol.  f (x)=

xeE=[-11] funksional ketma-ketlikning E

n+X
to’plamda tekis yaginlashishini va uning limitik funksiyasini toping.
1
1+—
Yechish: f, (x)= )?2 bo’lganligi uchun f(x)=1 bo’ladi. |x|<1 bo’lganligi
1+ —
n
1-x* 1 o 1 .. .
uchun Ifn(X)—f(X)l=n < bo’ladi. — =0, (n—) ekanligidan yuqoridagi
+
mulohazaga asosan,
n+12 21, xe[-11] ekanligini olamiz.
n+ X

1-teorema. {f, (x)} funksional ketma-ketlik E to’plamda f(x) funksiyaga

tekis yaginlashishi uchun
limsup| f, (x)—f (x)|=0 (5)

X—=0 v E

tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.

3-misol. f (x)=nx’e™, E=[2 +o] funksional ketma-ketlikning E to’plamda
tekis yaginlashishini isbotlang.

2

Yechish: x>0 bo’lganligi uchun Iim%:o ekanligini ko’rish giyin emas.

Demak, f(x)=0, xeE.Bunda f/(x)=nxe™(2—xn) tenglik o’rinli. nxe™ (2—xn)<0

tengsizlik x>% bo’lganda o’rinli. Bu yerdan f, (x) funksiyaning E +oo) oraligda

kamayuvchi ekanligi kelib chigadi. Shuning uchun
sup f, (x)< f, (%jzﬂez —0, n—o bo’ladi. Demak, limsupl f,(x)-f(x)l=0

xeE n

tenglik o’rinli ekan va 1-teoremaga asosan garalayotgan funksional ketma-ketlikning
E to’plamda tekis yaqginlashuvchiligi kelib chigadi.

2-teorema. (funksional ketma-ketliklarning tekis yaqginlashish hagidagi Koshi
Kriteriyasi)
{f,(x)} funksional ketma-ketlikning E to’plamda tekis yaginlashishi uchun
Ve>0, AN, Vn>N,_, VpeE, WxeE—|f  (x)-f (X)e (6)

munosabatning bajarilishi zarur va yetarli.
Agar (6) munosabat bajarilmasa, ya’ni
3, >0, VkeN, 3n>k, IpeN, IeE—|f  (X)-f (X)s (7)

munosabat bajarilsa, u holda {f (x)} funksional ketma-ketlik E to’plamda tekis
yaginlashuvchi bo’lmaydi.
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a-misol.  f,(x)=""™  ketma-ketlikning E=(01) to’plamda tekis

Jnx

yaginlashuvchi emasligini isbotlang.
Yechish: vkeN uchun n=k, p=k=n, &= deb olsak, u holda

oo (%)= £, (%) = |2 (%)— f, (%) mTZZ—Inq :InTzz‘g

bo’ladi. Bu esa (7) munosabatning bajarilishini bildiradi. Demak, garalayotgan
ketma-ketlik E=(0,1) to’plamda tekis yaginlashuvchi emas ekan.

Agar {f (x)} funksional ketma-ketlikning E to’plamda limitik funksiyasi f (x)

bo’lsa va (3) munosabat bajarilmasa, ya’ni
Jg,>0, VkeN, Inxk, IkeN | f (X)-f(X)> ¢ (8)

munosabat bajarilsa, u holda {f, (x)} funksional ketma-ketlik E to’plamda f(x)
funksiyaga notekis yaqginlashadi deyiladi.

x|

1
n

Vv

2.1, 2.2 uchun misollar.
Quyidagi funksional ketma-ketliklarning limitik funksiyasini toping va tekis
yaginlashishga tekshiring:

n’e” nx
1. fn(X):In(S'ij, E:[O, +OO) 2 fn(X):m, E:R
n+1 1
3. fn(x):n+X2, E=[-11] 4. f.(x)= /X2+ﬁ’ E=R
1 2n%x
5 f = —, E=| 6. f =) 4, E=R
(x)=nsin - [k +o0) (x) T a>
7. f (x)=nx%e™, E=[2, +») 8.f (x)= ii/r%(, E=[0; +)
9. fn(x):lnnzx, E=[L +x) 10. f,(x)=xe™In*n, E=[0; +)
nx
11. f,(x)=x*, E=[0,qg], 0<qg<1 12. f (x)=e ", E=[-1 1]
sinv/x . [ ain X e
13. fn(X)—m, E—[O, +OO) 14. fn(X)—\/ﬁ Sin n\/ﬁ’ E=R
2n%x nx?
15, f (x)=———, E=R 16. f (x)= , E=|L
02X, 0= i+
17.1,(x) = xz—r:nz arctgy/nx, E = [0; +o) 18. f (x)=x"—x"?, E=[0;1]
19. fn(x)zsinia, a>0, E=R 20. f, (x)=x"+x*" —2x™, E=[0;1]
n
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§2.3. Funksional gatorlarning yaginlashishi, absolyut yaginlashishi va
yaqinlashish sohasi

u,(x), neN funksiyalar E to’plamda aniglangan bo’Isin.
Uy (X)+U, (X)+Ug (X)+.cU, (X) +... 9)
ifodaga funksional gator deyiladi. (9) ifoda

Zun (x), (10)

ko’rinishda ham yoziladi. x, € E bo’lsin. Agar

Zun(xo)
sonli gator yaginlashuvchi bo’lsa, u holda (10) funksional gator x,eE nuqtada
yaginlashuvchi deyiladi. Agar

i:lwn(xm (11)

sonli gator yaginlashuvchi bo’lsa, u holda (10) funksional gator x,eE nugtada

absolyut yaginlashuvchi deyiladi.

Agar (10) funksional gator E to’plamning har bir nuqgtasida yaginlashuvchi
bo’lsa, u holda bu funksional gatorni E to’plamda yaqinlashuvchi gator deyiladi.
Agar (10) funksional gator E to’plamning har bir nugtasida absolyut yaginlashuvchi
bo’lsa, u holda bu funksional gator E to’plamda absolyut yaginlashuvchi deyiladi.

S, (%) =2 uc (%) (12)
k=1
yigindi (10) funksional gatorning n — gismiy yigindisi deyiladi. Agar S, (x)
funksional ketma-ketlik E to’plamda yaginlashuvchi bo’lsa, u holda bu ketma-
ketlikning limiti S(x) funksiyaga (10) gatorning yigindisi deyiladi.

(10) gator yaginlashuvchi bo’lgan x ning barcha giymatlari to’plamiga bu gatorning
yaqginlashish sohasi deyiladi.

Zi;lun(x)|, (13)

gator yaginlashuvchi bo’lgan x ning barcha giymatlari to’plami (10) gatorning
absolyut yaginlashish sohasi deyiladi.

2 In" x

5-misol. > gatorning yaginlashish va absolyut yaqginlashish sohasini

n=1

toping.
Yechish: |Inx|<1 bo’lganda, ya’'ni e*<x<e bo’lganda bu qator absolyut
yaginlashuvchi bo’ladi. |Inx|>1 bo’lganda bu gator uzoglashuvchi bo’ladi, chunki bu
holda Iimm=oo bo’ladi. Agar Inx=1 bo’lsa, ya’'ni x=e bo’lsa, bu gator i%

- N n=1
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ko’rinishni oladi. Bizga ma’lumki, bu gator uzoglashuvchi. Inx=-1 bo’lsa, ya’'ni

x=e" bo’lsa, gqaralayotgan gator i% ko’rinishda bo’ladi. Bu gator absolyut

n=1

uzoqglashuvchi, lekin Leybnis teoremasiga ko’ra shartli yaginlashuvchi bo’ladi.
Demak, qaralayotgan funksional gatorning absolyut yaginlashish sohasi (e,efl)

oraliqdan, yaqginlashish sohasi (e, e‘lj oraligdan iborat bo’lar ekan.

2.3. uchun misollar.

Quyidagi funksional gatorlarning yaqginlashish va absolyut yaginlashish
sohalarini toping:

=1 21 . X 2 1 = In" x
L2= 2. ) =sin—; 3. ;4 :

nzzi‘x” ;nsm n nz_;‘n(x+2)” Z;‘ n?

2 n > ol Z tg"x . ., coSqmnx
. —x? . 2 1. Ly —— =
> ;(3 X ) ’ 0 nzzl“n ° nZ:;‘n2+4' 8 nz_;‘nlnz(n+1)’

= L(2x-3\". >, COSNX | S i (-1 .
9. Zl:n [ J j : 10. ;—% : 11. Z;e sinnx; 12. Zx2+\/ﬁ’
13. icosnx; 14. isinanx >0 15. isin nx; 16. icosanx;

n=1 n n=1 n n=1 n n=1 n
17. 98X, g oSN, 9.6 . o0 [1 ij

nzzi‘\/ﬁ’ nZ:;‘Sn’ nzzlln+x2’ §+nn

§2.4. Funksional gatorlarning tekis yaginlashishi

Agar (10) funksional gatorning (12) gismiy yigindilar ketma-ketligi {S, (x)} E
to’plamda tekis yaginlashuvchi bo’lsa, u holda (10) funksional gator E to’plamda
tekis yaginlashuvchi deyiladi.

r(x)=S(x)-S,(x) belgilashni kiritamiz. r,(x) funksiya (10) funksional
gatorning n-qoldig’i deyiladi. (10) funksional gator E to’plamda tekis yaginlashuvchi
bo’lishi uchun r (x) 20,xeE munosabat bajarilishi kerak, ya’ni

Ve>0, 3N, vn>N,, vxeE-r,(X)ke (14)
munosabat bajarilsa (10) funksional gator E to’plamda tekis yaginlashuvchi deyiladi.
1-teoremaga asosan (10) gator E to’plamda tekis yaginlashuvchi bo’lishi uchun

limsup|r, (x)|=0 (15)

nN—o y g

munosabatning bajarilishi zarur va yetarli.
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Agar (10) funksional gator E to’plamda yaginlashuvchi bo’lib, (14) shart
yoki unga teng kuchli (15) shart bajarilmasa, (10) funksional gator E to’plamda
notekis yaginlashadi deyiladi. Demak, agar

3, >0, VkeN, In>k, IKeE|r ()¢ (16)

yoki
Ilmsupl L (X)=0 (17)

N—0

shartlar bajarllsa, u holda (10) E to’plamda notekis yaginlashadi deyiladi.

6-misol. ix”‘l, xe E=(-11) gatorni yaqinlashishga va tekis yaginlashishga

tekshiring.
Yechish: s (x)= X1 =17X v Sn(x)—>i, vxeE bo’lganligi uchun
k=1 1_X “-’wl—X
fn(X)le tenglik o’rinli g=1-1 deb olsak, ixtiyoriy neN uchun xeE va
—X n

r(z):n(l_lj S bo’ladi. Bu yerdan (17) shartning bajarilishi kelib chicadi,

n n n—oo

Demak, garalayotgan gator E to’plamda notekis yaginlashar ekan.

3-teorema. (Qator yaginlashishi uchun Koshi kriteriyasi)
(10) funksional gator E to’plamda tekis yaginlashuvchi bo’lishi uchun

v ()< (18)

munosabatning bajarilishi zarur va yetarli.
Agar (18) shart bajarilmasa, ya’ni

Ve>0,3N,, Vn>N_, VxeE—>

n+p

2 U (%)

k=n+1

shart bajarilsa, u holda (10) gator E to’plamda tekis yaginlashuvchi bo’Imaydi.

dg, >0, VmeN, In>m, dpeN, I;XeE—> > &,

2.4. uchun misollar.
Quyidagi funksional gatorlarni tekis yaginlashuvchilikka tekshiring:

1. w2’”cos;znx, XeE=(—o0; + 2. " _arctgnx XeE=(—o; +
Z € (= o0; +0) ZX Ty e (= o0; +0)
0 =2

3. >in 2nx, XeE=(—ow; + 4, X , XeE=(—o0; +o0
2o oie) > i)

+n2x

o0 1 Xn

5. , xel0; + 6. Y — -1<x<1
nz_;‘(njtx2 [0 +0) Z_;‘n
0 2

7. sin X2 ,  xe[-c,c], c>0 8. Zlnn +2X xeR
~ nIn°n

Q. i L , xe[0, ¢], ¢>0 10. Z xeR
~nd+x° 1+nx

28



2n+1
xe[-¢c, c],c>0

11 Y2 -x2)"?, xe[-11] 12. Z ~1)° D)

‘ +1)
© _1 n+1 0
13'2_1:(n+)x2' XxeR 14.2# XxeR
_1)“
15. (— R 16. —, R
Z\/ﬁ+cosx o _lsm 2" %€
2" +x" 2 X"
17. R 18. 0,1
nZ:;lJrS”x”’ Xe nZ:;ler” x<[0,1]
19. isn -sin%, xeR 20. i(l—x)x”, x [0, 1]
n=1 X n=1
© 2\ on © (_l)n+1 4
213 [-x2 K", xe[0,1] 22. Zsz, x [0, 1]
n=0 n=1

§2.5. Darajali gqatorlar. Darajali gatorning yaqginlashish radiusi va
intervali. Koshi — Adamar formulasi

Funksional gatorlarning xususiy holi bo’lgan quyidagi gatorlarni garaymiz:

ianxn : (19)
yoki 7
ian (X_Xo)n ) (20)

Bunda a,a,a,,..a,... o’zgarmas haqigiy sonlar, darajali gatorning koeffisentlari
deyiladi. (19) va (20) gatorlarga darajali gator deyiladi.

Funksional gatorda u,(x)=a x" yoki u, (x)=a, k—x, Jdesak, u holda (19) yoki
(20) shaklidagi qgatorlar hosil bo’ladi. x—x,=t deb belgilash bilan (20) gator (19)

darajali qgator shakliga keltiriladi. Shuning uchun (19) shaklidagi darajali gatorni
o’rganish kifoyadir.

Darajali gatorning yaginlashish sohasini topishda Abel teoremasi muhim rol
o’ynaydi.

4-teorema.(Abel)  Agar (19) darajali gator x ning x=x,qiymatida
yaginlashuvchi bo’lsa, u holda x ning |x|<|x|tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
giymatlarida (19) darajali gator absolyut yaginlashuvchi bo’ladi.
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Natija. Agar (19) darajali gator x ning x=x, giymatida uzoglashuvchi
bo’lsa, u holda u x ning |x|>|x,|tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida
uzoglashuvchi bo’ladi.

5-teorema. Har ganday (19) darajali gator uchun 3R son mavjud bo’lib,
a) agar R=0vaR=wbo’lsa, u holda (19) gator K={x:[x]<R} intervalda

absolyut yaginlashuvchi bo’ladi va K intervalning tashqarisida uzoglashuvchi
bo’ladi, bu intervalni (19) darajali gatorning yaqginlashish intervali deyiladi;

b) agar R=0bo’lsa, u holda (19) darajali qgator fagat x=0nuqgtada
yaginlashuvchi bo’ladi;

V) agar R=w bo’lsa, u holda qgator sonlar o’qining hamma nugqtalarida
yaginlashuvchi bo’ladi.

6-teorema. (Koshi-Adamar) Agar 1) chekli yoki cheksiz li la,| mavjud
bo’lsa, u holda (19) gatorning yaginlashish radiusi R uchun

1 .
&= lmdfal, (21)
bo’ladi;
2) chekli yoki cheksiz
. |a
lim|—
= an+1
mavjud bo’lsa, u holda R=lim a_ bo’ladi.

7- misol. ii—n'x” darajali gatorning yaqginlashish radiusini va yaginlashish

intervalini toping.

Yechish: |irr<a— = li ngn(lnTtll)' 4¥(+— ) o Demak, 6- teoremaga ko’ra,

R=+0. Berilgan gator (—o,+0) intervalda yaginlashuvchi bo’ladi.

8- misol. i% x—1)" darajali gatorning yaginlashish radiusini va yaginlashish

sohasini toping.

Yechish: —Ilm\/_—llmp’— J_ —=4. Demak, 6- teoremaga ko’ra,

darajali gatorning yaqinlashish intervali (Z;Z) bo’ladi.

x:% bo’lsa, gator i(_l)
n=0

ko’rinishni oladi, ma’lumki, bu qgator Leybnis
teoremasiga ko’ra yaqginlashuvchi.,
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0

X :% bo’lsa, gator Zl ko’rinishni oladi, ma’lumki, bu gator uzoglashuvchi.

n=0

Demak, gatorning yaginlashish sohasi E;ZJ ekan.

2.5. uchun misollar.
Quyidagi darajali gatorlarning yaginlashish radiusini va yaginlashish sohasini
toping:

© © 2
Z (x+1)" 2 z(nntzl)(x 2)"; 3 Z(sm;—nJ(X—B)",
n= n=1 n=1
= 2".n 2n-1 = 1 (x-1)"
4320y 5. z(mz] (x+2) ; 6. zsf( j
e [on ) X_n ® X_
7nZ=;n.x, 2 ;n,
®© Xn © n Xn 0 X”
1037 11 2(2+ ).n_z, 12. 3=
. (-1 2 . .
13. >’ 1+%j x"; 14> ™", 15. > nx";
n=1 n=1 n=0
16. 32X 17. 30 40 18. 35" x"
;\/ﬁ n=1 n! " Zl
19. 3 20" ; 20. 3% 21. 3 Ly
=1 n=1 N n 2
0 3 n n
22. ;(Z) X"

XOSMAS INTEGRALLAR

§3.1. Cheksiz oralig bo’yicha xosmas integrallar va ularning
yaqginlashuvchiligi

f(x) funksiya [a,+] oraligda aniglangan bo’lib, bu oraligning istalgan [a,A]
gismida integrallanuvchi bo’lsin.

1-ta’rif. Agar
A

lim f (x)dx (1)
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mavjud bo’lsa, bu limitga f(x) funksiyaning [a,+]  oraliq bo’yicha Xxosmas

integrali deyiladi va j x)dx kabi belgilanadi.

2-ta’rif. Agar (1) limit mavjud bo’lib, u chekli bo’lsa, ff(x)dx Xosmas

integral yaginlashuvchi deyiladi, f(x) funksiya esa [a,+o0] oraligda xosmas ma’noda
integrallanuvchi deyiladi.

Agar (1) limit cheksiz bo’lsa yoki mavjud bo’lmasa, j x)dx xosmas integral

uzoqlashuvchi deyiladi.
f(x) funksiyaning (-e,a] va (-o0,+0) oraliglar bo’yicha xosmas integrallarini
analogik ravishda yugoridagi kabi ta’riflash mumkin, ya’ni

£ f(x)dx= “I'me f (x)dx

0 A
I f(x)dx=AlirEO f (x)dx
-0 Ao A

Agar jf( x)dx va I x)dx integrallar mavjud bo’lsa, [ f(x)dx integralni

—00

quyidagi tengllk bo’yicha amqlasa ham bo’ladi:
jf( )dx_j dx+j

—00 —00

+00

1-misol. j de xosmas integralning yaginlashuvchiligini ko’rsating va
0

X +4
giymatini toping.
Yechish. f(x):le4 funksiya har bir chekli [0,A] (A>0) oraligda
+

integrallanuvchi.1-ta’rifga ko’ra,

Todx . Fodx (1 A1 0) . (1 A\ 1z =«
I 5 = Ilmj 5 = lim —arctg———arctg— = lim| Zarctg— |==-—=—.
X“4+4  Aorod XT+ 4 Aoiw| 2 2 2 Aol 2 2 2 2 4
Demak, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi va j dx4—%.
X"+
2-misol. sz xosmas integralning yaginlashuvchi ekanligini
© X7 +4x+9

ko’rsating va giymatini toping.
Yechish. Ta’rifga ko’ra,
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+00 0 +00 dX

jx +4x+9 -[ +4x+9 -[x2+4x+9:
% dx R dx
= lim [———+ lim .[2—:
Avog X“+4X+9 Ao o X7 +4X+9
= Ilm 2 + lim arctg —— x+2f
VF N%M)J_ VF

arctg — I|m arctg lim arctg 2 larctg
\/_ \/_ \/_ \/_ \/_A”“” \/_ 5 \/_
1 V4 1 n_ =«
:‘T'(“j B2 5

Demak, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi va

T dx _z
x> +4x+9 |5

3-misol. _[cos4xdx xosmas integralning uzoglashuvchi ekanligini ko’rsating.

0
Yechish. Ta’rifga ko’ra,

A

cos4xdx = lim | cos4xdx = lim

A—>+w0
0

(lsin 4x
4

0 A—+0 4

A
j: lim 1sin 4A,

bu limit mavjud bo’lmaganligi uchun berilgan xosmas integral uzoglashuvchi bo’ladi.

3.1 uchun misollar.

Quyidagi xosmas integrallarni hisoblang yoki uzoglashuvchi ekanligini

ko’rsating:
Fdx ©odx
1. | = 2. |—=;
! ’ j 2/x
odx ©odx
3. | ———; 4. ;
!x2+x—2 -!../4+X2
4o 0
5. J'e‘axcosbxdx, (a>0); 6. J.xexdx,
+00 0 1
7. |e¥dx; 8. [ 2% dx;
!e X _J;x2+1 X
0 ©
9. [ . 10. IZL;
wx+1 = 2X° —=5X+7
12 [ e
xlnx X=+3x-10
13. | x-27%dx; 14. :
J;X X Ix L
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15, [0 gy 16. [

L 14X xIn?x

e

+0o0 dX +00

17. : 18. | x-cosxdx;
ot !

19. Istxdx 20. TL

1 XVXZ +x+1

+00 1 ) 0

21. | =-sin=dx; 22. |e™dx;
!X23|nxdx, _[Oe dx ;
e . T odx

23. Ie sinbxdx, (a>0); 24, J. -
0 —0

§3.2. Yaginlashuvchi integrallarning xossalari

+o0

1. Agar I f(x)dx va _[ x)dx xosmas integrallar yaqinlashuvchi bo’lsa, u

a

holda ixtiyoriy « va g o’zgarmas sonlar uchun

+o0

I(af(x)iﬂg(x))dx (1)
Xosmas integral ham yaqinlashuvchi bo’lib, quyidagi tenglik o’rinli bo’ladi
_[(af(x)iﬂg( ))dx = aI dx+ﬂj (2)

a

2. Nyuton — Leybnis formulasi.
f(x) funksiya [a, +o) oraliqda uzluksiz va F(x) esa uning shu oraliqdagi
boshlang’ich funksiyasi bo’lsin, u holda

+00

I f(x)dx = F(x)." = F(+x)-F(a) (3)
bo’ladi, bu yerda  F(+w)= lim F(x).

X—>+00

3. O’zgaruvchini almashtirish formulasi.
f(x)funksiya [a, +w) oraligda uzluksiz, ¢(t) funksiya te[a,8) da uzluksiz
differensiallanuvchi va a=g(a)<olt)< Jim p(t)=+o bo’lsa, u holda

[ (0= f () (1) (4

bo’ladi.
4. Bo’laklab integrallash formulasi.
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Agar u(x) va v(x) funksiyalar [a, +o) oraliqda uzluksiz differensiallanuvchi
bo’lib, lim (u-v) mavjud bo’lsa, u holda

judv u-v).” —Ivdu (5)

bo’ladi, bu yerda
- = (u v)—u(a)-v(a).

5. Agar vxe[a+w) uchun f(x)<g(x) bo’lib, j x)dx va jg x)dx integrallar
yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda
ff(x)dx < fg(x)dx

bo’ladi.

) =1 2 ) .
4-misol. + dx integralni hisoblang.
-![xz -1 (x+1)2J J J

. 1 2
Yechish. f(x)= va =——
(})=—— va gx) o
boshlang’ich funksiya bo’ladi.

Xx-1 2
F I va C(x)=-
() 2nx+1 (X)

funksiyalar uchun quyidagi funksiyalar

(x+1)
Nyuton-Leybnis formulasiga ko’ra topamiz:
J‘S_Xz_lmx_l _1|nl=1|n3’
o X =1 2 x+1j, 3 2
T’ 2x 27 2

J(x+1)?  x+1],

demak, 1- xossaga asosan, berilgan integral §+%In 3 gateng bo’ladi.

5-misol. jarccztgx dx integralni hisoblang.
X

1
Yechish. Berilgan xosmas integralga bo’laklab integrallash formulasini

qo’llasak, u=arcctgx, dv= X—lzdx deyilsa, u holda

dx 1
du=- >y V=—=
1+ X X

bo’lib, quyidagiga ega bo’lamiz:
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J. arcctgx dx _arcctgx
x? X

Al

:%_I e ) =% !(x x+1] =%—(Inx—%ln(x2+1))

+00

+00

1

X
=Z I

4 IxP+1

3.2 uchun misollar.
Quyidagi xosmas integrallarni hisoblang:

1J‘\/_1+x). 2._'[ox 2 1.
3. [ 4 2,
L (x° 1) 2 xx% +x-1"
5 T xdx ; 6. T odx :
ooy T
7. flI:))((Z dx ; 8. +fe‘”‘xdx, (a>0);
9. Te“‘x cos 5xdx ; 10. T( de )2 ;
2 \X -1
+°°x2+1 _ ol .
e 2. [ a0
T dx ¢ xdx
13. ; 14. ;
!ex ++/e” Jz.x3 -1
15. +Iooemdx; 16. Te“ sin? xdx ;
0 0
2 7 dx
17. | x*-e"dx; 18. | ————;
'([X ° é(x—l X2 -2
o o 1
19, [X*12 gy 20. x___.
!(x2+1)2 " !(4x2+1 X2 +1
T xlInx _ ‘Carctg(l-x) . .
2. [ 22. g—m dx ;
23. T arctgxg dx ; 24. szexdx.
°(1+x%)2 ’
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§3.3. Xosmas integrallarning yaginlashuvchiligi haqgidagi teoremalar.
Integralning absolyut yaginlashuvchiligi

f(x) va g(x) funksiyalar [a, +«) da aniglangan, Vvxel[a, +w) uchun
f(x)>0, g(x)>0 bo’lsin.

1-teorema. vxe [a, +) uchun 0< f(x)< g(x) bo’lsa, u holda
a) Tg(x)dx integralning yaginlashuvchiligidan Tf(x)dx ning yaginlashuvchigi
kelib chigadi;
b) Tf(x)dx integralning uzoglashuvchiligidan Tg(x)dx ning uzoqlashuvchiligi
kelib chigadi.
2-teorema. a) Agar vx e [a, +) uchun g(x)>0 va
_f(x)
lim——~=R, O0<R<w
x40 (X)
mavjud bo’lsa, u holda

+00

I f(x)dx va +jiog(x)dx

a

integrallar bir vaqgtda yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo’ladi;
b) xususan, x —+w da f(x)~ g(x) bo’lsa, u holda f(x) va g(x) lar [a, + ) da
yo bir vaqgtda integrallanuvchi, yo integrallanmovchi bo’ladi.

. < cos® 3x ) ) . . ..
6-misol. [ 22X gy integralni yaginlashuvchilikka tekshiring.
'!3\/x5+1
Yechish. [1, +«] da quyidagi tengsizlik o’rinli
0< cos® 3x 1
e U
va
- —§+1 i *
'[ dx  x3 _ 3] _3
3[,5 5 B 2l o
1 VX _§+11 2x3|,

u holda 1-teoremaga asosan, berilgan integral yaqinlashuvchi bo’ladi.

3-teorema. (Koshi teoremasi)
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+00

jf(x)dx xosmas integralning yaginlashuvchi bo’lishligi uchun, ve>0 son

olinganda ham, shunday b=b(¢)>a son topilib, b, >b va b, >b bo’lgan ixtiyoriy
b,, b, lar uchun

b,

J‘ f(x)dx

by
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

<é&

4-teorema. Agar J'| f(x)|dx integral yaginlashuvchi bo’lsa, u holda j f (x)dx

integral ham yaginlashuvchi bo’ladi.

3-ta’rif. Agar jl f(x)|dx integral yaginlashuvchi bo’lsa, u holda I f (x)dx

integral absolyut yaginlashuvchi integral deyiladi. f(x) funksiya [a, +) da absolyut
integrallanuvchi deyiladi.

4-ta’rif. Agar j x)dx integral yaqinlashuvchi bo’lib, Ilf )l dx integral

+00

uzoglashuvchi bo’lsa, u holda jf(x)dx integral shartli yaginlashuvchi integral

a

deyiladi.
7-misol. COS;X xosmas integralning absolyut yaginlashuvchiligini
X
1
isbotlang.

Yechish. Ushbu ﬂcos X

1l X

dx integralni garaymiz. Ravshanki,

+00

Cos X =1 ekanligidan, 1-taqgoslash

X2

2
X 1

Siz, vxell, +o) Vva Ti :[——j

1
COS X

teoremasiga ko’ra, ﬂ dx integral yaqinlashuvchi bo’ladi. Demak, berilgan

integral absolyut yaginlashuvchi ekan.

5-teorema. (Dirixle alomati) f(x) va g(x) funksiyalar [a, +«) oraligda
berilgan bo’lib, quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

a) f(x) funksiya [a, +o) da uzluksiz va shu oraligdagi boshlang’ich
funksiyasi F(x) chegaralangan;
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b) g(x) funksiya [a, +w) da uzluksiz differensiallanuvchi va monoton, bunda
lim g(x)=0, u holda

X—>+00

+00

j f(x)g(x)dx

1
integral yaqinlashuvchi bo’ladi.

6-teorema. (Abel alomati)
f(x) va g(x) funksiyalar [a, +o) da berilgan bo’lib, quyidagi shartlarni
ganoatlantirsin:

a) f(x) funksiya [a, + ) da uzluksiz va j x)dx integral yaginlashuvchi;

b) g(x) funksiya [a, +«) da uzluk5|z differensiallanuvchi, monoton va

chegaralangan,
u holda

+o0

J' f (x)g(x)dx

1

integral yaqinlashuvchi bo’ladi.

integralning yaginlashuvchi ekanligini isbotlang.

sin x

Yechish. Abel alomatidan foydalanamiz, bunda f(x)= (x)=arctgx deb

olamiz. S';X funksiya [1, +) da uzluksiz va yuqoridagi 7-misoldagi kabi ko’rsatish
mumekinki,
I Sm2X integral yaqinlashuvchi bo’ladi. b) shart ham bajariladi, chunki
X
1
g'(x):1 L >0 (shuning uchun g(x) monoton) va |g(x]:|arctgx|<%.
+ X

Teoremaning barcha shartlari bajarilayapti, shuning uchun berilgan integral
yaqginlashuvchi bo’ladi.

3.3. uchun misollar.
Quyidagi integrallarni yaqinlashuvchilikka tekshiring:

40 2
1 [ dx; 2. :
£1+ X jx In®x’
sin? 0 xdx
3. [ Xox; 4, X ;
[ ot

©oxdx carctgx , .
5. X : 6. dx;
[er 155
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7.+jf°xdx ) 8.T dx :

03'\/X5+2’ OX%+X2
3x T dx
9. sin ; 10. | ——;
e Lo
11. [—arct —dx; 12.
!\/; o x -([1+ x°®
Quyidagi integrallarni absolyut va shartli yaginlashishga tekshiring:
smxdx_ 9. J-smx
1
Ism X+ X ) 4
1 1 X
J‘)Z('Lmdx; 6. J‘x‘cosx“dx;
o X+ 2X+2 5
7. Isinxzdx; 8. jsmlnxdx.

> Vx

§3.4. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari va
ularning yaginlashuvchiligi tushunchalari

f(x) funksiya [a,b) oraligda aniglangan bo’lib, bu oraligning istalgan
[a,&£], € <b qismida integrallanuvchi bo’lsin.

S-ta’rif. Agar
¢
lim | f(x)dx, (6)

¢—b-0
a

mavjud bo’lsa, bu limitga f(x) funksiyaning [a,b) oraliq bo’yicha xosmas integrali
deyiladi va kabi belgilanadi.

b
6-ta’rif. Agar (6) limit mavjud bo’lib, u chekli bo’lsa, j f(x)dx xosmas integral

a

yaginlashuvchi deyiladi, f(x) esa [a,b) oraligda xosmas ma’noda integrallanuvchi
deyiladi.

Agar (6) limit cheksiz bo’lsa yoki mavjud bo’lmasa, j x)dx Xxosmas integral

uzoglashuvchi deyiladi.
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f(x) funksiyaning (a,b] va (ab) oraliglar bo’yicha xosmas integrallari

analogik ravishda quyidagicha aniglanadi, ya’ni
b

I f(x)dx = gﬁrﬂj f(x)dx

f(x)dx = lim 5 f(x)dx.

£—-b-0
r—a+0 r

D —T

1
9-misol. jj—f a R integralni yaginlashishga tekshiring.
Yechish. a #1 bo’lsin, u holda

1

dx dx x ot .
= lim
i540 11—

1—;’1’”‘: %, azap a <l 6yica,
+0, aecap a>1 oOyica.

Endi « =1 bo’lsin, u holda

©dx ©dx
—=Ilim |—=lim In|x|§ —I|m In§ 400,
X &40 X &40

0 ¢

1
Ravshanki, _[ 3—5 integral « <1 bo’lsa yaginlashuvchi va «>1 bo’lsa uzoqlashuvchi
0

bo’ladi.
. odx
10-misol. Ty Xosmas integralning uzoqglashuvchi ekanligini ko’rsating.
- xInx
Yechish. | [
echis —=Im —= —Iim IN(In2)—In(Iné))=
X nx §—>1+o Xlnx é-1+0 §—>1+o( ( ) ( 5)) +o

Demak, berilgan mtegral uzoqlashuvchl ekan.

3.4. uchun misollar.

Quyidagi xosmas integrallarni hisoblang yoki uzoglashuvchi ekanligini
ko’rsating:

1 1 1
L 2. [er %,
0 2V X 5 X
todx % dx

3. J' 4 [9X
\/;_'_X’ X )
0
©arcsin x ©arccos X4
5. dx ; 6.
}[ 1-x? I\/1 NG
e dx © o dx
7. 8. :
J.2(x+1)3\/x+ 2[3«/1—x2
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1
o I ):_d; ’ 10 ij(ljr)l(x
1
1. ixlcrj]); X 12 ij);di(l;
. ]
13. !tgxdx; 14. !%
h ¢ odx
15. %.In xdx ; 16. -([(x—l)z X
3
19, [ &

'L

[y
|

x

§3.5. Yaginlashuvchi integrallarning xossalari

b b
1. Agar _[ f(x)dx va Ig(x)dx xosmas integrallar yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda
Ixtiyoriy « va g o’zgarmas sonlar uchun
b

J (af (x)+ B g (x))x

xosmas integral ham yaqinlashuvchi bo’lib quyidagi tenglik o’rinli bo’ladi.
b b b
J(a f(x)£B9(x))dx = aj f(x)dx J_rﬂj g(x)dx. (7)

2. Nyuton-Leybnis formulasi.
f(x) funksiya [a,b) oraligda uzluksiz va F(x) esa uning shu oraliqdagi
boshlang’ich funksiyasi bo’lsin, u holda
b

I f(x)dx = F(x). " = F(b-0)-F(a), (8)

bo’ladi, bu yerda F(b-0)= lim F(x).

3. O’zgaruvchini almashtirish formulasi.
f(x) funksiya [a,b) oraliqgda uzluksiz, ¢(t) funksiya te[a,p) da uzluksiz
differensiallanuvchi va
a=pla)< @(t)<t|igow(t)= b,
bo’lsa, u holda
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[ t(x)ix= ] f(olt)o e ©)
bo’ladi. ’

4. Bo’laklab integrallash usuli.
Agar u(x) va v(x) funksiyalar [a,b) oraliqda uzluksiz differensiallanuvchi

bo’lib, "TO(U -v) mavjud bo’lsa, u holda
b b
Iudv:u-vlg —_[vdu, (10)

bu yerda
(u- v)| = lim (u-v)-u(a)-v(a).

x—b-0
b

b
5.Agar vxe[ab) uchun f(x)<g(x) bo’lib, [f(x)dx va [g(x)dx integrallar

a

yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda
b

j f(x)dx < j)'g(x)dx

a

bo’ladi.

1
11-misol. jz W X

0
Yechish. 1- xossaga asosan,

f ?{/_ X dx :jidx—jidx—j‘xfdx=

dx integralni hisoblang.

OX15 0
1 1
_§+1 _i+1 ¥+1
_p. X | X" X* ‘_E.l_E_i_
—§+1 —i+1 12+1‘ 2 11 17
5 |0 15 |, 5 5
. 15 5 935-255-55 625
11 17 187 187
t2Inx . L.
12-misol. j dx integralni hisoblang.

Yechish. Berllgan xosmas integralga bo’laklab integrallash formulasini

qo’llaymiz:
2dx

W ,

=Inx, dv=

u holda
du:%, V=44x.
X
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——41im /x -

dx = 4\/;Inx —4'[\/_ lim

J-2Inx

3.5. uchun misollar.
Quyidagi xosmas integrallarni hisoblang'

2 dx x*dx
1. |———— 2. :
é(x—l) X2 -2 1[11+x 2N1-
Le/x +1f t1-x
3. dx; 4, dx;
o I
1 2
5. [- %, 6. j( 2 +ijdx,
0 X\/; o\V2—-X X
:2-x [ X
7. dx; 8. dx ;
'! 3—-X !Vl—xz
: dx 02 dx
9. X 10. :
'!.4x In x 05 XV2X+1
2 3 3
11, [ 12, | 22l
RS o VX (3—x)s
3 ;
13.] tgxdx ; 14.I dx ;
0 1 :I.—X2
1 1
15. I x+1 dx ; 16. jxlnxdx
03(X—1)2 0
1.3 - 2
17, X arcsmxdx’ 18. dx :
'([ V1-x? '!x\/3x2—2x—1
: .
19. j,/ctgxdx ; 20 j — dx
0 0 1-x

§3.6. Xosmas integrallarning yaginlashuvchiligi hakidagi teoremalar.
Integralning absolyut yaginlashuvchiligi

f(x) va g(x) funksiyalar [a,b) da aniglangan, vxe<[a,b) uchun f(x)>0, g(x)>0
bo’lsin.

7-teorema. vxe[a,b) uchun  0<f(x)<g(x) bo’lsa, u holda
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b b
a) [g(Jdx integralning yaqginlashuvchiligidan [ f(x)dx integralning
yaginlashuvchiligi kelib chigadi;
b b
b) [f(x)dx integralning uzoglashuvchiligidan  [g(x)ix integralning

uzoqlashuvchiligi kelib chigadi.

8-teorema. a) Agar vxe[a,b) uchun g(x)>0 va

im TR 0cRew
x—b-0 g(x)

mavjud bo’lsa, u holda
b

If(x)dx va jlg(x)dx

integrallar bir vagtda yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi bo’ladji;
b) Xususan, x ->b-0 da f(x)~g(x) bo’lsa, u holda f(x) va g(x) lar [a,b) da yo
bir vaqtda integrallanuvchi, yo integrallanmovchi bo’ladi.

1
1sm2(j
13-misol. j X)dx integralni yaginlashuvchilikka tekshiring.

2Jx
Yechish. (0, 1) oraligda quyidagi tengsizlik o’rinli

. 2(1)
SIN~| — 1
0< X) <

2Jx T 2Jx

va j X integral yaginlashuvchi ekanligidan, 7-teoremaga asosan, berilgan integral

> 2/x

yaqinlashuvchi bo’ladi.
f(x) funksiya [a,b) oraligda aniglangan va [a,&], &<b kesmada xos ma’noda

integrallanuvchi bo’lsin va x=b nuqtaning chap atrofida chegaralanmagan bo’lsin.

9-teorema (Koshi teoremasi)
b

jf(x)dx xosmas integralning yaginlashuvchi bo’lishligi uchun, ve>0 son

olinganda ham, shunday r [a,b) son topilib, vr,,r, e(r,b) lar uchun

f

'[ f (x)dx

n

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

<&
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b b
10-teorema. Agar j| f(x)|dx integral yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda J.f(x)dx

a

integral ham yaqinlashuvchi bo’ladi.

b b
7-ta’rif. Agar j| f(x)|dx integral yaginlashuvchi bo’lsa, u holda .[f(x)dx

integral absolyut yaginlashuvchi integral deyiladi.

b b
8-ta’rif. Agar J f(x)dx integral yaginlashuvchi bo’lib, '|.| f(x)|dx integral
b
uzoqlashuvchi bo’lsa, u holda j f(x)dx integral shartli yaginlashuvchi integral

a

deyiladi.

1
. 1 . T ) ) ] e .
14-misol. dx xosmas integralning absolyut yaginlashuvchiligini
Ay SrATng aRsOIHE Yo4 |

isbotlang.

| 1 b

Yechish. Avvalo, | < !

in 7|
v1-X o 1-x|” V1-x

bo’lishini aniglaymiz. Ravshanki,

© o dx 1
!\/1__;—2\/@\0:2

Unda 7-teoremaga asosan,

ﬂ L sin-= |dx

0|V1_X 1_X|

xosmas integralning yaqinlashuvchiligi kelib chigadi, demak, berilgan xosmas
integral absolyut yaginlashuvchi.

11-teorema (Dirixle alomati)
f(x) va g(x) funksiyalar [ab) oraligda berilgan bo’lib, quyidagi shartlarni
ganoatlantirsin:

a) f(x) funksiya [a,b) da uzluksiz va shu oraligdagi boshlang’ich funksiyasi
F(x) chegaralangan;

b) g(x) funksiya [a,b) da uzluksiz differensiallanuvchi va monoton, bunda
lim g(x)=0,

x—b-0

u holda
b

I f(x)- g(x)dx

a

integral yaqinlashuvchi bo’ladi.
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12-teorema. (Abel alomati)
f(x) va g(x) funksiyalar [a,b) da berilgan bo’lib, quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

a) f(x) funksiya [a,b) da uzluksiz vaj x)dx integral yaqinlashuvchi;

b) g(x) funksiya [ab) da uzluk5|z differensiallanuvchi, monoton va

chegaralangan,

u holda
b

I f(x)- g(x)dx

a

integral yaqinlashuvchi bo’ladi.

1
15-misol. jcos(ﬁjld—xx integralning yaginlashuvchi ekanligini isbotlang.
) —x)1-
Yechish. Dirixle alomatidan foylanamiz,
1 1
f(x)= 7 cos(l_xj va g(x)=1-x

(1—-x
deb olamiz.
f(x) funksiya [0,1) oraligda uzluksiz va uning boshlangich funksiyasi

(sinﬁ} chegaralangan. g(x) funksiya [0,1) da uzluksiz differensiallanuvchi va
monoton, bunda x"Tog(X)Zo' Dirixle alomatining ikkala sharti bajarilayapti.

Ravshanki, berilgan integral yaginlashuvchi bo’ladi.

3.6. uchun misollar.
Quyidagi integrallarni yaqginlashuvchilikka tekshiring:

¢ dx
1. ; 2. |——;
.[31/1 N Ixz +3/x
dx | In(L+ x*%)
3. ; 4, dx
81— x10 ‘[\FSIH\F

o

Oty O N O O

<
5
I
o
<

6. jx3ln3—dx;
0 X
2 | 4
: 8I 16#)(4(1)(;
5 V16 —X
2

10, [—— & .
'([ VX + arctgx

o
>

~
=]
x

©

Quyidagi integrallarni absolyut va shartli yaginlashishga tekshiring:
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1 1 .
1-_[ 1 cos % dx Z.I sin(1/ x)dx :
s ¥1-x  1-x ox2+\/?+xzcos(1/x)
1 1 jdx t1 Jx -1
3. |cos| ——=-1|-—=: 4, Ccos dx;
! (\/} 3x ;[x\/; Jx
sin L
Lsin—
5. j sz dx ; 6. j SinAr) g
0 (\/_—X)Z
1
1. I 2X sinldx; 8. Ixarctgx-cos—dx.
o X+l X 0 X

PARAMETRGA BOG’LIQ INTEGRALLAR
§4.1. Parametrga bog’liq integral tushunchasi

f(x,y) funksiya R” fazodagi biror P={(xy)eR?% xe[a,b], yeEcR} to’plamda
berilgan bo’lib, y o’zgaruvchining E to’plamidan olingan har bir tayinlangan
giymatida f(x,y) funksiya x o’zgaruvchining funksiyasi sifatida [a,b] oraligda

integrallanuvchi bo’lsin, ya’ni
b

_[ f(x,y)dx, (1)

a

integral mavjud bo’lsin. Ravshanki, bu integralning giymati y parametrga bog’liq
bo’ladi:

b

1(y)= 1 (1, y)ex

a

Bu (1) integral parametrga bog’liq integral deb ataladi, y o’zgaruvchi esa parametr
deyiladi. Bu paragrafda parametrga bog’liq (1) integralning funksional xossalari
o’rganiladi. Bu xossalarni o’rganishda f(x,y) funksiyaning y bo’yicha limiti va unga
intilish xarakteri muhim rol o’ynaydi.

Misol. Ushbu f(x)=sinxy funksiyaning X o’zgaruvchisi bo’yicha [a,b]
segmentdagi integrali(bu yerda y=0)
b

ff(xydx Ismydx_ ISlnxyd (xy)= COSXY\ cos ay — cos by
‘ y L
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bo’lib, E=R\{0} to’plamda berilgan I(y)= i(cos ay —cosby) funksiyadan iboratdir.

§4.2. Limit funksiya. Tekis yaqginlashish. Limit funksiyaning uzluksizligi

f(x,y) funksiya P={(x,y)eR? a<x<b, yeEcR} to’plamda berilgan, y, esa
E(E c R) to’plamning limit nuqtasi bo’lsin.

1-ta’rif. Agar Ve >0 olinganda ham, vxe[a,b] uchun shunday &=5(e, x)>0
topilsaki Y=Yo|<6 tengsizlikni ganoatlantiruvchi vyeE uchun
[f(x,y)-g(x)<e, (a<x<b) bo’lsa, uholda ¢(x) funksiya f(x,y) funksiyaning y — vy,
dagi limit funksiyasi deyiladi.

f(x,y) funksiya P={(x,y)eR?* a<x<b, yeEcR} to’plamda berilgan bo’lib oo
E to’plamning limit nuqgtasi bo’lsin.

2-ta’rif. Agar ve>0 olinganda ham vxe[a,b] uchun shunday A=A(s x)>0
topilsaki, | y|> A tengsizlikni ganoatlantiruvchi vy e E uchun |f(x,y)-¢(x) <& bo’lsa,

u holda ¢(x) funksiya f(x,y) funksiyaning y — o dagi limit funksiyasi deyiladi.

1-misol.  Ushbu f(x,y)=x’siny funksiyaning P={(x,y)eR’: 0<x<1, yeR}

to’plamda berilgan bo’lsin. y —>% dagi limit funksiya x*> ekanini ko’rsating.

y—Z <o

Yechish. Agar ve>0 ga ko’ra, §=¢ deb olinsa, unda |y-y,|= 5

tengsizlikni ganoatlantiruvchi vy e R va vx €[0,1] uchun
oz T
y y 2

sin'y —sin | = x2|2sin—2 . cos
2 2 2

<

£ (%, y)-o(x) = ‘xz -siny— xz‘ = ‘xzusin y-1=x°

Sy—Z

<e bo’ladi. Demak, y—>% da  f(x,y)=x’siny funksiyaning limit

funksiyasi
o(x)=1im f(x,y)=limx*siny =x* bo’ladi,

e Yoo
2 2

2-misol. Ushbu f(x,y)=1 )>(<};y2 funksiya P={(x,y)eR?: 0<x<1, yeR}
+

to’plamda berilgan bo’Isin. y — o dagi limit funksiyasini toping.
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Yechish. ¢(x)= lim 1+)>(<{y . =0 ekanligini ko’rsatamiz.

Agar ve>0 ga ko’ra, A=t deb olinsa, unda |y[> A ni ganoatlantiruvchi vyeR
Xe

1>922_ “ o1 . boladi. Demak, 0<x<1 uchun
+ Xy

uchun |[f(x,y)- - -
‘ (X y) ¢’(X)‘ 1+yi2  yx

y = oo da f(x, y)=1+xx3;y2 funksiyaning limit funksiyasi ¢(x)=0 bo’ladi.

Yugqorida keltirilgan misollarning birinchisida, limit funksiya ta’rifidagi 6=«

bo’lib, u fagat ¢ gagina bog’liq, ikkinchisida esa A = b bo’lib, u berilgan £>0 bilan

X
birga garalayotgan x nuqtaga ham bog’liq ekanini ko’ramiz.

Limit funksiya ta’rifidagi ¢ >0 ning garalayotgan x nuqtalarga bog’liq bo’lmay
fagat ¢ gagina bog’liq qilib tanlab olinishi mumkin bo’lgan hol muhimdir.

3-ta’rif. R to’plamda berilgan f(x,y) funksiyaning y — y’ dagi limit funksiyasi
p(x) bo’lsin. ve>0 olinganda ham shunday &=4(¢)>0 topilsaki,
tengsizlikni ganoatlantiruvchi vy € E va vx e[a,b] uchun
fxy)-plx) <s
bo’lsa, f(x,y) funksiya o’z limit funksiyasi ¢(x)ga [a,b] da tekis yaginlashadi deyiladi
va quyidagicha belgilandi: f(x,y)=o(x), x €[a,b].

4-ta’rif. R to’plamda berilgan f(x,y) funksiyaning y — y’ dagi limit funksiyasi
o(x) bo’lsin. v5>0 olinganda ham shunday s,>0, x,<[ab] va
tengsizlikni ganoatlantiruvchi vy, € E topilsaki, ushbu \f (%, ¥)— ><)\>g0 tengsizlik

o’rinli bo’lsa, u holda f(x,y) funksiya ¢(x)ga [a,b] notekis yaqmlashadl deyiladi va
quyidagicha belgilanadi f(x,y)=e(x), x €[a,b].

3-misol. Ushbu f(x,y)=xsiny funksiyaning
P={(x,y)eR?: 0<x<1 O<y<z}
to’plamda limit funksiyasini toping va uni tekis yaqinlashishga tekshiring.
Yechish. Funksiyani P={(x,y)eR?: 0<x<1, 0<y<z} to’plamda qaraylik,
= % bo’lsin. Ravshanki, y —y'= f bo’lganda f(X,y)=xsiny funksiyaning limiti

\/7 ( ) \/7

~~ x ga teng bo’ladi. Demak, ——x. Ve>0 sonni olaylik. Agar s =¢ desak, u

holda |y-vy'|= y-=

4<9 ni qanoatlantlruvchi vy uchun va vx [021] uchun

|f(x,y)—gp(x)|:xsiny—%x:|x| y_%<g

sin y—g‘ =|x

siny sin | <
4
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tengsizlik bajariladi. 3-ta’rifga ko’ra, y—>Z da berilgan f(x,y)=xsiny funksiya o’z
(x)= I

limit funksiyasi ¢(x)=——x ga [0,1] da tekis yaginlashadi.

Xy

Yuqorida keltlrllgan 2-misolda  f(x,y)= v funksiya y —»ooda limit

funksiya o(x)=0 ga notekis yaginlashadi.
Hagigatdan ham, vA>0 sonni olaylik. Agar ¢, = 411’ y, sifatida |y,[>A

tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy y, niva x, :; deb olsak, u holda

1

yl PR
1 1
[f(x,y)-o(x) = 11 =57% =,
1+y,* >
Y1
bo’lib, bu 4-ta’rifga ko’ra y > da f(x, y):))?gy2 funksiya 0’z limit funksiyasi

¢(x)=0 ga [0,1] da notekis yaginlashadi.

4-misol. Ushbu
cos -/nx
flxy)= :

(X y) AN+ 2X X
funksiyaning berilgan to’plamda (M ={ (x,y)eR?* xe[0,+%), yeN cR})
limit funksiyasini toping va uni tekis yaginlashishga tekshiring.

cos~/nx

Yechish. f(x)=1lim f, (x)= f/oiz_ lim */ﬁz 0
n—oo n~>oo N+ 2X n—oo X

1+—
n

em+w)neN,%:w

bo’lib, u [0, + ) da yaginlashuvchi bo’ladi.

Endi yaqinlashish xarakterini aniglaymiz. ve>0 son olinganda ham, no{l}
&

deyilsa, unda barcha n>nq va vx |0, +oo) uchun
COS\/ |COS\/ | 1 1
f(x,y)— f(x - 1

‘\/n+2x‘ Jn+2x noong+1
(Yuqgorida aytilganlardan ko’rinadlkl, n, natural son fagat ¢ gagina bog’liq:

L)

<&

cos -/nx
fix,y)=
(X y) A/n+2X
limit funksiya f(x)=0 ga tekis yaqginlashadi: cos x

AN+ 2X

20, xe[0,+w).
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5-misol.  Ushbu f(x,y)=sin § funksiya

P={(x,y)eR? XxeR; 0<y <+
to’plamda berilgan bo’lsin. y — +co da limit funksiyasini toping va yaginlashish
xarakterini tekshiring.

Yechish.  f(x)=lim f (x,y)= limsin>=0. Agar V&>0 ga ko’ra a="1 deb

y— y—>+© y ¥l

olsak, unda | y|> A tengsizlikni ganoatlantiruvchi vy < (0,+) uchun

)= fx)=

x|
&
Demak, garalayotgan funksiya o’z limit funksiyasiga 4-ta’rifga ko’ra notekis
yaqginlashadi.

Endi f(x,y) funksiyaning limit funksiyaga ega bo’lishi va unga tekis
yaginlashishi hagidagi teoremani keltiramiz.

f(x,y) funksiya P ={x,y)eR? a<x<b, yeE| to’plamda berilgan bo’lib, y, esa
E(E c R) to’plamning limit nuqtasi bo’Isin.

. X X
SIN —| < |—
Yoy
fagatgina ¢ ga bog’lig bo’lmay X ga ham bog’liqdir.

. X
sin——0 <&

bo’ladi. Bu yerda A=

1-teorema. f(x,y) funksiya y —y, da limit funksiya f(x) ga ega bo’lib, unga
tekis yaginlashishi uchun, ves>0 olinganda ham x(x[a,b]) ga bog’liqg bo’lmagan
shunday &=5(¢)>0 topilib, |y—y,[<35, |y'—y,|<o tengsizliklarni ganoatlantiruvchi
vy,y'eE hamda vxelab] uchun |f(x,y)-f(x,y')|<e tengsizlikning bajarilishi
zarur va yetarlidir.

§4.3. Parametrga bog’liq integrallarning funksional xossalari

f(x,y) funksiya P={x,y)eR? xe[ab} yeE <R} to’plamda berilgan bo’lib, y,
nugta E to’plamning limit nuqtasi bo’lsin.

2 -teorema. (Integral belgisi ostida limitga o’tish)

f(x,y) funksiya y ning E to’plamdan olingan har bir tayin giymatida x ning
funksiyasi sifatida [a,b] oraligda uzluksiz bo’lsin. Agar f(x,y) funksiya y —y, da ¢(x)
limit funksiyaga ega bo’lsa va unga tekis yaqinlashsa, u holda

tm 1 y)i = ek @

bo’ladi.
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6-misol. Ushbu P = {(x y)eR? 0<x<1 0<y< 72'} to’plamda berilgan

f(x,y)=xsiny  funksiyaning y—>% da  o(x)= £x limit funksiyaga tekis
yaqinlashishini ko’rgan edik:
2

lim xsiny = ——X.

-7 2

Berilgan funksiya y o’zgaruvchining har bir tayin giymatida x o’zgaruvchining [0,1]
oraliqdagi uzluksiz funksiyasi ekanligi ravshan. Demak, 2- teoremaga ko’ra

V2 N R
lim | xsin ydx lim xsiny |dx —xdx——— =—— ="
i o o [ 2502

bo’ladi.

7-misol. Ushbu hmj—n ni toping.

n—oo X

141+

n

Yechish. Integral ostidagi f(x, y):% funksiya

14142
y

P:{(x,y)eRz; xeR; O<y<+oo}

to’plamda uzluksiz ekanligi ravshandir.

plx)= lim 1(x,y)= lim v

Yoo Yoo l4et]
1+[1+ X]
y

fxy)-px)= -t

1+(1+ ?Jy el [1+(1+ §Jy](1+ e*) |

Agar a=e"™ vax>0 larda In(1+x)<x ekanligini ¢’tiborga olsak, u holda

y[z_i]
ef—e VW

XZ

X——

—e 2y

X

ex[lezyJ .
= <e[1—e_2y]
4

4 B 4 4

e

(% y)-elx) <

%{1— e”} <& tengsizlikni yechib topamiz:
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Agar A= 1 desak, u holda ve>0 ga kora A=

2In(1—46j
e

tengsizlikni ganoatlantiruvchi vy lar uchun va vx €[0] uchun

y>A

N
2In(1—4gJ
e

(X, y)-o(x) = L I P

Yool+e”
1+[1+Xj
y

tengsizlik o’rinli bo’ladi. Bu esa ta’rifga ko’ra berilgan f(x,y) funksiyaning y — +-« da
limit funksiya ¢(x) ga tekis yaginlashishini bildiradi. Demak, 2-teoremaga ko’ra
integral belgisi ostida limitga o’tish mumkin, ya’'ni

1 L 1 ‘de td (e’X +1)
—[1 - - -
J (ij {1 (1+ ) oelpre e 1o
n n
=—Inle™* zz—ln‘e1+ﬂ+ln‘e°+l‘:—ln%+1+In2:ln 2

&

3-teorema. (Integralning parametr bo’yicha uzluksizligi) Agar f(x,y) funksiya
P= {(x y)eR?; xela,b] ye[c,d]}

to’plamda uzluksiz bo’lsa, u holda
b

1(y)= [ f(x y)dx
funksiya [c,d] oraligda uzluksiz bo’ladi.

8-misol. Ushbu  f(x,y)=— = funksiya

x> +y*+1

={(x,y)eR? xe[o1] ye[01]}
to’plamda garalayotgan bo’lsin. Ravshanki, f(X,y) funksiya P to’plamda uzluksizdir.

1
3-teoremaga ko’ra I(y) funksiya ham, ya’ni I(y)='|'2L)§1 funksiya [0,1] da
o X2+ y+
uzluksiz bo’ladi.
t o xdx 1 ' 2+y?
)= =2 e +y?) =
() !x2+y2+1 2 n( ey )0 2 n1+y

4-teorema.( Integralni parametr bo’yicha differensiallash)
f(xy) funksiya P={(x,y)eR? xelab] yelcd]} to’plamda berilgan va y
o’zgaruvchining [c,d] oraligdan olingan har bir tayin giymatida X o’zgaruvchining
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funksiyasi sifatida [a,b] oraliqda uzluksiz bo’lsin. Agar f(x,y) funksiya P to’plamda
f/(f,y) xususiy hosilaga ega bo’lib, u P da uzluksiz bo’Isa, u holda I(y) funksiya ham

[c,d] oraligda 1'(y) hosilaga ega va ushbu
b
1(y)=] 1, (x y)dx (3)

munosabat o’rinlidir.
(3) munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin:

ii f(x,y)dx = Ti f(x,y)dx.
dy 2 dy

Bu esa differensiallash amalini integral belgisi ostiga o’tkazish mumkinligini
ko’rsatadi.

9-misol. Ushbu f(x,y)=In(y’sin?) funksiya

P= {(x y)eR? xe B 721 0<y,<y<y,< +oo} to’plamda uzluksiz hamda

, 2 : : :
fy(x,y)=§ hosilaga ega va u ham uzluksiz. Undan olingan

In(y?-sin® x)dx integralni qaraylik.

1(y)=

BN )N

4-teoremaga ko’ra, 1(y) funksiya hosilaga ega bo’lib,

(in(y?sin*x)f = 2" = 7 bo’ladi.

1'(y)

Il
INER SR

10-misol. Ushbu

2
I(a)=IInl+aCOSX- dx
s l—acosx cosx
integralni hisoblang.

1 1+acosx
In

y azap Xz~ oynca
Yechish. f(x,a)=]008% 1-acosx 2

2a, azap X= % oynca
funksiya hamda
2
fiix,a)= ——s—p—
(x.2) 1-a”cos’ x

funksiyalar P = {(x a)eR?; |al<l-e<1, 0<x< 72[} to’plamda uzluksizdir, shuning

uchun (3) formulani qo’llash mumkin. Natijada
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T dt T
1-a® +t° 1/:|_ a’l

ifodani integrallab topamiz, I1(a)=zarcsina+c.

z
2
!1 a?cos’x

Bundan 1'(a)=

\F

1(0)=0 bo’lgani uchun c¢=0. Shuning uchun esa 1(a)=rzarcsina.
f(x,y) funksiya P={(x,y)eR? xe[ab} yelc.d]} to’plamda berilgan va shu

to’plamda uzluksiz bo’lsin. U holda 3-teoremaga ko’ra
b

1(y)=[ £(x,y)dx

a

funksiya [c,d] oraligda uzluksiz bo’ladi. Binobarin, bu funksiyaning [c,d] oraliq
bo’yicha integrali mavjud.

5-teorema.(Integralni parametr bo’yicha integrallash)
Agar f(x,y) funksiya P={(x,y)eR? xe[ab] yelcd]} to’plamda uzluksiz
bo’lsa, u holda

j y)dy = j{j xydx}dy j“ xy)dy}dx

c

bo’ladi.

11-misol. Ushbu

a

X" —x
I:_([ . dx (0<a<b)

parametrga bog’liq integralni parametr bo’yicha integrallash haqidagi formuladan
foydalanib hisoblang.
Yechish. Ravshanki, (x>0)

x? — x?

b
=Ixydy
. a

b
bo’ladi. Demak, I:Idxjxydy. f(x,y)=x' funksiya P={xy)eR? [01] ye[ab]
0

0

to’rtburchakda uzluksizdir U holda 5-teoremaga ko’ra,

I—Idijydx J‘ydzl—l Z:i

§4.4. Parametrga bog’liq integrallar (umumiy hol)

f(xy) funksiya P={xy)eR? xefab] yelcd]} to’plamda berilgan, vy
o’zgaruvchining [c,d] oraligdan olingan har bir tayin qiymatida f(x,y) funksiya x
o’zgaruvchining funksiyasi sifatida [a,b] oraligda integrallanuvchi bo’lsin.
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x=aly), x=p(y) funksiyalarning har biri [c,d] da berilgan va vy e[c,d] uchun

a<a(y)< ply)<b (5)
bo’lsin. U holda
Bly)

H(y)="[ f(xy)dx 6)
a(y)
integralning mavjudligi va u parametr y ga bog’ligligi ravshandir. Bu (6) integral (1)
o’rganilgan integralga (garaganda umumiyroqdir. Hagigatan ham, (6) da
a(y)=a, p(y)=b, (yelc,d]) bo’lganda bu integral (1) ko’rinishdagi integralga keladi.
Endi (6) ko’rinishdagi integralning xossalarini keltiramiz:

6-teorema. f(xy) funksiya P={(x,y)eR?* xe[ab] yelcd]} to’plamda
uzluksiz va (5) shartni ganoatlantirsin. U holda r(y)zj:((yy)) f(x,y)dx funksiya ham [c,d]

oraliqda uzluksiz bo’ladi.

7-teorema. f(xy) funksiya P={(x,y)eR?: xe[ab] yelc,d]} to’plamda
uzluksiz, f/(x,y) xususiy hosilaga ega va P da uzluksiz, afy). A(y) funksiyalar
a'(y), p'(y) hosilalarga ega va ular (5) shartni ganoatlantirsin. U holda 1(y) funksiya
ham [c,d] oraligda hosilaga ega va

)= 10y cs BB ) ()

aly)
munosabat o’rinlidir.

7-teorema shartlari  bajarilganda  I(y) funksiyaning [c,d] oraligda
integrallanuvchi ekanligini kelib chigadi.

b+a
12-misol. Ushbu T (a)= j

a+ta

N 4x  integral uchun I (&) ni toping.

Yechish. Yuqorida keltirilgan 7-teorema shartlarining bajarilishini tekshiramiz:

f(x,a)= sinxax funksiya x=0 da uzluksiz, f'(x,a)=cosax €sa P da uzluksiz bo’ladi.

(a+a) =(b+a')=1
(7) formulani go’llab quyidagini topamiz:

b+a N -
T(a)= I COSade+Slna(b+a)_sma(a+a) i
b+a A+

at+a

B sina(b+a)_sina(a+a)+sina(b+a)_sina(a+a)

a a b+« a+a
:(£+ ! jsina(b+a)—£l+ ! ]sin a(a+a).
a b+a a ata

S7



4.1. uchun misollar.
Quyidagi funksiyalarning berilgan to’plamda limit funksiyalarini toping:

1. f(x,y)=xsiny, P={xy)eR?: 0<x<1, yeR} y0=%
2.1 (xy)=xy, P:{(x,y)eRZ: xe[0,1], ye[O,l]}, y, =1
3.f(xy)=x", P={xy)eR?: xe[01] yeod], y,=1
4.f(x,y)=x3cos%, P={(x,y)eR2: X € [0,+00), ye[o,oo)}, y = +o0

5-f(X'Y)=3/X3+%, Pz{(x,y)eRz: xeR, O<y<+oo}, Y, = +0
y

6. f(x,y)=x’siny, P={(xy)eR?: xeR, O<y<z} yO:%
7. f(x,n)=narctgnx, P:{(x,y)eRz: 0< X< +oo, neN}, n, =

8 f(x,n)=x4cosn— P={(x,n)eR?: 0<x<+x, neN} ny=oo
X

9. f(x,n)= X’ P={(x,n)eR?: 0<x<+x, neN} nj=oo

Y x43n+2 R T ’ B

10. f(x,n)=e P:{(x,y)e R®: —1<x<1, neN}, N, =

11.f(x,n):1+r:ixz, :{(x,n)eRZ: 1< X < +oo, neN}, n, = oo

12. f (x,y)=(x-1)arctgx’; P{(x,y)eRz; xe(0,+), ye(0,+oo)}, Y, =+

13.f(x,n):n(xi—1}, P={(xy)eR®: xe[L3], neN}, n=o

1 1
14.f(x,n)=n(x”—x2”], P={(xy)eR?: xe(0+) neN} n,=+mx

15. f(x,n)=/nsin——, P={xn)eR’: xeR, neN} n,=+x
rh/ﬁ

16. f (x,n)=¥1+x",  P={(x,n)eR’: xe[0,2], neN}, n =+w
17.f(x,n)=f/c%, P={(x,n)eR?: xe[0+o} neN} n,=o

18. f(x,n)=x"-x"?, P={(x,n)eR?: xe[0l} neN} n,=-+u
19.f(x,n)=|nnzx, P={(x,n)eR?: xefl4cc) NeN} ny=-+w

nx
20. f(x,y)=e", P:{(x,y)eRz: 1< X < +o0, 0<y<+oo}, Y, = +00

4.2. uchun misollar.

Quyidagi funksiyalarning berilgan to’plamda limit funksiyalarini toping va uni
tekis yaginlashishga tekshiring:

1f(xy)=e", P={(x,y)eR*: xe[L+x), ye(0,+0)}, y,=+o
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2.f(x,y):\/§siny—\7y, P={xy)eR’: xeR?, ye(0+n), y,=+x

3.f(x,y):x—13005§, P={(xy)eR?: 0<x<l, O<y<+oo} Yy, =0

4.f(x,y)=sin§, P={(x,y)eR2: xeR, O<y<+oo}, Y, = +00

5.0mmuoka! OO0beKT He MOXKeT OBITH CO03JaH W3 KOJAOB
pelIaKTUPOBaHMSI.

6.0muoka! OO0LEeKT He MOKeT OBLITh CO3JaH W3 KOJOB
peIaKTUPOBaHMSI.

7.0muoka! OO0BLeKT He MOKeT OBLITh CO3JaH W3 KOJIOB
peIaKTUPOBaHMSI.

8.0mmoka! OO0beKT He MOXKeT OBITL CO03JaH W3 KOJO0B
peIaKTUPOBAHMS.

9. f(x,n)=sin" x, P={(X,n)eR2: XE(O,ZJ, neN}, N, = +o0

10.

11.
12.

13.

14,

15.
16.

17.

18.

19.

20.

f(x,n)::‘(ln(uﬁ, P={xn)eR?: xe(010), neN}, ny=-+w
fx,n)=x"+x"—2x*",  P={xn)eR?: xe[01] neN} ny=+w
f(x,n)_sm(lz:x), P:{(x,n)eRZ: X € [1,+00], neN}, N, = +o0
f(x,n):siniz, P:{(x,n)eRZ: X e R, neN}, N, = +o0
n
f(x,n):inT‘/:_Z(, P={(xn)eR’: xe[5+0] ReN} &>0, n,=-+o
fon)=" p_{(xn)eR?: xefltw) neN} n,=-to
nx
f(x,n)=x", P:{(X,n)eRZZ 0<x<48, 0<o<], neN}, N, = -+oo
2
f(x,n)= zn _, P={(xn)eR?: xe[-11] neN} n,=-+o
n? +x
f(x,n)=a\/r%(, P={(x,n)eR?: xe[0+x), neN} n,=-+o
f(x,n)= x+%—\/;, P={(x,n)eR?: xe[0+o) neN} n, =+

f(x,n)znsin(n—lxj, P={(x,n)eR?: xe[l+) neN} n,=+ox

4.3, 4.4 uchun misollar.
1.Ushbu I(y):j:)?lsz();)zdx, f(x)eC[0,1], f(x)>0 funksiyani uzluksizlikka

tekshiring.
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2.Ushbu 1(y)= j:XdiX funksiyani uzluksizlikka tekshiring. Integral

x> +y*+1
ostidagi  f(x,y)= 2X21 funksiya P={xy)eR?: xe[01] ye[01]} to’plamda
X“+y +
berilgan.
Quyidagi integrallarni hisoblang:
lta 1
3.1im %; 4, Iimf»\/xzﬂx dx ;
a—0 ° 1+ X+« aao_l

2 ta dX
5.Iim'|'x2 cos axdx; 6. lim | ——;
w0 a>0 Y 14+ X+

a
s

2
7. lim e ®"dg.

R—o

Quyidagi funksiyalarning hosilalarini toping'

8.1(a)= J.In(lim[X)dx; 9. I(a J'e‘“ﬁdx
0 sina
b+a _: ata

10.1(a) = _[ smxax dx; 11. l(a)= jf(x+a,x—a)dx;
a+a 0

12. 1 (e jdx Iasm x +y -« )dy 13. 1( je‘x Ydy;

X—a

14.F (x I x+y) f(y)dy, f(x)-differensiallanuvchi funksiya bo’lsa, F’(x) ni
0

toping.
Quyidagi integrallarni hisoblang:

1
(a>0,b>0); 16, [2roex. X

X x/l—X2 ’

o

1 ,b
15. [ 2"
o Inx

1
Ko’rsatma: amgx:j d’: - munosabatdan foydalaning.
X s 1+ Xy
2 .
17. jln(a sin® x +b? cos’ x)dx ; 18. II (1 2acosx+a’ Jdx ;
0 0
: :
10. Iarctg(atgx)dx; 20. J-|n1+ac.osx' dx (lakY:
S (¢) o l—asinx cosx
1 b a
21. J.sin[lnljx —~_dx, a>0, b>0.
0 x) Inx
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§4.5. Parametrga bog’liq xosmas integral tushunchasi

f(xy) funksiya P={(x,y)eR?: xela+wx) yeEcR| to’plamda berilgan
bo’lib, y o’zgaruvchining E to’plamdan olingan har bir tayin qiymatida X
o’zgaruvchining funksiyasi sifatida [a,+) oraligda integrallanuvchi, ya’ni

+00

If(x,y)dx (yeEcCR)

a

xosmas integral mavjud va chekli bo’lsin. Bu integral y o’zgaruvchining qiymatiga
bog’liq bo’lib,

1(y)= [ f(x y)ix (1)

integral parametrga bog’liq chegarasi cheksiz xosmas integral deb aytiladi.

f(x,y) funksiya P={(x,y)eR?: xe[01} ye[o1]}
P"={x,y)eR?: xe(-o+x), yeEcR} to’plamda berilgan va y o’zgaruvchining E
dan olingan har bir tayin giymatida f(x,y) — x ning funksiyasi sifatida
(—o0,a] ((—o0,+0)) da integrallanuvchi bo’lsin. Bunda

a

"(y)= [ 1 (xy)x (u“(y)sz(x,y)dxj @)

—00 —00

integral ham parametrga bog’liq chegarasi cheksiz xosmas integral deb ataladi.
f(x,y) funksiya P={(x,y)eR?: xe[ab), yeEcR} to’plamda berilgan, b-
maxsus nuqta bo’lib, E to’plamdan olingan u ning har bir tayin giymatida [a,b)

oraliqda integrallanuvchi, ya’ni
b

If(x, y)dx (xe€E)

a

xosmas integral mavjud bo’lsin. Bu integral ham y ning giymatiga bog’liq bo’lib,

()= ] £x y)ox ©)

a

integral parametrga bog’liq chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali deb
ataladi.
f(xy) funksiya P/={xy)eR?: xe(ab] yeE <R} to’plamda berilgan va y
o’zgaruvchining E dan olingan har bir tayin giymatida f(x,y) — x ning funksiyasi
sifatida garalganda (x=a maxsus nugta) bu funksiya (a,b] da integrallanuvchi
bo’lsin. U holda
b

1,(y)= | f(x y)dx 4)

integral ham paramaterga bog’liq chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali
deb ataladi.

Umumiy holda, parametrga bog’liq chegaralanmagan funksiyaning chegarasi
cheksiz xosmas integrali tushunchasi ham yuqoridagidek kiritiladi.
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f(x,y) funksiya P,={xy)eR?: xe(c+») yeEcR} to’plamda berilgan, y
o’zgaruvchining E to’plamdan olingan har bir tayin qiymatida f(X,y) ni X
o’zgaruvchining funksiyasi sifatida qaralganda (x=c maxsus nugta) bu funksiya
(c,+0) oraligda integrallanuvchi, ya’ni

+00

j f(x, y)dx

cheagaralanmagan funksiyaning chegarasi cheksiz xosmas integrali mavjud bo’lsin.
Bu integral y ning giymatiga bog’liqdir:

+00

1,(y) = [ £(x y)ix (5)

integral parametrga bog’liq chegaralanmagan funksiyaning chegarasi cheksiz xosmas
integrali deb ataladi.

Masalan, 1) |(a):+fj§ (250, a>0), 2) j (Xf'xa)a ,
3) j - i ;o) 4) rla)- :‘jx“lexdx

integrallar parametrga bog’liq xosmas integrallardir.

f(x,y) funksiya P = {x,y) e R : x e [a+), y e E c R} to’plamda berilgan,
y o’zgaruvchining E to’plamdan olingan har bir tayin giymatida f(X,y) x
o’zgaruvchining funksiyasi sifatida [a+w) da integrallanuvchi bo’lsin. U holda

chegarasi cheksiz bo’lgan xosmas integral ta’rifiga ko’ra ixtiyoriy [a,t] da (a <t < +o)
t

F(t.y)=] f(x y)x (6)
integral mavjud va
I(y):j f(x,y)dx:tl_i)rEOF(t,y) (7)

Demak, (6) va (7) integrallar bilan aniglangan F(t,y) va I(y) funksiyalarga ega
bo’lamiz va I(y) funksiya F(t,y) funksiyaning t— +w dagi limit funksiyasi bo’ladi.

5-ta’rif. Agar t—-+oo da F(ty) funksiya o’z limit funksiyasi I(y) ga E
to’plamda tekis yaginlashsa, u holda

+00

1(y)= [ f(x y)ix

a

integral E to’plamda tekis yaqinlashuvchi deb ataladi.

6-ta’rif. Agar t— -+ da F(t)y) funksiya o’z limit funksiyasi I(y) ga E da
notekis yaqginlashsa, u holda

+00

1(y)= [ f(x y)ix

a

integral E to’plamda notekis yaqinlashuvchi deb ataladi.
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(7) integralning E to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’lishi quyidagini anglatadi:
1) I f(x,y)dx xosmas integral y o’zgaruvchining E to’plamdan olingan har bir

tayin giymatida yaqginlashuvchi;
2)ve >0 olinganda ham, shunday &=o(s)>0 topiladiki, vt>& va vyeE
uchun

+o0

I f(x,y)dx

t

<&

bo’ladi.

400

jf(x, y)dx integral E to’plamda yaginlashuvchi, ammo u shu to’plamda

a

notekis yaknilashuvchi degani quyidagidan iboratdir:

1) I f(x,y)dx xosmas integral y o’zgaruvchining E to’plamdan olingan har bir

tayin giymatida yaqginlashuvchi;
2)vs>0 olinganda ham, shunday &,>0, y,eE va t;>6 tengsizlikni
ganoatlantiruvchi t, e[a,+) topiladiki,

+00

J'f(x,yo)dx

4

2 &,

bo’ladi.

13-misol. Ushbu
1(y)= _[ ye™@dx, ye(0,+x) (8)
integralning yaginlashish xarakterini tekshiring.

A
Yechish.  Avvalo F(A y):jye’xydx (0< A<+w0) integralni garaymiz.
0

A
F(Ay)= j ye ¥dx=—e™ ‘: =1-e” (0<A<+o)
0
y o’zgaruvchining E =(0,+«) to’plamdan olingan har bir tayin giymatida
lim F(Ay)= lim (l-e®)=1

bo’ladi. Demak, (8) xosmas integral ta’rifga ko’ra yaqinlashuvchi.
Endi (8) integralni tekis yaginlashuvchilikka tekshiramiz:

jye’xydx:e”*y ekanini hisobga olgan holda vA>0 deb olib 50:;,A0>A
A

tengsizlikni  ganoatlantiruvchi  vA, uchun y(’zﬁl\o deb olsak, u holda

+o0

I yoe Yedx

_e M —et s Loy bo'ladi.
A 3
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Bu esa (8) xosmas integral (0,+c) oraliqgda notekis yaginlashuvchi ekanini bildiradi.
E to’plam sifatida [c,+w)c(0,+e0) bo’lsin, bunda ¢ - ixtiyoriy musbat son. U holda

Ve >0 olinganda ham (0<e<1) 6= (1;'”1 deyilsa, YA> A va Vy e[c,+) uchun
&

1,1
—-e—In=

+o0
.[ye‘xydx —eV<e ¢ =g

A

bo’ladi. Demak, (8) integral [c,+o)c (0,+0) da tekis yaginlashuvchi.
f(x,y) funksiya P ={(x,y)eR?: xe[a+x), yeE R} to’plamda berilgan va

+00

1(y)= [ f(x y)dx 9

a

integral mavjud bo’lsin.

8-teorema. (Koshi teoremasi). (9) integral E to’plamda tekis yaqinlashuvchi
bo’lishi uchun Ve >0 olinganda ham, shunday A=A(¢)>0 topilsaki, A'>A, A">A
tengsizliklarni ganoatlantiruvchi A’, A” va vy e E uchun

.
If(x, y)dx
A
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlidir.

8-teoremadan misol va masalalar yechishda foydalanish murakkabroq bo’lgani
sababli tekis yaginlashishga tekshirish uchun qulayroq alomatlarini keltiramiz.

<&

9-teorema. (Veyershtrass alomati) f(x,y) funksiya
P:{(X,y)e R?: Xe[a,+oo), yeEc R}

to’plamda berilgan, I(y):j f(x,y)dx integral mavjud bo’lsin. Agar shunday ¢(x)

a

funksiya topilib (x [a,+»)), Vxela+w) va vyeE uchun [f(xy)<e(x) bo’lsa,

J:oo(p(X)dX xosmas integral yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda

+00

I(y)=J' f(x y)dx

a

integral E to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.

14-misol. Ushbu

+00

COS Xy
I 1+ x?

dx, yeR

0

integralni tekis yaqginlashishga tekshiring.
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cosxyl 1 aranini hisobga olsak va ¢(x)= 1

Yechish. Agar <
J 1+x%| 7 1+x2 1+x°

deyilsa, u

+o0

holda j @(x)dx =%, yaginlashuvchi bo’lgani uchun Veyershtrass alomatiga
0

ko’ra berilgan integral R da tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.

10-teorema. (Abel alomati). f(x,y) va g(x,y) funksiyalar
P:{(x,y)e R?: Xe[a,+oo), yeEc R}
to’plamda berilgan, y o’zgaruvchining to’plamdan olingan har bir tayin giymatida
g(x,y) funksiya x ning funksiyasi sifatida [a,+20) da monoton funksiya bo’lsin.

+00

Agar [f(xy)x integral E to’plamda tekis yaginlashuvchi va v(xy)eP uchun

a

+00

g(x,y)<C (C=const) bo’lsa, u holda jf(x,y)g(x,y)dx integral E da tekis

a

yaqinlashuvchi bo’ladi.

15-misol. Ushbu fsi¥e%x (ye E=[0,»)) integralni tekis yaginlashishga
tekshiring.

Yechish. Agar f(x,y)= S';'X g(x,y)=e™ deb olinsa, Abel teoremasi shartlari
bajariladi, ya’ni
¢ Sin X ax=
X 2
Demak, berilgan integral 10-teoremaga ko’ra E=[0,+o) da tekis yaginlashuvchi

bo’ladi.

g(x,y)=e" <1, VyeE=[0+x) va

0

11-teorema. (Dirixle alomati). f(x,y) va g(x,y) funksiyalar
P:{(x,y)e R?: Xe[a,+oo), yeEc R}
to’plamda berilgan bo’lib, VA>a hamda vy € E uchun

A

.[ f(x, y)dx

a

bo’lsa, va g(x,y) X bo’yicha monoton, x—+w da limit funksiyasi ¢(y) ga tekis
yaqginlashsa, u holda

[ f O y)aix yydx
integral E da tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.

<C (C=const)

16-misol. Ushbu
‘Fsinxy

J

0

dx (yeE=[L2])
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integralni tekis yaqginlashishga tekshiring.
Yechish. Agar f(x,y)=sinxy, o(x,y)= deyllsa unda vt >0, vy e[L2] uchun

t

I f(x, y)dx

0

costy

jfsin xydx| =
0

<2 bo’ladi. x>+ da g(x,y):)l( funksiya E da

nolga tekis yaginlashadi, ya’ni g(x,y):% ~ 0. Demak, berilgan integral Dirixle

alomatiga ko’ra E=[1,2] da tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.

4.5. uchun misollar.
Quyidagi integrallarni ko’rsatilgan oraliglarda tekis yaginlashishga tekshiring:

o dx “ .
l.| ———, (0<a<+x); 2. | e®sinxdx, (0<a,<a<+w);
J‘(x—a)2+1 ( =) -([ (0<2 *)
3. Ismx X, (p=0); 4. +jiox/ge“"‘xzdx, (0<a<+wx);
01+p 0

5 ] cos axadx |

T (—o<a<+mw); 6. J‘e*(xfa)2 dx, aeR;
+

0

7. j g™ @dx, (0<a<+w), bu yerda p>0 — tayinlangan
1

X
S.Texz(“yz)sin xydx, (-o<y<+o0); Q. Tlnp X dx, (0< p<10);
0 1 Xﬁ
10. _[ %e‘“xdx, (0<a<+wx); 11. j x“e *dx, (a<a<b);
0 1
12. f e cosaxdx, (0<a, <a<+w0); 13. I e’(x’a)zdx, (-l<a<l);

14. I e 2 dx, (—o<a <o)

15. J- sin axsm,Bxdx’
X

+00 2
16, [ APV oy 0, 10)

(ae[a,b],0<a<b)

17. I x* e dx, (0<a, <a<h, <+w);

1

18jX

1

19. !i‘:ng, (yeE:(—OO,+oo)); 20. -([ ye’xde, (yE[C,OO],C>O).

a-1

(0<a, <a<h, <1);
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§4.6. Parametrga bog’liq xosmas integrallarning funksional
xossalari

f(x,y) funksiya P={(x,y)eR’: x&[0,+x), yeEcR} to’plamda berilgan y, E

to’plamning limit nuqtasi bo’lsin.

11-teorema. f(x,y) funksiya 1) y o’zgaruvchining E dan olingan har bir tayin
giymatida X o’zgaruvchining funksiyasi sifatida [a,+0) da uzluksiz; 2) y -y, da
V[a, Al (a< A<+x) oraligda ¢(x) limit funksiyaga tekis yaqinlashuvchi bo’lsin,

Agar 1(y)= _[f(x, y)dx integral E da tekis yaginlashuvchi bo’lsa, u holda y —y, da

a

Y=>Yo

I(y) funksiya limitga ega va lim I(y):yliny1 ff(x, y)dx:j(p(x)dx munosabat
o’rinli bo’ladi.

12-teorema. f(x,y) funksiya P={xy)eR?: xe[a+x) ye[cd]} to’plamda
berilgan va uzluksiz bo’lib, I(y)=Tf(x,y)dx integral [c,d] oraligda tekis

a

yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda I(y) [c,d] oraliqda uzluksiz bo’ladi.

13-teorema. f(x,y) funksiya P={xy)eR?*: xe[a+x), ye[cd]} to’plamda
uzluksiz f;(x,y) xususiy hosilaga ega va u ham R da uzluksiz bo’lib, y e[c,d] da

+00

1(y)= [ f(x y)ix

integral tekis yaqinlashuvchi bo’lsin. Agar .[:Ofy’(x y)dx integral [c,d] da tekis
yaginlashuvchi bo’lsa, u holda I(y) funksiya ham [c,d] oraligda 1'(y) hosilaga ega
bo’ladi va
)= [ 1,(xy)dx
b

munosabat o’rinli bo’ladi.

+00

14-teorema. f(x,y) funksiya R to’plamda uzluksiz va 1(y)= j f(x,y)dx integral

[c,d] oraligda tekis yaqinlashuvchi bo’lsin. U holda I(y) funksiya [c,d] oraligda
integrallanuvchi va

j y)dy = j“ xydx}dy j“ xy)dy}dx

c

munosabat o rmh bo’ladi.
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f(x,y) funksiya D={(x,y)eR*: xe[a+w), ye[c+o)} to’plamda berilgan bo’Isin.

15-teorema. f(x,y) funksiya D to’plamda uzluksiz. ff(x,y)dx, ff(x,y)dy

a C

integrallar mos ravishda [c,+), [a,+0) da tekis yaginlashuvchi bo’lIsin.
Agar +J‘ +Jzof(x, y)dx}dy (yoki +J‘ +Jzof(x, y)dy}dx) integral yaqinlashuvchi bo’lsa, u
holda . -

] Tf(x, y)dy}dx (yoki ] +Jzof(x, y)dx}dy)

integrallar yaqinlashuvchi va o’zaro teng bo’ladi.

17-misol. Agar f(x) funksiya [0,+) oraligda uzluksiz va chegaralangan bo’lsa,
ushbu

T yE(x
li = f
yl—rg /4 J.X + y d (O)
munosabatni isbotlang.
Isbot. x=zy almashtirish olaylik (z>0, y>0), u holda

%f yf (%) dx:?ff(zy)dz,

o X2 +y? 1+72°
f(zyz‘s M vaj M gz="m
1+z \ 1+z2° 1+ 27 2
bo’lgani uchun, Veyershtarss alomatiga ko’ra, EI yf(xz dx integral tekis
Ty X+y

yaqginlashuvchidir.

Ravshanki, "mlf(zyz)_lf (OZ Ve>0 gako’ra §>0, V|y|<s uchunva vze(a,b) larda
y=01+4+2 +Z

f(zy) _ f(0)| _|f(zy)-£(0)
1+22 1+72| 1+22 |
11-teoremadan foydalanib topamiz,

<& tengsizlik o’rinlidir.

lim— yf( )d =lim _[ (y)dz:z Ilmf(zy)dz=
20 0 X2+ y? V0 v 1472 m ey vo0 14722
(0) 27 dz
=— dz=f (0 = f(0).
J.1+z () Il+z ()

18-misol. I(a):]wc?(#dx, (a>0) funksiyani uzluksizlikka tekshiring.
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Yechish. f(xa)="2% funksiyaning P, ={xa)eR?: 1<x<+w, a>e>0}
X
to’plamda uzluksiz ekani ravshan. Endi integralni tekis yaginlashishga tekshiramiz:

A
J'cosxdx:sinA—sinl bo’lib, <2 bo’ladi, ve>0, uchun 3A=A(g)>0
1

A
Icos xdx
1

InE

topiladiki, v|x|, Ya>e&>0 lar uchun ia<g bo’ladi. (A(s)=—£ qilib olsak bo’ladi).
X &

Bu esa ia funksiyani x — +o0 da limit funksiya nolga tekis yaqinlashishini bildiradi.
X

Dirixle alomatiga ko’ra, berilgan integral tekis yaqginlashuvchi bo’lib, 12-teoremaga
asosan I(a) funksiyaning uzluksizligi kelib chigadi.

+00

19-misol. I(a):je“3i¥dx, ae[0,c] ¢>0 integral hisoblansin.

Yechish. Ravshanki, f(xa)=e %(f (0,a)=1) funksiya

M ={x,a)e R?: xe[0,+), ac[0,c], ¢>0 to’plamda uzluksiz ya’ni f eC,, .
f/(x,a)=—e*sinx xususiy hosilaga ega va u ham uzluksiz funksiya. Quyidagi

[ f.(xa)dx=—[e*sinxdx integral esa a>a, (a, >0) da tekis yaginlashuvchi.
0 0

13-teoremaga ko’ra, 1'(a)= j(e‘ax S":( XJ alx=— _[e‘ax sin xdx = —
0 0

bo’ladi. Demak,

1+a?

|(a)=-arctga+c, a=+o bo’lganda I(+20)=0 bo’lib, —%+C=0,:>C=% bo’ladi.

Demak, 1(a)= Ie‘”%dx=%—arctga.
0

4.6. uchun misollar.

+o0

1. lim | e *dx, munosabatda limit belgisini integral ostiga kiritish mumkinmi?

a—>+0

2. lim | :jx , ni toping.
oo o X +1

3. F(a):Te‘(x‘“)zdx funksiyani uzluksizlikka tekshiring.
0

4
1SIN—
4, I(a):j Xax dx funksiyaning 0 <« <1 da uzluksizlikka tekshiring.

0
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Quyidagi funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring'

T xdx T osinx
51(a)= X , a>?2 O<a<?2
@-]7% (@) gxa s (0<a<2)
7. 1(a)= ! |si(:1X|“ dx,(0<a <1) 8. I lae-ax d, aeR
j %% __dx funksiya —oo<a <o da uzluksiz va
01+ x+a

differensialIanuvchiligini isbotlang.

ax —bx b
10.° —J'e ¥dx tenglikdan foydalanib quyidagi integrallarni hisoblang.

0 amaf _ q=px
a) jx—cosmxdx,(a>0, B>0);

V) ITfsinmxdx, (a>0, p>0).

Quyidagi integrallarni hisoblang:
13, J-cosax 14 Tsinax—sinbx

dx, 0, 0),;
1+ x? 5 X X (a> ﬂ>)

15.]%}005@(&, (a>0, b>0); 16. +j)osin(xz)dx;
0 0

17.Tcos(x2)dx; 18. +jﬁde;

0 X

19. J-smx 20. J'

a-1

§4.7. Eyler integrallari

I. Beta funksiya (1-tur Eyler integrali). Ushbu
B(a,b)=[x**(1-x)""dx (a>0, b>0) integral Beta funksiya yoki 1-tur Eyler
0

integrali deb ataladi.
Beta funksiyaning xossalari:
1.B(a,b)=B(b,a);

b-1
Z'B(a’b):a+b—1

B(a,b-1),(b>1);
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3.B(a,n)= n-t n-=z 1 B(al), neN;
a+n-1 a+n-2 a+l1
4.B(al-a)=—2—, (0 1):
(a a) sinarx (<a<)
5. B(l Ej:ﬁ
2 2

1. Gamma funksiya (2-tur Eyler integrali). Ushbu
r'(a)= fxa‘le‘xdx, (a>0) integral Gamma funksiya yoki 2-tur Eyler integrali deb
0

ataladi.
Gamma funksiyaning xossalari:

a)= lim n® 1.2-3---(n-1)
1. I(a)= lim a(a+1)---(a+n-1)’

2. T(a+1)=al(a);
3. r(n+1)=nt;
4, F( ) (0 +o0) da uzluksiz va barcha tartibdagi uzluksiz hosilalarga ega va

Ix *1e(Inx)" (n=12..);
_ r(«’ﬂl)F(b) .
5-Bla.b)= a+b)’
6. @) (L-a)=Blai-a)= " - (r(;j _ Ej

2a-1

7. r(a)r[aJrlj = zxf r'(2a) (Lejandr formulasi).

20-misol. Ushbu 1 = fe‘xzdx integralni hisoblang.

0
Yechish. x*=z almashtirishni olsak, 2xdx=dz

40 1
——J’—dt —Ie’t- 2dt_1 t2 tdt——r(l} Lz
2 \2) 2

NI

21-misol.  Ushbu 1 :jsin4 xcos’ xdx integralni hisoblang.
0

Yechish. sinx =/t (t>0) almashtirish olsak, d(sinx)=d(+ft);

cos Xdx = idt ,

2.t
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1 1

dX=—— .~ dt,

2. /1—sin2x A/t

1 1

dx=-——-—_.— buyerdan

2./@-t) t Y
% 1 1 1 E
j(sinzx)z(l—sinzx)dx:ljtz-(l—t)- L idtzlj(l—t)thdtz
0 29 (1_t)§ t 29

4.7. uchun misollar.
Eyler integrallaridan foydalanib quyidagi integrallarni hisoblang:

+oo 2 1 a1 -a
1. jx—d)i 2. IX X X, (0<a<l);
01+X 5 1_X
1 b
3. J\/x—xzdx; 4, Ixzx/bz—xzdx, (b>0);
0 0
¢ dx 4/x
5. , n>1); 6. dx;
'l-“l—x” ( ) '[ (1+ X)2
o 3
7. I dxg; 8. J'sinexcos“xdx;
o 1+ X 5

Q. jw x2"e™dx, (n - butun musbat); 10. f Lﬂ.

0 o(1+ X2)

Quyidagi integrallarni Eyler integrallari orgali ifodalang va mavjudlik sohasini
aniglang.

>

4
8
3
iR

m-1

X

1.1 X4 (n>0); 12. ix
-([l+ X" ( ) '([(1+ X)"
¢ dx 2
13. I , (m>0); 14. jsin"‘xcos”xdx;
o v1-—x" 0
7 1o
15. jtg”xdx; 16. Ie‘xndx, (n>0);
0 0
17. [x"edx; 18. [ x"e™Inxdx, (a>0);
0 0
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00

19. |
0

xIn x
1+ x3

dx ;

73




=

9.

. Huxonwsckuii C.M. Kypc matematnueckoro ananusa. 1,2 . M. “Beicmias mkouna’

ADABIYOTLAR

Asnapos T.A., Mancypos X.T. Matemaruk ananus, 2 k. T. “YkuryBun” 1995,
®uxrtenronbll I'M. Kypc nuddepeHinmnanbHOro U MHTETPATIbHOTO HCUUCICHUS.
1,2,3 1. M. “Hayxka” 1970.

. CapgynnaeB A., MauncypoB X.T., Xynoitoepranos I'., Bapucos A.K., Fynomon P.

MaremaTuk aHanM3 KypcuaaH MHCON Ba Macamamap tymiamu. 1,2 k. T.
“YxuryBun”1993, 1995.

. demunoBry B.I1. COopHMK 3a7a4 M yNpaKHEHUW MO MaTEMaTUYECKOMY aHaJIM3.

M. “Hayka” 1990.

. Umpunr B.A., CagoBanunii B.A., CegnoB b.X. Marematndeckuii anamu3. 1,2. T.

M., “Hayka” 1979.

. 3opuu B.A. Maremarnueckuii ananus. 1,2 T.M. “Hayka” 1981.
. Mamupos VY., Mapaues P. Maremaruk ananu3 I, II, Maspy3anap marhHm.

Camapxkang. 2004, 2006.

bl

1975.
Nnena B.A., Ilo3usk D.I'. OcHOBBI MaTemaTtuyeckoro anammza. 1,2.1. M.

“Hayka” 1980.

10. KyapsisueB A.Jl. u np. COOpHUK 3aa4 10 MaTeMaTH4YecKkoMy aHanu3y 1,2 1. M.

“Hayka” 1984. 1986.

11. Kynpssues JI.JI. Kypc Mmarematnueckoro ananuza. 1,2 1. M. “Beicias mkomna”

1981.

74



