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So‘z boshi

Mazkur darslik Davlat ta’lim standartlari talablariga mos ravishda
o’zbek, rus va boshqga xorijiy tillarda yozilgan adabiyotlar asosida tuzilgan
bo‘lib u oliy o‘quv yurtlarida 5130100-matematika, 5140300-mexanika,
5130200-amaliy matematika va informatika hamda 5140200-fizika
yo‘nalishlarida bakalavr tayyorlash o‘quv rejasiga moslashtirib yozilgan.
Darslik bob va paragraflarga ajratilgan bo‘lib, unda oddiy differensial
tenglamalar nazariyasining asosiy tushunchalari bayon gilingan. Shu bilan bir
gatorda amaliyotda uchraydigan differensial tenglamalarning yechish usullari
batafsil yoritilgan. Bundan tashgari mazkur darslikda saralangan iqtidorli
talabalardan tashkil topgan maxsus guruh a’zolarini inobatga olgan holda
“Oddiy differensial tenglamalar” fanining namunaviy dasturiga qo‘shimcha
ravishda ayrim dolzarb mavzular ham Kkiritilgan. Jumladan, differensial
tenglamalar sistemasi birinchi integrallarining mavjudligi va ularning
Gomelton tenglamalar sistemasini integrallashga tatbigqi hagidagi Liuvill
teoremasining isboti keltirilgan.

Darslikning VII bobida yoritilgan mavzudan talabalar kurs ishlarini
hamda bitiruv malakaviy ishlarini yozishda foydalanishlari mumkin.

Ushbu darslik muallifning ko‘p yillik mehnat faoliyati davomida UrDU
fizika-matematika va SamDU mexanika-matematika fakultetlarida “Oddiy
differensial tenglamalar” fanidan o‘qigan ma’ruzalari va olib borgan seminar
mashg‘ulotlari davomida orttirgan tajribalariga tayangan holda yozilgan. U
yetti bobdan iborat bo’lib, oddiy differensial tenglamalar nazariyasining
asosiy tushunchalarini bayon qilishga bag’ishlangan.

Darslikning | bobi birinchi tartibli oddiy differensial tenglamalar,
ularning turlari, ularga qo’yiladigan Koshi masalalari va yechimga egaligi
haqidagi tasdiglarni isbotlarini bayon qilishga bag’ishlangan. II bobida xuddi
shu masalalar yuqori tartibli differensial tenglamalar uchun bayon gilingan.
Bu bobda differensial tenglamalar uchun boshlang’ich masalalardan tashqari,
ikki nugtali chegaraviy masalalar va ularni yechish usullari ham bayon
gilingan. 111 bobi differensial tenglamalarni gatorlar yordamida integrallashga
bag’ishlangan bo‘lib, unda birinchi tartibli hosilaga nisbatan yechilgan
differensial tenglama, birinchi va ikkinchi tartibli chizigli differensial
tenglamalarning golomorf yechimlarini topish usuli bayon gilingan. Misol
sifatida Eyri va Bessel tenglamalari keltirilgan.

Darslikning 1V bobi oddiy differensial tenglamalar sistemasiga
bag’ishlangan bo‘lib, unda o‘zgarmas koeffisiyentli chizigli bir jinsli va bir
jinsli bo’lmagan differensial tenglamalar sistemasining yechish usullari
bayon gilingan. Bundan tashgari differensial tenglamalar sistemasi uchun
Koshi masalasi umumiy holda bayon qilinib, o‘zgaruvchan koeffisiyentli
chiziqgli bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamalar sistemasi uchun Koshi

masalasi batafsil o‘rganilgan. V bobi differensial tenglamalarning turg’unlik
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nazariyasiga bag’ishlangan bo’lib, unda turg’unlik tushunchasi ta’riflangan
va birinchi tartibli chizigli differensial tenglamalar sistemasining hamda
yuqori tartibli diferensial tenglamalar yechimlarini turg’unlikka tekshirish
usullari bayon gilingan. VI bobida differensial tenglamalarning avtonom
(muxtor) sistemasi va uning trayektoriyalariga oid ma’lumotlar bayon
gilingan.

VIl bob avtonom sistemalarning birinchi integrallari va ularning
tadbiglariga bag’ishlangan. Bu bobda birinchi tartibli xususiy hosilali bir
jinsli chizigli va kvazichizigli tenglamalar va ular uchun Koshi masalasi ham
garalgan.

Kitobdan samarali foydalanadigan o‘quvchi matematik analiz va
chizigli algebra fanlarining asosiy tushunchalarini bilishlari zarur deb
hisoblayman. Jumladan bu kitob, talabalarni differensial tenglamalarning
umumiy nazariyasini va uning tatbiqlarini o‘rganishga bo‘lgan qiziqishini
oshirishga xizmat qilishiga ishonch bildiraman. Mazkur kitobni yozilishida
bergan qimmatli maslahatlari uchun prof.A.Q.O’rinovga va kitob matnini
terishda bergan yordamlari uchun M.Bekimov hamda O.Mirzayevlarga
samimiy minnatdorchilik bildiraman.

Mazkur darslik ayrim kamchilik va xatolardan holi emas. Shu boisdan
kitob to‘g‘risidagi tanqidiy fikr va mulohazalarni mamnuniyat bilan qabul
gilaman.

ahasanov2002@mail.ru Muallif
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ODDIY DIFFERENSIAL TENGLAMALAR NAZARIYASIGA
KIRISH

Klassik va zamonaviy matematikaning asosiy obyektlaridan biri bu
differensial tenglama tushunchasidir, ya’ni erkli o‘zgaruvchi, nama’lum
funksiya va uning hosilalari orasidagi funksional bog‘lanishdir. Nafagat
matematikaning masalalari balki, tabiatda ro‘y beradigan bir qator
jarayonlarning matematik modeli differensial tenglamaga keltiriladi.

Tabiatda uchraydigan migdorlarning ko*pchiligi o‘zining qonuniga ega.
Bu gonunlarni  to‘g‘ridan-to‘g‘ri  topish ancha murakkab masala.
Qaralayotgan miqdor, uning o‘zgarish tezligi va tezlanishi orasidagi
bog‘lanishni topish tabiatan ancha yengil. Bu bog‘lanishning matematik
ifodasi sifatida oddiy differensial tenglamalar hosil bo‘ladi.

Jumladan, Nyutonning ikkinchi gonuni quyidagi

F=ma
tenglama orqali ifodalanadi. Bu yerda F, m masali jismga ta’sir qiluvchi
kuch, a esa uning tezlanishi. Aytaylik, m massali jism OX o°‘q yo‘nalishida
harakatlansin. U holda uning harakat qonuni x=X(t), a - tezlanish orqali

quyidagicha bog‘langan:

2
g d x(t).
dt’
Agar F - kuch ta’sirida jismning X(t) ko‘chishini aniglash lozim bo‘lsa, u
ushbu
d*x(t)
dt?
differensial tenglamaga keltiriladi.
Bundan tashgari, matematik mayatnikning erkin tebranishi tenglamasi:
p"=asing.
Bu vyerda ¢@-muvozanat holatdan chetlashish  burchagi bo‘lib,
a—mayatnikning uzunligiga bog‘lig bo‘lgan o‘zgarmas sondir.
1-ta’rif. Erkli o‘zgaruvchi x e(a,b), noma’lum funksiya y(x) va uning
y'(X), Y"(%), ..., y™ (x) hosilalari orasidagi ushbu

F(X,y(X),Y'(x),....y™(x))=0 (0.0.1)
funksional bog‘lanishga n—tartibli oddiy differensial tenglama deyiladi.
2-ta’rif. Tartibi n Dbo‘lgan (0.0.1) tenglamani (a,b) intervalda

ayniyatga aylantiruvchi funksiyaga, uning yechimi deyiladi.
Masalan, y(x)=e™ funksiya quyidagi

dy _

dx

m F

_ky



differensial tenglamaning yechimi ekanligini tekshirish  giyinchilik

tug‘dirmaydi, ushbu y(x)=Ce*+C,e" —sinx, C,; =const, j=1,2
ko‘rinishdagi funksiyalar quyidagi

d’y .

v y =sin X

iIkkinchi tartibli differensial tenglamaning yechimidan iborat bo‘lishini ham
osongina ko‘rsatish mumkin.
Yuqoridagi, mulohazalardan ixtiyoriy differensial tenglamaning
yechimi bor degan fikr kelib chigmaydi. Masalan ushbu
(y)? +1=0
ko‘rinishdagi differensial tenglama yechimga ega emas. Chunki |y’|2 >0.

Differensial tenglama yechimlarining soni bitta yoki cheksiz ko‘p
bo‘lishi mumkin. Masalan ushbu

(y'())* +(y(x))* =0
ko‘rinishdagi differensial tenglama fagat y(x) =0 nol yechimga ega.
Differensial tenglamalar nazariyasining asosiy masalasi, tenglamaning
yechimini topish va topilgan yechimning xossalarini o‘rganishdan iborat.
Yechimning X,y o‘zgaruvchilar tekisligidagi grafigiga esa (0.0.1)
oddiy differensial tenglamaning integral chizig‘i deyiladi.
Aytaylik, y=vy(x) funksiya ushbu y'=f(x,y),D(f)=GcR?
differensial tenglamaning yechimi bo‘lsin. U holda y=y(x) funksiyaning
grafigi, ya'ni (x,y(x)) nuqgtalar to‘plami G sohada yotuvchi egri chizigni
ifodalaydi. Bu egri chizigga y'= f(x,y) differensial tenglamaning integral
chizig‘i deyiladi.
Oshkormas @(x,y,c,,¢C,,...,c,) =0 funksiya ko‘rinishidagi yechimga
(0.0.1) tenglamaning integrali deyiladi. Tarkibidagi ¢;,c,,...,c, parametrlarga
anig giymat berish hisobiga ixtiyoriy yechimni hosil gilish mumkin bo‘lsa,
bu yechimga (0.0.1) differensial tenglamaning umumiy yechimi deyiladi va
Yy =o(X,¢,Cy,...,Cp) ko‘rinishda belgilanadi. Oshkormas
D(X,Y,¢,Cy,...,Cp) =0 ko‘rinishdagi umumiy yechimga (0.0.1) differensial
tenglamaning umumiy integrali deyiladi.
Oddiy differensial tenglamalar odatda har xil ko‘rinishda bo‘lishi
mumkin, jumladan
siny’'—y=0

yugori tartibli hosilaga nisbatan yechilmagan, ikkinchisi esa
y"=siny’

yugori tartibli hosilaga nisbatan yechilgan differensial tenglamalar.



3-ta’rif. Yuqori tartibli hosilaga nisbatan yechilgan oddiy differensial
tenglamaning umumiy ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

yO ) =f6y. Y,y ). (0.0.2)
Kelgusida biz, bu turdagi oddiy differensial tenglamaning ushbu
Y(%) =Yoo Y'(%) =Ygs - Y (%) =¥5 (0.0.3)

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topishga Koshi masalasi
deymiz va uning yechimini mavjudligi hamda yagonaligi hagidagi tasdiglar
bilan tanishamiz.
Xususan, hosilaga nisbatan yechilmagan 1-tartibli differensial tenglama
F(x,y,y)=0 (0.0.4)
ko‘rinishda bo‘ladi. Birinchi tartibli hosilaga nisbatan yechilgan differensial
tenglama esa
y'=f(x,y) (0.0.5)
ko‘rinishda bo‘ladi.
4-ta’rif. Hosilaga nisbatan yechilgan (0.0.5) differensial tenglamaning

y(Xo) = Yo (0.0.6)
boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi y(x) yechimini topishga Koshi
masalasi deyiladi. Bu yerda x, va y, oldindan berilgan haqiqiy sonlardir.

Geometrik tilda: y'= f(x,y) tenglamaning (x,,Yy,) nugtadan o‘tuvchi
integral chizigini topishga Koshi masalasi deyiladi.

Oddiy differensial tenglamalar nazariyasining asosiy masalalaridan
biri, bu Koshi masalasi bo‘lib, uning yechimi mavjudmi? Agar bunday
yechim mavjud bo‘lsa, u yagonami? Agar yechim mavjud va yagona bo‘lsa,
bu yechimni topish algoritmi ganday bo‘ladi?, degan savollarga javob
berishdan iborat. Bu savollarga javob beradigan teoremalar mavjudlik va
yagonalik teoremalari deb yuritiladi. Keyinchalik, f(x,y) funksiyaga ayrim

shartlar go‘yish natijasida (0.0.5), (0.0.6) Koshi masalasining yechimi
mavjud va yagonaligini ko‘rsatamiz.



I-BOB. BIRINCHI TARTIBLI DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR

1-§. O¢zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalar

Dastavval, ayrim sodda differensial tenglamaning umumiy yechimini
topish bilan shugullanamiz.

Ushbu

y'=10)-9(y) (1.1.1)
ko‘rinishdagi differensial tenglamaga o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial
tenglama deyiladi. Bu vyerdagi f(x) va g(y) funksiyalar mos ravishda
a<x<b va c<y<d oraliglarda aniglangan uzluksiz deb garaladi. Bundan
ko‘rinadiki, (1.1.1) differensial tenglamaning o‘ng tomoni quyidagi
D=(a,b)x(c,d)={(x,y) eR?: a<x<b,c<y<d}

sohada aniglangan va uzluksizdir. (1.1.1) ko‘rinishdagi differensial
tenglamaning yechimini topish uchun quyidagi ikki holni ko‘rib chigamiz:

1-hol. Aytaylik, g(y)#0, ye(c,d) bo‘lsin. U holda (1.1.1)
differensial tenglamani ushbu

dy
—— = f(x)dx
g(y)
ko‘rinishda yozish mumkin Bu tenglikning ikkala tomonini integrallab
f (x)dx (1.1.2)
I g(y) j

munosabatni hosil gilamiz. Ma’lumki, [g(y)]™* va f(x) funksiyalar uzluksiz
ekanligidan, ularning mos ravishda G(y) va F(x) boshlangich
funksiyalarining mavjudligi kelib chigadi. Shuning uchun (1.1.2) tenglikni

quyidagi
G(y)=F(x)+C, VvC=const (1.1.3)

ko‘rinishda yozish mumkin. Qaralayotgan g(y)=0 holda G(y) monoton
funksiya bo‘ladi. Chunki,

1
=~ #0.
G'(y) (y)¢

Bundan esa uning teskarisi G mavjud ekanligi kelib chigadi. Yugqoridagi
(1.1.3) tenglikdan

y(x) =G *(F(x)+C) (1.1.4)
funksiyani topamiz. O°‘z navbatida bu funksiya qaralayotgan holda (1)
differensial tenglamaning umumiy yechimini ifodalaydi.



2-hol. Aytaylik biror y(x)=ye(c,d) nugtada g(y)=0 bo‘lsin. Bu
tenglamaning ildizi yordamida aniglangan y(x)=y o‘zgarmas funksiya
(1.1.1) differensial tenglamaning yechimidan iborat bo‘ladi.

Demak, (1.1.1) differensial tenglamaning umumiy yechimi

y(X):{Gl(F(x)JrC), agar g(y) =0, (1.15)

Y, agar g(y)=0
ko‘rinishda bo‘lar ekan.
Endi, tayinlangan biror (x,,Y,) €D nuqtani olib, (1.1.1) differensial
tenglamaning ushbu
Y(%) =Y (1.1.6)
boshlang‘ich  shartni  ganoatlantiruvchi ~ yechimini  topish  bilan
shug‘ullanamiz. Shu magsadda quyidagi

F(x) =j f(t)dt, G(y) :j dt (1.1.7)

1
g(t)
funksiyalarni tuzib olamiz.

Ushbu

f(x,y)=G(y) - F(x)
yordamchi funksiyani garaylik. Ko‘rinib turibdiki,

f (X0, Yo) =G(Yo) —F (%) =0
shart bajariladi. Aniglanishiga ko‘ra G(y)va F(x) uzluksiz hamda
differensiallanuvchidir. Shuning uchun f(x,y) ham D sohada uzluksiz va
differensiallanuvchi bo‘lib,

, , 1

fy(x,y)=G'(y) o)’

fy (X0, ¥o) # 0
munosabatlarni ganoatlantiradi. Yuqoridagi mulohazalardan ko‘rinadiki,
f(x,y) oshkormas funksiyani mavjudligi hagidagi teoremaning barcha
shartlarini ganoatlantiradi:
1. (%9, Yo) € D nugtaning atrofida f(x,y) differensiallanuvchi.

2. (X0, ¥0) =0, fy(X, ¥o) #0.
Bundan f(x,y)=0 tenglama x=x, nuqtaning biror atrofida aniglangan
differensiallanuvchi va ushbu y(x,) =y, shartni ganoatlantiruvchi y=y(x)
ildizining mavjudligi kelib chigadi. Shu bilan bir gatorda

dy  f(xy) _F'(x)
= == F(xa(y)
dx  fy(x,y) G'(y)




tenglikning o‘rinli bo‘lishi ham Kkelib chigadi. Ko‘rinib turibdiki, y(x)
funksiya (1.1.1) differensial tenglamani va (1.1.6) boshlang‘ich shartni
ganoatlantiruvchi xususiy yechimini ifodalaydi.

Mustaqil yechish uchun mashqlar /21/, §2, ¥260-65

2-§. O¢zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga keltiriladigan
differensial tenglamalar

Ushbu
y'= f(ax+by+c) (1.2.1)
ko‘rinishdagi differensial tenglamada
Z=ax+by+c (1.2.2)

almashtirish bajarsak, o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama hosil
bo‘ladi. Bu yerda a,b,c— o‘zgarmas sonlar. Hagigatan ham

Z'=a+hy’ (1.2.3)
bo‘lgani uchun (1.2.1) differensial tenglama quyidagi
Z'=a+bf (2)

ko‘rinishni oladi. Bu esa o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial
tenglamadir.

3-§. Bir jinsli va kvazi bir jinsli differensial tenglamalar

1.3.1-ta’rif. Agar quyidagi

y'=1(x,y) (1.3.1)
differensial tenglamaning o‘ng tomonidagi f(x,y) funksiya uchun
f(x,y)=f(Ix,Ay), VA>0 (1.3.2)

shart bajarilsa, (1.3.1) differensial tenglamaga bir jinsli differensial tenglama
deyiladi. Oxirgi (1.3.2) tenglikda A 1 desak,
X

F(x,y) = f (1, X) _ h(xj
X X

munosabat hosil bo‘ladi. Buning natijasida (1.3.1) differensial tenglama

ushbu
Y = h(ij (1.3.3)

ko‘rinishni oladi. Endi (1.3.3) ko‘rinishdagi differensial tenglamaning
yechimini topish bilan shug‘ullanamiz. Buning uchun quyidagi
y(X) =z(x) - x (1.3.4)

10



almashtirishdan foydalanamiz. Bu yerda z=1z(x) yangi noma’lum funksiya.
Bu (1.3.4) almashtirishning ikkala tomonini differensiallab,
y' =z'x+1z (1.3.5)
tenglikni hosil gilamiz. (1.3.4) va (1.3.5) tengliklardan foydalanib, (1.3.3)
differensial tenglamani quyidagicha yozish mumkin:
Z'x+z=h(z),

ya’'ni

z’:%[h(z)—z], X £0. (1.3.6)

Bu esa o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamadir.
1-hol. Aytaylik, h(z) funksiya a<z<b intervalda uzluksiz bo‘lib,

h(z) =z shartni ganoatlantirsin. U holda (1.3.6) differensial tenglamani

o‘zgaruvchilarni gjratish usulidan foydalanib yechish mumkin:
dz _dx
h(z)-z x'

dz
x=C -exp{jh(z)_z}.
y

Bu yerda C=0 ixtiyoriy o‘zgarmas son. Oxirgi tenglikda z==

X
almashtirishga gaytib, (1.3.3) differensial tenglamaning umumiy yechimini
hosil gilamiz.
2-hol. Aytaylik z =z, soni h(z)—z=0 tenglamaning ildizi bo‘lsin. Bu
holda y(x)=zyx funksiya (1.3.3) differensial tenglamaning yechimidan
iborat bo‘ladi.
1.3.2-ta’rif. Agar f(x,y) funksiya uchun

f(Ax, Ay) = X f (X, y), VA >0 (1.3.7)
shart bajarilsa, (1.3.1) tenglamaga k - darajali bir jinsli differensial tenglama
deyiladi.

1.3.3-ta’rif. Agar f(x,y) funksiya uchun

f(A%x,Py)=2"2f(x,y), VA>0, a,BeR (1.3.8)
shart bajarilsa, (1.3.1) tenglamaga kvazi bir jinsli differensial tenglama
deyiladi.

Oxirgi (1.3.8) holda ham (1.3.1) differensial tenglamani ushbu
y(x) = X717 . 2(x) (1.3.9)

almashtirish yordamida o°zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga

keltirish mumkin. Buning uchun (1.3.8) tenglikda 2 =x"¥¢ deb
f@y/xP)=x"F1"1(xy),

ya’'ni
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F oY) =X @y /X7
munosabatlarni topamiz. Oxirgi tenglikdan va (1.3.9) almashtirishdan
foydalanib, (1.3.1) differensial tenglamani

xla B2 By yiepla _yreplag 1,2)

dx «
ko‘rinishga keltirish mumkin. Bundan
xﬁ =f(, z)—ﬁz (1.3.10)
dx a

ko‘rinishdagi differensial tenglama kelib chigadi. Bu esa o‘zgaruvchilari
ajraladigan differensial tenglamadir.

1-hol. Aytaylik f (1, z)—ﬂz;to bo‘lsin. Bu holda (1.3.10) differensial

(04

tenglamadan
dx _ dz
Xtz
o
munosabatni topamiz va uni integrallab, ushbu
x=C-exp j gz B
f(l,2)-

~z
(94
yechimni hosil gilamiz. Bu yerda C =0 ixtiyoriy o‘zgarmas son. Oxirgi
tenglikda
z=y-x""

almashtirishga gaytib

y' =xP 4L (1 y/xPle) (1.3.11)
ko‘rinishdagi differensial tenglamaning umumiy yechimini topamiz.

2-hol. Faraz qilaylik biror z=2z, soni f(L,z)-~=z=0 tenglamaning

o
ildizi bo‘Isin. Bu holda ushbu
y=xP%.z,
funksiya (1.3.11) differensial tenglamaning yechimi bo‘ladi.
Mustaqil yechish uchun mashqlar /21/, §4, Xe101-112
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4-§. Bir jinsli differensial tenglamaga keltiriladigan differensial
tenglamalar

Ushbu

y = f( alx+b1y+°1] (1.4.1)

a,X+b,y+c,
ko‘rinishdagi differensial tenglamaning umumiy yechimini topish uchun, uni
o‘zgaruvchilari ajraladigan yoki bir jinsli differensial tenglamalarga
keltiramiz. Buning uchun quyidagi hollarni ko‘rib chigamiz:
1-hol. Aytaylik c¢,=c,=0 bo‘lsin. Bu holda (1.4.1) differensial

tenglama
y = f(wj (1.4.2)
aX+b,y
ko‘rinishni oladi. Oxirgi (1.4.2) differensial tenglamani ushbu

y
a,+, >
y=fl—X|= h(ij, X #0 (1.4.3)

a2+bzz X
X

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu esa bir jinsli differensial tenglamadir.
2-hol. Aytaylik c;,c, o‘zgarmas sonlarning kamida bittasi noldan fargli

bo‘lib, quyidagi
axX+by+c =0,
a,x+b,y+c,=0
to‘g‘ri chiziglar (xy,y,) nugtada kesishsin. U holda koordinatalar boshini
(X0, Yo) huqgtaga ko‘chirsak, berilgan differensial  tenglama bir jinsli

differensial  tenglamaga Kkeltiriladi. Hagigatan ham, (1.4.1) differensial
tenglamani ushbu

(1.4.4)

y = f(al(X—Xo)ﬂLbl(y—YO)]
ay (X —Xg) +b, (Y = Yo)
ko‘rinishda yozib,
Z=Y—Yp, t=X—XO
almashtirish bajarsak, y'=z ekanligidan quyidagi
,_ f(a1t+blz} ,_dz
at+b,z dt
differensial tenglama hosil bo‘ladi. Bu esa bir jinsli differensial tenglamadir.
3-hol. Faraz qilaylik, c;,c, sonlarning kamida bittasi noldan fargli
bo‘lib, (1.4.4) to‘g‘ri chiziglar o‘zaro parallel bo‘lsin. U holda
a, =kay, b, =kb
13



munosabatlar bajarilgani uchun (1.4.1) differensial tenglama quyidagi
ko‘rinishni oladi:

y' =f
k(ayx+Dbyy)+c,
Bu differensial tenglama z=ax+by almashtirish yordamida

o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga keltiriladi. Hagigatan
ham, quyidagi

. ( aX+by+c ]

Z=ax+by,
Z'=a +by
belgilashlar natijasida
Z+C
2'=a, +bf 1
1 b [kz+02]

differensial tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu esa o‘zgaruvchilari ajraladigan
differensial tenglamadir.
Mustagil yechish uchun mashqlar /21], §4, Ne113-129.

5-§. Birinchi tartibli chizigli differensial tenglama

Ushbu
y'=a(x)y +b(x) (1.5.1)
ko‘rinishdagi tenglamaga birinchi tartibli chizigli differensial tenglama
deyiladi. Bu yerda a(x) va b(x) funksiyalar biror [a,b]=R oraliqda
aniglangan va uzluksiz deb garaladi.

Agar b(x) #0,x e[a,b] bo‘lsa, (1.5.1) tenglamaga chizigli bir jinsli
bo‘lmagan differensial tenglama deyiladi. Agar b(x)=0,x¢<[a,b] bo‘lsa,
(1.5.1) tenglamaga chizigli bir jinsli differensial tenglama deyiladi va ushbu

y'=a(x)y (1.5.2)
ko‘rinishni oladi. Bu esa o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial
tenglamadir. Ko‘rinib turibdiki y(x)=0 funksiya (1.5.2) differensial

tenglamaning yechimidan iborat. Agar y(x)=0 bo‘lsa, (1.5.2) differensial
tenglamani quyidagicha yozish mumekin:

dy =a(x)dx.
y

Bu tenglikning ikkala tomonini integrallab, quyidagi

Injy|= [a®adt+In[c| (1.5.3)
tenglikni olamiz, bu yerda C, =0 - ixtiyoriy hagiqgiy son, x,e[ab] -
tayinlangan son. Ushbu

14



A(X) = j a(t)dt

belgilashdan foydanib, (1.5.3) tenglikdan

y(x) =C, exp{J‘ a(t)dt} =C.e"™ (1.5.4)
formulani hosil gilamiz. Bu yerda x,,xe[a,b], C,-ixtiyoriy o‘zgarmas son
desak, (1.5.4) formula (1.5.2) Kko‘rinishdagi bir jinsli differensial
tenglamaning umumiy yechimini ifodalaydi.

Bir jinsli bo‘lmagan (1.5.1) ko‘rinishdagi differensial tenglamaning
umumiy yechimini topishning bir gancha usullari bor. Avvalo biz Lagranj,
ya’ni o‘zgarmasni variatsiyalash usuli bilan tanishamiz. Shu magsadda
(1.5.1) differensial tenglamaning yechimini ushbu

y(x) = C(x)e ™ (1.5.5)
ko‘rinishda izlaymiz. Bu yerda C(x)—hozircha noma’lum funksiya. (1.5.5)
tenglikning ikki tomonini differensiallab
y' =C'(x)e™ + c(x)e”Ma(x) (1.5.6)
tenglikni hosil gilamiz. Bu y va y' funksiyalarning (1.5.5) va (1.5.6)
ifodalarini mos ravishda (1.5.1) differensial tenglamaga qo‘yib
C'(x)e”® +a(x)C(x)e ™ = a(x)C(x)e”™ +b(x)
munosabatni topamiz. Bundan
C'(x)e”™ =p(x)
kelib chigadi. Oxirgi tenglikni
C'(x) = b(x)e A®
ko‘rinishda yozib, uni integrallasak

C(x) = j b(t)e *Vdt+C,,  C,=const (15.7)
Xo
munosabatni hosil qilamiz. Yuqoridagi (1.5.5) tenglikdan va (1.5.7)
formuladan foydalanib, (1.5.1) differensial tenglamaning umumiy yechimini
topamiz:

y(X) = {Cl + _[ b(t) -EA(t)dt}eA(x) =C.et +e"™. _[ b(t)-e"Vdt. (1.5.8)

Bu formuladan foydalanib (1.5.1) differensial tenglamaning

y(Xo) = Yo (1.5.9)
boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimini ham topish mumkin:
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Y(X) = y e~ + At j b(t)-e gt . (1.5.10)
Xo

Bu yerda x,va vy, berilgan sonlar. Agar (1.5.8) tenglikning o‘ng tomonidagi
ikkinchi hadni

7(x) =€ [b)-e Vet (1511)

belgilab olsak, u holda y(x) funksiya (1.5.1) differensial tenglamaning
¥(%0) =0 (1.5.12)
boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi xususiy yechimini beradi. Shuning
uchun (1.5.8) formula
y(x) =Ce*® +§(x) (1.5.13)
ko‘rinishni oladi. Bu esa bir jinsli bo‘lmagan (1.5.1) differensial
tenglamaning umumiy yechimi bir jinsli (1.5.2) differensial tenglamaning
C,e"™ umumiy yechimi bilan bir jinsli bo‘lmagan (1.5.1) differensial
tenglamaning y(x) xususiy yechimining yig‘indisidan iborat ekanligini
ko‘rsatadi.
Endi, (1.5.1) ko‘rinishdagi chizigli differensial tenglamaning umumiy
yechimini topishning Bernulli usuli bilan tanishamiz. Shu magsadda (1.5.1)
differensial tenglamaning yechimini

y(x) =u(x)-v(x) (1.5.14)
ko‘rinishda izlaymiz. Natijada biz ushbu
vd—u+ug =a(x)uv+Db(x),
dx  dx
ya’'ni
(& — a(x)vju + vd—u =b(x) (1.5.15)
dx dx

ko‘rinishidagi differensial tenglamaga ega bo‘lamiz. Bunda v(x) funksiyani
shunday tanlaymizki, natijada

dv_ a(x)v=0
dx

shart bajarilsin. Bu esa o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamadir.
Bu tenglamani yechib,

fa(t)dt
v(x)=e°  =¢"¥ (1.5.16)
funksiyani topamiz. Shuning uchun (1.5.15) differensial tenglama ushbu
U _ e A
dx

ko‘rinishni oladi. Bu differensial tenglamani integrallab,
16



u(x)=C, + j b(t)-e~*®dt, C, = const (1.5.17)

munosabatni hosil gilamiz. Topilgan u(x) va v(x) funksiyaning (1.5.16) va
(1.5.17) ifodalarni (1.5.14) tenglikka go‘yib,

Y(x) = C,eA 4+ At I b(t) e *Vdt
Xo

(1.5.1) differensial tenglamaning umumiy yechimini olamiz.

Endi, bir jinsli bo‘lmagan (1.5.1) differensial tenglamaning xususiy
yechimini topishning Koshi usuli bilan tanishamiz. Shu magsadda, biror
x =t e[a,b] nugtani olib, quyidagi bir jinsli differensial tenglamaga go‘yilgan

"=a(x)y,
o
Koshi masalasining yechimini topamiz:
y(x,t) = exp{ja(r)d r} (1.5.19)
Bundan foydalanib ushbu t
¥(x) = j y(x,t)b(t)dt (1.5.20)

funksiyani tuzib olamiz. Ko‘rinib turibdiki bu funksiya

y(%) =0 (1.5.21)
boshlang‘ich shartni ganoatlantiradi. Yugoridagi (1.5.20) tenglikning ikkala
tomonini differensiallab

') = y(x, )00 + | V. (x Db(t)dlt =
=1-b(x)+ a(x)Jexp{j a(r)dz}b(t)dt =

=b(x)+ a(x)j. y(x,t)b(t)dt =b(x) +a(x)y(x)

(1.5.1) ko‘rinishdagi differensial tenglamani keltirib chigaramiz. Bundan
ko‘rinadiki (1.5.20) tenglik orgali aniglangan §(x) funksiya (1.5.1)
differensial tenglamaning xususiy yechimini berar ekan. Bundan foydalanib
(1.5.13) tenglikdan
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y(x) = C,e"™ ¢ j exp{ j a(z)d7¥b(t)dt

Xg t

(1.5.1) differensial tenglamaning umumiy yechimining yana bir (Koshi)
ko‘rinishini topamiz.

1.5.1-izoh. Agar (1.5.1) differensial tenglamaning bitta Xxususiy

yechimi ma’lum bo‘lsa, u holda uning umumiy yechimi bitta kvadratura
yordamida topiladi.

Isbot. Aytaylik y=y,(x) funksiya (1.5.1) differensial tenglamaning

xususiy yechimi bo‘Isin. U holda (1.5.1) tenglama
yr =a(x)y, +b(x)
ayniyatga aylanadi. Bu tenglikni (1.5.1) tenglamadan ayirsak, quyidagi

d
&(y - yl) = a(x)(y - yl)
munosabat hosil bo‘ladi. Bundan
Y)Y, =Cexp{ [ (x|

kelib chigadi. Bu yerda C-ixtiyoriy o‘zgarmas son.m

1.5.2-izoh. Agar (1.5.1) differensial tenglamaning ikkita xususiy
yechimi ma’lum bo‘lsa, u holda uning umumiy yechimi kvadraturasiz
topiladi.

Isbot. Faraz qilaylik y=y,(x) va y=y,(x) funksiyalar (1.5.1)
differensial tenglamaning xususiy yechimlari bo‘lsin. U holda bu xususiy
yechimlarni ushbu

Y1 (¥) =C, T (X) +9(x), y,(x) =C,f(x)+9(x)

ko‘rinishda yozish mumkin. (1.5.1) differensial tenglamaning umumiy
yechimini

y(x) =Cf (x) + g(x)
ko‘rinishda yozilar edi. Bu yerda C-ixtiyoriy o‘zgarmas son.

Yugoridagi tengliklardan

y()-y,(x) _ C-C,

Y,(x)-vi(x) C,-C
munosabat kelib chigadi. Bundan quyidagi

V00 = £ (300~ )+ 3,09

tenglikni olamiz.m
1.5.3-1zoh. Agar y;(x),y,(x),y3(x) funksiyalar (1.5.1) differensial

tenglamaning yechimlari bo‘lsa, u holda
Y3(X) — y1(X)
Y3(X) — Y2 (%)
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munosabat o‘rinli bo‘ladi. -
Hagigatan ham, (1.5.13) ga asosan y;(x), j =1,3 yechimlarni ushbu

yj(¥)=c;f(x)+9(x), j=13
ko‘rinishda yozish mumkin. Bundan foydalanib quyidagi ifodaning giymatini
topamiz:
ys—Y1 _Cf+g-cf-g (c3—c)f
Y3—Y, Cf+g-c,f-g (cz3—c;)f
Mustagil yechish uchun mashqlar /21}, §5, N2136-150.

=const.m

6-§. Noma’lum koeffitsiyentlar usuli

Ushbu
y'— Ay =P, (x)e*” (1.6.1)
ko‘rinishdagi differensial tenglamaning xususiy yechimini topishning
anigmas  koeffitsiyentlar ~ usuli  bilan  tanishamiz. Bu  yerda

A, i =const, P_(x) —darajasi m ga teng bo‘lgan ko*phad.
1.6.1-teorema. 1) Agar u=A bo‘lsa, u holda (1.6.1) differensial
tenglamaning xususiy yechimi
Y(x) =Q, (x)e” (1.6.2)
ko‘rinishda bo‘ladi.
2) Agar u=A bo‘lsa, u holda (1.6.1) differensial tenglamaning xususiy
yechimi
Y(x) = xQ, (x)e" (1.6.3)
ko‘rinishda bo‘ladi. Bunda Q, (x)— darajasi m ga teng bo‘lgan ko‘phad.
Isbot. Berilgan (1.6.1) differensial tenglamaning yechimini

y(x)=e""z, z=12(x) (1.6.4)
ko‘rinishda izlaymiz. Bu tenglikning ikki tomonini differensiallab,
y' = 12"z +e*7’ (1.6.5)

munosabatni topamiz. (1.6.4) va (1.6.5) tengliklarga asosan (1.6.1)
differensial tenglamani quyidagicha yozish mumkin:

ez’ + ez — 16"z = P, (x)e*”.
Oxirgi tenglikning ikki tomonini e** ga bo‘lib,

Z'+(u—-A)z=P,(X) (1.6.6)
differensial tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamada =4 bo‘lsa, (1.6.6)
differensial tenglama

Z'=P,(x) (1.6.7)
ko‘rinishni oladi. Tenglamaning o‘ng tomonidagi ko‘phad

P.(x)=apx" +ax™ +.. . +a,
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ko‘rinishda bo‘lgani uchun (1.6.7) differensial tenglamaning yechimi

z(x):IPm(t)dt: % x”‘+1+ﬂxm+...+amx=
. m+1 m

=x(ixm phym .+amj=me(x)
m+1 m

ko‘rinishni oladi. Bundan va yugoridagi (1.6.4) almashtirishga asosan (1.6.1)
differensial tenglamaning yechimi = A holda

Y(X) = XQp (X)e*
ko‘rinishda bo‘lishi kelib chigadi.
Agar (1.6.6) differensial tenglamada «=A bo‘lsa, u holda uning
yechimini
2(X) =bpx™ +bx™ +. . .+ b, x+Db, (1.6.8)
ko‘rinishda izlaymiz. Bu yerda b;, j=012,..,m~ hozircha noma’lum
sonlar. (1.6.8) tenglikni differensiallab,
7' =mbyx™ + b (m-)x" % +...+b, , (1.6.9)
munosabatni hosil gilamiz. (1.6.8) va (1.6.9) tengliklardan foydalanib, (1.6.6)
differensial tenglamani quyidagicha yozish mumkin:
mbyx™ +b (M =D)x™ 2 +. . .+b ; + (=) Bex™ +bx™ 4. +b,) =

—agx" +ax" 4., . +a,,

ya’'ni
(i — A)bpx™ +[ (22— )by +bymIx™ L +. . .+ b +(u—A)b, =

—agx" +ax" 4. +a,.

Bu vyerda ko‘phadlarning tengligidan foydalansak, b;, j=0,12,...,m
noma’lumlarga nisbatan quyidagi

(1 —A)by = ay,

(1 —A)by +bym =ay,

b1 + (1= A)by, =2y
tenglamalar sistemasi hosil bo‘ladi. Bu tenglamalarni ketma-ket yechib,

(1.6.10)

a a, —mb,
bp=—"-,b =272, 1.6.11
il S (L6.11)
noma’lumlarni aniglaymiz. Bundan ko‘rinadiki, by, b, .. ., b, koeffitsiyentlar

ketma-ket yagona aniqglanadi. Shunday qilib, (1.6.11) munosabatlarni
inobatga olsak, (1.6.8) tenglik quyidagi ko‘rinishni oladi:
7(x) = —20 "2 =MBo ma
—A u—A
20
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Endi, (1.6.4) almashtirishdan foydalanib, (1.6.1) differensial tenglamaning
u# A holdagi xususiy yechimini olamiz:

Y(X)=e‘“{%xm+%_—mfoxm"l+. . } m
- -

7-§. Bernulli differensial tenglamasi

Ushbu
y' =a(xX)y+b(x)y" (1.7.1)
ko‘rinishdagi tenglamaga Bernulli differensial tenglamasi deyiladi. Bu yerda
a(x),b(x) eC(a, B), ya’'ni («, 8) intervalda aniglangan uzluksiz funksiyalar.
Agar n=0 bo‘lsa, u holda
y'=a(x)y+b(x)
chiziqli differensial tenglama hosil bo‘ladi.
Agar n=1 bo‘lsa, u holda
y" =[a(x)+b(x)]y
bir jinsli chizigli differensial tenglama hosil bo‘ladi.
Aytaylik, n=0,n=1 bo‘lsin. Ko‘rinib turibdiki, y=0 (1.7.1)
differensial tenglamaning yechimidan iborat. Agar y=0 bo‘lsa, u holda

(1.7.1) tenglamaning ikki tomonini y" ga bo‘lib ushbu

y "y =a(x)yr™" +b(x) (1.7.2)
differensial tenglamani hosil gilamiz. Bunda
z=y"" (1.7.3)

almashtirishni bajaramiz. Quyidagi
2= -y "y, y "y =7
1-n
munosabatlardan foydalanib (1.7.2) tenglamani ushbu
L z'=a(x)z +b(x),
1-n
ya’ni
Z'=@—-n)a(x)z+ (1—n)b(x) (1.7.4)
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu esa chizigli bir jinsli bo‘lmagan differensial
tenglamadir.
Mustagqil yechish uchun mashgqlar [21], §5, Nel150-160.

8-§. Rikkati differensial tenglamasi

Ushbu
y' =a(x)y? +b(x)y +c(x) (1.8.1)

21



ko rinishdagi tenglamaga Rikkati differensial tenglamasi deyiladi. Bu yerda
a(x),b(x),c(x) eC(a, B),(—o<a < B <) bo‘lib, a(x) = 0,c(x) #0.
Agar a(x) =0 bo‘lsa, u holda (1.8.1) differensial tenglama ushbu
y'=b(x)y +c(x)
ko‘rinishni oladi. Bu esa chizigli bir jinsli bo‘lmagan differensial

tenglamadir.
Agar c(x) =0 bo‘lsa, u holda (1.8.1) differensial tenglama

y' =a(x)y* +b(x)y
ko‘rinishni oladi. Bu esa Bernulli differensial tenglamasidir.

Umumiy holda Rikkati differensial tenglamasi kvadraturada
integrallanmaydi.

Shuni alohida gayd qilish lozimki, ayrim xususiy hollardagina Rikkati
differensial tenglamasini kvadraturada integrallanishini ko‘rsatish mumkin.
Jumladan 1841 yilda Liuvill ushbu

y' = Ay’ +Bx”, A=0,B=0
ko‘rinishdagi Rikkati differensial tenglamasi kvadraturada integrallanuvchi
bo‘lishi uchun 7 soni butun bo‘lishi kerakligini ko‘rsatib berdi.
(2a+4)

Endi Rikkati differensial tenglamasining ayrim xossalarini o‘rganishga
o‘tamiz.
1.8.1-lemma. Rikkati tenglamasi quydagi:
1. x=¢(x),
2. Kasr-chizigli
y=2OMEPOI 00500 - B 70
y(X)y +6(x)
amashtirishlarga nisbatan ko‘rinishini o‘zgartirmaydi.
Isbot. 1. Ushbu x = ¢(X) tenglikning ikki tomonini differensiallab,
dy
@'(X)d X
munosabatlarni topamiz. Bu tengliklarni (1.8.1) ga qo‘yib,
% =a(p(X)@'(X)y* +b(p(X)¢'(X)y +c(p(X))@'(X) (1.8.2)
differensial tenglamani hosil gilamiz. Bunda ushbu
A(X) =a(X)¢'(x), B(X)=b(p(X))@'(X), C(X)=c(p(X))p'(X)
belgilashlardan foydalansak, (1.8.2) tenglama

dy _ A(X)y* +B(X)y +C(X)
d x

dx=¢'(X)dx, y' =

ko‘rinishni oladi. Bu esa Rikkati differensial tenglamasidir.
2. Berilgan kasr-chizigli almashtirishning ikki tomonini differensiallab,
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' ’ Ny, 2 ' ' ! / ! '
y' = (ad—py)yi+(ay —ay)y; Ha'd + fy —ad' -y f)y, + f'6 — o (1.8.3)

(ryp+ 5)*
differensial tenglamani topamiz. Berilgan kasr-chizigli almashtirish natijasida
ushbu

a(x)y2 +b(x)y +c(x)
kvadrat uchhadning o‘zgarishini aniglaymiz:
a(x)y* +b(x)y +c(x) =
_a()(@y; + B) +b()(@y, + B)(rY, + 8) + (Y, +6)’ (1.8.4)
(v, + 5)* .
Yuqgoridagi (1.8.1) differensial tenglamadan va (1.8.3) hamda (1.8.4)
munosabatlardan foydalanib quyidagi
(@8- By)y; +(@'y —ay)yi +(@'5+ By —as' — By )y, + BS— 5B =
=a(X)(ay; + B)° +b(X)(@y1 + BY (W1 + S) + () (¥ + )
tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglik elementar amallar natijasida ushbu
(ad - By)Y, =(aa’ +bay +cy’ —a'y + ')y} +[2aBa+ (ad + By)b + 2y5¢ —
—a'5—By+ad + Pyl y, +ap>+bps+co* - 5+ 5P
ko‘rinishni oladi. Bundan
2 2 ' ’
yi= ax +ba7/a-gc_7/ﬁya7+ay V24
N [2afa+ (ad + By)b+2y5c—a'd — By + ad' + By']
ao - Py
. af’ +bps +co’— F5+5P
ad — Py
kelib chigadi. Bu esa Rikkati differensial tenglamasidir.m
1.8.2-lemma. Rikkati tenglamasini ushbu
y=¢(X)z, Z=w+w(X), X=—X (1.8.5)
almashtirishlar yordamida

i+

y' =y? + f(x). (1.8.6)
ko‘rinishga keltirish mumkin.
Isbot. Avvalo (1.8.5) almashtirishdan
Y=¢z+¢17 (1.8.7)
tenglikni topamiz. So‘ngra (1.8.5) va (1.8.7) larni (1.8.1) differensial
tenglamaga qo‘yib,
Q'1+@7 =ap’zs’ +bpz+c,
ya’'ni
z’=a¢zz+£b—£jz+£ (1.8.8)
® ®
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differensial tenglamani olamiz. Bu yerda
1
i
a
deb tanlansa, u holda

!

Q= a
a2

o‘rinli bo‘ladi. Natijada (1.8.8) differensial tenglama
z':22+(b+agjz+ca (1.8.9)
ko‘rinishni oladi. Bu differensial tenglamada ushbu
I=w+y
almashtirishni bajarib

y/’:a)z+Za)l//+¢//2+(b+%)w+(b+%’)w+ca—a)',
ya’'ni
1//'21//2+(b+%’+2a))y/+a)2+(b+%)w+ca—w' (1.8.10)
differensial tenglamani topamiz. Oxirgi (1.8.10) tenglamada y oldidagi
koeffitsiyentni nolga tenglashtirsak,

b+2 4+20=0,
a

ya’'ni
ab+a'
2a
kelib chigadi. Natijada (1.8.10) differensial tenglama

v =y + f, f:a)2+(b+ija)+ca—a)’
a

kanonik ko‘rinishga keladi. Lemma isbotlandi. m
1.8.1-teorema. Agar Rikkati tenglamasining bitta xususiy yechimi
ma’lum bo'lsa, u holda Rikkati tenglamasining barcha yechimlari ikkita
kvadratura yordamida topiladi.
Isbot. Faraz qilaylik, vy, =y,(x) funksiya (1.8.1) differensial
tenglamaning xususiy yechimi bo‘lsin. U holda
y=%+z2
almashtirish natijasida (1.8.1) tenglama ushbu
yi+2'=a(x)(y; +2)° +b(X)(y; +2) +(x) =
=a(x) y12 +b(x)y; +c(x)+ a(x)z? +2a(x) y1Z+b(x)z
ko‘rinishni oladi. Teorema shartiga ko‘ra
Vi =a()y,” +b(x)y; +c(x)
24
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o‘rinli. Bundan foydalanib (1.8.11) tenglamani

2’ =a(x)z* + (b(x) + 2a(X) y; )z (1.8.12)
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu esa Bernulli differensial tenglamasidir, uning
yechimi ikkita kvadratura yordamida topiladi. Chunki (1.8.12) tenglama

1
7=—
u
almashtirish yordamida chiziqli differensial tenglamaga keladi. Shunday qilib
Y=1+ Y1, U= (1.8.13)
u Y=Y

almashtirish natijasidan Rikkati differensial tenglamasi chizigli differensial
tenglamaga keltirilar ekan. Teorema isbotlandi. m

1.8.2-teorema. Agar Rikkati tenglamasining ikkita xususiy yechimi
ma’lum bo‘lsa, u holda uning umumiy yechimi bitta kvadratura yordamida
topiladi.

Isbot. Aytaylik y, =y,(x) va y, =y,(x) funksiyalar (1.8.1) differensial
tenglamaning xususiy yechimlari bo‘lsin. U holda (1.8.12) differensial
tenglamani

1
7-=
u
almashtirish yordamida
u'+(b+2ay;)u+a=0 (1.8.14)
chizigli differensial tenglamaga keltiramiz. (1.8.13) munosabatga asosan
(1.8.14) tenglamaning bitta xususiy yechimi
1
Yo— )
bo‘ladi. Bu holda (1.8.14) tenglamaning yechimi bitta kvadratura yordamida
topiladi. Teorema isbot bo‘ldi. m

1.8.3-teorema. Agar Rikkati tenglamasining uchta xususiy yechimi
ma’lum bo‘lsa, u holda uning umumiy yechimi kvadraturasiz topiladi.

Isbot. Faraz qilaylik, y,=y,(x), y,=V,(x) va y;=ys(x) funksiyalar
(1.8.1) differensial tenglamaning xususiy yechimlari bo‘lsin. U holda (1.8.14)
chiziqli differensial tenglama ikkita

u=

1 1
= , Uy =
Yo=Y Ys— Y1
xususiy yechimlarga ega bo‘ladi. Shuning uchun (1.8.14) chizigli differensial
tenglamaning umumiy yechimi kvadraturasiz topiladi:

u=—1t +c( ! 1 ) (1.8.15)
Y,

U

Y-V, Vi VsV
(1.8.13) va (1.8.15) tengliklarni tenglashtirib
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1 1 ( 1 1 J
= +C —
Y=Y1 Y2—h Yo=Y Yz Wi
munosabatni hosil gilamiz. Bundan o‘z navbatida o‘zgarmas c sonining
giymati topiladi:

C:y—yz :y3_y2. (1816)
Y=Y1 Ys— V1
Bu esa Rikkati tenglamasining umumiy integralidir. Teorema isbotlandi. m
1.8.1-natija. Agar Rikkati tenglamasining to‘rtta y; = y;(x), y, =Y, (X),
Y3 = Y3(X), Y4 =Y4(X) xususiy yechimlari ma’lum bo‘lsa, u holda quyidagi
Ya=Yo .Yz~ Yo
Ya=Y1 Y3 Wi

= C =const

ayniyat o‘rinli bo‘ladi.

1.8.4-teorema. Rikkati tenglamasining umumiy yechimi, ixtiyoriy
o‘zgarmas C sonining kasr-chizigli almashtirishidan iborat.

Isbot. Yuqoridagi (1.8.14) chizigli differensial tenglamaning umumiy
yechimi

u=Cf (x) + g(x)

ko‘rinishga ega bo‘lganligidan, (1.8.13) almashtirishni
_ y1 F()C +y19(x) +1

TR 0 Cf(+g(x)
ya’'ni
_ CC”l(X)"'CDZ(X) 1.8.17
RUCTAT AT A

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerda
e (X) = T(X)y1, @2(X)=y19() +1, w1 (x) = f(X), w2(x)=9(x).
Bundan ko‘rinadiki, (1.8.17) tenglik yordamida aniglangan y(x) funksiya C

ning kasr-chiziqli almashtirishidan iborat. m
Mustagil yechish uchun mashqlar /21], §5, Ne167-171.

9-§. Rikkati tenglamasining maxsus ko‘rinishi

Ushbu
y' = Ay? + Bx™ (1.9.1)

tenglamaga Rikkati tenglamasining maxsus ko‘rinishi deyiladi. Bu yerda
A,B va m o°‘zgarmas sonlar. Biz m sonining ganday giymatlarida (1.9.1)
differensial tenglamaning umumiy yechimi elementar funksiyalarda topilishi
mumkinligini o‘rganamiz.

Avvalo eng sodda hollarni garaymiz:

1. Aytaylik, m=0 bo‘lsin. Bu holda (1.9.1) differensial tenglama
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y'=Ay® +B (1.9.2)
ko‘rinishga keladi. Bundan ushbu
W _dx, Ay?+B =0
Ay +B
tenglikni topamiz. Bu esa (1.9.2) differensial tenglamaning umumiy yechimi
elementar funksiyalarda ifodalanishini ko‘rsatadi.
2. Aytaylik, m=-2 bo‘Isin. Bu holda (1.9.1) differensial tenglama

y' = Ay? + Ez (1.9.3)
ko‘rinishni oladi. Ushbu "
almashtirishdan foydalansak, (1.9.3) differensial tenglama

_% _ B@Z A (1.9.4)

ko‘rinishni oladi. Bu esa bir jinsli differensial tenglamadir. Quyidagi

Uu=—

X
almashtirish natijasida (1.9.4) differensial tenglama o‘zgaruvchilari
ajraladigan
—xu'=Bu®+u+A
differensial tenglamaga keladi. Bundan ko‘rinadiki, (1.9.3) differensial
tenglamaning umumiy yechimi elementar funksiyalar orgali ifodalanadi.
3. Agar
m

2m+4

butun son bo‘lsa, (1.9.1) differensial tenglama kvadraturada integrallanadi.

e Z\{0;-2}

10-§. Rikkati va ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglama orasidagi
bog¢‘lanishlar

1. Avvalo, ushbu

y' =a(x)y* +b(x)y +c(x) (1.10.1)
Rikkati differensial tenglamasida quyidagi
y=@, a(x) =0 (1.10.2)
a(x)

almashtirish bajaramiz. Buning uchun (1.10.2) tenglikning ikki tarafini
differensiallab,

y=—22+17 (1.10.3)
a a
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topamiz. (1.10.2) va (1.10.3) tengliklardan foydalanib, (1.10.1) differensial
tenglamani quyidagicha yozamiz:
a’ R L
——7+-7'=a—+b—+cC.

a’ a a? a

Bu tenglamaning ikki tomonini a® ga ko‘paytirib,
az’'—a'z=az’ +abz+a’c
munosabatni olamiz. Bundan
7' =z7° +(b+i’jz+ac
a
kelib chigadi. Bu differensial tenglamani
2'— 22 +P(X)z+Q =0, (1.10.4)

P(x) = —(b + %), Q(x)=-ac

ko‘rinishda yozib olamiz va
z=—% (1.10.5)

almashtirish bajaramiz. Bu tenglikning ikki tomonini differensiallab,
, u"u _u!2 u” (urjz
z'=— =—— 4| —
u u \u
topamiz. Oxirgi tenglikdan va (1.10.5) almashtirishdan foydalanib, (1.10.4)

tenglamani
u" ul 2 ul 2 ul
FRORHIGRY
u \u u u
4 p% 0=,
u u
ya’'ni
u"+Pu —Qu=0 (1.10.6)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu esa ikkinchi tartibli chizigli differensial
tenglamadir.

2. Ko‘p hollarda, aynigsa tatbigiy ahamiyatga ega bo‘lgan masalalarda
ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamaning ayrim yechimlarini topish
va uning xossalarini o‘rganish uchun uni Rikkati tenglamasiga keltiriladi.
Shu magsadda ushbu

y"—q(x)y=0 (1.10.7)
chiziqli differensial tenglamada
w:%- (1.10.8)

almashtirish bajaramiz. Buning uchun (1.10.8) tenglikning ikki tomonini

differensiallab,
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14 ! 2 4
w':y——[l] A (1.10.9)
y Y y

munosabatni hosil gilamiz. (1.10.7) tenglamadan

=900
ekanligini hisobga olsak, (1.10.9) differensial tenglama

@' + w® =q(x) (1.10.10)
ko‘rinishni oladi. Bu esa Rikkati differensial tenglamasidir.

11-§. To‘liq differensialli tenglamalar

Hosilaga nisbatan yechilgan birinchi tartibli differensial tenglamaning
ushbu
M (X, y)dx + N(x,y)dy =0 (1.11.1)
ko‘rinishi bilan tanishamiz. Bu yerda M (x,y) va N(x,y) funksiyalar I = R?
sohada aniqlangan uzluksiz, ya’ni
M(X,y), N(x,y) e C(I').
1.11.1-ta’rif. Agar (1.11.1) differensial tenglamaning chap tomoni
biror U(x,y)eCO () funksiyaning to‘liq differensialidan iborat bo‘lsa, u
holda (1.11.1) tenglamaga to‘liq differensialli tenglama deyiladi.
Agar (1.11.1) tenglama to‘liq differensialli tenglama bo‘lsa, u holda
uning chap tomoni
M (x, y)dx + N(x, y)dy =dU (X, y) (1.11.2)
ko‘rinishda yoziladi. Bu holda y=¢(x)eC®(a,b) funksiya (1.11.1)
differensial tenglamaning yechimi bo‘lishi uchun ushbu

U(x, y)‘ y=ox) =Y (X,@(x)) =C =const, Vxe(a,b) (1.11.3)
shartning bajarilishi zarur va yetarlidir. Chunki (1.11.2) tenglikda
du =Y ax+ M gy (1.11.4)
OX oy
munosabatdan foydalansak, undan
oU ou
—=M(X,y),—=N(X, 1.11.5
& MY By (x,Y) ( )

tengliklarni olamiz.
Faraz qilaylik, y=¢p(x)eC®(ab) funksiya (1.11.1) to‘lig
differensialli tenglamaning yechimi bo’lsin. U holda
M (X, @(x))dx + N (x, (X))@ (x)dx =0,
y’ani
M (X, @(x)) + N (X, ¢(x))¢'(x) =0
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kelib chigadi. Bu yerda (1.11.2) dan foydalanib,
LU(xo(x)=0
X
tenglikni topamiz. Bundan
U (x,(x)) =C = const
kelib chigadi.
Agar y=¢(x) funksiya
U(x,¢(x))=C
tenglamaning yechimi bo lsa, u holda uni differensiallab,
M (X, @(X)) + N (X, (x))¢'(x) =0
tenglikni hosil gilamiz. Bundan esa y=¢(x) funksiya (1.11.1) differensial
tenglamaning yechimi ekanligi kelib chigadi.
1.11.1-teorema. Agar bir bog‘lamli " sohada M(x,y),N(x,Y),

%, aa—N funksiyalar aniglangan va uzluksiz bo‘lib,
X

oy
MZ2(x,y)+N?(x,y)#0,vx,yel’ (1.11.6)
shart bajarilsa, u holda (1.11.1) to‘lig differensialli tenglama bo‘lishi uchun,
ushbu
oM oN
oy O
shartning bajarilishi zarur va yetarli.
Isbot. Zaruriyligi. Faraz gilaylik, (1.11.1) tenglama to‘liq differensalli
tenglama bo’Isin. U holda (1.11.5) munosabatlar bajariladi. Bunda ushbu
GRUNGEY
Xy Byox
aralash hosilalarning tengligini inobatga olsak,
oM ON
oy o

(1.11.7)

kelib chigadi.

Yetarliligi. Aytaylik, I" < R® sohaning har bir nugtasida (1.11.7) shart
bajarilsin. U holda (1.11.1) ning to‘liq differensialli tenglama ekanligini
isbotlaymiz. Buning uchun (1.11.7) tenglikni ganoatlantiruvchi U(x,y)
funksiyani topamiz. Ushbu

oJ
&—M(X, y)
tenglikni integrallab,

U, y) = [ M y)dx+ o(y) (1.11.8)
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munosabatni hosil gilamiz. Bu tenglikning ikki tomonini y o‘zgaruvchi
bo‘yicha differensiallab,

U | (

—= | M/ (X, y)dx+¢'(y)=| N (x,y)dx+¢'(y) =
Y j [ (x Y)d+ @/ (y) = [ N (V)4 (1) 1119
=N(X,¥) = N(x,, y) +¢'(y)
tenglikni olamiz. Bunda ¢ funksiyani shunday tanlaymizki, natijada quyidagi

?'(¥) =N (%, Y) (1.11.10)
tenglik bajarilsin. U holda (1.11.9) tenglik

=G

ko‘rinishni oladi. Endi (1.11.10) tenglikni ganoatlantiruvchi birorta ¢(y)
funksiyani topamiz:

o(y) = j NCo Dt () =0. (L11.12)
Bu formuladan foydalanib, (1 11 8) tengllknl quyidagicha yozish mumkin:
U(x,y) = jM(x y)dx+jN(xO,t)dt

Teorema isbot bo‘ldi. m
Mustagil yechish uchun mashqlar /21], §6, N¢186-194.

12-§. Integrallovchi ko‘paytuvchi

Faraz gilaylik, ushbu
M (x, y)dx + N(x,y)dy =0 (1.12.1)
tenglama to‘liq differensialli tenglama bo‘lmasin, ya’ni I < R® sohada
aniglangan birorta ham U (x, y) funksiya uchun
dU =M (x, y)dx + N(x, y)dy
tenglik o‘rinli bo‘lmasin.
1.12.1-ta’rif. Agar I’ = R? sohada berilgan M(x,y),N(x,y) va birorta
u(x,y) =0 funksiya uchun, ushbu
£ YIM (X, y)dx + z(x, Y)N(X, y)dy =0 (1.12.2)
tenglama to‘liq differensialli tenglama bo‘lsa, u holda (1.12.1) tenglamaga
to‘liq differensialli tenglamaga keltiriladigan tenglama, ux(x,y) funksiyaga
esa uning integrallovchi ko‘paytuvchisi deyiladi. Bu holda
LMdx + £Ndy =dU (1.12.3)
o‘rinli bo‘ladi. Bundan
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oU oU
LM = UN _E (1.12.4)
ekanligini topamiz.
1.12.1-teorema.  Agar 0= u(x,y)eCOT), M(xy)eCO D),
N(x,y) e CO(T) bo‘lib, y=y(X), y(x,) =Y, funksiya x, €| =(a,b) intervalda
aniglangan hamda (2) differensial tenglamaning yechimi bo‘lsa, u holda
y=y(x) funksiya (1.12.1) differensial tenglamaning ham shu | =(a,b)
intervalda aniglangan yechimi bo‘ladi.
Isbot. Teorema shartiga ko‘ra, y=y(x) funksiya (1.12.2) differensial
tenglamaning yechimi bo‘lgani uchun, ushbu
H(X, YOIM (X, Y (X)) + p(X, YOOIN (X, Y(X))Y'(X) =0, Xy € I =(a,b) (1.12.5)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikda u(x,y(x))=0 ekanligini inobatga olsak,
(1.12.5) tenglama
M (X, y(x)) + N(x, y(x))y'(x) =0, xel =(a,b)
ko‘rinishni oladi. Bu esa o‘z navbatida y = y(x) funksiya (1.12.1) differensial
tenglamaning yechimi ekanligini ko‘rsatadi. m
Endi integrallovchi ko‘paytuvchining ayrim xossalari bilan tanishamiz.
Aytaylik, (1.12.2) tenglama to‘liq differensialli tenglama bo‘lsin. Boshgacha
aytganda  u(x,y)=0 funksiya (1.12.1) tenglamaning integrallovchi
ko‘paytuvchisi bo‘lsin. U holda (1.12.4) tengliklardan
o(uM) _ 9(uN) (1.12.6)
oy OX

munosabatni topamiz. Bu tenglikni quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

ou oM oy oN
ML N Y
oy T ax T ax
yoki
M@_y_Nc’?_y:ﬂ N _oM ) (1.12.7)
oy OX ox oy

Bunda s(x,y) >0, V(x,y) eI = R? deb olsak, (1.12.7) dan
aln,u_NOIny:(?N oM

oy OX ox oy
kelib chigadi. Bu munosabat In «(x,y) funksiyaga nisbatan birinchi tartibli

bir jinsli bo‘Imagan xususiy hosilali differensial tenglamadir. Bizga (1.12.8)
tenglamaning biror xususiy yechimini topish yetarlidir. Bunday yechim
(%, ¥o) €' nuqtaning yetarli kichik atrofida M,N,N;,M{ funksiyalar

uzluksiz bo‘lgani uchun mavjud.

M (1.12.8)
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1.12.2-teorema. Agar (1.12.1) differensial tenglama U(x,y)=C

umumiy integralga ega bo‘lsa, u holda (1.12.1) differensial tenglama uchun
integrallovchi ko*paytuvchi mavjud bo‘ladi.
Isbot. Teorema shartiga ko‘ra U(x,y)=C, (1.12.1) differensial

tenglamaning umumiy integrali bo‘lgani uchun

du =0, (1.12.9)
ya’'ni
%dx+ydy:0 (1.12.10)
OX oy
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda
ou
—=#0, (x,y)el
oy
desak, (1.12.10) tenglamadan
oU
dy o
o U (1.12.11)
oy
kelib chigadi. Ikkinchi tomondan, (1.12.1) differensial tenglamaga asosan
&y__M (1.12.12)
dx N

munosabatni hosil gilamiz. (1.12.11) va (1.12.12) tengliklarni o‘zaro
tenglashtirib

u
M _ ox
N U
oy
ya’'ni
ou U
o O
M N
bo‘lishini topamiz. Bundan
OX oy

kelib chigadi. O‘z navbatida ushbu
L[Mdx + Ndy] = gMdx + pNdy = aa—udx + %dy =duU
X

munosabatlardan u(x,y) funksiya (1.12.1) differensial tenglama uchun
integrallovchi kopaytuvchi ekanligi kelib chigadi.
Endi integrallovchi ko‘paytuvchini topish bilan shugullanamiz.

Yugoridagi mulohazalardan ko‘rinadiki, u(x,y) funksiyani topish uchun
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(1.12.8) xususiy hosilali differensial tenglamani xususiy yechimini topish
kerak bo‘ladi. Bu masala 0z navbatida qo‘yilgan masalaga nisbatan ham
ancha murakkab masaladir. Ayrim hollarda u(x,y) integrallovchi
ko‘paytuvchini topish uchun (1.12.7) yoki (1.12.8) tenglamalardan
foydalansa bo‘ladi.

1.12.3-teorema. Agar shunday 3w(x,y)eCW(r) funksiya mavjud
bo‘lib,

M _oN
Y X ), Y(xy)el (1.12.13)
ow ow
N———-M =
OX oy
tenglik o°rinli bo‘lsa, u holda integrallovchi ko‘paytuvchi
u(xy) =exp| [y (@)do) (1.12.14)

formula orqgali topiladi.
Isbot. Yuqgoridagi (1.12.7) differensial tenglamaning yechimini
u = u(w) Ko‘rinishda izlaymiz. U holda

A= ix . Py = OO0 gy OH 0@ 4 O[O0 g 00 gy ) O g
oy ow OX ow oy Oow\ OX oy ow
hosil bo‘ladi. Bundan

du _ou (1.12.15)
do oOJw
ekanligini topamiz. Bu holda (1.12.7) tenglama quydagi ko‘rinishni oladi:
M auaa;_Nayaa):ﬂ oN oM |
dw oy dw OX ox oy

Bu yerda (1.12.15) tenglikni e’tiborga olsak, oxirgi tenglama ushbu

du N@a)_MOa) _ oM oN
do\ 0Ox oy oy OX

ko‘rinishga keladi. Bundan

oM ©ON

du__ oy X do

H _N@_Maﬂ

OX oy
munosabat kelib chigadi. (1.12.13) tenglikdan foydalanib, oxirgi
munosabatni ushbu

d—/“lzt//(a))da)
U

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu tenglamani integrallab
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U= Cexp{jw(a))da)}

integrallovchi  ko‘paytuvchini  topamiz. Bizga birorta integrallovchi
ko‘paytuvchi kerak. Shuning uchun C =1 deb tanlash biz uchun yetarlidir:

U= exp{J.l//(a))d a)} :

Teorema isbotlandi. m
1.12.1-misol. Chiziqli bir jinsli bo‘lmagan
d
& =Py a0 (1.12.16)
differensial tenglamaning integrallovchi ko‘paytuvchisini topamiz.
Yechish. Avvalo (1.12.16) differensial tenglamani
(pP(x)y+q(x))dx—dy =0
ko‘rinishda yozib olamiz. Bu holda
M(x,y)=p(x)y+ax), N(x,y)=-1
bo‘lgani uchun

oM oN
B —— , — = O
5 p(x) x

munosabatlar o‘rinli. Ko‘rinib turibdiki,
oM ON
—F—.
oy oX
Shuning uchun (1.12.16) chizigli tenglama to‘liqg differensialli tenglama
emas.
Endi (1.12.16) differensial tenglamaning integrallovchi
ko‘paytuvchisini

p=p(X)
ko‘rinishda izlaymiz. Bu holda = x bo‘lgani uchun
9= M pig
i N

tenglik o‘rinli bo‘ladi. (1.12.14) tenglikdan esa
u=exp{~[ peoax)
formula kelib chigadi.
1.12.4-teorema. Agar x4, (1.12.1) differensial tenglamaning
integallovchi ko‘paytuvchisi bo‘lib, uy(x,y) uning integrali bo‘lsa, u holda
1= pioe(Ug) (1.12.17)
funksiya ham (1.12.1) tenglamaning integrallovchi ko‘paytuvchisi bo‘ladi.

Bu yerda ¢ =0 ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya.
Isbot. Berilgan (1.12.1) differensial tenglamaning chap tomonini

1o90(Ug ) ga ko“paytirib
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ﬂo@(uo)(MdX"' Ndy) = @(U,) 1, (Mdx + Ndy) = ¢(u,)du, =d (I@(Uo)duo)

munosabatni hosil gilamiz. Bundan (1.12.17) tenglik bilan aniglangan u
funksiya (1.12.1) differensial tenglamaning integrallovchi ko‘paytuvchisi
ekanligi kelib chigadi.m

Mustagil yechish uchun mashqlar /21], §6, N¢195-220.

13-§. Koshi masalasi yechimining mavjudligi va yagonaligi

Hosilaga nisbatan yechilgan ushbu
y'=f(xY) (1.13.1)
differensial tenglamaning

y(Xo) = Yo (1.13.2)
boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi y=y(x) yechimini topishga Koshi

masalasi deyiladi.
1.13.1-teorema (Koshi). Agar f(x,y) funksiya
P:{(x,y)e R*: [x—Xo|<a, \y—yo\sb}

to‘g‘ri to‘rtburchakda aniglangan va uzluksiz bo‘lib, y-—o‘zgaruvchi
bo‘yicha Lipshits shartini, ya'ni V(x,y;)€P, j=12 nugtalar uchun shunday
N >0 soni topilib

(% y1) = £ (X Y2)| < Ny — ¥, (1.13.3)
tengsizlikni ganoatlantirsa, u holda shunday h>0 soni mavjudki, (1.13.1)-
(1.13.2) Koshi masalasining [x,—h,x, +h] oraligda aniglangan va (1.13.2)

boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yagona y=¢(x) yechimi mavjud
bo‘ladi. Bu yerda

h:min(a,ij, M = max |f(x,y)|. (1.13.4)
M (x.y)eP

1.13.1-izoh. Agar f(x,y) funksiya P sohaning har bir nugtasida
f;(x,y) Xususiy hosilaga ega bo‘lib,
fy (X, y)‘ <C, C =const
shartni ganoatlantirsa, u holda bu funksiya P to‘g‘ri to‘rtburchakda
y —o‘zgaruvchi bo‘yicha Lipshits shartini ganoatlantiradi.

Hagigatan ham, ixtiyoriy ikki (x,y;), (x,y,)e P nugtalar uchun Lagranj
teoremasiga asosan quyidagi munosabat bajariladi:

[F00ye) = £ (63| =] (% +0( =) -2 = il

bu yerda 0<@<1.
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Oxirgi munosabatdan va fy(xy) Xususiy hosilaning

chegaralanganligidan (1.13.3) tengsizlik kelib chigadi.

Ammo, ba’zi hollarda hosilaga ega bo‘Imagan funksiyalar ham (1.13.3)
Lipshits shartini ganoatlantiradi.

Masalan. Ushbu f(x,y)=|y| funksiya y=0, ya’ni ((x, 0)) nugtada
hosilaga ega emas, lekin
£ (6 y2)= T (6 y2) =[val=Iya] <[y = vl

o‘rinli. Bunda Lipshits o‘zgarmasi N =1 bo‘ladi.

Teoremani isbotlashdan oldin quyidagi misollarni garaylik.

1.13.1-misol. Ushbu
2

y'=3y3, y(1)=0
Koshi masalasining yechimini toping.
Yechish. Berilgan differensial tenglamada o°zgaruvchilarni ajratib
quyidagi
1

_2 _2 1
%y Sdy = dx, %Iy 3dy = | dx, y3 =x+C, y(x)=(x+C)? C =const

yechimni topamiz. Boshlang‘ich shartdan foydalanib,
y@) =0, 1+C)3=0,C=-1

berilgan Koshi masalasining

y(x)=(x~1°
yechimini topamiz. Bundan tashqari, garalayotgan Koshi masalasi y(x) =0
yechimga ham ega. Demak, berilgan Koshi masalasi ikkita

y(x)=(x-2° y(x)=0

yechimga ega ekan. Bundan ko‘rinadiki, berilgan differensial tenglamaning
o‘ng tomonidagi

f(xy)=3y”
funksiya (1.13.3) - Lipshits shartini ganoatlantirmaydi. Chunki

fy

2
y=0 = W‘ y=0 = 400,

Shuning uchun ham berilgan Koshi masalasining yechimi yagona emas.
1.13.2-misol. Ushbu Koshi masalasining yechimini toping:

y'=%ly, y(0)=0.
Yechish. Berilgan differensial tenglamada o‘zgaruvchilarni ajratib,
uning umumiy yechimini topamiz:

y%dyzdx, Iy%dyzjdx, y%(x):g(x+C), C =const.
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Endi boshlang‘ich shartdan foydalanib C —o‘zgarmasning gqiymatini
aniglaymiz:

y(0) =0, ozg(ow), C=0,

, %
yA(X)%x, y(@{%) , x>0.

%
y(x):(%J , x>0

funksiya berilgan Koshi masalasining yechimidan iborat bo‘lar ekan. Bundan
tashqgari y(x) =0 funksiya ham berilgan Koshi masalasining yechimi bo‘ladi.
Demak, berilgan Koshi masalasi ikkita yechimga ega ekan. Chunki,
f(x,y)=3/y funksiya (x,0) nugtaning atrofida Lipshits shartini
ganoatlantirmaydi. Shuning uchun yechimning yagonaligi buziladi.

Quyidagi misolga e’tibor qarataylik.

1.13.3-misol. Ushbu Koshi masalasining yechimini toping:

Ushbu

, 1
y'=—, ¥(X)=0.
y

Yechish. Bu misolda ham, berilgan differensial tenglamada
o‘zgaruvchilarni ajratib, uning umumiy yechimini topamiz:

y2dy =dx, [y?dy=[dx, y}(x)=3(x+C), y(x)=3/3(x+C).
Boshlang‘ich shartdan foydalanib C —o‘zgarmasning giymatini aniglaymiz:
Y(Xp) =0, Xo +C =0, C=—x,.

Bundan ko‘rinadiki, ushbu
y(X) =3/3(X = Xo)

funksiya berilgan Koshi masalasining yagona yechimidan iborat bo‘ladi.
Shuni alohida gayd qgilish lozimki, berilgan Koshi masalasidagi
1 2

foey) =z 0N =15

funksiyalarning (x,,0) nugtada uzluksizligi buziladi. Ammo, berilgan Koshi
masalasi yagona yechimga ega. Demak, Koshi teoremasidagi shartlar Koshi
masalasi yechimi mavjud va yagona bo‘lishi uchun yetarli shartlardir. Koshi
masalasi yechimining yagonaligidan f(x,y) funksiyaning uzluksizligi va y
o‘zgaruvchi bo‘yicha Lipshits shartini ganoatlantirishi kelib chigmaydi.

Teoremaning isboti (Yechimning mavjudligi). Berilgan differensial
tenglamani ushbu

dy = f (X, y)dx

ko‘rinishda yozib, uni (xy,x) interval bo‘yicha integrallaymiz:
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Jay=[ @ ynet
Xo 0
Hosil bo‘lgan bu tenglikda (1.13.2) boshlang‘ich shartdan foydalanib,
V() =y, + [ F & y@)et (1.13.5)

munosabatni hosil gilamiz. Bu munosabat y(x) funksiyaga nisbatan integral
tenglamadir. Shunday qilib, agar y(x) funksiya (1.13.1)-(1.13.2) Kaoshi
masalasining yechimi bo‘lsa, u holda y(x) (1.13.5) integral tenglamani
ganoatlantirar ekan. Aksincha, agar y(x) uzluksiz funksiya (1.13.5) integral
tenglamaning yechimi bo‘lsa, u holda y(x) berilgan (1.13.1)-(1.13.2) Koshi

masalasining ham yechimi bo‘lishini ko‘rsatish mumkin. Hagigatan ham,
y(x) uzluksiz funksiya (1.13.5) integral tenglamani ganoatlantirsin. U holda

f (x,y(x)) funksiya P —sohada uzluksiz bo‘lgani uchun

d X
&[ j f(t, y(t))dt} = f(x, y(x))

munosabatning o‘rinli  bo‘lishi “Matematik analiz” fanidan ma’lum.
Yugoridagi (1.13.5) tenglikning ikki tomonini differensiallab

y%@=[%+jfa»a»mJ=wxxyu»

ekanligini topamiz. (1.13.2) boshlang‘ich shartning bajarilishi (1.13.5)
tenglikdan ko‘rinib turibdi:

wX)yojfawmm—n+o Yo.

Shunday qilib, (1.1.1)-(1.13.2) KOShI masalasi (1.13.5) integral tenglamaga
ekvivalent ekan. Shuning ushun (1.13.1)-(1.13.2) Koshi masalasi yechimini
mavjudligini ko‘rsatish o‘rniga, unga ekvivalent bo‘lgan (1.13.5) integral
tenglama yechimini mavjudligini ko‘rsatamiz. Buning uchun ketma-ket
yaqinlashishlar (Pikar) usulidan foydalanamiz.
Quyidagi
Yo (x) = Yoo

5,00 = Yo+ | T yo()at
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V.00 =y + [ 1y, 0)et,

(1.13.6)

formulalar yordamida {yn(x)}‘r’f:0 funksional ketma-ketlikni tuzib olamiz. Bu
yerdagi y;(x), j=0,12,... funksiyalarning har biri (1.13.2) boshlang‘ich
shartni, ya’ni y;(Xy) = Yo, j=0,12,... qanoatlantiradi.

Endi, ushbu

Y100 = Yols [Y2(¥) = Yo|s---s [Yn(X) = Yol..-
ayirmalarni baholaymiz:

Y, () = yy| = j f(t,y, (D)dt| < J'|f (t, Yo (1))|dt| < M jdt =M [x—x,)
Xo Xo Xo
(1.13.7)
1900 = Yol =| [ £ & Yora @)t <| | (v, ©)]dt] <M | [ dt] = M x— x|
Xo Xo Xo
Bundan ko‘rinadiki, agar x lar ushbu
: b
—X|<h, h= — |, M= f (%),
X = Xg| mln(a M) ()Ty?zp\ (x,)
tengsizlikni ganoatlantirsa, u holda (1.13.7) bahodan
V2(X) = Yo| <M -h<M -%:b, (1.13.7")

ya(X) = Yo| <M -h< M %:b, n=12,.

tengsizliklar kelib chigadi. Bu esa y=y,(x),n=0,42,... funksiyalarning
grafiklari vxe{x:[x—x,|<h} larda P to‘g‘ri to‘rtburchakdan chigib
ketmasligini ko‘rsatadi. Shunday qilib, x, —h<x<xy +h tengsizlik bajarilsa,
yn(X), n=0,1,2,... funksiyalarning grafiklari
(X, y,(x))eP, n=12,...

P to‘g‘ri to‘rtburchakda joylashar ekan.

Endi, har bir tayinlangan x e[x, —h, X, +h] larda ushbu {y,(x)}_, sonli
ketma-ketlikning n — o da chekli limiti mavjudligini ko‘rsatamiz va uni
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lim y,(x)=y(x)eR (1.13.8)

orgali belgilaymiz. Shu magsadda, matematik induksiya usulini go‘llab

n
‘yn (x) - yn—l(x)‘ <MN™ %

bahoning o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatamiz. Bu baho n=1 da o‘rinli:

(1.13.9)

|y1(X)_y0|: SM|X—XO|.

[HBAGL
)

Aytaylik, (1.13.9) tengsizlik biror ne N uchun bajarilsin. U holda (1.13.9)
bahoni n+1 uchun bajarilishini ko‘rsatamiz. Lipshits shartidan foydalanib
quyidagi ayirmani baholaymiz:

<

|yn+1(X) - yn (X)| =

Tty )= £t v, . @)ct
X0

< <N =

[IF .y, @)~ f 6y, . )]t

J19.0 -y, @t

n+1

X=X

=MN" :
(n+1)!

N"M | "
- Jlt=x["dt

Agar |x—xo|<h deb, ushbu

MN n—lhn
-
belgilashdan foydalansak, (1.13.9) baho quyidagi

1 h"
[V (X) = Ypa ()< MN" 1FE nneN (1.13.10)

n

ko‘rinishni oladi. Avvalo {a } ketma-ketli-k ushbu

a, SE, C=const, neN
2n

tengsizlikni ganoatlantirishini ko‘rsatamiz. Buning uchun b, =2"a, ketma-

ketlikni tuzib olamiz. Ko‘rinib turibdiki,
bn+1 _ 2n+1an+1 _ 2hN
b, B 2”3_n n+1

—>0,Nn—>w

munosabat o‘rinli. Bunga ko‘ra, shunday n, e N nomer topiladiki, Pn1 <1
n

tengsizlik n>n, larda bajariladi. Bu esa b, ; <b,, ya’ni b, ketma-ketlikning
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hadlari n, nomerdan boshlab kamayuvchi va chegaralangan ekanligini
ko‘rsatadi. Demak, b, <C, ¥n>n,. Shuning uchun

tengsizlik bajariladi. Bundan va (1.13.10) tengsizlikdan
C
‘yn(x)_yn—l(x)‘sz_n’ ‘X_XO‘Sh (11311)
baho kelib chigadi.
Endi {y,(X)}>, Xe[xo—hx,+h] ketma-ketlik Koshi kriteriyasini
ganoatlantirishini ko‘rsatamiz. Buning uchun quyidagi ayirmani baholaymiz:
‘YN (x)—- yN+p(X)‘ =[Yn () = Ynaa () + Ynaa (¥) = Y2 (X) +
+ Ynr2(X) = Ynaa(X) ot Y p2 (X) = YN pa (X) +
+ yN+p—1(X) B yN+p(X)‘ <

- b, c Cc&1 . C
SZ|yN+k (X)_yN+k—1(X)|SZZN+k =2—NZ?S2—N (1.13.12)
k=1 k=1 k=1

Bu tengsizlikdan
‘yN (x) - yN+p(X)‘ —>0,N—>o
ekanligi kelib chigadi. Bu esa {y (x)}, xe[x,—h,x,+h] ketma-ketlikning
fundamentalligini va Koshi kriteriyasiga asosan uning (1.13.8) ko‘rinishdagi
chekli
limitga ega ekanligini ko‘rsatadi.
Quyidagi

2 1 2
2

geometrik progressiya yig‘indisini topish formulasidan foydalanib, (1.13.12)

tengsizlikni
C 1\°
‘yN(X)_yN+p(X)‘<2_N[1_(§j J

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu tengsizlikda p — oo da limitga o‘tib, (1.13.8)
munosabatni inobatga olsak,

Zizzl‘@p ()

p
k=1

YN (X) = (X)) 32%

kelib chigadi. Barcha xe[x,—h,x, +h] larda (1.13.8) limitning mavjudligi
y(x) ning shu kesmada aniglangan funksiya ekanligini bildiradi.
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Endi y(x) funksiyani [x,—h,x, +h] kesmada uzluksizligini va uning
grafigi P to‘g‘ri to‘rtburchakda vyotishini ko‘rsatamiz. Buning uchun
Vg, %, €[Xg —h, %o +h] ikki nugta olib ushbu |y,(x)—-y,(x,)| ayirmani
baholaymiz:

<

0 0= Yo 06)]=| | Yo )t = [ £ty 1@t =| [ ¢y, Ot

17 €y, et
Bu oxirgi tengsizlikda n — < da limitga o‘tsak,
V(%) — Y(X2)| < Mxqg — Xy
baho kelib chigadi. Bundan esa y(x) funksiyaning [x, —h,%, + h] kesmada
uzluksizligi kelib chigadi.
Yugorida isbotlangan (1.13.7"), ya’ni
[Va(¥) = Yo| b, x€[Xo—h, %o +h]
tengsizlikda n — oo da limitga o‘tib,
lY(X) = Yo|<b, xe[xy—h, Xy +h]
bahoni olamiz. Bu esa y(x), xe[xy—h,xq+h] funksiyaning grafigi
(x,¥(x))e P to‘g‘ri to‘rtburchakda joylashishini ko‘rsatadi.
Nihoyat y(x), xe[xy—h,x,+h] uzluksiz funksiyani (1.13.5) integral
tenglamani ganoatlantirishini  ko‘rsatamiz. Avvalo Lipshits shartidan
foydalanib quyidagi ayirmani baholaymiz:

[y 0 -yt

= :M|X1_X2|; |yn(X1)—yn(X2)|S|\/||X1—X2|.

X

Ut yoa @) - f .yt

Xo

Quyidagi

<N =N%h—)0,n—>oo.

Y. (X) =Y, +I f(t,y, ,(t)dt=

X

= Yo+ [ £ 6 Y@+ [Ty, 0) - f & yO)let

Xo

tenglikda n — oo da limitga o‘tib, ushbu
y0) = Yo+ [ 1Lyt
X0

integral tenglamani hosil gilamiz. Bu esa y(x), xe[x,—h,x,+h] uzluksiz
funksiya (1.13.5) integral tenglamaning yechimidan iborat ekanligini
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bildiradi. Shunday qilib, (1.13.1)-(1.13.2) Koshi masalasining [x, —h, x, +h]
kesmada aniglangan y(x) yechimi mavjud ekan.

Berilgan (1.13.1)-(1.13.2) Koshi masalasi yechimining yagonaligini
ko‘rsatish uchun quyidagi tasdiqdan foydalanamiz.
1.13.1-lemma (Gronuolla). Faraz gilaylik, [x,,x] kesmada u(x), v(x)

funksiyalar uzluksiz va manfiy bo‘lmasin. Agar ular uchun, ushbu

u(x) < A+ j u(tv()dt|, A>0 (1.13.13)
Xo
baho o‘rinli bo‘lsa, u holda
u(x) < Aexp{ j v(t)dt} (1.13.14)

tengsizlik bajariladi.
Isbot. Aytaylik, A>0, x>x, bo‘lsin. U holda (1.13.13) tengsizlikda
modul ishorasini tashlab va uni v(x) ga ko‘paytirsak,
LOWVE) ) (1.13.15)
A+ I u(t)v(t)dt

X0
hosil bo‘ladi. Oxirgi (1.13.15) tengsizlikni ushbu

%{ A+ Jx‘u(t)v(t)dtJ =u(x)v(x)

X0

munosabatdan foydalanib

d £A+ j u(t)v(t)dtJ
il <v(x)dx

A+ j u(t)v(t)dt

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu tengsizlikning ikkala tomonini integrallab

In [A+ j‘u(t)v(t)dt}— InA< _X[v(t)dt

Xo Xo
munosabatni hosil gilamiz. Bundan
X

j v(t)dt

Xo

A+ Iu(t)v(t)dt < Aexp{jv(t)dt} = Aexp{

X0

Xo
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kelib chigadi. Lemma shartidagi (1.13.13) tengsizlikka asosan

X

j u(t)v(t)dt

Xo

X

j v(t)dt

Xo

u(x) <A+

= A+ Iu(t)v(t)dt < Aexp{

Xo

|

baho hosil bo‘ladi. Bu baho A>0, x<x, larda ham o‘rinli. Chunki x< x,
ko‘rinishda yozish mumkin. Bundan ham

larda (1.13.13) tengsizlikni quyidagi
}: Aexp{ }
kelib chigadi.

Agar A=0 bo‘lsa, u holda u(x) =0 bo‘ladi. Hagigatan ham

X

j u(t)v(t)dt

Xo

Xp

u(x) < A— j u()v(t)dt = A+ j u(t)v(t)dt

X

X

j v(t)dt

Xo

Xo

j v(t)dt

X

u(x) < Aexp{

u(x)<e+ , Ve>0

|

bahoga ega bo‘lamiz. Bundan ¢ —+0 da u(x)<0 kelib chigadi, bu esa
u(x) >0 shartga zid. Shuning uchun u(x)=0. m
Yechimning yagonaligi. Aytaylik, vy,(x), y,(x) funksiyalar (1.13.1)

differensial tenglamani va (1.13.2) boshlang‘ich shartni ganoatlantirsin.
Bundan tashqari ularning grafiklari P to‘g‘ri to‘rtburchakda joylashsin,
ammo

bo‘lsa, (1.13.14) dan

X

j v(t)dt

Xo

u(x)<gexp{

Y1 (X) # Y2 (X), Xxe[Xg—h,%q +h]
bo‘lsin. U holda ushbu

%: f (% Y200). ¥2.(%) = Yo,
% = (X, Y2(X), Y2(X0) = Yo

tengliklardan, avvalo
Y1(Xp) — Y2 (%p) =0,
so‘ngra

d(Yl(X)d; y2(x)) _ f (X y1(3)) = F(X,y,(x))
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munosabatni olamiz. Bu tenglikning ikki tomonini integrallab
Y:00 = ¥200 = [[F (€ % (0) - T €.y, @)let

ifodani olamiz. Lipshits shartidan foydalanib, oxirgi munosabatni
baholaymiz:
<N

V.00 =y, < ||| f (&, y, () = £ (&, y, (©)]ct

Iy -y, e
X0
ya’'ni

y,(¥) -y, ()| <N

ARG
X0

bahoni olamiz. Ushbu
u(x) =|y1(X) = y,(x)| 20, v(x)=N >0, A=0

belgilashlarni olib, Gronuolla tengsizligidan foydalansak,
u(x)=0, y;(x) =y,(x) ekanligiga ishonch hosil gilamiz. Teorema to‘la isbot
bo‘ldi. m

Ko*pchilik hollarda (1.13.1)-(1.13.2) Koshi masalasining y(x) yechimi
bilan (1.13.6) tengliklar orgali aniglangan y.(x), n—Yyaginlashish orasidagi
fargni hisoblashga to‘g‘ri keladi. Buning uchun ushbu |y(x) -y, (x)| ayirmani
baholashga to‘g‘ri keladi. Avvalo biz y (x) funksiyani quyidagi

Yo () = Yo + D _[% (0= ¥4 ()]

ko‘rinishda yozib olamiz. So‘ngra t;u tenglikning ikki tomonida n— da
limitga o‘tib

V() = Yo+ D _[¥ () = Y s (¥)]

munosabatni hosil gilamiz. Bundar; va (1.13.10) tengsizlikdan foydalanib,
quyidagi ayirmani baholaymiz:

YOI = Y0 (9] = Yo + D [ (¥) = Y ()] - ¥, (¥)| =

i|yk(x>—yk_1<x)|s

k=n+1

> Iy 00— ya (9] <

k=n+1

VTR n (Nh)’ (Nh)‘ e (N
SZMN k!_ (n+1)lz (n+1)V
ya’ni
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(Nh)"

hN
Y (X) = yn (X)| < Mhe 1Dl

(1.13.16)

Bu yerda

M = max |f(X,y)], [x—Xo|<h, h:min(a,ﬂ), N —Lipshits o‘zgarmasi.
(x,y)eP M
Mustaqil yechish uchun mashgqlar /21], §7, Ne221-223, 225, 226,

228.

14-§. Koshi masalasining korrektligi

Ushbu
Yo £ Y06) = Yo (1.14.0)
Koshi masalasini garaylik.
1.14.1-ta’rif. Agar (1.14.0) masalasining yechimi
1) mavjud,
2) yagona,
3) berilganlarga nisbatan uzluksiz bog‘liq (turg‘un)
bo‘lsa, Koshi masalasi korrekt deyiladi.
Berilgan (1.14.0) masalaning korrektligini o‘rganish uchun quyidagi

d
d—i =16 Y), ¥(X) =Yg, (1.14.1)
d
o= D00y, y0) =y (L14.2)

Koshi masalalarini qaraymiz. Aytaylik, y;(x), j=12, xe[x,—hx,+h]
funksiyalar bu Koshi masalalarining yechimlaridan iborat bo‘lsin. Bu yerda

) b )
h=m|n(a;m} M, =m§x‘fj(x, Y)l, j=12, M =max(M;M,).

1.14.2-ta’rif. Agar V& >0 soni uchun 35 >0 soni topilib ushbu

£, y) - (%, )| <6, \y(gn - y(gZ)\ <5 (1.14.3)
tengsizliklari bajarilganda
Y21 (X) = Yo ()| <&, [x=Xo|<h (1.14.4)

baho o‘rinli bo‘lsa, Koshi masalasi berilganlarga nisbatan uzluksiz bog‘liq
(turgun) deyiladi.

1.14.1-teorema.  Aytaylik P ={(x,y)eR%:|x—xo|<a, |y yo|<b}
sohada f;(x,y) va f,(x,y) funksiyalar uzluksiz bo‘lib, y o°zgaruvchi
bo‘yicha Lipshits shartini ganoatlantirsin. U holda
Y1 00y), ¥0x0) = e
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Koshi masalasi korrekt bo‘ladi.

Isbot. Oldingi paragrafda Koshi masalasi yechimining mavjudligi va
yagonalagi ko‘rsatilgan edi. Endi Koshi masalasi yechimining berilganlarga
nisbatan uzluksiz bog‘liq (turg‘un) ligini ko‘rsatamiz. Buning uchun quyidagi
belgilashni Kkiritamiz:

A= max ‘ fl(X1 y) - f2 (X1 y)‘
(x,y)eP

Berilgan (1.14.1), (1.14.2) Koshi masalalaridan

d d
%_ﬁz fy (%, Y) = F2(%, ), Ya(Xo) = Yo (%o) = ¥§ = y§

munosabatlarni topamiz va uni (x,, x) oraliq bo‘yicha integrallab

00,00~ (0 = ¥8) = [T, @) - (6 v, 0)]dt =

- j [f(L v, (6) — F, (t, Yo (0) + T, (6 v, (1) — T, (8, y, ()]t

tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda Lipshits shartidan va uchburchak
tengsizligidan foydalanib quyidagi bahoni olamiz:

[EBTORAGAON

Xo

V00 =y, (9] <|y$ -y + +

@ (2)
+ S‘YO Yo “"

JIf.€v.00- T, v, @)t

+m§-x| fl(t’ yl(t)) - fz (t, Y1(t))|'|x_ Xo|+ N

ARG

Agar u(x)=y,(x)—y,(X)|, v(x)=N >0, A:‘yél) —yéz)‘+hA20 belgilashdan
va Gronuolla tengsizligidan foydalansak, oxirgi bahodan
Y209 = y2 (9] < (v - y§2 |+ haye™ ol <y - y§| + haye™,

X e[X, —h, Xy + h] (1.14.5)
kelib chigadi. Bu yerda Ve >0 sonini olib 5(5)=ﬁe"\'h deb tanlasak,
oxirgi tengsizlikdan A<, ‘y(l) —y§‘<5 bo‘lganda

V1) = Y, (%) < 5@+ h)eN" = &, x e[xg —h, X + ]
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baho kelib chigadi. Bu esa Koshi masalasining turg‘unligini ko‘rsatadi.
Bundan va yechimning mavjudligi hamda yagonaligidan uning korrektligi
kelib chigadi.m

Endi, ushbu
d
=00y, y06) =Yg (L.14.6)
Koshi masalasining y=y(x,x,,Y,) yechimini boshlang‘ich shartga uzluksiz
bog‘ligligini o‘rganamiz. Buning uchun quyidagi Koshi masalasini ham
garaymiz:
d =
=Ty, V(%) =Y. (1.14.7)

1.14.3-ta’rif. Agar Ve >0 soni uchun shunday &>0 soni topilib,
Yo — Vo < & tengsizligi bajarilganda

ly(X)—y(X)| <&, ¥YXxe[Xg—h, g +h]

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda (1.14.6) Koshi masalasining yechimi
boshlang‘ich shartga uzluksiz ravishda bog‘liq deyiladi.

1.14.1-teoremada olingan (1.14.5) bahodan quyidagi natijalar kelib
chigadi.

1.14.1-natija. Agar f(x,y) funksiya Koshi teoremasining shartlarini
ganoatlantirsa, u holda (1.14.6) masalaning yechimi boshlang‘ich shartga
uzluksiz ravishda bog‘liq bo‘ladi.

Isbot. Qaralayotgan holda A=0 bo‘lgani uchun (1.14.5) tengsizlik
quyidagi

YO0 = Y(0)|<[yo ~ Yole™", ¥x exo ~h, X, +h]

ko‘rinishni oladi. Bunda f, = f, = f ekanligi inobatga olindi.

Agar Ve>0 sonini olib, 5(¢)>0 sonini 5(s)=e ™ deb tanlasak, u
holda |y, - Y,| < & tengsizligi bajarilganda

y(x) - y(x)|<se™ =&, Vxe[x,—h, X, +h]
baho o°rinli bo‘ladi. Bu esa (1.14.6) Koshi masalasining yechimi
boshlang‘ich shartga uzluksiz bog‘liq ekanini bildiradi. m
Nihoyat (1.14.5) bahodan Koshi masalasi differensial tenglamaning
o‘ng tomoniga nisbatan uzluksiz bog‘lig ekanligi ham kelib chigadi.
Aytaylik, (1.14.1), (1.14.2) masalalarda y{” = y{? bo‘lsin, u holda

dy
—=f.(X,¥), V(Xq) =V,
dx 1%, ¥), Y(X0) = Yo

dy
= f X’ , X =
dx 2(X,Y), Y(X0) =VYo
munosabatlarga ega bo‘lamiz.
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1.14.2-natija. Agar f,(x,y), j=12 funksiyalar Koshi teoremasining
shartlarini ganoatlantirsa, u holda Koshi masalasining yechimi differensial
tenglamaning o‘ng tomoniga uzluksiz ravishda bog‘liq bo‘ladi.
Isbot. Qaralayotgan holda y¥ =y =y, bo‘lgani uchun (1.14.5)
tengsizlik quyidagi ko‘rinishda yoziladi:
V1 (%) =y, ()| < hae™", x e[xg —h, o +h].

Nh

Ixtiyoriy Ve&>0 sonini olib, &§(¢)>0 sonini 5(e)=%e‘ ko‘rinishda

tanlasak, A <&(¢) tengsizligi bajarilganda

Y,(X) = ¥,(X)|<she™ =g, xe[x,—h,x,+h]

baho o‘rinli bo‘ladi. Bu esa Koshi masalasining yechimi differensial

tenglamaning o‘ng tomoniga uzluksiz ravishda bog‘liq ekanligini bildiradi. m
Demak, Koshi masalasi korrekt bo‘lishi uchun uning yechimi

boshlang‘ich shartga va differensial tenglamaning o‘ng tomoniga uzluksiz

ravishda bog‘liq bo‘lishi kerak ekan.

15-§. Differensial tenglama yechimining silligligi

Ushbu
y'=f(xy) (1.15.1)
differensial tenglamani garaylik.
1.15.1-teorema. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya x,y o‘zgaruvchilar

bo‘yicha n>1 marta uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda (1.15.1)
differensial tenglamaning ixtiyoriy yechimi (n+1) marta differensiallanuvchi
bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, n=1 bo‘lsin. U holda (1.15.1) differensial
tenglamaning y(x) yechimi uzluksiz differensiallanuvchi bo‘ladi. Shuning

uchun (1.15.1) tenglamani ushbu
dy _ f(x,y(x)) (1.15.2)
dx

ko‘rinishda yozish mumkin. Teorema shartiga ko‘ra f(x,y) X,y
o‘zgaruvchilar bo‘yicha differensiallanuvchi bo‘lgani uchun f(x,y(x)) x

o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida uzluksiz differensiallanuvchi bo‘ladi
(bunda murakkab funksiyaning differensiallanuvchiligi hagidagi teoremaga
asoslanildi). Bundan (1.15.2) ayniyatning o‘ng tomoni uzluksiz
differensiallanuvchi ekanligi, ya’ni y” hosilaning mavjudligi kelib chigadi.

Aytaylik, n=2 bo‘lsin. U holda (1.15.2) ayniyatning ikki tomonini
differensiallab
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d 2ng) _of(xy(x) dy (1.15.3)
dx oy dx
tenglikni hosil gilamiz. Bu ayniyatga yuqgoridagi g‘oyani go‘llab y(x)
yechimning y”(x) uchinchi tartibli hosilasining mavjudligini ko‘rsatish
mumkin. Shu jarayonni ketma-ket n marta go‘llash natijasida y(x)
yechimning (n+1) marta differensiallanuvchi ekanligini ko‘rsatish mumkin.
|

16-§. Differensial tenglama yechimining parametrlarga va boshlang‘ich
shartlarga bog‘ligligi

Biror fizik jarayonni tavsiflovchi differensial tenglama parametrlarga
(jJumladan massa, elastiklik koeffitsiyentlari va hakoza fizik kattaliklar)
bog‘lig bo‘ladi. Bu parametrlarning giymatlarini real masalalarda aniq
o‘lchamini hisoblashning imkoni yo‘q, odatda taqribiy hisoblanadi. Ma’lum
jarayonni tavsiflovchi differensial tenglamani keltirib chigarish jarayonida
ham xatolikka yo‘l go‘yiladi.

Shunday qilib differensial tenglama real jarayonni tavsiflashi uchun,
uning yechimi parametrlarga uzluksiz ravishda bog‘liq bo‘lishi kerak, ya’ni
parametrlarning Kichik o‘zgarishiga differensial tenglamaning yechimi ham
mos ravishda kichik o‘zgarishi lozim.

1.16.1-teorema. Agar f(x,y,A) funksiya

P:{(x,y,/l)eR3:\x—x0\£a,\y—yo\sbM—AO\SC}
sohada aniglangan uzluksiz bo‘lib, uzluksiz f/(x,y,4) va f/(x,y,4)

hosilalarga ega bo‘lsa, u holda ushbu
y'=f(xy,4), y(%.4) =Y, (1.16.1)
Koshi masalasining y = y(x,1) yechimi uchun quyidagi tasdiglar o‘rinli:
1. (x,A)-o°zgaruvchilarning uzluksiz funksiyasidan iborat bo*ladi.

2. %zu(x,ﬂb) uzluksiz funksiya bo‘lib,

du_odt(xy.4)  , oFxy4)
dx oy oA
chiziqli differensial tenglamani ganoatlantiradi. Bunda

. b
\x—xo\sh,hzmm(a,mj, M :mgx\f(x, y,A)|.

, Uu(x,,4)=0

Isbot. 1. Ixtiyoriy VA, 4, €[4, —c, 4, +c] nuqtalarni olib, quyidagi
y'=1(xy,4) Y%, A) =Y, (1.16.2)
y'=1(%Yy.4) Y% 4) =Y, (1.16.3)
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Koshi masalalarini garaylik. Shu bilan bir gatorda, ularning yechimlarini mos
ravishda y(x,4,) va y(x,4,) orqali belgilaylik.
Teorema shartiga ko‘ra, f (x,y,4) va f;(x,y,A) funksiyalar P sohada
uzluksiz bo‘lganliklari uchun shunday 3N, >0, N, >0 sonlari topilib,
06y A)| <N, [Ty, D) <N,,
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu munosabatlardan foydalanib quyidagi
£ 06V A) = £ OG Yo, A =] £ 06 Vs + 00y, = V1) )| [Ys = Vo | < Nufy; = ¥,

0<0<1, V(x,y,4), (x,y,,4)eP
OG0y A) = FOGYA) =] TGy A+ 0(h, = )| |4 = 4| <N, |A4 = 4,

V(X Y, 4), (%Y, 4,) P
baholarni olamiz. Ushbu

YOGA) = Yo+ [ (6 Y(E 2), A)et

V0 A) = Yo + [ £ (LY 2), )

integral tenglamalardan foydalanib
V(X 4) = (X 4,)

ayirmani baholaymiz:

<

Y%, A4) = y(x,4,)| =

| fywa). myde- [ £y 2), )

< < +

17yt 2,2 = £ 1yt 2), At <[ 1 €yt A, 4) = F (6 vt 2), A)]dt

+

+ <N,

JIF @y 1)) = £ty ), )] dt|< Ny [ly(e 2) -yt )]t

N, |4 = A |- [x =%, < N, |4 = 4, |- h+ N,

Jlyee -y )t

Demak |y(x, 4,) — Y(x, 4,)| funksiya quyidagi
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Y A4) = (X, 4,)| < Ny |4 = 2| -h+ N,

[yt ) -yt 2ot

tengsizlikni ganoatlantirar ekan. Bunda, ushbu
u(x) =]y(x,4) = y(x, 4,)|, v() =N;, A=N, |4 —4]|-h
belgilashni olib, Cronuolla tengsizligidan foydalansak
V(X 4) = Y(X, )| < N, |4, = 4, |- he™"
baho hosil bo‘ladi. Agar ixtiyoriy Ve >0 soni uchun &(g) >0 sonini
ge_Nlh
~ N,h
deb tanlasak, u holda |4, —4,|< & tengsizligi bajarilganda

ly(x,4) = y(%,4,)| < N,ohe™" =&, Vxe[x, —h,x, +h], V4,4, €[4, —¢, 4, +c]
bahoning o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa y(x,4) yechimning (x,1)
o‘zgaruvchilarga nisbatan uzluksiz ekanligini bildiradi. Teoremaning birinchi
gismi isbotlandi.

2. Aytaylik y=y(x,4) funksiya (1.16.1) masalaning yechimi bo‘lsin. U
holda y = y(x, A + A1) funksiya ushbu

dy(x, 4 +AA)

dx

Koshi masalasining yechimi bo‘ladi. y=y(x,4)-yechimning orttirmasi
Ay(x,A) = y(x,A + AA) — y(x,4) bo‘lgani uchun hamda

YA — (0, yx 20, V06,2 = e (L16.5)

o‘rinli ekanligini inobatga olib ushbu

dly(x, A +A2) -y A _ (X, Y(X, A+ A1), A+ AL) — (X, y(X,A),4)

= (X, Y(X, L+ A1), A+ AL), Y(X,, A + AA) =Y, (1.16.4)

dx
tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglikni
W = f (% Y(Xx A+ A A+A) - F(xy(x2),2)  (1.16.6)
AY (%, 4) =0 (1.16.6")

ko‘rinishda yozish mumkin. Adamar lemmasiga (M.V. Fidaryuk
“O0bikHOBeHHbIE  AuddepeHunanbuble  ypaBHeHus  kitobining 106-108
betlari) ko‘ra, (1.16.6) tenglamaning o‘ng tomonini quyidagicha yozish
mumkin:

W — FAY(X, A) + GAZ,

ya’'ni
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i(Ay(x,/l)j _E Ay(X, A) G (1.16.7)
dx\ A2 AL ' T

Ushbu y(x,4) va y(x,A+AA) funksiyalar bir xil (bitta) boshlang‘ich
shartlarni ganoatlantirgani uchun

AYXA g (1.16.7")
AL iy,
shartga ega bo‘lamiz. (1.16.7) tenglamaning o‘ng tomoni x, A1

o‘zgaruvchilar bo‘yicha uzluksiz va % o‘zgaruvchiga nisbatan uzluksiz

differensiallanuvchi bo‘lgani uchun Adamar lemmasiga asosan F, G

funksiyalar ushbu %% uzluksiz funksiyalarning integralidan iborat.

Yechimning parametrlarga uzluksiz bog‘ligligidan % funksiya kichik |AZ)]

larda uzluksiz. Shuning uchun quyidagi chekli limit mavjud:
A2 YA _

lim
A0 AL oA
Yana Adamar lemmasiga asosan
limF =X &Y A) oo xy.4)
AL—0 ay AL—0 oA
munosabatlarga ega bo‘lamiz. Demak, u(x, 1) = 8y(l ) hosila quyidagi

du_oaf(xy.4) ., oFxyd)

= (1.16.8)
dx oy oA
differensial tenglamani va
oy(x,4) :
A =0 1.16.8
o, =25 (L16.)
boshlang‘ich shartni ganoatlantirar ekan.
1.16.1-misol. Quyidagi
%:y2+4ﬂx+ﬂz, y(L,A)=21-1 (1.16.9)
Koshi masalasi yechimining y’(x,4) hosilasini A=0 nuqtadagi giymatini
toping.
Yechish. Bu holda (1.16.8) tenglama ushbu
3—2:2y-u+4x+21, u@ =2 (1.16.10)

ko‘rinishni oladi. Bu yerda u(x,2)=Y,(x,4). Agar 1=0 bo‘lsa, (1.16.9)
masala quyidagi
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d
d—y=y2, y(1,0)=-1
X

ko‘rinishni oladi. Bu Koshi masalasini yechib y=—1 funksiyani topamiz.
X

Bundan foydalanib (1.16.10) masalani 2 =0 da

OI—u:—zu+4x, u@ =2
dx X
ko‘rinishda yozish mumkin. Hosil bo‘lgan chizigli tenglamani yechib
u=x*+x2,
ya’'ni
Y, (%, )|, =X+ X7
topamiz.
1.16.2-Misol. Quyidagi
y=11-x)+y-Yy°, y(0,1)=0 (1.16.11)
Koshi masalasi yechimining Y’ (x,4) hosilasini 2 =0 nuqtadagi giymatini
toping.
Yechish. Qaralayotgan holda (1.16.8) tenglama
OI—u:[1—2y]u +1-x,u|_ =0 (1.16.12)
dx X

ko‘rinishni oladi. 2=0 holda (1.16.11) masala
y'=y-vy* y(0)=0
ko‘rinishda bo‘lgani uchun y=y(x,00=0 bo‘ladi. Bundan foydalanib

(1.16.12) tenglama

0 _ u(x,0)+1-x, u_ =0

ko‘rinishga keladi. Chizigli tenglamani yechib
u(x,0)=x, ya’ni y,(x, 0)=u(x, 0) =x
ekanligini topamiz.
Endi, ushbu
y'=f0y), y()=Y, (1.16.13)
Koshi masalasining y=¢(x,%,,Y,) Yechimini x,y, boshlang‘ich shartga
nisbatan silligligini o‘rganamiz.
1.16.2-teorema. Aytaylik f(x,y)va f (x,y) funksiyalar
G:{(x,y)eR2:\x—xo\sa,\y—yo\ﬁb}
sohada uzluksiz bo‘Isin. U holda, shunday h >0 soni topilib, (1.16.13) Koshi
masalasining ushbu [x, —h,x, + h] oraligda aniglangan y = (X, X%,,y,) yechimi
uchun quyidagi tasdiglar o‘rinli:
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1. 8(0(X,X0, yo)’ a(”(x’xo’ YO)

0%, 0
iborat bo‘lib, mos ravishda ushbu
d_u _ of (X’§0(X’XO’ YO)) U. U

—xususiy hosilalar uzluksiz funksiyalardan

‘ _ |
X=X,

dx % (1.16.14)
ﬂ: of (X, @(X, %5, ¥,)) v, V‘ -1
dx oy =%
tenglamalarni ganoatlantiradi. Bu yerda
u=u(x, X yo) = wv
%o (1.16.15)
V=V(X, X, ) = Op(X, %y, Y)
Yo
2. ¢, , ¢, —aralash hosilalar uzluksiz.
Isbot. Avvalo ushbu
oy _ (X, X5 Yo) :8Y(X’Xo’ Yo)
OX, 0X, OX,
xususiy hosilani mavjudligini ko‘rsatamiz. Buning uchun quyidagi
yordamchi
y'=1f(xy), y(X)=Y, (1.16.16)

Koshi masalasini ham garaymiz. Berilgan (1.16.13) Koshi masalasining
y=Y(X, %, Y,) Yechimi 1|=[x,—h,x,+h] oraligda mavjud. Shu bilan bir
gatorda  (1.16.16) Koshi  masalasining  yechimi Y =Y(X, %5, Yy) s
x e[x, —h,x, +h]=1, oraligda mavjud. Bu yechimlar boshlang‘ich shartlarga
nisbatan uzluksiz bo‘lgani uchun, ushbu
V(% X1 Yo) = V(X %, V) <[ ¥o — Vi[e 7, xel Al

baho ofrinli, ya’ni |y, —y,|—0 da|y(x,%,,Y,)— Y(X, X, ¥;)| =0 munosabat
o‘rinli bo‘ladi. Bundan tashqgari (1.16.13) va (1.16.16) Koshi masalalari
quyidagi

V(XX ¥o) = Yo + | (1 Y6 %, Vo))elt
(1.16.16')
y(X, Xo» yl) =Y +I ft,y(, Xo yl))dt

integral tenglamalarga ekvivalent. Shu bilan bir gatorda z(x) funksiyaga
nisbatan ushbu
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a1 [ Y%, Yo)
2(X) _1+Xj0 > 2(t)dt
integral tenglamani ham garaylik. Yugoridagi integral tenglamalardan
foydalanib quyidagi ayirmani hisoblaymiz:
Y (X, X1 Yo) = Y(X: X, Y1) —Z(X)(Yo = V1) =
= (yo o yl) + j[ f (t, y(t’ Xo» YO)) — f (t’ Y(t’ X yl))]dt -

Xo

0oy - [Ty, - ) -

g { Y030, 300) ~ 6y, )~ e b oy, - yg}dt -

Xo

X

:Iaf . y(;/xo’ ) (Y%, Yo) = V(X0 1))+ & (VX %, Yo), Y (%, Xg, ¥i) )t -

Xo
X

e OIS

ya’'ni 0
y(X’ Xo s yo) - Y(X’ X yl) - Z(X)(yo - yl) =

X

- J‘ of (t, y(;;,xo, Yo)) [Y(t. %, ¥o) = Y(t. Xg, Yy) — Z(E)(Y, — ) ]dt +

+J.a[y(t,x0,yo),y(t,xo,yl)]dt. (1.16.17)

Xo

Bu yerda o cheksiz kichik miqdor, ya’ni a[y(t,%,,Y,), Y(t. %, Y,)]—0
munosabat o‘rinli bo‘ladi, qachonki|y(x,X;, ;) — (X, X,, ¥;)| =0 bo‘lsa, bu esa
Yo — y,| > 0da orinli. Oxirgi (1.16.17) tenglikni |f/(x, y(X, %, Y,))|<L, L>0
tengsizlikdan foydalanib, baholaymiz:
|y(X’ Xo yo) - y(X’ X yl) - Z(X)(yo B y1)| <
<L J.|y(t’ Xo yo) - y(t, Xo s yl) - Z(t)(YO o yl)ldt +6(|y0 o y1|)- (1.16.18)

Xo

Bu yerda |y, - y,| =0 da yechimning boshlangich shartga uzluksiz
bog‘ligligidan y(x,X;, 5) — Y(X, %, ¥;) =0
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bo‘lishi, bundan esa o‘z navbatida

a[y(t,xo,yo),y(t,xo,yl)]—>0
kelib chigadi. Oxirgi (1.16.18) munosabatga Gronuolla tengsizligini go‘llasak
quyidagi baho kelib chigadi:
U(X) = ‘y(t’ Xo» yo) - y(t’ Xo» yl) - Z(t)(yo B Y1)‘

v(x) =L, A=0(y,— i)

[Vt %, Yo) = Yt Xo1 Y1) = Z®) (Yo — Y2)| < 0(|Y, — yoDe "™

Bu bahodan |y, -y, —0 da
‘y(t’ Xos yo) o y(t, Xo» yl) - Z(t)(yo o yl)‘ —0
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa, o‘z navbatida
‘y(t’xo’ yo) - y(t’Xo’ yl)‘ = 2(X) +3(1)
Yo=Y
ekanligini  bildiradi. Bundan, ushbu Y%X%Ye) yysusiy  hosilaning
0

mavjudligi va
2(x) = Y (X, Xo1 ¥o) _ OP(X, X5 Yo)
Yo Yo
tenglik kelib chigadi. Teoremaning golgan bandlari ham xuddi shunday
isbotlanadi.
1.16.3-misol. Ushbu

Yy =Ay*+1 y(0)=0
Koshi masalasi yechimining z =y;|, = giymatini toping.
Yechish. Avvalo 2=0 bo‘lgan holda
y'=1 y(0)=0
masalaning y(x,0) = x yechimini topamiz. So‘ngra f(x,y,A)=Ay*+1
tenglikdan

Q:Z/Iy, ax e

oy oA

munosabatlarni aniglaymiz. Endi yugoridagi munosabatlardan foydalanib
quyidagi

dz(x,4) :ﬂz(x 1) +ﬂ
dx oy oA’
2(0,4)=0

differensial tenglamani tuzib olamiz:
2'(X, ) =2Ayz + y?,
2(0,4) =0.

Bu tenglamada y o‘rniga y = y(x,0) = x ni qo‘yib quyidagi
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{z’(x, A) =2Ax2 + X,

2(0,1) =0
masalani hosil gilamiz. Bu yerda A =0 deb ushbu
z7'(x,0) = X,
{Z(0,0) =0
masalaning yechimini topamiz:
XS
z(x,0) =3

3

Bu funksiya y; (x,4)|,_, = z(x,0) :X3 biz izlayotgan giymatni beradi.

Ikkinchi tomondan berilgan tenglama o‘zgaruvchilarga ajraladigan
differensial tenglama bo‘lgani uchun, uning yechimini topish mumkin:

dy 1
——— =dx, ——arctgJAy=x+c,
Ty i & rasevay

1 1
0)=0—> —=arctgvAy =X, y=—tg/AX.
y(0) N gJAy=x,y N g2

Agar y=y(x,4) ni quyidagi
y(x,4) = y(x,0)+ Y, (x,A)|, ;- 1 +0(2)
ko‘rinishda yozsak, u holda

y(X,A) :%tg(\/zX) = x+/1xg+c:)(l)

Ji
hosil bo‘ladi.
Yuqoridagi 1.16.1-teoremada bayon qilingan tasdigni quyidagicha
umumlashtirish mumkin.
1.16.3-teorema. Agar f(x,y,4) funksiya P sohada Kaoshi

teoremasining shartlarini ganoatlantirib, x,y,A o‘zgaruvchilar bo‘yicha m>2
marta differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda (1.16.1) masalaning y(x,1)
yechimi x,A o‘zgaruvchilar bo‘yicha differensiallanuvchi bo‘lib, 2
o‘zgaruvchi bo‘yicha m marta differensiallanuvchi bo‘ladi. Bundan tashgari
y(x,4) yechimni A™ ning darajalari bo‘yicha Teylor formulasiga yoyish
mumkin:

Y(X, ) = Uy (X) + AU, (X) + 22U, (X) +...+ AU, (X) +0(A™) (1.16.19)

1.16.4-misol. Ushbu

y'(x) = § ~2ix, y()=1 (1.16.20)

masala y(x,4) yechimining A bo‘yicha yoyilmasini A°> gacha aniglikda
toping.
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Yechish. Berilgan tenglama o‘ng tomoni
f(x,y,4) 21—22X2,
y

y >0 sohada barcha tartibli hosilalarga ega. =0 da berilgan masala ushbu
. X
y'=—, y=1
y

ko‘rinishni oladi. Bu masala y(x,0)=x yechimga ega. Berilgan masalaning
yechimini

y(X, A) = Uy (X) + AU, (X) + A°U, (X) + O (A%)
ko‘rinishda izlaymiz. Bu yerda u,(x) = y(x,0) = x. Shuning uchun yuqoridagi
yoyilma ushbu

y(X,A) = X+ AU, (X) + A%U, (X) +0(1?) (1.16.21)
ko‘rinishni oladi. (1.16.21) yoyilmani (1.16.20) tenglamaga gqo‘yamiz:
14+ A0, + A%, 4. = X ~22%%,

X+ AU, + A%U, +...
yLA) =11+, )+ Au,)+.+=1=

u,(1)=0,u,@)=0,... .

Endi ushbu
X 1 B

X+ AU + AU, +... 1+ Ax7u + AU, +..

(}t 22 ] (ﬂ, T
=l—-| —=Uu +—U, +.. |+ =U +..| —..=
X X X

A A A,

:1—;U1—YU2 +7Ul + ...
yoyilmadan foydalanib,
1 AU + 220 +..=1-2u —/1—2u +ﬂ’—2u2—2/1x2+
) v v R
tenglikni hosil gilamiz. Bundan ushbu
u;(x)z—&xx)—zﬁ, u,(1) =0, (1.16.22)
2
u;(x):—UZ)((X)+“1X(2X), 0, (1) =0, (1.16.23)

Koshi masalalarini topamiz. Awvalo (1.16.22) tenglamaning bir jinsli
gismining umumiy yechimini topamiz:

b du
dx  x u X
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C
Inu, =—Inx+Inc; u(x)=—
X

So‘ngra (1.16.22) tenglamaning xususiy yechimini topamiz:
ui(x) =ax®; u,'(x) =3ax?,

3

ax
3ax? = —— —2x?,
X

3ax? = —ax? — 2x?,
3a=-a—-2,4a=-2 a:—%.

Demak, biz izlagan xususiy yechim quyidagi
3

U (x) = —X?

ko‘rinishda bo‘lar ekan. Bundan va boshlang‘ich shartdan foydalanib

(1.16.22) Koshi masalasining yechimini topamiz:
3

cC X
ux)=———; u()=0,
()=~ Ul

C—E=O,C=l,
2
1 X
U (X)=———
(%) 2
Endi quyidagi
£
du, u, \2x 2
—L=—t4~ 2 u@=0
dx X x> :()

masalaning yechimini topish bilan shug‘ullanamiz. Bu tenglamani yechish
uchun, avvalo uning bir jinsli gismini yechamiz:
du, u, Y (x):E
ax x 2 X
Endi bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglmaning yechimini Lagranj
usulidan foydalanib topamiz:

1,00 = =, w00 -

c'(x) 1
X

—C(X),
X

23]
c(x) 1 o(x) = - c(x)+ 2xX22

X+
X 4 4x 2 4

el
C,(X):&g(i_



+
dx  4x® 2 4

C(X):_8_2_%X2 +;—:+cl,
L@ =0=¢, -2 -4 +-=0,
1 1
G 3=%a=y

Demak, (1.16.21) formulaga asosan berilgan (1.16.20) masalaning y(x,A4)
yechimi uchun quyidagi
1 X 1 1 1. x) =
A) =X+ A — = |+ 22| ——— —Zx+— |+0(A?
y(xa)=x+ (Zx 2]+ [3X 8x° 4X+24j oA

asimptotik yoyilma o‘rinli bo‘lar ekan.
Mustagqil yechish uchun mashgqlar [21], §13, No723-725.

17-§. Kichik parametrlar usuli

1. Quyidagi

Yo f(0y.2) y06) =, (L17.2)
X

Koshi masalasining yechimini y(x,&) orgali belgilaylik.
Aytaylik, ushbu (&=0)

d
o= Tey0n vl =y, (1.17.2)

Koshi masalasining y=y,(x), xe | =[0,I] yechimi mavjud va yagona bo‘Isin.
U holda quyidagi tasdiq o‘rinli.
1.17.1-teorema. Agar &, >0 yetarli kichik son bo‘lsa, u holda |¢|< ¢,

tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha ¢ lar uchun (1.17.1) masalaning
y(x,&), xe |l =[0,1] yechimi mavjud bo‘lib, ixtiyoriy ¥N >1 larda quyidagi

y(X, €)=Y, (X) + ey, (X) +...+ gN_lyN—l +Ry (X, ¢) (1.17.3)
yoyilma o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda qoldig had ushbu
‘RN (X,g)‘SCNgN, xel, e<g, (1.17.4)

tengsizlikni ganoatlantiradi. c,—o‘zgarmas soni x,& larga bog‘liq emas.
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Isbot. Ushbu y,(x) funksiyani ma’lum deb qaraymiz. U holda (1.17.3)
yoyilmani qgolgan hadlarini ganday aniglash mumkinligini ko‘rsatamiz.

Buning uchun (1.17.3) yoyilmani (1.17.1) differensial tenglamaga qo‘yib

N_lg dyd(x)m( )= f[x, Nle"y,—(x)+0(€“),8)

X

i=0 i=0

(1.17.5)
munosabatni hosil gilamiz. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi funksiyani ¢
parametrning darajalari bo‘yicha O(s") aniglikgacha Teylor formulasiga
yoysak quyidagi

f(ny(x>s 06,2 = £ 9500,0)+ TSy g ELD

0 \na T
(N 1)1( ylay ‘9_8) f (X ¥o(x),0)+0(e")

munosabat hosil bo‘ladi. Bundan, avvaloy,(x) ga nisbatan (1.17.2) Koshi
masalasini hosil gilamiz. So‘ngra y, (x)—uchun ushbu
0 _ 0036000 TFON000) o o (117.6)
dx oy o€
Koshi masalasiga ega bo‘lamiz. Bu esa birinchi tartibli chizigli differensial
tenglamadir. Shuning uchun uning yechimi 1=[0,1] oraligda mavjud va
yagona. Qolgan barcha vy, (x), y,(x),... hadlar uchun ham quyidagi

dya)((x)zéf(x,g;(x),O) Yo (X) + Fy (X, Yo (), Vg (X)), ¥,(0)=0  (L1.17.7)

chizigli differensial tenglamaga ega bo‘lamiz. Bunda F, -ma’lum
funksiyalar. Bu differensial tenglamalar bir-biridan fagat o‘ng tomoniga farq
giladi. (1.17.7) ko‘rinishdagi Koshi masalalarining har birining xe 1 =[0,1]
oraligda aniglangan yechimi mavjud va yagona bo‘lib, u y (x)eC”(l)-
cheksiz differensiallanuvchi funksiyadan iborat bo‘ladi.

1.17.2-teorema. Faraz qgilaylik:

1. f(xy:e) va f(xy,e) funksiyalar G={0<x<l,|y|<b,|s|<&}
sohada uzluksiz va tekis chegaralangan, ya’ni

(X, y;€)| <M, yie)| <L

Y, (X) +

bo‘lsin.
2. Ushbu

d
d_y = f(x,y,0), y(0)=y,
X
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Koshi masalasining y,(x), xe[0,I] yechimi mavjud va yagona bo‘lib,
D={(x,y)eR*:0<x<l,|y|<b} sohaga tegishli bo‘lsin. U holda, har bir
yetarli kichik ¢ lar uchun

dy

o = 1%.8), 0.9 =y,
X

Koshi masalasining xe[0,1] oraligda aniglangan yagona y(X,&)=Y,(X)
yechimi mavjud va u G sohaga tegishli bo‘ladi hamda
limy, (%) =Y, (x), xe[01]
munosabat x ga nisbatan tekis bajariladi.
Isbot. Quydagi
Z,(x)=y,(X) = ¥o(x)

belgilashdan foydalansak, ushbu

dZ _(x)

— == (%Z,(X) + ¥, (X), &) = (X, ¥,(X))

Z (0)=0
Koshi masalasiga ega bo‘lamiz. Bu masalaga ekvivalent bo‘lgan integral
tenglama tuzamiz:

Z,(x) =i[f (t,Z, (1) + Yo (1), &) =T (t, ¥, (1), 0)]dt.
Oxirgi tenglikning o*ng tomonini quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:
Z,(x)= j[f (t,Z, (1) + Yo (1), &) =T (t, y, (1), &)]dt + F(x, €) .
Bunda
F(x &) =_X[[f (t, Yo (1), &) =T (¢, y,o (1), 0)]dt

ko‘rnishda bo‘lib, ushbu

‘F(X,g)‘ <a(e)
tengsizlikni ganoatlantiradi, chunki f(x,y,£)— & parametrga nisbatan
uzluksiz. Bu yerda a(¢)- cheksiz kichik migdor, ya’ni

limF(x,&)=0.

-0
Endi z,(x) funksiyani baholaymiz:

X

J

0

Z,(x) < ﬁ[f (t,2,(0)+ Yo (1), £) - f (&, Y, (1), )]t dt +a(x).

0
Bu tengsizlikka Gronuolla lemmasini qo‘llasak,

2, (9| < a(e)e™ , xe[0,1]
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baho hosil bo‘ladi. Bundan esa Z_(x) ning nolga tekis yaginlashishi kelib
chigadi.m

2. Mexanika, amaliy matematika va nazariy fizikaning bir qator
masalalari quyidagi

gﬂ: f(x,y), (1.17.8)
dx

y(%) =Y, (1.17.9)
kichik parametrli Koshi masalasiga keltiriladi. Bu masala y=y(x,¢)
yechimining ¢ —0 dagi limiti mavjudligini o‘rganish bilan shugullanamiz.

Agar (1.17.8) differensial tenglamani

%zl £(x,y) (1.17.10)
X €&

ko‘rinishda ifodalasak, u holda bu tenglamaning o‘ng tomonidagi
F(X,Y,&) _1 f(x,y) funksiya £=0 da uzilishga ega. Shuning uchun bu yerda
&

y(x,&)yechimning & parametrga nisbatan uzluksiz bog‘ligligi haqgidagi
teoremadan foydalanib bo‘Imaydi.

Bunday ko‘rinishdagi differensial tenglamalarni o‘rganishda |¢|
parametrning kichik giymatlarida (1.17.8) tenglamada &y hadni tashlab,
ey = f(x,y) differensial tenglamaning taqribiy yechimi sifatida ¢ =0 dagi

f(x,y)=0 (1.17.11)
tenglamaning ildizini (yechimini) olish mumkinmi degan savolning tug‘ilishi
tabily.

yAytalik (1.17.11) tenglama fagat bitta y =¢(x) ildizga ega bo‘lib, £¢>0
bo‘lsin. Ko‘rinib turibdiki ¢—0 da (1.17.10) differensial tenglama

yechimining % hosilasi, f(x,y)=0 shartni ganoatlantiruvchi har ganday
X

nugtada absolyut giymati bo‘yicha cheksiz ortadi. Bundan kelib chiqadiki,
(1.17.10) tenglama integral chizig‘ining f(x,y)=0 bo‘ladigan nugtalariga

o‘tkazilgan urinmalar, &—>0da OY o°‘q yo‘nalishiga parallel ravishda
intiladi, ya’ni agar f(x,y)>0 bo‘lsa, u holda(1.17.10) tenglamaning y(x,¢)

yechimi x o‘sishiga mos o‘sadi, chunki %>0. Agar f(x,y)<0 bo‘lsa, u
X

holda y(x,¢) yechim x o‘sgan sari kamayadi, chunki ﬂ<o (1-chizma

dx
garang):
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'
\
—

0

1-chizma
Quyidagi ikki holni garaylik:

a) Aytaylik har bir tayinlangan x va y o‘zgaruvchilarning ortishi
natijasida f(x,y) funksiya (1.17.11) tenglama y=y(x) ildizining grafigidan
o‘tishda ishorasini “+” dan “—“ ga o‘zgartirsin. U holda (1.17.11)
tenglamaning y=y(x) ildizi turg‘un bo‘lib, (1.17.8) differensial
tenglamaning y(x,&) yechimi ¢ >0 da y=y(x) ga yaginlashadi (chizma-1
ga garang):

b) Aytaylik har bir tayinlangan xva y o°zgaruvchilarning ortishi
natijasida f(x,y) funksiya (1.17.11) tenglama y=y(x) ildizining grafigidan
o‘tishda ishorasini — dan + ga o‘zgartirsin. U holda (1.17.11) tenglamaning
y=y(x) ildizi noturg‘un bo‘lib, (1.17.8) differensial tenglamaning y(x,¢)
yechimini tagriban y(x) bilan almashtirib bo‘lmaydi (2-chizmaga garang):

A

2-chizma

Yuqoridagi  (1.17.11) tenglamaning  y=y(x)ildizi turg‘un  yoki
noturg‘unligini tekshirishda quyidagi yetarlilik shartlaridan foydalanish
magsadga muvofiqdir.
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1. Agar (1.17.11) tenglama y = y(x) ildizi ustida ushbu
of (x,y)

oy
shart bajarilsa, u holda y = y(x) ildiz turg‘un bo‘ladi.

2. Agar (1.17.11) tenglama y = y(x) ildizi ustida quyidagi
of (x,y)

oy
shart bajarilsa, u holda y = y(x) ildiz noturg‘un bo‘ladi.

Shu jarayonlarni tavsiflovchi misollarni garaylik.
1.17.1-misol. Ushbu
gy =x" =y, y(%) =Y, X€[x),0)
Koshi  masalasining  y.(X)=Yy(x¢), e>0  yechimini ¢—-+0 da
y = x*funksiyaga yaginlashishini ko‘rsating.
Yechish. Avvalo ushbu

<0

y=y(x)

‘y=y(><) >0

f(xy)=x"-y
funksiyani tuzib olamiz. Agar ¢=0 bo‘lsa, u holda berilgan differensial
tenglama quyidagi
f(x,y)=0,x*-y=0

ko‘rinishni oladi. Bu tenglamani yechib, uning y=x* ildizini topamiz.
So‘ngra quyidagi shartdan:

of (X, 0

% e =L 00,
kelib chigadi, ya'ni f(x,y)=0 tenglamaning y=x* ildizi turg‘un bo‘ladi.
Shuning uchun

. =-1<0

Iin})yg(x) =X°,  X€&(X,)

munosabat o‘rinli bo‘ladi.
Bu fikrga, berilgan Koshi masalasining yechimini to‘g‘ridan- to‘g‘ri
topib ham kelish mumkin:
Hagigatdan ham quydagi
Y (X) = Y(X, ) = (Y, — X2 + 2%, — Zgz)e_Txo + X% —2ex+2&°
funksiyay(x,) =y, boshlang‘ich shartni va berilgan differensial tenglamani
ganoatlantiradi. Ko‘rinib turibdiki, agar x € (x,,0) bo‘lsa u holda

X—Xg

lime ¢ =0, Xxe(X,)

&£—>+0

munosabat o‘rinli bo‘ladi. Shuning uchun ham y_(x) yechimning
ko‘rinishidan
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XX
lim y, (x) = Iin10[(y0—x§+25x0—232)e ¢+ X2 =2Xe+ 287 =X, X e (X,, )
kelib chigadi. Ammo bu yaginlashish tekis emas. Agar & sonini X, <J

tengsizlikni ganoatlantiruvchi qilib tanlasak, u holda £ — +0 da
XX
e ¢ =0, X €[8,0)

nolga tekis yaginlashadi. Shuning uchun &—+0 da y (x)= X%, xe[d, «)
tekis yaqginlashadi. Bu holda [x,,0] kesma chegaraviy gatlam vazifasini
o‘taydi (3-chizmaga garang):

}
4
3-chizma
1.17.2-misol. Ushbu
ey'=y—X, >0,
y(xo) =Y

Koshi masalasining y, = y(x,&) yehimini ¢ —+0 da y =x funksiyaga
yaginlashishini ko‘rsating.
Yechish. Avvalo ushbu
fxy)=y—-x
funksiyani tuzib olamiz. Agar ¢ =0 bo‘lsa, u holda berilgan tenglama
f(x,y)=0,y—x=0

ko‘rinishni oladi. Bu tenglamani yechib, uning y=x ildizini topamiz.
So‘ngra quyidagi yetarlilik shartlarini tekshiramiz:

o, =Sy
Bu esa, f(x,y)=0 tenglamaning y=x ildizini noturg‘un ekanligini
ko‘rsatadi. Shuning uchun &—+0 da y, (X) = X, Xe(X,, ) Yyaqinlashish
bo‘lmaydi. Bu fikrga berilgan Koshi masalasi yechimini topish orgali ham
kelish mumkin. Ma’lumki, quyidagi

yox=11>0.

X—Xg

- 1
Y.(X)=(Yo =% —-=)e ° +x+—.
£ £

funksiya berilgan Koshi masalasining yechimidan iborat bo‘ladi.
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Ko‘rinib turibdiki £ —+0 da

XX

e ¢ —owo, Xe (X, ©)
munosabat o‘rinli. Shuning uchun & — +0 da

Y, (X) 25 X, X & (X),0)

yaqginlashish bo‘Imaydi.
2. Endi, ushbu
ey +ay=f(x), xe[0,1] (1.17.12)
y(0) = Yo
ko‘rinishdagi Koshi masalasini garaylik. Bunda >0, a=0 va f(x)-[0,1]
oraligda berilgan uzluksiz funksiya.

Berilgan (1.17.12) Koshi masalasining yechimini y_(x) =y(x,&) orgali,
¢ =0 bo‘lgan holdagi yechimini esa y,(x) = y(x,0) orqgali belgilaylik. U holda
y.(x) funksiyaning £ —+0 dagi limiti y,(x)=a"f(x) funksiyaga x<[0,I]
oraligda yaqginlashishi mumkinligini o‘rganamiz.

1.17.3-teorema. Agar a>0 bo‘lsa, u holda har bir x<(0,1] larda

im Y, (0= Yo, Yo == (¥ (117.13)

munosabat bajariladi.
Isbot. Berilgan (1.17.12) Koshi masalasining yechimini

ko‘rinishda izlaymiz. Bunda z,(x) quyidagi

£7'(X)+az, (X) = —g £(x),

1
2,(0)=Yo = f(0)
Koshi masalasining yechimidan iborat. Bu chiziqli tenglamani yechib
2 ()=e [yo Ly (oﬂ e e
a ay
formulani topamiz. U holda
Y, (X) = Y, (X) +[y0 —é f (O)}SX +0(¢), € >+0 (1.17.14)

baho o‘rinli bo‘ladi. Chunki ¢ —»+0 da

1 [e" 7 et
a 0

1
< —max
a

f'(x)| J. e dt =
0

2

= £ max|f '(x)|{1—eng <= max| f'(x)|
a a
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baho o‘rinli. Agar (1.17.14) asimptotikada & — +0 da ushbu

lime = =0, vxe(0,1], a>0

e—>+0

tenglikni inobatga olsak, undan (1.17.13) munosabat kelib chigadi. Ammo

¢—>+0 da xe(0l] oraligda e+ (a>0) funksiya nolga tekis

yaginlashmaydi. Yuqoridagi (1.17.14) munosabatdan ko‘rinadiki, agar
xe[s,1], 0<8<I (8- ixtiyoriy tayinlangan son) bo‘lsa, u holda
yg(x) = yO(X)l & _)+0

tekis yaginlashadi. Berilgan [0,1] oraligda y (x),&—+0 da yo(x)=§f(x)

funksiyaga nuqgtali yaqinlashadi.

Iby
Yo N ye(z) yo(z)
1
SO |
t | X
0 8 ! z
4-chizma

Agar a<0 bo‘lsa, u holda y (x) yechim &—+0 da y,(x) funksiyaga
yaqginlashmaydi.
Ushbu [0,6], 0<& <I kesmaga chegaraviy gatlam deyiladi.
Endi bu holatni atroflicha tekshiraylik. Buning uchun berilgan (1.17.12)
differensial tenglamani ushbu
ey'=F(xy), Fxy)=f(x)-ay

ko‘rinishda yozib olamiz. U holda y:= yO(x):if(x) funksiya F(x,y)=0
tenglamaning ildizi bo‘ladi. Bu ildizni turg‘unlikka tekshiraylik:

aF((;;, y) :%(f(x)—ay):—a

agar a>0 bo‘lsa, u holda ushbu

14
yy=yo ()™

munosabat bajariladi. Shuning uchun y =y, (x) funksiya F(x,y)
tenglamaning turg‘un ildizi bo‘ladi. Bundan esa (1.17.13) munosabat kelib
chigadi.

Agar a<0 bo‘lsa, u holda

—-a<0
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’ —
Y[y=Yo(x) ™

munosabat o°rinli  bo‘ladi. Demak y=y,(x) funksiya F(x,y)=0
tenglamaning noturg‘un ildizi bo‘ladi. Shuning uchun a<0 holda (1.17.13)
munosabat bajarilmaydi.

Mustaqil yechish uchun mashqlar /21/, §32, /2960-967.

—-a>0

18-§. Hosilaga nisbatan yechilmagan sodda differensial tenglamalar

Biz ushbu
F(x,y,y)=0 (1.18.1)
ko‘rinishdagi differensial tenglamaning sodda ko‘rinishlarini integrallash
bilan shug‘ullanamiz. Bu yerda y = y(x) - noma’lum funksiya.
1. Aytaylik (1) differensial tenglamada F funksiya fagat y' ga
bog‘liq, ya’ni

F(y)=0 (1.18.2)
bo‘lsin. Agar bu tenglama
y'=k;,(j=12..), k; =const (1.18.3)

ko‘rinishdagi haqigiy ildizlarga ega bo‘lsa, u holda (1.18.3) differensial
tenglamadan
y=ij+c, C = const,

yoki
(=¥=¢
X
kelib chigadi. Bundan ko‘rinadiki (1.18.2) differensial tenglamaning umumiy
integrali uchun quyidagi
F(XZEJ=0
X (1.18.4)

munosabat o‘rinli bo‘ladi.
2. Faraz gilaylik (1.18.1) differensial tenglamada F funksiya fagat x
va y' o‘zgaruvchilarga bog‘lig, ya’'ni
F(x,y)=0 (1.18.5)
ko‘rinishdagi differensial tenglama berilgan bo‘Isin.
1. Agar bu tenglamani y' ga nisbatan yechish mumkin bo‘lsa, u holda
y'=f (), k=12,.. (1.18.6)
ko‘rinishdagi differensial tenglamalar hosil bo‘ladi. Bu yerda f,(x) lar biror
[a,b] oraligda aniglangan va uzluksiz funksiyalar. Yuqoridagi (1.18.6)
differensial tenglamani integrallab uning umumiy yechimlarini topamiz:

Y=Ifk(X)dX+C, k=12,..: C = const.
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Bu yechimlar to‘plamiga (1.18.5) differensial tenglamaning umumiy integrali
deyiladi.

2. Faraz qilaylik (1.18.5) tenglama x o‘zgaruvchiga nisbatan
yechilgan, ya’'ni

x=p(y) (1.18.7)

ko‘rinishdagi differensial tenglama berilgan bo‘lsin. Bu holda (1.18.7)
differensial tenglamani integrallash uchun quyidagi usuldan foydalanamiz.
Shu magsadda y’' = p deb belgilaymiz. Natijada (1.18.7) tenglama

x=g¢(p) (1.18.8)
ko‘rinishni oladi. Endi, belgilashdagi y’ o‘rniga uning g_y giymatini qo‘yib
X

&y _ p, dy = pdx

dx
munosabatlarni topamiz. (1.18.8) tenglikni differensiallab

dx = ¢'(p)dp
munosabatni olamiz. Buni yugoridagi tenglikka qo‘ysak
dy = pdx = pg'(p)dp
ya’'ni
dy = pg'(p)dp
hosil bo‘ladi. Oxirgi tenglikni integrallash natijasida
y =I pg'(p)dp +c, Cc =const (1.18.9)
kelib chigadi. Demak (1.18.5) tenglama
x=¢(p)
yzj pg'(p)dp +c, c =const
ko‘rinishdagi yechimlar oilasiga ega bo‘lar ekan.
3. Agar (1.18.1) differensial tenglama
F(y,y)=0 (1.18.11)
ko‘rinishga ega bo‘lsa, u holda yuqoridagi ikki hol takrorlanadi.
a) Aytaylik (1.18.11) tenglamani y’ ga nisbatan yechish mumkin bo‘lsa, u
holda

(1.18.10)

y'=f;(y).(j=12.) (1.18.12)
ko‘rinishdagi defferensial tenglamaga ega bo‘lamiz. Bunda f (y)=0 deb

dy = dx, x=j dy +cC, Cc=const (1.18.13)
fi (%) fi (%)
ko‘rinishdagi yechimlarni topamiz. Agar f (y)=0 tenglama y=»Db,
ko‘rinishdagi ildizga ega bo‘lsa, u holda

y=h,
uning yechimi bo‘ladi.

72



b) Agar (1.18.11) tenglamadan y = y(x) funksiyani

y=¢(y) (1.18.14)
topish mumkin bo‘lsa, u holda y’ = p almashtirishdan foydalanish mumkin:

dy = y'dx, dy = pdx, dx:idy,
p

x=J'&pp)dp+c,

y =¢(p).
Bu esa (1.18.11) differensial tenglamaning umumiy yechimini beradi.
Mustaqil yechish uchun mashqlar /21/, §8, ¥¢267-286.

19-§. Lagranj differensial tenglamasi

Ushbu

y=g(y)X+y(y) (1.19.1)
ko‘rinishdagi tenglamaga Lagranj differensial tenglamasi deyiladi.
Avvalo ¢(y")=y' deb faraz gilamiz. Bu tenglamani integrallash uchun,

y' = p almashtirishdan foydalanamiz. U holda (1.19.1) differensial tenglama

y=¢(p)x+w(p) (1.19.2)
ko‘rinishni oladi. Bu tenglikning ikki tomonini differensiallab

dy =d(d(p)x+w(p)) =d@(p)x+@(p)dx +dy(p) =
=¢'(p)dpx + #(p)dx +y'(p)dp,

dy .. dp v oy AP
&—X¢(p)&+¢(p)+l/l(p)&,

YD (p) +1 (P + (),
X dx

p=[x¢'(p)+w'(p)]$+¢(p),
ya’'ni

L dp

[x¢(p)+t//(p)]&=p—¢(p)

o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamani hosil gilamiz. Oxirgi
tenglikni quydagicha yozish mumkin:

ox__ 9 ,, v (1.19.3)

do p-¢(p) p—¢(p)
Bu esa X o‘zgaruvchiga nisbatan chizigli bir jinslimas differensial
tenglamadir. Uning umumiy integrali

o(x, p,c) =0, ¢ = const (1.19.4)
ko‘rinishga ega. Demak, Lagranj tenglamasining umumiy integrali
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{y=¢( p) X+ (p), (1.19.5)

¢(x,p,c)=0
ko‘rinishda bo‘lar ekan. Bu sistemada p ni yo‘qotib Lagranj tenglamasining
ushbu
&(x,y,€)=0

ko‘rinishdagi umumiy integralini hosil gilamiz.

Agar p—¢(p)=0 bo‘lsa, u holda bu tenglamaning ildizlarini p=p,
deb belgilasak, ushbu

y=o(p)X+w(p,), i=12,.

funksiyalar ham Lagranj tenglamasining yechimlaridan iborat bo‘ladi. Ammo
bu yechimlar umumiy yechim formulasidan aniglanmaydi.

20-§. Klero differensial tenglamasi

Ushbu

y=y'x+y(y) (1.20.1)
ko‘rinishdagi tenglamaga Klero differensial tenglamasi deyiladi. Ko‘rinib
turibdiki Klero tenglamasi Lagranj tenglamasining ¢(y)=y' bo‘lgandagi
xususiy holidir. Klero tenglamasini yechimini topish jarayonida ham

y'=p

almashtirishdan foydalanamiz. U holda (1) tenglama

y = px+y(p). (1.20.2)
ko‘rinishini oladi. Bu tenglikning ikki tomonini differensiallab

dy =d(px+y(p)) = xdp + pdx+dy (p) = xdp + pdx+y'(p)dp,
dy dp dp

1 dp 1 dp ' dp
—=X—+p+ —, =X—+p+ —, X+ —=0
i o p t//(p)dx p ™ p w(p)dx ( W(p))dx

munosabatni hosil gilamiz. Bundan

{dpo’
dx
X+y'(p)=0

kelib chigadi. Oxirgi munosabatdan

p=c,c=const va x=—y'(p) (1.20.3)
tengliklarni topamiz. Bundan esa
y=cX+w/(C) (1.20.4)
Klero tenglamasining umumiy yechimi kelib chigadi.
Ushbu
{X =-y'(p),
y=—py'(p)+w(p)

sistemada p ni yo‘qotib Klero tenglamasining quyidagi
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p(x,y)=0
ko‘rinishdagi integralini hosil gilamiz.
Mustaqil yechish uchun mashqlar /21, §8, Xe287-296; [8], §8, Ne220-229.

21-§. Hosilaga nisbatan yechilmagan differensial tenglama uchun Koshi
masalasi

Quyidagi misolga e’tibor qarataylik

(y)* —4x* =
Bu tenglamani ushbu

(y'=2x)(y'+2x) =0
ko‘rinishda yozib quyidagi
y'=2X, y'=-2X
differensial tenglamalarni hosil gilamiz. Ko‘rinib turibdiki
y(x) =x*+C;, y(x)=-x*+C,

funksiyalar yuqoridagi differensial tenglamalarning umumiy yechimidan
iborat bo‘ladi. Bu yerda C,,C, - ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.

Endi ushbu

(y)? -4x* =0, y(-1) =1

Koshi masalasini garaylik. Bu holda y(x) = x* + C, yechimning Ko*rinishidan
va y(-1) =1 boshlang‘ich shartdan 1+C, =1, C, =0, ya’ni y=x* - berilgan
Koshi masalasining yechimini topamiz.

Ikkinchi tomondan, ya’ni y(x)=-x*+C, yechim formulasidan va
y(-1) =1 boshlang‘ich shartdan —-1+C,=1,C, =2, yani y=-—x*+2 -
berilgan Koshi masalasining yechimi kelib chigadi. Bundan ko‘rinadiki
berilgan Koshi masalasi ikkita, ya’ni y=x?, y=-x*+2 yechimlarga ega
bo‘lar ekan.

Agar ushbu

(y)" -4x* =0, y(-)=1,y'(-) =2
ko‘rinishdagi Koshi masalasini garaydigan bo‘lsak, u holda y=—-x?+2
funksiya uning yagona yechimidan iborat ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
Qaralayotgan holda
F(X y(X),y'(x) = (y)* —4x°
oF (x, y(x), y'(x))

, =2y
oy
Endi (-1 y(-1),y'(-1)) nugtada F va 2—; funksiyalarning qiymatini

hisoblaymiz:
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FOGy(), y'(x),_, =F(-112)=4-4=0,

y(-1)-1
V(D2
ay x=—1
y(-1)=1
y(-D)-2

Yuqoridagi mulohazalardan ko‘rinadiki, hosilaga nisbatan yechilmagan
differensial tenglamalar uchun Koshi masalasi o‘zgacha qo‘yilar ekan.
Ushbu

F(x y(x),y'(x))=0 (1.21.1)
differensial tenglamani garaylik. Bu yerda F(x,y,y’) uch o‘lchamli G c R®

sohada berilgan uzluksiz funksiya.
1.21.1-ta’rif. Ushbu
F(Xp, Y(X0),Y' (X)) =0
shartni ganoatlantiruvchi (x,,Y,,Ys) €G nuqgta berilgan bo‘lsin. (1.21.1)
differensial tenglamaning
Y(Xo) = Yo, Y'(Xo) = Yo (1.21.2)
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topishga Koshi masalasi
deyiladi.
) Quyidagi tasdig (1.21.1), (1.21.2) Koshi masalasi yechimi mavjud va
yagona bo‘lishligining yetarli shartlarini ifodalaydi.
1.21.1-teorema. Aytaylik, F(x,y,y") funksiya G € R® sohada uzluksiz

differensiallanuvchi F e C*(G) bo‘lib, (x,,Y,,Ys) € G nugtada quyidagi

F(%, Yo%) =0, FUEYY) o 20, (1.21.3)
oy UEARY

shartlarni  ganoatlantirsin. U holda shunday h>0 soni topilib
x €[x, —h,x, +h] oraliqda aniglangan (1.21.1) differensial tenglamaning
(1.21.2) boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yagona y=y(x) yechimi
mavjud bo‘ladi.

Isbot. Quyidagi
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{y’(X) =p,
F(x y(x),p)=0
sistemani qaraylik. Berilgan (X,,Y,,Ys) = (X, Yo, Po) €G nugtada (1.21.3)
shart, ya’ni
8F(X0’y0’p0)¢0
p
o‘rinli  bo‘lganligi uchun hamda FeC'(G) funksiyaning uzluksiz

differensiallanuvchi ~ bo‘lganligi  sababli, shu  nuqgtaning  biror
U (%o, Yo, Py) =G atrofida oshkormas funksiyaning mavjudligi va yagonaligi

hagidagi teoremaning barcha shartlari bajariladi. Shuning uchun U (x,, p,) va
U(p,) atroflar topilib Vv(x,y)eU(x,,p,) lar uchun F(x,y,p)=0
tenglamaning p = f(x,y) eU(p,) ko‘rinishdagi yagona yechimi mavjud. Bu
p=f(x,y) yechim U(x,,p,) atrofda differensiallanuvchi  bo‘lib,
Po = f(X,,Y,) Shartni ganoatlantiradi. Ushbu y’'= f(x,y) tenglama biror
[Xg —dg, % +d,], 3d, >0 atrofda  y(x,) =y, boshlang‘ich shartni

ganoatlantiruvchi yagona yechimga ega bo‘ladi, chunki
p=y'(x)=f(xy(x)

F (X0, Yo, Po) =0,

bo‘lib
F(X’ y(X), y'(X)) =0, y,(XO) = f(XO’ yO) =P = yé

22-§. Maxsus yechimlar va ularning mavjudligi

Differensial tenglama umumiy va xususiy yechimi tushunchasida
aytiladiki, sohaning har bir berilgan nugtasidan Koshi masalasining yagona
yechimi o‘tadi. Shunday qilib umumiy yoki xususiy yechimning har bir
nuqtasida Koshi masalasi yagona yechimga ega bo‘ladigan nuqta bo‘ladi.
Bunday nugtaga oddiy nugta deyiladi. Aks holda unga maxsus nuqta deb
ataladi.

1.22.1-ta’rif. Differensial tenglama yechimining har bir nugtasida
Koshi masalasi yechimining yagonaligi buzilsa, bunday yechimga maxsus
yechim deyiladi.

Bundan ko‘rinadiki, maxsus yechim, differensial tenglamaning xususiy
yechimi bo‘la olmaydi va u umumiy yechim formulasi tarkibiga ham
Kirmaydi.

1.22.1-misol. Ushbu
dy

dx Z\N
differensial tenglamani garaylik. Bu tenglama
G={(x,y)eR*:—0<x<w»,0<y<oo} sohada ushbu
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y(x) = (x+C)?, x>-C

ko‘rinishdagi umumiy yechimga ega. Berilgan differensial tenglama uchun
y(x)=0 maxsus yechim bo‘ladi. Hagigatan ham, ixtiyority M(x,,0)eR
nugtadan berilgan differensial tenglamaning kamida ikkita

0, X< X,

y1(x) =0, y(x)—{ 2

(X—=Xp)", X> X,

yechimi o‘tadi.
Aytaylik ushbu

Y_txy) (1.22.1)
dx

differensial tenglama quyidagi
d(x,y,C)=0 (1.22.2)

ko‘rinishdagi integral chiziglar oilasiga ega bo‘lsin. Bunda C - parametr.
1.22.2-ta’rif. Agar |:(y = ¢(x)) chizigning har bir nugtasidagi urinma
(1.22.2) ga tegishli kamida bitta chizigning urinmasi bilan bir xil bo‘lsa, unga
(1.22.2) chiziglar oilasining o‘ramasi deb ataladi.
1.22.1-teorema. (1.22.2) ko‘rinishidagi integral chiziglar oilasining
o‘ramasi (1.22.1) differensial tenglamaning maxsus yechimi bo‘ladi.
1.22.2-misol. Ushbu

ﬂzzﬂ

dx
differensial tenglamaning integral chiziglari oilasi

y(x) = (x+C)?, x>-C

ko‘rinishda bo‘lishi ravshan. Bu yechimlar oilasining o‘ramasi y(x) =0,
ya’ni OX - absissa o‘qgidan iborat. Shuning uchun y(x) =0 funksiya berilgan
differensial tenglamaning maxsus yechimidan iborat bo*ladi.

Endi hosilaga nisbatan yechilmagan

F(x y(x),y'(x)) =0 (1.22.3)

differensial ~ tenglamaning  maxsus  yechimlarini  aniglash  bilan
shug‘ullanamiz.

Uch o‘lchamli fazoning (x,y,y") € G = R® sohasidagi har bir nugtasida
F(x,vy,y') funksiya 21-paragrafdagi teoremaning shartlarini ganoatlantirsa, u
holda XOY tekislikning (x,,y,) nuqtasidan (1.22.3) tenglamaning bitta

integral chizigi o‘tadi. Shuning uchun maxsus yechimni yagonalik
buziladigan nuqgtada izlash lozim.

Aytaylik, F(x,y,y") e C*(G) bo‘lib, (x,,y,) nugtada yagonalik buzilsin.
U holda biror y; uchun quyidagi
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F (X0, Yo, ¥6) =0, 5F(X‘gy‘,’°’y°)=o (1.22.4)
0
tengliklar bajariladi. Bunda y; - oldindan berilmaganligi sababli, (x,,y,)
nugtani topish uchun (1.22.4) sistemadan vy, ni Yyo‘gotamiz. Natijada
(X, Y,) =0 tenglama hosil bo‘ladi.

1.22.3-ta’rif. (1.22.4) tenglamalar sistemasidan vy; ni Yyo‘qotish
natijasida hosil bo‘lgan nuqgtalarning geometrik o‘rni, ya’ni ¢(x,,y,)=0 0a
(1.22.3) differensial tenglamaning diskriminant chizig‘i deyiladi.

Diskriminant chiziq yagonalik buziladigan nugtalarning barchasini
o‘zida saglaydi. Shu bilan bir gatorda, u boshga nugtalarni ham o‘zida
saglashi mumkin,

Shunday qilib (1.22.3) differensial tenglamaning maxsus yechimlarini
topish uchun;

1. Diskriminant chiziglarni topish kerak;

2. Diskriminant chiziglarni  (1.22.3) tenglamaning yechimi
ekanligini tekshirib ko‘rish kerak;

3. Bu integral chiziglarning har bir nuqgtasida yagonalik buzilishini
aniqlash, ya’ni tekshirilayotgan integral chizigni maxsus yechim ta’rifini
ganoatlantirishini tekshirish kerak.

(1.22.3) differensial tenglamaning yuqgoridagi uchta shartni
ganoatlantiruvchi yechimi, uning maxsus yechimi bo‘ladi.

Maxsus yechimlarni izlashda ikki y=¢(x) va y=w(x) chizigning
urinish shartidan, ya’ni

P(x)=w(x), ¢'(X) =y'(X)
tengliklardan foydalanishga to‘g‘ri keladi.

1.22.2-teorema. y=w(x) chiziq (1.22.3) differensial tenglamaning
maxsus yechimi bo‘lishi uchun u (1.22.3) tenglama ®(x,y,C)=0 yechimlari
oilasining o‘ramasi bo‘lishi zarur va yetarli.

Yuqoridagi mulohazalardan ko‘rinadiki, maxsus yechimni topish
jarayonida diskriminant chiziglarni berilgan differensial tenglamaning
yechimi bo‘lishini tekshirish talab gilinadi. Quyidagi tasdigdan foydalansak
bunday tekshirishga xojat golmaydi.

1.22.3-teorema. Aytaylik F(x,y,y") funksiya

1) F(x,y,y)eC(G)
2y FOLY.Y) g
OX

shartlarni ganoatlantirsin. U holda diskriminant chiziq (1.22.3) differensial
tenglamaning maxsus yechimi bo‘lishi uchun

F(x,y,y)=0,
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oF(X YY) _
ay!
6F(x,>’/,y)+y,8F(x,3,/,y):O
oy oy
tengliklarning bajarilishi zarur va yetarli.
1.22.1-misol. Ushbu

(y)* -4y*(1-y)=0
differensial tenglamaning diskriminant chizig‘ini toping.
Yechish. Avvalo quyidagi
F(xy,y)=(y)* -4y°(1-y)=0
OF(x,y,Y') _ 2y' =0
oy’
tenglamalarni tuzib olamiz. Bu tenglamalarning ikkinchisidan y'=0 ni
topamiz. Buni birinchi tenglamaga qo‘yib
4y*(1-y)=0
diskriminant chizigni hosil qgilamiz. Oxirgi tenglamadan diskriminant
chizigning ikki shohchasini aniglaymiz:
y=0va y=1.
Qaralayotgan holda bu topilgan y=0 va y=1 diskriminant chiziglarning

ikkalasi ham berilgan differensial tenglamaning yechimlari bo‘ladi.

Qaysi chizigda yagonalik buzilishini tekshirish maqgsadida berilgan
differensial tenglamaning boshga yechimlarini ham topamiz. Buning uchun
berilgan tenglamani y’ ga nisbatan yechib

y' =+2y\yd-y)

differensial tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglamani o‘zgaruvchilarini
ajratish usulidan foydalanib yechsak, ushbu

y=0,
y(x)=<y=1,
y=[(x+C)*+1]™

ko‘rinishdagi yechim hosil bo‘ladi. Ko‘rinib turibdiki, y=0 chizigda

yagonalik buzilmaydi. Ammo y=1 chizigda esa yagonalik buziladi (5-
chizmaga garang).
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5-chizma
Demak, y(x) =1 maxsus yechim bo‘ladi.
1.22.2-misol. Ushbu
(y-1(y)* +2y' -1=0
differensial tenglamaning diskriminant chizig‘i topilsin.
Yechish. Avvalo quyidagi

F(x Y. Y)=(y-D(y)* +2y'-1=0,

—GF(E’;’”y) =2(y-1)y'+2=0

tenglamalarni hosil gilamiz. Bu sistemadan y’ ni yo‘qotib y =0 diskriminant

chizigni topamiz. Bu esa berilgan differensial tenglamani ganoatlantirmaydi.
Endi berilgan differensial tenglamaning boshga yechimlarini topamiz.
Buning uchun berilgan tenglamadan y’ ni, topib ushbu

1

T1+Jy

differensial tenglamani hosil gilamiz. Bundan esa
2

2,
+—y3=x+8
yE3y

kelib chigadi. Ko‘rinib turibdiki y =0 diskriminant chiziq integral chiziglar
grafiklarining “uchli” nugqtalarining geometrik o‘rnidan iborat (chizmaga

garang).
1.22.3-misol. Ushbu

y=x+2y'—(y)*

differensial tenglamaning maxsus yechimini toping.
Yechish. Berilgan differensial tenglama y’= p almashtirish natijasida

ushbu

y=X+2p—p*
ko‘rinishga keladi. Qaralayotgan holda, diskriminant chizigni topish uchun
quyidagi

F(x,y,y)=y-x-2p+p*=0,
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FONY) _ 5,4 9p=0
oy
sistemani tuzib olamiz. Bu sistemada p parametrni yo‘qotamiz:
—-2+2p=0, 2p=2, p=]
y—x-2-1+(1)* =0,
y—x—-2+1=0,
y=x+1.
Bu esa biz izlagan diskriminat chizig bo‘ladi.
Endi y=x+1 chizigning maxsus yechim bo‘lishini tekshirib ko‘ramiz:
1. y=x+1-diskriminant chiziq, berilgan differensial tenglamani
ganoatlantirishini tekshiramiz:
X+2y' —(y)? =x+2-1-(1)? =x+1, ya’ni x+1=x+1.
2. Bu diskriminant chiziq, ya’ni y=x+1 ning nuqtalarida yagonalik
buzilishini tekshiramiz:
ay_ p, dy= pdx,
dx
y=X+2p - p?,
dy = dx +2dp —2pdp,
{dy = pdx,
pdx = dx + 2dp — 2 pdp,
(p—1Ddx—2dp+2pdp =0,
(p—Ddx+2(p-1)dp=0,
(p—D[dx+2dp]=0.

Bundan

p=1 dx=-2dp
kelib chigadi. Oxirgi differensial tenglamani integrallab

Xx=-2p+C
topamiz. Demak berilgan differensial tenglama
{x =-2p+C,
y=x+1 va ,
y=X+2p—-p

ko‘rinishdagi yechimlarga ega bo‘lar ekan. Oxirgi sistemadan p parametrni
yo‘gotamiz:
_C—x
p= R
(C-x° (C-x%)°

4

y=X+C—-X- =C—

Shunday qilib ushbu
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y(x)=y, =x+1, y(x)=Yy, :C_(C;X)2

funksiyalar berilgan differensial tenglamaning yechimlari bo‘lar ekan.
Bu yechimlar grafiklarining bir-biriga urinishini tekshiramiz. Buning uchun
V1 (%) =Y, (%y), Y1(X) =Y5(X,) tengliklardan foydalanamiz.

(C_Xo)2

Xo+1=C -

C —X,
2
C =X,+2,

(Xo +2—X,)*

1=

Xg +1l=X,+2—- =X, +2-1=X%,+1,

Xo +1=X, +1.
Oxirgi ayniyat barcha x, lar uchun o‘rinli. Demak, y=x+1 chiziq, absissasi
X =X, hugtada
(C-x)°
4
parabolalarning biri (C=2+x,) bilan urinishga ega. Shuning uchun y=x+1

diskriminant chizigning barcha nuqgtalarida yagonalik buzilganligi sababli, u
maxsus yechim bo‘ladi.

Mustaqil yechish uchun mashqglar [21], §8, Ne241-266; [8], §11,
Ne261-274.

y=C-
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11 BOB. YUQORI TARTIBLI DIFFERENSIAL TENGLAMALAR
1-§. n-tartibli differensial tenglamalar

Ushbu

vy =1 (XY, Y, Y., YD) (2.1.1)
ko‘rinishdagi tenglamaga n-tartibli hosilaga nisbatan yechilgan oddiy
differensial tenglamaning umumiy ko‘rinishi deyiladi.

Quyidagi belgilashlarni kiritaylik:
y()=y?, y'(x)=y®,..y ) =y®, .y () =y"?,

y=y?y?,.y") eR", (xy)eR™.
Endi, R™ (n+1)-o‘lchamli fazoda quyidagi
G:{(x,y)eR”+1:\x—xO\£a,‘y(")—yo(k)‘gb, k:O,n——l}

sohani olaylik. Bu  yerda a,b—o‘zgarmas  sonlar  bo‘lib,
YO(k) = y(k)(xo)’ k=0,n-1

2.1.1-ta’rif. Aytaylik, (2.1.1) ko‘rinishidagi oddiy differensial
tenglama berilgan bo‘lib  f(x,y,y,y",...y" ) funksiya Gc<R"™ sohada
aniglangan bo‘lsin. Agar 1=[x,—a,x,+a] oraligda aniglangan biror
y = ¢(x) funksiya uchun quyidagi

1. p(x)eC™(1)

2. (X, 0(X), ¢ (¥),9"(x),...0" (X)) €G, Vxel

3. 9 () = f (%,0(x),¢'(),9"(X),...0" 7 (x)), ¥xel
shartlar bajarilsa, y=¢(x) funksiya |=[x,—a,x,+a] oraligda (2.1.1)

differensial tenglamaning yechimi deyiladi.
2.1.2-ta’rif. (2.1.1) differensial tenglamaning ushbu

Y(%) = Yor ¥ (%)= Yoo YT (%) = Yo" (2.1.2)
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi y=y(x) yechimini topishga Koshi

masalasi deyiladi. Bu yerda (x,, Yy, Vs, Ya..-., Yo" ) € G berilgan nugta.
2.1.1-teorema. Agar f(x,y,y,y"..,y" ") funksiya GcR"™ sohada
aniglangan va uzluksiz bo‘lib, y,y',y",...,y"™® o‘zgaruvchilar bo‘yicha

n-1
|06V Y Ve i) = £ O Y0 Y5 Ve " )| S LDy = y8P), AL >0

j=0

(2.1.3)
tengsixlikni ganoatlantirsa, u holda shunday h>0 soni mavjud bo‘lib,
(2.1.1)+(2.1.2) Koshi masalasining |=[x,—h,x,+h] oraliqgda aniglangan
yagona yechimi mavjud bo‘ladi.
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Odatda bu yerdagi L=const>0 - Lipshits o‘zgarmasi, (2.1.3) esa
Lipshits sharti deyiladi.

Bu teoremaning isbotini gisuvchi akslantirishlar prinspidan foydalanib
ko‘rsatish mumkin. Uni biz bu yerda keltirmaymiz.

2-§. Ayrim n-tartibli differensial tenglamalarni yechish

Ushbu
y™ = f(x), f(x)eC[a,b] (2.2.1)
differensial tenglamaning umumiy yechimini topish bilan shugullanamiz.
1. Ketma-ket integrallash usuli.
Awvalo (2.2.1) tenglamani

(v “‘-1)) f (x) (2.2.2)
ko‘rinishda yozib olamiz. Endi ixtiyoriy Vvx, e[a,b]nuqgtani olib (2.2.2)
differensial tenglamaning x,dan x gacha integrallab, ushbu

YD - j f(O)dt+c,

tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda C, ixtiyoriy hagigiy son. Bu munosabatni
yana integrallab ushbu

y" ) = II f (X)dxdx +c X +C,
X %o
tasvirni topamiz Yuqoridagi jarayonni davom qildirib

y(X) = Ij I f(x)dx?nirtadx+c( D1 % o2

n-1 n-2
X

+...4C,,X+C,
0 XO XO

n marta

(2.2.3)
(2.2.1) differensial tenglamaning umumiy yechimini topishga muvaffaq
bo‘lamiz.

Quyidagi
X X X 1 X -
yoo=| [ f(x)dxdx...dx:mxjf(t)(X—t) dt

nmarta
XO XO XO

n marta

formuladan foydalanib (2.2.3) munosabatni
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Y-t

y(x) =

; _Dljf(t)(x )™ dt +c,

Xn—2

+C, ————
(n—2)!
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerda C;, j =1,n - ixtiyoriy hagigiy sonlar.
2. Koshi usuli. Avvalo ixtiyoriy Vte(a,b) nugtani tanlab olamiz va
quyidagi Koshi masalasini garaymiz:
y™ =0, (2.2.5)
yt) =0, y'®)=0,..., y"? () =0, y" (1) =1 (2.2.5')
So‘ngra, ushbu

(2.2.4)

+..+C,,X+C,

y(n) =0
differensial tenglamaning umumiy yechimini ketma-ket integrallash
natijasida topamiz:
y" P (x) = Cy»
y(n_Z) (X) = C,X+Cy,
2

y(”‘3’(X)=01%+CZX+03, (2.2.6)
= ...+C_X+C..
y( ) ( _1)| (n—2)!+ + n-1 + n

Bu yerdagi c,,c,,...,c, o‘zgarmaslarning giymatlarini boshlang‘ich shartlardan
foydalanib topish mumkin:
n-1 n-2
C, t +C, t
(n=D! (n—-2)!

tn72 tn73
C +C +..+¢c .t+c. ., =0,
"(n-2)! *(n-3)! i (2.2.7)

+..+c t+c, =0,

C —+cz§+c3%t+c4:0,

2
C,—

+C,—
21 2

l!+c3=0,

C—+C =0,

c, =1
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(2.2.7) sistemani pastdan yuqoriga garab ketma-ket yechsak c;, j=1n

o‘zgarmaslarning giymatlari topiladi:
t t2 t3 (_1)n—1tn—l
c=1¢,=——,¢,=—,C,=——,...,C,=——.
1 21 3l (n—1)!
O‘zgarmaslarning bu giymatlarini (2.2.6) tenglikning o‘ng tomoniga qo‘yib,
ushbu

n—1 _ n-1 _ n-1
y=F(x,t)= 1 tx"? + D t”‘l——(x )

-l =210 oo (n-1)
Koshi funksiyasini topamiz.
2.2.1-lemma. Ushbu

(X t)n—l
V(x) = j F(x.t) f (t)dt = I oy o (2.2.8)
funksiya (2.2. 1) differensial tenglamanlng quyidagi
Y(%) =0, ¥ (%)=0,.., "7 (x)=0 (2.2.8)

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechimdan iborat bo‘ladi.

Bu lemmani isbotlashni o‘quvchiga havola gilamiz.

Endi, (2.2.1) differensial tenglama bir jinsli

y(n) -0
gismining umumiy yechimi
V(X)=A, + AX+AX +..+A X"

ko‘rinishda bo‘lishini inobatga olsak, u holda (2.2.1) differensial
tenglamaning umumiy yechimi

YX) =)+ T) = A+ Ax+AXE+ot A X"t (z( _t))_l f(t)ydt (2.2.9)

ko‘rinishda bo‘lishi kelib chigadi.
2.2.1-misol. Ushbu

yrr _ e—x2
differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
Yechish. Qaralayotgan differensial tenglamaning umumiy yechimini
(2.2.9) formuladan foydalanib topish mumkin:

y(x) = j (x—t)e " dt+ A X+ A

Xo
Mustaqil yechish uchun mashqglar /8/, §14, Ne327-363.
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3-§. n-tartibli chizigli differensial tenglamalar

n-tartibli oddiy differensial tenglamalarning muhim xususiy hollaridan
biri, n-tartibli chizigli differensial tenglama bo‘lib, u quyidagi ko‘rinishda
yoziladi:

Y+ p ()Y et P ()Y + P ()Y =9(X). (23.1)

Bunga n-tartibli bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglama deyiladi.

Agar (2.3.1) tenglamada g(x) =0, ya’ni

Y+ p (YT + o+ P ()Y + P, (X)y =0

bo‘lsa, bunga n-tartibli chizigli bir jinsli differensial tenglama deyiladi. Bu
yerda  p;(x),g(x) eC[a,b], j=1n-berilgan uzluksiz funksiyalarga mos
ravishda (2.3.1) tenglamaning koeffitsiyentlari va uning o°‘ng tomoni
deyiladi.

2.3.1-ta’rif. (2.3.1) differensial tenglamani ayniyatga aylantiruvchi
y = ¢(x) € C"[a,b] funksiyaga uning yechimi deyiladi.

2.3.1-lemma. Agar g(x)=g,(x)+g,(x)korinishda bo‘lib, y,(x) va
y,(x) funksiyalar mos ravishda ushbu

i+ P (YT e+ P (XY + Py (X) Yy =0y (X)

Y, 0Y, " et P (Y5 + P ()Y, =95 (X)
differensial ~ tenglamaning  yechimidan iborat bo‘lsa, u holda
y(xX) =y,(X) + y,(x) funksiya (2.3.1) tenglamaning yechimi bo‘ladi.

2.3.1-natija. Agar vy, (x), VY,(x) funksiyalar (2.3.2) bir jinsli
tenglamaning yechimlari bo‘lib, C,C,-ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar bo‘lsa, u
holda y=c,y,(x) +c,y,(x) funksiya (2.3.2) tenglamaning yechimi bo‘ladi.

Bu ikki tasdigga (2.3.1) tenglama uchun superpozitsiya prinsipi
deyiladi. Superpozitsiya prinsipi fagat chizigli differensial tenglamaga xos
Xususiyatdir.

Endi (2.3.1) differensial tenglamaga qo‘yilgan

V(%) = Y57, Y (%) = Y& YO (%) = V", X, €[a,b] (2.3.3)
Koshi masalasini garaymiz. Bunda x, €[a,b] va y?, y®,y,...,y{"™® berilgan
sonlar.

2.3.1-teorema. Faraz gilaylik, p; (%), ji=1n va
g(x), xe[a,b]funksiyalar uzluksiz bo‘lib, x,e[a,b] bo‘lsin. U holda
y{? j=0,n—-1-berilgan sonlarning ixtiyoriy giymatlarida (2.3.1), (2.3.3)
Koshi masalasining [a,b] kesmada aniglangan yagona yechimi mavjud.

Isbot. Avvalo (2.3.1) differensial tenglamani ushbu

vy =f(xy,Y,...,y" ) (2.3.4)
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ko‘rinishda yozib olamiz. Bu yerda

FOGY Y YT ) =900 = ()Y = p, ()Y —. = p,(¥)y.  (2.3.4)
Bu  f(xvyY,..,y"") funksiya teorema-2.1.1 ning shartlarini
ganoatlantirishini ko‘rsatamiz. Aniglanishiga ko‘ra, bu
f(x,y,Y,...,y" ) funksiya ushbu

G :{(x, V.V s Y )eR™ i xea,b], —o<y? <o, j=0,n —1}

sohada aniglangan va uzluksiz bo‘lib y, j=0,n—1 o‘zgaruvchilar bo‘yicha
Lipshits shartini ganoatlantiradi. Hagigatan ham, quyidagi

8f . -

8y(j) :_pn—j(x)1 j=0,n-1
munosabatdan

max|—|=L., j=0,n-1

kelib chigadi. Chunki p,_;(x), j=0,n—1 funksiyalar [a,b] kesmada uzluksiz.
Endi, ushbu

L =max(L,, Ly,..., L, ;)
belgilashni olsak, u holda (2.3.4') tenglik orgali aniglangan f(x,y,y,...,.y"™)
funksiya L >0 o‘zgarmas bilan (y,y',....y"™") o‘zgaruvchilar bo‘yicha
Lipshits shartini ganoatlantirishiga ishonch hosil gilamiz. Shuning uchun
(2.3.1), (2.3.3) Koshi masalasining [a,b] kesmada aniglangan yechimi

mavjud va yagona bo‘ladi.m
2.3.1-natija. Ushbu

Y+ p, )Y+ 4+ P (Y + ()Y =0, p;(X) eCla,b], j=1n (2.3.5)
y(%) = Y' (%) =...= Y (%,) =0, ¥x, [a,b]
Koshi masalasi yagona y(x)=0, Vx, €[a,b] yechimga ega. m
Isbot. Ko‘rinib turibdiki y(x)=0 funksiya (2.3.5) Koshi masalasining
yechimidan iborat. Yechimning yagonaligidan natija-2.3.1 ning isboti kelib

chigadi.m
Quyidagi
LIY]=y® + p, ()Y +..+ p, ()Y + p, ()Y (2.3.6)
belgilash natijasida (2.3.1) va (2.3.2) differensial tenglamalarni ushbu
LLyI=9(x), (2.3.7)
L[y]=0 (2.3.8)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerda L[y] ifodaga differensial operator
deyiladi. Endi differensial operatorning ayrim xossalari bilan tanishamiz.
2.3.2-lemma. O‘zgarmas ko‘paytuvchini operator belgisidan tashgariga
chigarish mumkin, ya’ni
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L[cy]=cL[y], c=const.
Isbot.
Leyl=(cy)™ + p,(x)(cy) ™™ +...+ p,, ()(cy) + p, (X)(cy) =

=cy™ +cp ()Y +... +cp,, (X)Y +cp, (X)y =

=c(y™ + p,)Y" ™ +.. 4 pL ()Y + p,(X)y) =cL[y]
2.3.3-lemma. Ushbu

LIy, + Y,]1= LIy, ]+ LLY,]
tenglik o‘rinli.
Isbot.
LIy, + Yo 0= (0 + ¥2)7 + p (v + )"+

+P, )Y, + ¥,) + Py OO(Y; + ¥,) = V™ + P ()Y, + e+ L (X)) +

+P,00Y; + ¥, + p ()Y, 4+ P (X)Y; + Py (X)Y, = LIy, 1+ L[y, ].
2.3.2-natija. Quyidagi

L{chij:ZCjL[yj]
j=1 j=1
tenglik o‘rinli. Bu yerda c, =const, j=1m.
2.3.2-teorema. Agar y=y(x) funksiya [a, b] kesmada (2.3.8) bir jinsli
differensial tenglamaning yechimi bo‘lsa, u holda vy, =cy(x), c=const

funksiya ham (2.3.8) tenglamaning yechimi bo‘ladi.
Isbot. Teorema shartiga ko‘ra L[y]=0. Bundan

L[y,]1=LIcy(x)]=cL[y]=0 kelib chigadi.

2.3.3-teorema. Agar vy, =y, (x), v, =Y, (X)funksiyalar [a,b] kesmada
(2.3.8) bir jinsli differensial tenglamaning yechimi bo‘lsa, u holda

y=¢Y,(X)+C,Y,(x), ¢; =const, j=12

funksiya ham [a, b] kesmada (2.3.8) tenglamaning yechimi bo‘ladi.

Isbot. Teorema shartiga ko‘ra L[y,]=0, L[y,]=0.

I—[y] = L[Clyl +C, yz] = ClL[yl] +C, L[Yz] =0
2.3.3-natija. Agar vy, (x),Y,(x),...,y,(x)funksiyalar [a,b] kesmada

(2.3.8) bir jinsli differensial tenglamaning yechimlaridan iborat bo‘lsa, u
holda ushbu

y=chyj(x), c;=const, j=1n
j=1

funksiya ham (2.3.8) tenglamaning yechimi bo‘ladi.
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4-§. Vronskiy determinanti

2.4.1-ta’rif. Agar quyidagi shartni ganoatlantiruvchi
Ja, a,,.., a €R, Zajz #0
=1

sonlar topilib, ushbu

ap(X)+a,0,(X)+...+a,¢,(x) =0, Vxe[a,b] (2.4.1)
munosabat bajarilsa, ¢,(x),¢,(x). ..., ¢,(x) funksiyalarga [a,b]< Roraliqda
chiziqgli bog‘langan funksiyalar deyiladi.

Agar (2.4.1) tenglik a,a,,..,a, -o‘zgarmaslarning fagat nolga teng
giymatida bajarilsa ¢,(x),¢,(x), ..., ¢,(x) funksiyalarga chizigli bog‘lanmagan
funksiyalar deyiladi.

2.4.1-teorema. Agar ¢,(x),¢,(x),....o,(x)funksiyalar (a,b) intervalda
chizigli bog‘langan bo‘lsa, u holda ularning ichidan bittasi golganlarining
chiziqgli kombinatsiyasi orgali ifodalanadi.

Isbot. Aytaylik, ushbu

ao (X)+a,0,(X)+...+a,¢,(x) =0, Vxela,b]
tenglik a, =0 bo‘lganda bajarilsin. U holda

a a
20 =—20,() 29, (X) —. - 2L, (X)
an an an
munosabatga ega bo‘lamiz. Bu esa ®.(X) funksiya

@,(X), 9, (X),....,, ,(X)funksiyalarning chizigli kombinatsiyalaridan iborat
ekanligini ko‘rsatadi.

2.4.1-misol. Ushbu e**, e“*, .. .e** funksiyalar k; =k, i=j shart
bajarilganda ixtiyoriy Vxe[a,b]cR kesmada chizigli bog‘lanmagan
funksiyalar bo‘lishini ko‘rsating.

Yechish. Faraz qgilaylik, bu funksiyalar chizigli bog‘langan bo‘lsin,
ya’'ni

ae +ae” +..+ae" =0
tenglik a; -o‘zgarmasning birortasi, masalan a, # 0 bo‘lganda o‘rinli bo‘lsin.
U holda tenglikni e“* ga bo‘lib
a +ae’ ™+ +aeh =0
munosabatni topamiz. Bu tenglikni differensiallab
a,(k, —k)e“ ™" +a,(k, —k)e ™+ . +a (k. —k)e®“ ™ =0
munosabatni hosil gilamiz. Bu tenglikni e®™*ga bo‘lib
a, (K, —k,) +ay(k, —k )e“ ™+ +a, (k, —k )e“ ™ =0

munosabatga ega bo‘lamiz. Buni yana differensiallab
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a, (K, —k)(k, —k,)e“ ™ + . +a (k. —k)(k, —k,)e ™ =0
tenglikka ega bo‘lamiz. Yuqorida bayon gilingan jarayonni davom gildirish
natijasida
a (k —k)(k —k,)-...-(k, —k_)e™ =0
tenglikka ega bo‘lamiz. Bundan oz navbatida
el =0
ekanligi kelib chigadi. Buning bo‘lishi mumkin emas. Shunday qilib
{e% e,...e"}  -funksiyalar sistemasi k; =k, i=j bo‘lganda chizigli
bog‘lanmagan funksiyalar sistemasini tashkil gilar ekan.
2.4.2-ta’rif. Ushbu ¢, (x) eC"[a,b], j=1n funksiyalardan tuzilgan

) ®, . @
W(X) =W {@,0,,..0,} = “ o G
¢1(n_1) (Dz(n_l) - @n(n_l)

determinantga Vronskiy determinanti yoki vronskiyan deyiladi.
2.4.2-teorema. Ushbu

LIyl=y® + p.(x)y"? +...+ p,(x)y =0 (2.4.2)
bir jinsli differensial tenglamaning y,(x),Y,(x), Y;(X),..., y,(X) yechimlari
chizigli bog‘lig bo‘lishi uchun, ulardan tuzilgan Vronskiy determinanti nolga
teng, ya’ni

W {y,(X), ¥,(X),..., Y, (X)} =0, Vx €[a,b] (2.4.3)
bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Yetarliligi. Faraz gilaylik (2.4.3) munosabat bajarilsin. U holda
W(x,)=0 bo‘ladigan biror x, [a,b]nuqgtani olib ¢,c,,...,c, o‘zgarmaslarga
nisbatan ushbu
V(X)) + Y, (%) + -+ ¢, 1, (%) =0,

1 (xp) + €y (%) + o+ €1 (%) =0, (2.4.4)

clyl(n_l) (xo) + Czyz(n_l) (xo) +..+ Cnyn(n_l) (xo) =0

tenglamalar sistemasini tuzib olamiz. Bu sistemaning asosiy determinanti
W (x,) =0 bo‘lgani uchun bir jinsli (2.4.4) sistema cj,jzl,_n-larga nisbatan
nolmas yechimga ega. Shuning uchun

Y09 =Y 3y, (9

funksiya (2.4.2) bir jinsli differensial tenglamaning yechimidan iborat bo‘lib,
X = X, huqtada
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Y(%)=0, ¥'(%)=0,..., y" (%) =0 (2.4.5)
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiradi. Chunki

y(xo) :Clyl(xo) + Czyz(xo) +...+C ), (xo) =0,
Y'(%,) = (%) + ¢, (%) + ...+ ¢, v (%,) =0,

YO (%) = e " () + 6,0, P () e+, 3, (x,) = 0
Ikkinchi tomondan §(x)=0 funksiya ham (2.4.2) tenglamani va (2.4.5)

boshlang‘ich shartni ganoatlantiradi. Yagonalik teoremasiga ko‘ra
y(x)=9(x)=0

Z:cjyj (x)=0
j=1

bo‘lishi kelib chigadi. Bu yerdagi ¢;, j=1» sonlarning kamida bittasi noldan
fargli bo‘lgani uchun vy, (x),y,(x),..., y.(x)funksiyalar chizigli bog‘liq bo‘ladi.
Zarurligi. Aytaylik, y,(x),y,(x),...,y.(x)funksiyalar (2.4.2) bir jinsli

differensial tenglamaning yechimlari bo‘lsin. U holda ularning chizigli
kombinatsiyasidan tuzilgan

y(x) = ¢;y;(x), c;=const
=)

funksiya ham uning yechimi bo‘ladi. Teorema shartiga ko‘ra
Y, (%), ¥,(X),..., y.(x) funksiyalar chizigli bog‘liq bo‘lgani uchun ushbu

cY,(X)+C,Y,(X)+...+¢,y,(x)=0 (2.4.6)
tenglik c;, j =1,n sonlarning kamida bittasi noldan fargli bo‘lganda bajariladi,

ya’ni shunday 3j,eN nomer mavjud bo‘lib, ¢, #0 bo‘ladi. Bu (2.4.6)

bo‘ladi. Bundan

tenglikni  (n-1) marta differensiallab cj,jzl,_n o‘zgarmaslarga nisbatan
quyidagi bir jinsli tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz:
c.y,(X)+¢C,y,(X)+...+¢.y,(x)=0,

C Y1 (X) + Y, (X) +... + ¢y, (X) =0,

(2.4.7)

Y " (X) + ¢y, () ey P (x) =0.
Oxirgi (2.4.7) bir jinsli sistema nolmas c,c,,....,c, yechimga ega. Chunki
¢, #0. Shuning uchun (2.4.7) sistemaning asosly determinanti nolga teng

bo‘ladi, ya’'ni
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V0O Y00 Y ()

P00 ¥, P00 -y, (%)
Teorema isbot bo‘ldi. m

2.4.3-teorema. (2.4.2) bir jinsli  differensial tenglamaning
Y, (X), ¥, (X),---, ¥, (x) yechimlari chizigli bog‘lanmagan bo‘lishi uchun ulardan
tuzilgan Vronstkiy determinanti

W (X) =W{y1(x), Y, (X),--- ¥, (x)}#0, Vxe[a,b]
nolmas bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Zarurligi. Faraz qilaylik (2.4.2) bir jinsli differensial
tenglamaning  y,(x),y,(x),---,y,(x) yechimlari [a,b] oraligda chiziqgli
bog‘lanmagan bo‘lib, biror x, e (a,b) nugtada

W (%) =WLY, (9, Y, 09, ¥, (Y, =0,
bo‘lsin. Bundan foydalanib c,c,,...,c,0‘zgarmaslarga nisbatan quyidagi
o (%) + 6,0, (%) + .o+ ¢, () =0,

e (xy) + ¢, (%) + ...+ ¢,y (x,) =0,

=WLY; (0, Y2 (%), ¥, ()} =0

(2.4.8)

-1 -1 -1
e " () e, () + e, P (x,) =0
tenglamalar sistemasini tuzib olamiz. Bu sistemaning asosiy determinanti
A=W (x,)=0 bo‘lgani uchun u nolmas ¢, =c{”,c,=c\”,...,.c. =c® yechimga

ega. Ushbu ¢@,c!?,...,c!” sonlarning kamida bittasi noldan fargli. Natijada
ushbu

y(x) = Cl(O)yl(x) + 62(0))’2 (x) +...+ cn(O)yn (x) (2.4.9)
funksiya (2.4.2) bir jinsli differensial tenglamani va
(%) =0,Y'(%)=0,..., "™ (%) =0 (2.4.10)

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiradi. Oldingi paragrafdagi natija-2.3.1 ga
ko‘ra, (2.4.2) bir jinsli differensial tenglamaga qo‘yilgan (2.4.10)
boshlang‘ich masala fagat y(x)=0 nol yechimga ega ekanligidan (2.4.9)
tenglik ushbu
c?y,(x)+c, 2y, (x) +...+¢c, Py, (x) =0, xe(a,b)

korinishni oladi. Bunda c,, j=1n sonlar orasida kamida bittasi noldan
fargli. Shuning uchun (2.4.2) differensial tenglamaning vy, (x),y,(x),---, Y. (X)
yechimlari chizigli bog‘langan. Bu esa vy, (x),y,(x),---,y.(x) Yyechimlarning
chiziqgli bog‘lanmaganligiga zid.
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Yetarliligi. Aytaylik, W(x)=0, xe(a,b) bo‘lib, y,(x),y,(x), -, y,(X)
yechimlar chizigli bog‘lig bo‘lsin. U holda
a Y, (X)+a, Y,(X) +-+a, y,(X) =0, xe(a,b)
ayniyat o‘rinli. Bu yerda, masalan «, = 0. Bundan

yn(X)___yl(X)__yZ(X) -t _1 yn—l(X)
kelib chigadi. Bu tengllknl dlfferen3|allab
yn(J)(X) =——4 (J)(X) (J)(X) T _l yn—l(j)(x)’ J :m

topamiz. O‘z navbatida bu tengliklardan W(x)=0 kelib chigadi. Bu esa

farazimizga zid. Teorema isbot bo‘ldi. m
Mustaqil yechish uchun mashglar /8], §15, Ne371-386, Ne389-400;
[21], §12, No601-622.

5-§. n-tartibli chizigli bir jinsli differensial tenglamaning fundamental
yechimlar sistemasi

2.5.1-ta’rif. Ushbu
LIyl=y® +p.(x)y" 7 +---+ p,(X)y =0 (2.5.1)

differensial tenglamaning ixtiyoriy n ta y,(x),Yy,(x),...,y,(x) chizigli
bo‘g‘lanmagan yechimlariga, uning fundamental yechimlari sistemasi
(F.Y.S) deyiladi.

2.5.1-teorema.  Koeffisiyentlari  uzluksiz ~ p,(x) eC[a,b], j=1n
funksiyalardan iborat bo‘lgan (2.5.1) ko‘rinishdagi bir jinsli differensial
tenglamaning fundamental yechimlari sistemasi (F.S.Y) mavjud.

Isbot. Aytaylik, a; eR, j,i =1,n sonlardan tuzilgan

a, a, -,
a a v a

AO — 21 22 2n ” 0
anl a‘nZ e a'nn

determinant nolga teng bo‘Imasin. U holda (2.5.1) differensial tenglamaning
ushbu

Y, (%) =a,, Y, (%) =8,;,. Y, (%)=a,;, j=Ln (2.5.2)
boshlang‘ich  shartlarni  ganoatlantiruvchi vy, (x), y,(X),..., ¥, (x) yechimlari

mavjud. Bu yechimlardan tuzilgan Vronskiy determinantini garaylik:

W(X) =WALY1 Yo Yot
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Endi W(x,) ni hisoblaymiz:
Y1(Xo) yz(xo)""""”" yn(XO) & &y,

W(XO)= yi(xo) y;(xo) y;(xo) :a21 azz"'aZn;tOl

y(n_l)l(xo) y(n_l)z(xo)'"y(n_l)n(xo) Any Anp o8y,
Shuning uchun vy, (x),y,(x),...,y,(x) funksiyalar chizigli bog‘lanmagan
bo‘ladi. Demak (2.5.1) bir jinsli  differensial  tenglamaning
FY.S ={y,(X),¥,(X),..., y,(x)} mavjud ekan. m

Izoh. Noldan fargli A° =0 determinantlar cheksiz ko‘p bo‘lgani uchun
(2.5.1) ko‘rinishdagi bir jinsli differensial tenglamaning F.Y.S ham cheksiz
ko‘p bo‘ladi.

2.5.2-teorema. Agary,(x),Y,(X),..., y.(x) funksiyalar (2.5.1) bir jinsli
differensial tenglamaning F.Y.S ni tashkil gilsa, u holda uning umumiy
yechimi ushbu

y(x) = Zn:cjyj(x), V¢, =const (2.5.3)
j=1
ko‘rinishda yoziladi.
Isbot. (2.5.3) ko‘rinishdagi y(x) funksiya ushbu
G={a<x<b,|y|<ow,..,|y"?|<oc}

sohada (2.5.1) tenglamaning umumiy yechimi ekanligini ko‘rsatamiz. Chunki
G sohaning har bir nuqgtasida Koshi teoremasining shartlari bajariladi.

1. Quyidagi
y(x) = ¢;y;(x),
j=1

y'(X) = ch y' (%), (2.5.4)

Y (x) =D ¢y (x),
=1

algebraik tenglamalar sistemasi c,,c,,...,c, -ixtiyoriy o‘zgarmaslarga nisbatan
yechimga ega. Chunki, bu sistemaning asosiy determinant noldan fargli,
ya’'ni
A=W (x) =Wy, (%), Y,(¥).-. ¥, ()} 0, x(a,b).
2. ¢,,C,,...,.c,—o‘zgarmaslarning ixtiyoriy giymatlarida (2.5.3) tenglik
orgali aniglangan y(x) funksiya (2.5.1) bir jinsli differensial tenglamaning
yechimidan
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iborat. Shuning uchun (2.5.3) tenglik orgali aniglangan y(x) funksiya G

sohada (2.5.1) bir jinsli differensial tenglamaning umumiy yechimi bo‘ladi.
Yugoridagi (2.5.3) formula (2.5.1) differensial tenglamaning barcha
yechimlarini o‘z ichiga oladi. Jumladan ushbu

LIYI=0, Y(%)=Yor ¥ (%)= Yo Y (%) =Y " (2.5.5)
Koshi masalasining yechimi ham (2.5.3) formula tarkibiga kiradi. Bunda
Yor Yoroon Yo' P VA X=X, ixtiyoriy berilgan sonlar. Yuqoridagi (2.5.4)
sistemani (2.5.5) dan foydalanib quyidagicha yozish mumkin:

Yo= chyj'(xo),
j=1

i c.y' (X,),
Yo lel Y3 (%) (2.5.6)

n
(n-1) __ (n-1)
Yo" =D ey (%,):
j=1

Bu sistemaning asosiy determinanti A=W (x,) = 0noldan fargli bo‘lgani
uchun, u yagona ¢, =c¢®,c,=¢,?,....,c.=c.© yechimga ega. Bu topilgan
C,;=C,, j=1n larni (2.5.3) formulaga go‘yib

Y(X) :ch(O)yj (X)’

izlanayotgan (2.5.5) Koshi masalasining yechimini topamiz. Shuning uchun
(2.5.1) tenglamaning F.Y.S={y,(X),Y,(xX),....,y,(X)} yechimlar fazosining

bazasini tashkil qgiladi. L[y]=0 tenglama yechimlari fazosi n-o‘lchamli
chizigli fazo bo‘ladi.

6-§. n-tartibli bir jinsli differensial tenglamani fundamental yechimlar
sistemasi yordamida aniglash

2.6.1-teorema. Agar ikkita
Y+ p )Y+t py (X)Y + P (X)y =0 (2.6.1)
YO+ B0y 4 B ()Y + B, ()Y =0 (2.6.2)
bir jinsli differensial tenglamalar umumiy F.Y.S ga ega bo‘lsa, u holda
p.(¥) = Bi(X). P,(9) = B,(%). .. P,(¥) =P, (x). ¥xe(@ab)  (26.3)
munosabatlar o‘rinli  bo‘ladi. Bu yerda p;(x), p;(x) € C[a,b]-uzluksiz

funksiyalar.
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Isbot. Faraz qgilaylik, (2.6.1) va (2.6.2) differensial tenglamalarning
F.Y.S {v,(x),Y,(x),..., y,(X)}-funksiyalardan iborat bo‘lsin. U holda (2.6.1)
tenglikdan (2.6.2) ni ayirib quyidagi
[0, (%) = B,O1Y" + -+ [P, (%) — By (1Y +[p, (0 - B,(0]y=0  (2.6.4)
differensial tenglamani hosil gilamiz. Avvalo, aniglik uchun p,(x) = p,(x)
deylik. U holda shunday 3(e,pf)c(a,b) interval topilib, p,(x)= p,(x),
vxe(a,B) o‘rinli bo‘ladi. So‘ngra (2.6.4) tenglikning ikki tomoni
p,(X) — P,(X) 0, Vxe(a,p) gabo‘lib

y P +d,(X)y"? +...+d (X)y=0 (2.6.5)
differensial tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu differensial tenglama
uchun{y,(x), ¥,(x),..., y,(x)}-funksiyalar yechim bo‘ladi. Lekin (2.6.5)
differensial tenglama n-1 -tartibli bo‘lgani uchun 1y, (x),y,(X),...,Y,(X)
funksiyalar (a,B)intervalda chizigli bog‘langan bo‘ladi. Bu qarama-
garshilik, p,(x)=p,(x), Vxe(a,B) ekanligini bildiradi. Xuddi shunday
mulohaza yurgizish orgali

pj(x):r)j(x)’ j=2
tenglik ham isbotlandi. Shunday qilib fundamental yechimlar sistemasi
(F.Y.S.) bosh koeffitsiyenti 1 ga teng bo‘lgan bir jinsli chizigli differensial
tenglamani yagona aniglaydi.m

Endi (2.6.1) differensial tenglamani, uning fundamental yechimlari
orgali  qurish  mumkinligini  bayon qilamiz.  Aytaylik, ushbu
v, (%), Y,(X),....y,(x)  funksiyalar (2.6.1) differensial  tenglamaning
fundamental yechimlaridan iborat bo‘lsin, ya’ni

Vi(X)  Y,(X) e Y, (X)
W (X) — yll(x) yZ’(X) """""" yn,(x) £ 0 .

V") ¥, P (0, " (%)
Aytaylik, y=y(x) funiksiya biz izlayotgan bir jinsli n-tartibli chizigli
differensial tenglamaning ixtiyoriy yechimi bo‘Isin. U holda ushbu
WAY(X), Y1 (%), -, ¥, (X)}=0
tenglik o‘rinli bo‘ladi, ya’ni
V(X)) Y, (X) e, y,(X) y(x)
V(X)) Y, (X) e y. (%) y'(X)
................................................ =0. (2.6.6)
V") ¥, P ()Y, " (%) YT (%)
70 () v, 0 Yy ()
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Berilgan vy, (x),y,(x),....,y.(x) funksiyalarni birin ketin (2.6.6) tenglikdagi
y(x) o‘rniga go‘yilsa, bu tenglama ayniyatga aylanadi. Bundan ko‘rinadiki,
y; (), j=1n funksiyalar (2.6.6) tenglamaning yechimlaridan iborat bo‘ladi.
Endi (2.6.6) determinantni n+1-ustun bo‘yicha yoyamiz:

¥, (X) Y.(X) o Y.(X)
Y, (X) ()  Ya(X¥) | )
sen “es “es e y B
P00y (0
¥;(X) ()  ¥(X)
i) (0 e Y ()
- e Y0+
VP00 v, "P00 ey, ")
/A 9 B ALY €19 R AL 0
Y, (X) o(X) o ya(X)
¥, (X) ;) Yr (X)
+o.+ =D L .. |y=0
/A CO B Al ¢1) I A O
/AR 9 ALY ¢ R AL ¢y
Bu tenglikning ikki tomonini quyidagi
¥:(X) Y,(X) o Ya(X)
Y1 (X) Yo(X) o ¥R(¥) W) 0
AR €I N Al €9 N A ¢

determinantga bo‘lib, ushbu

Y+ p )y +o 4 p(X)y =0
differensial tenglamaga ega bo‘lamiz.
Bu yerda

y1(X) (0 o ¥(X)

RIS A I CO R A ¢
(X)=—=

"0 v, . y,"P (%)
AR ¢ BRRYARK ') S ALY ¢4

99



y;(X) V() o yn(X)

| MO0 YD)
pn(x)—W(X) R | (2.6.7)

Y v "P00 ey, P(x)

AR €9 I AR ¢'9 IR VALY ¢'9

Mustagqil yechish uchun mashqlar [8], §15, Ne420-431, Ne389-400;
[21], §12, No624-630.

7-§. Ostrogradskiy-Liuvill formulasi

Ushbu y, (x), y,(X),..., ¥, (X) funksiyalar quyidagi

Y+ p ()Y e Py (XY + P, (X)y =0 (2.7.1)
bir jinsli chizigli differensial tenglamaning fundamental yechimlari
sistemasini (F.Y.S) tashkil gilsin.

Bunda quyidagi
Yi(X) V(%) e Ya(X)
Vo (X) Y, (X) e, Y. (X)
W (X) =i, #0 (2.7.2)

Y. "2 (%) v, (X)..y, P (%)

V") ¥, (0, " (%)
munosabat o°rinli. Endi Vronskiy determinantining hosilasini hisoblaymiz:

Y, (X) Y, (X) e Y. (X)
W'(x):%W(x): V(X)) Y, (X) e Yo (¥) |,
V") ¥, (%), " (%)

V(X)) Y,(X) e Y, (X) V() Y, (%) oo y(X)

Y, (X)) Y, (X) e, Y. (X) V) Yy () o v (%)
Y, (X)) Yy (X) s Vo (X) [ 4 e, +
............................................ Y00 ¥, (Y, (0)
/N CY IR Pl CORRYARI ¢ V() v, (X)... Y, (X)
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V. (X)) Y, (X) e Yy, (X)
Y (X) Y, (X) e, Y. (X)

Y20 ¥, (), P (%)

) v, ) oy, P (%)
Bu tenglikda oxirgi determinantdan tashqgari barcha determinantlarning
giymati nolga teng. Chunki ularning har birida ikkita satr elementlari bir xil.
Shuning uchun oxirgi tenglik quyidagi ko‘rinishni oladi:

Vi(X) Yo (X) e Yy, (X)
V(X)) Y, (X) e Y. (X)
W/ (X) = cerererrriereisieenesieeeseseeseenes : (2.7.3)
V") ¥, (%), (X)
P00 V00 ey, V(%)
Bu yerda oldingi paragrafdagi ushbu

Vi(X) Y, (X) o Y, (X)
Yy () Y, (X) oo Y, ()
-1
pl(x):m ............................................
20 ¥, (%) ¥, (X)
P00 v 00 ey, (%)

formulani inobatga olsak, (2.7.3) tenglik quyidagi
P (X) = _M
1 W (x)
ko‘rinishni oladi. Bu esa ozgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamadir.
Oxirgi (2.7.4) tenglikni integrallab

W (X) :W(xo)exp{—i pl(t)dt} (2.7.5)
X

(2.7.4)

Ostrogradskiy-Liuvill formulasini hosil gilamiz.
Agar biror x,e(a,b) nugtada W(x,)=0 bo‘lsa, u holda (2.7.5)

formuladan
W(x)=0, Vxe(a,b)

bo‘lishi kelib chigadi. Agar biror x,e(a,b) nuqtada W(x,)=0 bo‘lsa, u

holda (2.7.5) formuladan
W(x) =0, Vxe(a,b)

ekanligi kelib chigadi.
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8-§. Ostragradskiy- Liuvill formulasining tatbigi (n=2 bo‘lgan hol)

Aytaylik, ushbu
y'+ p ()Y +p,(x)y=0 (2.8.1)
iIkkinchi tartibli bir jinsli chizigli differensial tenglamaning bitta nolmas
0= y,(x)-xususiy yechimi berilgan bo‘lsin. U holda (2.8.1) tenglamaning

y,(x) dan fargli, lekin unga chizigli bog‘lanmagan ikkinchi y,(x) yechimini
topish mumkinligini bayon gqilamiz. Faraz qilaylik (2.8.1) differensial
tenglamaning vy, (x) dan fargli ixtiyoriy yechimi y(x) bo‘lsin. U holda y(x)
va y,(x) yechimlardan tuzilgan Vronskiy determinanti

v (%) y(x)
W)=,
1 (X) Y'(x)
uchun quyidagi
W (x) :W(xo)exp{— I pl(x)dx}, ¢ =W (x,) (2.8.2)
Ostragratiskiy-Liuvill formulasi o°rinli. Endi (2.8.2) tenglikni ushbu
%09y (0=, (9y(9 = cexp{— [ puoax] 283)
Ko‘rinishda yozib uni ikki tamonini — ga ko‘paytirib
1
i( Y(X)]:C_Zl g I n 00 (2.8.4)
dx\ y,(x) ) yr(X)

differensial tenglamani hosil gilamiz. Oxirgi (2.8.4) differensial tenglamani
integrallab

y(x) = cyl(x)+cy1(x)j ) P 10 (2.8.5)

formulani topamiz. Bu tenglik orgali anlqlangan y(x) funksiya (2.8.1)

differensial tenglamaning umumiy yechimini ifodalaydi.
Ushbu

00 =100 [ e 1 (2.8.6)

funksiya (2.8.1) differensial tenglamanlng y,(x) dan fargli, unga chiziqli
bog‘lanmagan yechimini ifodalaydi.
Agar (2.8.1) differensial tenglamada p,(x)=0 , ya’ni

y'+ p,(X)y=0 (2.8.7)
bo‘lsa, u holda uning umumiy yechimi

Y00 =600 + 0% (0 (288)
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ko‘rinishda bo‘ladi. Quyidagi
V.00 = %, (0 [
Yr (X )

funksiya (2.8.7) tenglamaning vy,(x) dan fargli, lekin unga chizigli
bog‘lanmagan yechimini ifodalaydi. Hagigatan ham:

y YJ :

1 Jyp 0

yi o Yi I L
yi (%) yi(x)

Ayrim adabiyotlarda (2.8.8) formulaga Abel formulasi deb ham yuritiladi.

Mustaqil yechish uchun mashqglar [21], §12, Ne631-640; [8], §15,
No636-648.

W {yl(x)’ Y, (X)} =

9-§. Abel formulasining umumlashmasi

2.9.1-teorema. Aytaylik vy, (x),y,(X),..., ¥,,(X) funksiyalar n>2 -
tartibli bir jinsli
LIyl=y™ + p, )y 44 P (XY + P, (X)y =0 (29.1)
chizigli differensial tenglamaning chizigli bog‘lanmagan yechimlari bo‘lib,
W (X) =W{Y;(X), ¥>(X),-, Vo1 (X)}#0, xel =[a,b]
bo‘lsin. U holda (2.9.1) differensial tenglamaning umumiy yechimi

y(X) = 2cy(x)+cj ‘1(X T) jp1(t)dtdr,cj:const, X, xel (2.9.2)

ko‘rinishda bo‘ladi. Bunda pj(x)eC[a,b], K, (X, 7) = y,(X).

V(1) Yo (7) e, y,,(7)

Y, (7) ¥V, (2) e, y',(z)
Kot (X T) = Lo, , n>3.

") ¥, "0 (2) e v (7)

Vi(X) Yo (X) e Y, (X)

Isbot. Yuqoridagi ikkinchi formulaning o‘rinli ekanligini ko‘rsatish
uchun

Y, (X) = f ‘1(X T) Imdtdr, (X, % € | =(a,b)) (2.9.3)

103



funksiyani (2.9.1) differensial tenglamaning yechimi ekanligini ko‘rsatish
yetarli. K_,(x,7)-determinantni oxirgi satr elementlari bo‘yicha yoyish
natijasida

LIK, ,(x,7)]=0, Vz el (2.9.4)
tenglamaga ega bo‘lamiz. Hagigatan ham, ushbu
Vo (7) Ya(7) i, y,(7)

Vo () Vs (2) oo, y' . (7)
Y," (@) v, (@) v (7)
Vi(7) Y5(7) e Y,.1(7)

(=)™ yl' (7) ysl () s Yna(7)
() Yo" (@) Yy (2)
Vi(7) Y,(7) i Y, (1)

N Y, (2) ¥, (7) o Y, (7) v ()

(@) ¥, (@) v (2)
yoyilmaning ikki tamoniga L operatorni qo‘llasak, (2.9.4) differensial
tenglama kelib chigadi. Bu esa K_,(x,z) funksiya (2.9.1) differensial

tenglamaning yechimi ekanligini bildiradi. Yuqoridagi (2.9.3) tenglik bilan
aniglangan vy, (x) funksiyaning hosilasini hisoblash giyinchilik tug‘dirmaydi.

(X, T) jpl(t)dt
W*(7)

K. (X,7)=(-D)" Yy (X) +

Vo(X) 4+

HOR j dr,

FKD (x,7) jpl(t)dt

("=2) (x) = e’ dr,
yr (%) WZ(T) T

X

X

Y, () = j

K (x,7) [ ot 1 [ m0oox
i 25 drt——et
W*(z) W (x)

-~ M(x, T)e [pet 0, (X) —jo p.(t)ct

(n) —
(x) = I W () TTWX) ’ (2.9.5)
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(2.9.3) va (2.9.5) munosabatlardan foydalanib L[y (x)] ning giymatini
topamiz:
L[yn (X)] = yr(1n) (X) + pl(X) yr(1n_l) (X) +..+ pn—l(x) yn’ (X) + pn (X) yn (X) =

X

—j p, (t)dt —_X[ p, (t)dt —_X[ pi(r)dz
B (UG, I U L (O
W2(z) W (x) W (x)

-0, Vxel =(a,b)

X

(2.9.3) va (2.9.5) tengliklardan ushbu

Yo (%) = Yo (%) == ¥, "2 (%) =0, ¥, (%) =[W (3,)]
boshlang‘ich shart kelib chigadi. Bundan foydalanib,
W{y,(X),¥,(X),..., yn(x)}\xzxo ifodaning giymatini topamiz:

WL (%), Y, (%), Yo O3, =

yl(XO) yZ(XO) yn—l(XO) O
yi%)  Ya(%) e Yaa(Xo) 0

yl(”fz)(xo) yz(niz)(xo)--- yn_l(an)(Xo) 0

VP 6) VP 06) e Ve ) W )]
Bundan ko‘rinadiki, vy, (x),y,(x),...,y.(x)funksiyalar (2.9.1) differensial
tenglamaning fundamental yechimlari sistemasini tashkil giladi. Shuning

uchun (2.9.2) formula (2.9.1) differensial tenglamaning umumiy yechimini
beradi.

2.9.2-teorema. Faraz qilaylik, vy, (x),y,(x),...,y.(x)funksiyalar (2.9.1)

differensial tenglamaning fundamental yechimlari sistemasidan iborat
bo‘lsin. U holda quyidagi

Z, (x):z:akj y;(x), k=Ln a,; = const (2.9.6)
j=1
funksiyalar (2.9.1) differensial tenglamaning fundamental yechimlari
sistemasidan iborat bo‘lishi uchun

A=det(a;) =0, k, j=1n (2.9.7)
bo‘lishi zarur va yetarli.
Isbot. L operatorning chizigliligidan va (2.9.6) tenglikdan

L[z (1 =L1Y 2y, (1= D_ayLLy;(x)]=0
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kelib chigadi. Bu esa z/(x),z,(x),...,z,(x)funksiyalar (2.9.1) differensial

tenglamaning yechimlaridan iborat ekanligini ko‘rsatadi. Shuning uchun, bu

Z,(x),z,(x),...,z,(x) funksiyalardan tuzilgan Vronskiy determinanti
W{z,(x),z,(x),...,2,(x)}=0, Vxel

noldan fargli bo‘lishi uchun (2.9.7) shartning bajarilishi zarur va yetarli

ekanligini ko‘rsatamiz. Shu magsadda z,(x),z,(x),...,z,(x)funksiyalardan

tuzilgan Vronskiy determinantini (2.9.6) tenglikdan foydalanib hisoblaymiz:

20 7). 2,0
W(z00.2,00,2,003=| 200 B0 W0
X000 200X . 2,

Zi:aljyj(x) ia?jyj(x) ianjyj(x)
| Sayw ey . Tayem |

Zaljyj(n_l)(x) Zazjyj(n—l)(x) Zanjyj(n—l)(x)
j:]- j:l j:l

a, a, .. a, )N ¥y .. ¥
B a ay ... a,, yz(X) y;(x) yz(n_l)(x) B
Ay Ay o A Ny (X)) Y, () .y "P(X)

— det(a, WAY, (), Y, (0s--r Yo (O} = A -W (X)
Bu tenglikda W(x) =0, xel ckanligini ¢’tiborga olsak
WH{z,(x),2,(X),....2,(X)}#0 bo‘lishi uchun A=det(a;)=0 bo‘lishi zarur va
yetarli.m

10-§. n-tartibli bir jinsli o‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli differensial
tenglama

Agar bir jinsli differensial tenglamaning fundamental yechimlari
sistemasi (F.Y.S.) ma’lum bo‘lsa, u holda uning ixtiyoriy yechimini topish
mumkin.

Beshinchi paragrafda n-tartibli  bir jinsli chizigli differensial
tenglamaning F.Y.S ning mavjudligi hagidagi teoremani isbotlagan edik.
Lekin F.Y.S ni topish masalasi bilan shug‘ullanmaganmiz.
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Mazkur paragrafda, agar n-tartibli bir jinsli chizigli differensial
tenglama o‘zgarmas koeffitsiyentli bo‘lsa, u holda uning F.Y.S ni topish
mumkinligini ko‘rsatamiz. Ushbu

Ly]=y™ +ay"™’ +..+a_,y'+ay=0 (2.10.1)
differensial tenglamani garaymiz. Bu yerda a;=const, j=1n hagigiy
o‘zgarmas sonlar. O‘zgarmas koeffitsiyentli (2.10.1) ko‘rinishdagi
differensial tenglamaning muhimligi shundaki, uning F.Y.S ni topish
masalasi n-darajali algebraik tenglamaning ildizlarini o‘rganish masalasiga
keltiriladi.

Avvalo (2.10.1) differensial tenglamaning biror xususiy yechimini

y(x)=e™, A =const (2.10.2)
ko‘rinishda izlaymiz. Bu funksiyani ketma-ket n-marta differensiallab
y' =26, y"=2%,.., e,y = 1"
hosilalarni topamiz. So‘ngra L[y(x)] ni hisoblaymiz:

L[y]=L[e*]=(A" +aA"" +..+a_ ,)e” =M (1)e™. (2.10.3)
Bunda, ushbu
M(A)=A"+aA"" +..+a_A+a (2.10.4)

n-darajali ko‘phadga (2.10.1) differensial tenglamaning xarakteristik
ko‘phadi deyiladi.
Agar biror A =4, soni (2.10.4) xarakteristik ko‘phadning ildizi, ya’'ni
M (4,) =0
bo‘lsa, u holda L[e**]=0 bo‘lib, y(x) =e®* funksiya (2.10.1) differensial
tenglamaning xususiy yechimidan iborat bo‘ladi. Bizga algebra kursidan
ma’lumki,
M(1)=0 (2.10.5)
xarakteristik tenglamani n ta ildizi mavjud.
1. Avvalo (2.10.5) xarakteristik tenglama n ta har xil oddiy ildizlarga
ega bo‘lgan holni ko‘rib chigamiz. Aniglik uchun ushbu

Aoy Agye o A, (2.10.6)
sonlar (2.10.5) xarakteristik tenglamaning har xil M(4;)=0, j=1n oddiy
ildizlari, ya’ni I\)I(ﬂ,j);eo, j=1n bo‘lsin. U holda (2.10.6) ko‘rinishdagi
ildizlarga (2.10.1) differinsial tenglamaning

Y (X) =€, y,(x) =e*",..., y,(x) =e*" (2.10.7)
ko‘rinishdagi xususiy yechimlari mos keladi. Bu yechimlar (2.10.1)
differensial tenglamaning F.Y.S ni tashkil qilishini ko‘rsatamiz. Shu
mgasadda (2.10.8) yechimlardan tuzilgan Vronskiy determinantini tuzamiz
va uning son giymatini topamiz:
W{Y; (%), Y (%), ¥, (X)) =
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Y, (X) Y.(X) o Ya(X)
Y (X) ()  yi(x)

yor o) yrr 0 . yUP(X)

e e . e
e e L Ae™
n-1,4X n-1,4,x n-1,4,X
Ae ATe L Ae
1 1 .. 1
A
_ Ah+ b+ +4,)X ﬂl iz n | _ q(4+A+.+4,)X
—e —e H(l. —2;)#0
[N LY LN LR Ii]
n-1 n-1 n-1
A7 LA,

Algebra kursida oxirgi determinantga Vandermond determinanti deyiladi.
U noldan fargli bo‘lishi uchun A, larning har xil bo‘lishi zarur va yetarli.

Shunday qilib, agar 4, lar har xil bo‘lsa, u holda (1) differensial
tenglamaning

Y (X) =€, y,(x) =e*", y, (x) =™
yechimlari chizigli bog‘lanmagan bo‘ladi. Shuning uchun ular (2.10.1)

differensial tenglamaning F.Y.S ni tashkil giladi. Demak, (2.10.1) differensial
tenglamaning umumiy yechimi

y(x)=Zijj (X) =Z:cjel"X (2.10.8)
j=1 =1
ko‘rinishda ifodalanadi. Bu yerda c; =const, j=1n- ixiyoriy o‘zgarmas

sonlar.
Faraz gilaylik, (2.10.5) xarakteristik tenglamaning A=24, ildizlari

orasida kompleks ildizlar ham bo‘lsin. Masalan, A=4 =a+if, p=+0,
i=v-1, 1, =a—ip buildizlarga ushbu
y, (X) =" =y +iu,,

Y, (X) = el = u, — iu2’
ko‘rinishida kompleks yechimlar mos keladi. Quyidagi
Ul(X) _ yl(X) -|Z_ y2 (X) ’ U2 (X) — yl(x) ;I y2 (X)
tengliklar o‘rinli bo‘lgani uchun, ushbu
u, (x) =e“*cos X, u,(x)=e*sin gx, (2.10.9)

108



u,(x) va u,(x) funksiyalar ham (2.10.1) differensial tenglamaning
yechimlaridan iborat bo‘ladi.
Endi  {y,(x),y,(X),...y,(X)}=F.Y.S da (2.10.5) xarakteristik

tenglamaning kompleks ildizlariga mos keluvchi har bir y,(x), y,(x) -
kompleks go‘shma yechimlari juftliklarini u,(x), u,(x)-haqgigiy yechimlari
juftligi bilan almashtiramiz. Shu bilan bir gatorda vy, (x) =e™* ko‘rinishidagi
hagiqiy yechimlarini u;(x) =y,(x) deb olamiz. Natijada (2.10.1) differensial
tenglama u,(x), wu,(x)...u (x)- hagigiy yechimlarga ega bo‘ladi. Bu
yechimlarning ixtiyoriy V(x,x,)cR intervalda chizigli erkli ekanligini

ko‘rsatamiz.
Faraz gilaylik, biror b,b,,...,b, sonlar uchun ushbu
bu, (X) +b,u,(x) +...+bu, (x)=0, V(x,X)<R
tenglik  o°rinli  bo‘lsin.  Bu yerda  u,(x), u,(x)...u_ (x)larni
Y, (%), ¥, (X),..., ¥, (x) lar bilan almashtirib,

dyy, (X) +d,y,(X) +...+d,y,(x)=0
munosabatni hosil gilamiz.  Bunda dlzbl_zlbz, d;% va xuddi

shuningdek, y,,,(x), Y,,(x)- kompleks go‘shma juftlik uchun d, ,, d
hagiqiy y,(x) uchun esa u =y, d =bdeb olamiz. Agar birorta b, =0
bo‘lsa, u holda d, =0 topilib, y,(x),y,(x),...,y,(x) funksiyalar chizigli bog‘liq
bo‘ladi. Bu esa (2.10.5) xarakteristik tenglamani har xil ildizlariga mos
keluvchi vy, (x),,(x),....y,(x) yechimlarining chizigli bog‘lanmaganligiga zid.
Shuning uchun barcha b, =0, j=1n bo‘lib, u(x), u,(x)...u (x)yechimlar
chizigli bog‘lanmagan bo‘ladi.

Shunday qilib, (2.10.5) xarakteristik tenglamaning oddiy 4, ildizlariga
hagigiy funksiyalardan tashkil topgan F.Y.S mavjud ekan. Xarakteristik
tenglamaning har bir haqiqiy 4, ildizlariga e Ko‘rinishdagi funksiyalar va
uning go‘shma kompleks A=a=+ip, F=0 ildizlariga esa e* cospx,
e**sin Bx ko‘rinishdagi funksiyalar (2.10.1) differensial tenglamaning F.Y.S
ni tashkil giladi.

2. Karrali ildizlar holi. Avvalo y(x)=x"e™ ga nisbhatan, (2.10.1)
tenglamaning chap tomonidagi L[y] ifodaning giymatini hisoblaymiz. Bu
yerda p>0 - butun son.

2.10.1-teorema. Agar A soni (2.10.5) xarakteristik tenglamaning k
karrali ildizi bo‘lsa, u holda

2p?
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0, p<k-1
L[xPe™]= B i
(dox™ +d X" +...+d )™, p>k
munosabat o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda d, #0, m=p—k
Isbot. Teoremani isbotlashdan oldin quyidagi
LIy]=y"+ay"+a,y" +a,y=0 (2.10.11)
xususiy hol uchun L[ xPe*™] ifodani hisoblaymiz. Buning uchun quyidagi
(xPe™) =e™ (px"™* + AxP),

(2.10.10)

(xPe™)" =e™(p(p DX 2 + 2Apx"™* + 1°xP),

(xPe™)" =e™BAp(p =X 2 +3A%px" + p(p-D(p - 2)x" + 1°xP)
sodda tengliklardan foydalanib, ushbu
L[x"e*]=e™@BAp(p D)X 2 +3A%px" " + p(p-D(p-2)x"° + °x") +

+a,” (P(P =X + 2Apx"™* + A2xP) + a,e™ (px* + AxP) + a,xPe™ =

M”( )

=e™[M (1)x" +M1—(|/1) px" + p(p-1x°"?% +

M "(A)

a3 p(p—1)(p-2)x"°],

+

ya’'ni

L[x"e"]=e"[M ()X’ +W oxpt + M4 N'”( )

p(p-DxP* +

M) (2.10.12)
2 P(P-D(p- 2)xP]

formulani topamiz.
1. Aytaylik 1 =1, soni, ushbu
M(A)=2°+aA° +a,A+a,
xarakteristik ko‘phadning k=2 ikki karrali ildizi, ya’ni
M(4)=0, M'(%4)=0, M"(4)#0
bo‘lsin. Bu holda (2.10.12) tenglikdan

+

0, p<l
L[xPe™* ] =1e**M"(4,), p=2

e [EE=Dmyo2 + F) pp—p - 2)x09), p23

munosabatga ega bo‘lamiz. Demak, 4, ikki karrali ildizga (2.10.11)

tenglamaning
g™, xe™*
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xususiy yechimlari mos keladi.
2. Aytaylik, 1=4,s0ni M(4,)=0 xarakteristik tenglamaning uch
karrali ildizi, ya’ni
M(4)=0, M'(4) =0, M"(%4)=0 M"(4) =0
bo‘lsin. Qaralayotgan holda (2.10.12) formuladan foydalanib,
0, p<2
PatoX
R L O S LT
tenglikni olamiz. Demak, uch karrall ildiz holiga (2.10.11) differensial
tenglamaning
e™*, xe™*, x%e™*
ko‘rinishdagi xususiy yechimlariga ega bo‘lamiz.
2.10.1-Lemma. Ushbu
LLT (x)e”]=(F(x)e™)™ +a,(f(x)e”)"? +..+ an L(F(x)e™) +

+a_(f (x)e™) =e™[M (1) f (x) + (’1) f'(x) + ( )f”(x)+ + (2.10.13)

.\ M (n) (ﬂ) ¢ . (X)]
n!

ayniyat o‘rinli. Bu yerda f(x) eC™(R).
Isbot. Ayniyatni isbotlash uchun Leybnisning ushbu
V)™ =uv + Clu" PV + CouAV" 4L+

(n-1) (m
+C/v"Pu" +uv™
formulasidan foydalanamiz:
e f (x) =e™ f (),

(€ (X)) =A™ (x) + e F/(x) = e (A (x) + f'(X)),
(€™ (X))" = A% (x) + 1™ F/(x) + Ae™ F(X) + e "(x) =

e (A2 +221() + £7(x) =™ (22 +(ﬂf) f +M; S tn)
€100 =" (100 + L) 100+ —(ﬂ“nk)(k) F09x) +

LT ),

Bu tengliklarni mos ravishda a; Iarga ko‘paytirib, quyidagi
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ae”f(x)=ae”f(x)
a,, (" f (X)) =a, " (Af (x)+ f'(x))

YAV 2\n
a_, (" f(x) =a_e™(A’f + (ﬂl—l) fry % £7)

€100 =" (100 + L1100 .0 —(ﬂnk)l(k) £09(x) +

ny(n)
ror B 009 )

munosabatlarni hosil gilamiz. Oxirgi tengliklarni hadlab gqo‘shish natijasida
ushbu
L™ f (x)]= (" f ()™ +a, ™ f(x)" +..+

+a,, (6™ f (X)) +a,(e™ f(x)) =
=e”[(A"+a A" +..+a_A+a ) f(x)+

s A" +aA" +..+a _A+a)
1
LA al+..+a _A+a )"
n!

f'(xX)+...+

f00]=

_ e [M(A) f (A) + M;(Iﬂ) £(x) +...+Wf"‘)(x) ¥

M(n)(l)
n!
formulani olamiz.m
2.10.1-natija. Agar f(x)=x"ko‘rinishda bo‘lsa, u holda (2.10.13)
ayniyat quyidagi ko‘rinishga keladi:

L[xPe™]=e*[M (1)xP + Ml—(l/w pxPt L+

IR

- (2.10.14)
+ M kl(l) p(p=1).(p =K+ X" + ...+ MP(2)]
Agar p=0 bo‘lsa u holda
L[e”]=e"M (1) (2.10.15)

tenglikka ega bo‘lamiz.
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2.10.1-natijadan teoremaning isboti kelib chigadi. Aytaylik, A soni
(2.10.5) xarakteristik tenglamaning k karrali ildizi, ya’ni

M(1)=0, M'(A)=0, ..., M* (D) =0 M®(1)=0
bo‘lsin. U holda (2.10.14) formuladan

0, p<k-1
el e“[—M(:'(’D p(p—1)(p-2)..(p—k+Dx"*+..], p=k (10.19)

munosabat kelib chigadi.
Demak (2.10.5) xarakteristik tenglamaning k karrali A ildiziga (2.10.1)
differensial tenglamaning
e™, xe™, x%™,..., x“e
ko‘rinishdagi xususiy yechimlar mos kelar ekan.
Faraz gilaylik,
MA)=A"+al"" +..+a _A+a =0
xarakteristik tenglama A, 4,,...4, har xil ildizlarga ega bo‘lib, ular mos
ravishda m;,m,,....,m,,(m +m, +...+m, =n) karrali bo‘lsin.

2.10.2-teorema. 1) M (A1) =0 xarakteristik tenglamaning m, karrali A,
ildiziga (2.10.1) differensial tenglamaning m, ta

ehx xet* xPeM ., xMaehX (2.10.17)
xususiy yechimi mos keladi.

2) Ushbu

{e™, xe™*, x%* ..., x™e*} k=1n
ko‘rinishdagi barcha yechimlar (2.10.1) differensial tenglamaning F.Y.S ni
tashkil giladi.

Isbot. 1) Agar (2.10.16) tenglikda p=m -1 deb, A  xarakteristik
tenglamaning m, karrali ildizi ekanligini e’tiborga olsak, (2.10.17)
funksiyalar (2.10.1) differensial tenglamaning yechimi bo‘lishiga ishonch
hosil gilamiz.

2) A, soni M(1)=0 tenglamaning m, karrali ildizi bo‘lgani uchun
ushbu

e xe®*, .., x™leH

e’* xe™*, ..., xXMlehX

......................................... (2.10.18)

eh* xe™ L., XMt

k=123,...,n

funksiyalar, (2.10.1) differensial tenglamaning m, ta xususiy yechimlaridan
iborat bo‘ladi. Bundan tashqari ular (2.10.1) differensial tenglamaning F.Y.S
ni tashkil gilishini ham ko‘rsatish mumkin.
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Faraz gilaylik, (2.10.18) ko‘rinishdagi yechimlar chizigli bog‘langan
bo‘lsin. U holda

k
Z( "+ AX LAY XM e =0,
=1
ya’'ni
k
D P(x)e" =0 (2.10.19)
r=1

tenglikni garaymiz. Bu yerda A" =const, P,(x) ko‘phadni kamida bitta
koeffitsiyenti noldan fargli. (2.10.19) tenglikni quydagi

RO+ P (x)e“ " =0
r=2

ko‘rinishda yozib olamiz va uni m, marta differensiallab, ushbu

D Q (e =0 (2.10.20)

munosabatni topamiz. Bunda Q,(x) nolga teng bo‘Imagan Kko‘phad.
Yugoridagi jarayonni davom ettirsak, quyidagi
Rr (X)e(ﬂr*ﬂm)x -0

tenglik hosil bo‘ladi. Bunday bo‘lishi mumkin emas. Chunki e x0
R (x)-esa noldan fargli koeffitsiyentga ega bo‘lgan ko‘phad. Shuning uchun
R (x)=0, x¢(x,X,)cR. Bundan esa yuqoridagi n ta yechimlarning chiziqli
bog‘lanmaganligi kelib chigadi. Demak, (2.10.18) ko‘rinishdagi funksiyalar
(2.10.1) differensial tenglamaning F.Y.S ni tashkil gilar ekan.

2.10.2-natija. Aytaylik, M (1) =0 xarakteristik tenglama k;,k,,....k.
karrali A,,4,,....4, (meN,1<m<n)(k, +k, +...+k, =n) har xil ildizlarga ega
bo‘lsin. U holda (2.10.1) differensial tenglamaning ixtiyoriy yechimi

y(X) = B (x)e™ + P,(x)e™ +...+ P_(x)e""
ko‘rinishda bo‘ladi. Bunday ko‘rinishdagi funksiya (2.10.1) differensial
tenglamaning yechimidan iborat bo‘ladi.
Bu yerda
P,()=CJ +Clx+...+C} x7

k; —1 darajali ko‘phad bo‘lib, uning C/,C;,...,.C/ , koeffitsiyentlari ixtiyoriy
o‘zgarmas sonlar. Yugqoridagi tasdigni quyidagicha ham bayon qilish
mumkin.

2.10.2-lemma. Agar ushbu

P (x)e* +P,(x)e’” +...+ P (x)e™ =0, ¥xeR (2.10.21)
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tenglik ixtiyoriy VvxeR lar uchun bajarilsa, u holda barcha
P.(x),R,(x),...,P,(x) ko‘phadlarning koeffitsiyentlari nolga teng bo‘ladi. Bu
yerda A,4,,..., A4 lar xarakteristik tenglamaning kg ,k,,....k_ ~karrali har xil
ildizlari.

Isbot. Lemmani isbotlash jarayonida matematik induksiya usulidan
foydalanamiz. m=1 holda 2.10.2-lemmani isboti ravshan.

Aytaylik, m—-1 uchun 2.10.2-lemma o‘rinli bo‘lsin. ¥m>1 uchun
2.10.2-lemmani isbotlaymiz. Buning uchun quyidagi

R()+ 2 R (e =0
k=2

tenglikni garaymiz. Bunda PR (x)-ko‘phadning darajasi N. Shuning uchun bu
tenglikni (N +1) marta differensiallab

m

> [R.xes " =0 (2.10.22)

k=2

tenglikni topamiz. Chunki P™™(x) =0. Yuqoridagi (2.10.22) tenglikni
ZQk (X)e(ﬂl_%) =0
k=2

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerda Q, (x) ko‘phadning darajasi P, (x) ning
darajasi bilan bir xil, chunki 4, -4, #0, k=2,m. Induksiya shartiga ko‘ra

Q. (x)=0,vk=2,m. Bundan esa P,(x)=0,vk=2,m kelib chigadi. U holda
P(x)=0 bo‘ladi. Bu esa (2.10.21) dagi R(x),P,(x),...,P,(x) ko‘phadlarning

barcha koeffitsiyentlari noldan iborat ekanligini ko‘rsatadi. Shunday qilib,
(2.10.1) differensial tenglamaning umumiy yechimini

y()=>Q (e (2.10.21)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerda Q,(x),m —1 darajali ko‘phad bo‘lib,
uning koeffitsiyenti ixtiyoriy o‘zgarmas sonlardan iborat. (2.10.21)
tenglikdagi  o‘zgarmaslarning soni  m +m,+..+m =n  tenglikni
ganoatlantiradi.

2. Agar M(1)=A"+a A" +..+a _A+a =0 xarakteristik tenglama r
karrali A=a+ip,8#0 ko‘rinishdagi kompleks ildizga ega bo‘lsa, u holda bu
ildizga (2.10.1) differensial tenglamaning

pletiAx yplatifx yrlgletif)x (2.10.22)
ko‘rinishdagi yechimlari mos keladi. Eyler formulasiga ko‘ra
el — o™ (cos BX + isin BX)
tenglikni yozish mumkin. (2.10.22) yechimlarning hagigiy va mavhum

gismlarini ajratib quyidagi 2r ta haqiqiy yechimlarini hosil gilamiz:
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e”* cos X, xe™ cos SX,..., X" e cos X, (2.10.23)
e”* sin Bx, xe sin BX,..., X" 'e** sin Bx.
M (1) =0 xarakteristik tenglamaning r Karrali qo‘shma kompleks 1 =a —if
ildiziga ham (2.10.23) ko‘rinishdagi chizigli bog‘lanmagan yechimlar mos
keladi.

Shunday qilib, xarakteristik tenglamaning r karrali kompleks ildiziga
(2.10.1) differensial tenglamaning (23) ko‘rinishdagi 2r ta haqiqgiy
yechimlari mos keladi.

Mustaqil yechish uchun mashqlar /8], §15, Ne432-453; [21], §11,
MNe511-531.

11-§. Eyler tenglamasi

Ushbu
X"y +ax"y" P+ +a xy'+ay=0 (2.11.1)
ko‘rinishdagi differensial tenglamaga Eyler tenglamasi deyiladi. Bu yerda
a, =const, j =1n. Bu differensial tenglamani
X=¢' (2.11.2)
almashtirish  yordamida n-tartibli bir jinsli o‘zgarmas koeffitsientli
differensial tenglamaga Kkeltirish mumkin. Hagigatan ham, (2.11.2)
almashtirish (2.11.1) differensial tenglamaning tartibini va chizigliligini
saglab goladi. Quyidagi hisoblashlarni bajaramiz:
dx. ,dt
—=¢',—=e
dt dx
Oy _dy dt_dy . ody
X dt dx dt dt ’
Xy’ e Wb
dt dt
,_d%y dy dy, d
Cdx® dx(dx)_ dt(dx)d
:e“%(e“ﬂ):e‘“(d y dy)

dt?
x2y" = g?e d’ ay dy ﬂ_d_y
dat? dt) dt? dt’
dy ., dy d?y d*y
Vs g g )
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2 k
Xy :e“e"‘(al%+az%+...+ak %) =
y by (2.11.3)
:ala‘FaZF'F...-I‘akw.

Bu yerda «,a,,...,«,- o‘zgarmas sonlar. Topilgan (2.11.3) formulalardan

foydalanib (2.11.1) differensial tenglamani quyidagi
dny dn—ly dy
..+b ,—+by=0 2.11.4
dtn +b1 dtn—l + + n-1 dt + ny ( )
ko‘rinishda yozish mumkin. Bunda b, - o‘zgarmas sonlar. Oxirgi (2.11.4)
differensial tenglamaning xususiy yechimlari y(t)=¢ almashtirish

yordamida topiladi.
Berilgan (2.11.1) differensial tenglamaning xususiy yechimlarini ushbu

y(x) =x" (2.11.5)
almashtirish yordamida topish mumekin.
Quyidagi
yr — ka—l ’
y"=k(k -D)x*?,

y"W =k(k =1)...(k —=n+1)x ™"
hosilalarni (2.11.1) differensial tenglamaga qo‘yib
k(k =1)(k - 2)...(k =n +1) + a,k(k —1)...(k —=n + 2) +

(2.11.6)
+..+a,k+a,=0

algebraik  tenglamani hosil gilamiz. Bu algebraik tenglamaga (2.11.1)
differensial tenglamaning xarakteristik tenglamasi deyiladi va u (2.11.4)
differensial tenglamaning xarakteristik tenglamasi bilan mos tushadi.

1. Agar (2.11.6) xarakteristik tenglamaning ildizlari k,k,,....k. haqiqgiy
va har xil bo‘lsa, u holda (2.11.1) Eyler differensial tenglamasining umumiy
yechimi

y(x) =Cx* +C,x* +...+C_x" (2.11.7)
ko‘rinishda bo‘ladi.

2. Agar (2.11.6) xarakteristik tenglama k;,k,,...,k. har xil ildizlarga ega
bo‘lib, ular r,r,,...,r. karrali (r,+r,+...+r, =n) bo‘lsa, u holda (2.11.1) Eyler
differensial tenglamasining umumiy yechimi

y(X) =P.(InX)x" + xZP,(InX) +... + X" P;(Inx) (2.11.8)
Ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda P, (t),t =Inxixtiyoriy r, —1 darajali ko‘phad.
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3.Agar (2.11.6) xarakteristik tenglama k=a +if, =0 ko‘rinishdagi r

karrali kompleks ildizga ega bo‘lsa, u holda (2.11.1) Eyler differensial
tenglamasi uchun ushbu

x“ cos(BInx),x* (Inx)cos(BInX),...,x* (Inx)" " cos(BIn X)

x“sin(#Inx), x* (Inx)sin(BIn x),...,x* (INx)"*sin(BIn X)
funksiyalar xususiy yechim bo‘ladi.
Mustaqil yechish uchun mashqlar /8/, §15, N618-627, 628-635; [21],
§11, Ne589-600.

12-§. n-tartibli bir jinsli bo‘Imagan chizigli differensial tenglama

Ushbu
LIyI=y® + p, )y +...4+ p ()Y + p,(X)y = f(X) (2.12.1)
bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamani garaylik. Shu bilan bir gatorda
quyidagi

LIyI=y™ + p ()Y +...+ p, . ()Y + p,(X)y =0 (2.12.2)
bir jinsli differensial tenglamani ham garaymiz. Bu yerda
P.(x), f (x) eC[a,b], j=1n. (2.12.3)

2.12.1-teorema. Agar y,(x),¥,(x),....,y,(x) funksiyalar (2.12.2)

differensial tenglamaning F.Y.S dan iborat bo‘lib, y(x) funksiya (2.12.1)

differensial tenglamaning birorta xususiy yechimi bo‘lsa, u holda (2.12.1)
differensial tenglamaning ixtiyoriy yechimi

y() =y(X)+ > C;y;(x) (2.12.4)
j=1
ko‘rinishda bo‘ladi. Bunda C; =const ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.

Isbot. Ushbu
z(x) = y(x) - y(x)
ayirmani garaymiz. Teorema shartiga ko‘ra
LIy]=f(x), LIY]=f(x)
munosabatlar o‘rinli. Bu tangliklardan foydalanib L[z] ifodaning giymatini
hisoblaymiz:
L[z]=LIy(x) - Y(¥)] = LIy]-L[Y]= f(x) - £ (x) =0.

Bundan o‘z navbatida z(x) funksiya (2.12.2) differensial tenglamaning
yechimi ekanligi kelib chigadi. Shuning uchun z(x) funksiya (2.12.2) bir
jinsli differensial tenglamaning {v,(x),Y,(X),....,y¥,(X) } F.Y.S orqali

ifodalanadi:
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7(X) = Zc y,(x), C, =const. (2.12.6)
(2.12.5) va (2.12.6) tengllklardan ushbu
Y09 =)+ C,¥,(0)

tasvir kelib chigadi.
1. Xususiy yechimni topishning Koshi usuli

Endi, (2.12.1) bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamaning y(x)-
xususiy yechimini topish bilan shug‘ullanamiz.
2.12.1-ta’rif. Quyidagi
2) K(X1t)‘x:t = K;(X’t)‘x:t == Kin_Z)(Xat)‘x:t =0,
Ky (xt)], =Lte(@b)=R (2.12.8)
shartlarni ganoatlantiruvchi K(x,t) funksiyaga (2.12.2) bir jinsli differensial
tenglamaning Koshi funksiyasi deyiladi. Bu yerda

n n-1

(K(Xt))+P(X)d (K(x, 1)) +...+

(2.12.7)

LKD) =+ d

+Pn_1(x)&(K(x,t)) +P (X)K(x,t).

Yechimning mavjudligi va yagonaligi hagidagi Koshi teoremasiga asosan
(2.12.2) differensial tenglamaning Koshi funksiyasi mavjud va yagonadir.
Aytaylik, K(x,t) (2.12.2) bir jinsli differensial tenglamaning Koshi
funksiyasi bo‘lsin. Agar vy, (x),Y,(x),....y,(x) funksiyalar (2.12.2) differensial
tenglamaning F.Y.Sini tashkil gilsa, u holda quyidagi
K, t)=Cy,(X) +C,VY,(X) +...+C_y.(X) (2.12.9)
tasvir o‘rinli bo‘ladi. Bu (2.12.9) funksiyani (2.12.8) boshlang‘ich shartlarga
go‘yib C; - o‘’zgarmaslarning giymatini topamiz:
C, =W7(t)-W, (1), j=1n. (2.12.10)
Bu yerda W(t)-Vronskiy determinanti, W, (t) esa y;(t) elementning algebraik
to‘ldiruvchisi. Shunday qilib, (2.12.9) va (2.12.10) tengliklardan K(x,t) Koshi
funksiyasining aniq ko‘rinishini topamiz:

K(x,t) =W (1) Zn:wm. -y, (). (2.12.11)

2.12.2-teorema. Agar  K(x,t)funksiya (2.12.2) differensial
tenglamaning Koshi funksiyasi bo‘lsa, u holda ushbu
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709 = KD f (@) (2.12.12)

funksiya (2.12.1) differensial tenglamaning

V) =Y (%) ==y (%) (2.12.13)
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechimi bo‘ladi.
Isbot. Yuqoridagi (2.12.12) tenglikni ketma-ket n marta
differensiallasak va (2.12.8) boshlang‘ich shartlardan foydalansak quyidagi

¥ (X) = K(x,x) f (x) +IK;(x,t) f (t)dt =J- K!(x,t) f (t)dt,
y' (%) =K, (x1)],, f(x>+jK (x,t) f (t)dt =

j K" (x,t) f (t)dt, (2.12.14)

v (x) = j % £ (t)dt + f (X)

munosabatlarga ega bo‘lamiz. Bu tasvirlardan y(x) funksiya (2.12.13)

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantirishi kelib chigadi. Endi (2.12.12) va
(2.12.14) tasvirlardan foydalanib y(x) funksiya (2.12.1) differinsial

tenglamaning xususiy yechimi ekanligini ko‘rsatamiz:
L[Yl1=y" + Ry +...+ P ()Y +P,(X)y =

() + janK(X D¢ )dt + By (x )PMK(X ¢ )t ..

+P (%) j KO ¢ bt + P (x) j K (x,t)f (t)dt =  (x) +
+j{5”*gx(f’t) R T KB, g X Pn(x>K<x,t>]

0

120



f(t)dt = f(x)+jL [K(x,1)]f (t)dt = f (x).

Shunday qilib, (2.12.1) dlfferen5|al tenglamaning umumiy yechimi
uchun quyidagi

V) =Y Cy, 00+ {w O W, 0y, (x)} f (el (2.12.15)

Koshi formulasi o‘rinli bo‘lar ekan.
2. n-tartibli bir jinsli bo‘lmagan chiziqli differensial tenglamaning
yechimini topishning Lagranj usuli
Agar (2.12.2) bir jinsli differensial tenglamaning vy, (x),y,(x),..., y,(X)

F.Y.S ma’lum bo‘lsa, u holda (2.12.1) bir jinsli bo‘lmagan differensial
tenglamaning umumiy yechimini Lagranj (o‘zgarmasni variyatsiyalash)
usulidan foydalanib topish mumkin. Buning uchun (2.12.1) bir jinsli
bo‘Imagan differensial tenglamaning umumiy yechimini ushbu

y(x) = C;(x)y;() (212.16)

ko‘rinishda izlaymiz. Bu yerda C;(x) - hozircha noma’lum funksiyalar. Endi,
C,(x) funksiyalarni shunday tanlaymizki, natijada quyidagi
YD 00 =C,00¥ " () +C, (0¥ () +..+C, )y (), j=Ln-1 (2.12.16")
C/)YP () +CL )Y (X) +...+C' XY P (x)=0, j=0,n-2. (2.12.17)
munosabatlar  bajarilsin.Ushbu  y‘”’(x), j=0,n hosilalarning (2.12.16')
ifodalarini (2.12.1) differensial tenglamaga qo‘yib, Cj'(x),jzl,_n larga

nisbatan, yana bir tenglamani olamiz:
CL() V" 00 +C () Y5V () +...+ Cr OOy (%) +

+C,()LLY,]+ C, (W)LY, ] +...+ C, (¥)LLy,] = f (X).

Bunda vy, (x),Y,(x),....y,(x) funksiyalar (2.12.2) differensial tenglamaning
yechimlari bo‘lgani uchun L[y,]=0,L[y,]=0,...,L[y,]=0 munosabatlar
o‘rinli bo‘ladi. Shuning uchun (2.12.18) tenglik quyidagi ko‘rinishga keladi:
CH)Y () +Cp(x) Y™ (¥) +...+ CL YD (X) = F(x). (2.12.19)
Hosil bo‘lgan (2.12.17), (2.12.19) algebraik tenglamalar sistemasidan
Cj’(x),jzl,_n larni topish mumkin. Bu sistemaning asosiy determinanti
Y, (X), ¥, (X),..., ¥, (X) F.Y.S dan tuzilgan vronskiyan
W (x) =W{y,(X),¥,(X),.... ¥, (X)}=0 bilan bir xil. Kramer goidasiga asosan

quyidagi

(2.12.18)
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CL(X) =W L (OW, (%) f (x),
C100) =W (W, () F (%),

Cr () =W (X)W, (x) f (x)
tengliklarga ega bo‘lamiz. W™(x), f(x) va an(x),j=1,_n funksiyalarning
uzluksizligidan
cj(x)zdj+jw—1(x)wnj(x)f(x)dx, j=1n (2.12.20)
formulaga ega bo‘lamiz. Bu yerdagi integral ushbu, W™(x)W, (x)f(x)
funksiyaning boshlang‘ichi, ya’ni

(00w, 00 (0] =W 0w, 0 (0,
dj,jzl,_n-ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar. (2.12.20) tenglik orqgali topilgan
Cj(x),jzl,_n larni  (2.12.16) formulaga qo‘yib, (2.12.1) differensial
tenglamaning umumiy yechimini topamiz:

y(x) = Zd Y, (X)+ jvv (X)ZW.(x)f(x)dx. (2.12.21)

Mustaqll yechish uchun mashqlar [8], §15, Ne653-666, 628-635; [21],
§11, No575-580.

13-§. Ba’zi o‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqgli bir jinsli bo‘lmagan
differensial tenglamalar

I. Bir jinsli bo‘lmagan ushbu

Lyl=y"™ +ay™? +..+a_,y' +ay=P (x)e” (2.13.1)
ko‘rinishdagi chizigli differensial tenglama berilgan bo‘lsin. Bu yerda
P(X)=Px"+P_ _Xx""+..+Px+P, m=>0, (2.13.2)

a, =const, j=1n; P, =const, j=0,m; x=const berilgan sonlar.
1-hol. Aytaylik, x soni ushbu
MA)=A"+aAl"" +..+a _A+a (2.13.3)
xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘lmasin, ya’ni M (x) = 0bo‘lsin. Bu holda
(2.13.1) differensial tenglamaning xususiy yechimini

y(x) =Q, (x)e” (2.13.4)
ko‘rinishda izlaymiz. Bunda

Q,=0q, X" +q, X" +...+gX+0, (2.13.5)
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Oy, -+, O, -hozircha noma’lum sonlar.
Shartga ko‘ra, M(x) =0 bo‘lgani uchun q;, j= 0,m sonlarni shunday
tanlaymizki, natijada quyidagi
LIQ, (x)e*"] =R, (x)e*,
ya’ni
e L[Q, (X)e" =P, (X) (2.13.6)
munosabat bajarilsin.
Oldingi paragrafdagi (2.10.14), ya’ni ushbu

L[xPe“ 1=e“[M (L)X + ( )pxp +..t

. (2.13.7)

k!
formulaga asosan (2.13.6) tenglikning chap tomonini hisoblaymiz:
e “*L[Q, e ]=e"L[(g, X" +...+q,)e" ] =

+

P(p=1..(p—Kk+Dx"™* +...+ MP ()]

=eq L[x"e”]+e*q. L[xX" "] +...+
m m-1

—UuX X m M,
e g L{e" ] = g, {M ()X +%

mx™t +... +

+Wm(m —1)..(Mm=Kk+Dx"  +... +M" ()} +

+Gy {M () X" + W(m —)X™ 2 4+ MY ()} +

+0,{M () x + M"(1)} + 9, M (1) .
Yuqoridagi (2.13.6) tenglikka ko‘ra, ushbu

aM (X [ g, g M T

HA,M (1) + G, M T (1) + ..+ M (1) + G M (1)} =

=P X"+P _x"'+..+P,
munosabatga ega bo‘lamiz. Bu ko‘phadlarning tengligidan foydalanib, ;-
noma’lumlarga nisbatan, quyidagi tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:
M (1) = F,
4naM (1) +q,M ()M =P, ,,

0M () + M (1) +...+ G sM TP () + 9, M ™ (1) = R
Bu sistemaning asosiy determinantini hisoblaymiz:

(2.13.8)
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0 0o .. 0 M (1)
0 0 .. MG mM'(p)
A=| . o =M 0.
0 M) .. M) M ()
M(u) M'(g) .. MO () M™(n)

Shuning uchun bu tenglamalar sistemasining yagona yechimi mavjud. Endi
(2.13.8) sistemani yechib g_ larni aniglaymiz:

q, = i
" M(u)
P mP,

Oy = M'(11), (2.13.9)

M(u) [MWF

yechimning tarkibidagi barcha g; noma’lumlar (2.13.9) formulalar orqali
yagona aniqlanadi.
2-hol. Aytaylik, 1=4 soni (2.13.3) xarakteristik tenglamaning r
karrali ildizi, ya’ni
M () =0, M"(1) =0,... M (1) =0, M (1) #0. (2.13.10)
o‘rinli bo‘Isin. U holda, (2.13.7) formula ushbu

L[x"e*]= e"x[w m(m—=1)...(m-k+)x"" +...+ M™ ()] (2.13.11)

ko‘rinishni oladi. Bu tenglikning o‘ng tomoni (m-r)—darajali ko‘phaddan
iborat. Shuning uchun (2.13.1) differensial tenglamaning xususiy yechimini

y(x) =x"Q, (x)e* =e*[q, X™" +0q, X" +...+g,X"] (2.13.12)
ko‘rinishda izlaymiz. (2.13.12) tenglik orgali aniglangan y(x) funksiyani
(2.13.1) differensial tenglamaga go‘yib qj,jzo,_m noma’lumlarni shunday
tanlaymizki, natijada quyidagi

e “*L[x'Q, (x)e"1=P,(x) (2.13.13)
munosabat o‘rinli bo‘lsin. Bu tenglikni chap tomonini (2.13.10) va (2.13.11)
munosabatdan foydalanib hisoblash mumkin:
e L[Xx'Q, (X)e”* 1=, {C™ x"M (1) + C"" X" "M "V (1) + ... +

r+l

+M ™ ()} + g, {CTIXMIM O (1) + CTEXTEM O () 4+ (2.13.14)

r+l

+M D ()} + 4+ g {CT MO () + M (1)} + gM © ().
(2.13.14) va (2.13.13) tengliklarning o‘ng tomonlarini tenglashtirib,
Qy»%,- 0, noma’lumlarga nisbatan quyidagi algebraik tenglamalar
sistemasini keltirib chigaramiz:
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CM'M O (w)q, =P,
Crm+r—1M (n) (,U)qm_l + Cm+rM (r+1) (,U)qm — Pm_l,

r+l

(2.13.15)
M© (1)t +M D (), +...+ M (1)q,, = Ry
Bu sistemaning asosiy determinanti
A=C™'CM . .CIIMO (w)]™ =0
bo‘lgani uchun, u yagona yechimga ega bo‘ladi.

Shunday qilib, agar 2= soni M(1)=0 xarakteristik tenglamaning r
karrali ildizi bo‘lsa, u holda (2.13.1) differensial tenglamaning Xxususiy
yechimi (2.13.12) ko‘rinishda bo‘lar ekan.

I1. Agar (2.13.1) differensial tenglama ushbu

L[y]=e“[R, (x)cos Bx +Q,, (X)sin 5x] (2.13.16)
ko‘rinishda bo‘lsa, u holda uning quyidagi
y(X) = x“e”*(R_(x)cos Bx +S_(X)sin £X) (2.13.17)

ko‘rinishdagi xususiy yechimi mavjud. Bu yerda P, (x), Q, (x) mos
ravishda m,,m, darajali berilgan ko‘phadlar. «va g berilgan haqigiy sonlar.
Bundan tashgari A=a+ifB,f=0 kompleks soni M(1)=0 xarakteristik
tenglamaning k karrali ildizi. Agar A=a+iB,f=0 kompleks soni
M(A) =0 xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘lmasa, ya’ni M(a+iB)=0
bo‘lsa, u holda k=0 deb olinadi. R_(x),S,(x) lar m=max(m,m,)-darajali
ko‘phad. (2.13.17) ko‘rinishdagi yechimning mavjudligini ko‘rsatish uchun
ushbu

H 1 18X —ipx
sm,Bx:E(eﬂ —e),

_1 i/x —ifx
CoS BX = 2(e +e)
Eyler formulalaridan foydalanib, oldingi o‘rganilgan holatga keltiriladi.
2.13.1-1zoh. Quyidagi
Zakx" y® =x“P_(Inx)
k=0

Ko‘rinishidagi bir jinsli bo‘lmagan Eyler differensial tenglamasining xususiy
yechimini anigmas koeffisiyentlar usulidan foydalanib topish mumkin. Bu
yerda P_(Inx) - m darajali ko‘phad.

14-§. Ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli differensial tenglamalar
Ushbu

y'+ p(¥)y+p2(x)y=0, xel (2.14.1)
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ko‘rinishdagi tenglamaga ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli differensial
tenglama  deyiladi. Bu yerdap(x)eC'(I) bir marta uzluksiz
differensiallanuvchi, p,(x) € C(l) uzluksiz funksiyalar. Bunda | < Roralig.

Quyidagi
Y(x) = u(v(x) (2.14.2)
almashtirish natijasida (2.14.1) differensial tenglamani ushbu
V'(x) +GOOV(X) =0 (2.14.3)

ko‘rinishdagi ikki hadli tenglamaga keltirish mumkin. Bunda q(x) eC(l)
uzluksiz funksiya. Hagigatdan ham (2.14.2) tenglikdan
y'=u'v+uv', y"=u"v+2u'v'+uv"
hosilalarni topib (2.14.1) tenglamaga qo‘ysak,
uv'+ (2u'+ pp(X)u)v'+ U+ pr(X)u'+ po(X)u)v =0 (2.14.4)
hosil bo‘ladi. Bunda u(x) funksiyani shunday tanlaymizki, natijada ushbu
2u'+ p(X)u=0
munosabat o‘rinli bo‘lsin. Bundan
—%j p, (t)adt
u(x)=e » : X € (2.14.5)
funksiyani topib olamiz. u(x) funksiyani bunday tanlash natijasida

1 w__ L. . o Lo 12
u'= 2|01(><)U, u"= 2(|ol(><)U+|ol(><)u)— 2(|01(><) 5P (x))u

tengliklarga ega bo‘lamiz. Topilgan u(x),u'(x),u"(x) larning ifodalarini
(2.14.4) tenglamaga qo‘yib, uni u(x)=0 ga bo‘lsak, (2.14.3) tenglama hosil
bo‘ladi. Bunda

400 =P, (¥~ PEXI-Z P (0, Xe .

Yuqoridagi (2.14.2) va (2.14.5) tengliklardan ko‘rinadiki, u(x) va v(x)
funksiyalarning 1 oraligdagi nollari bir xil, shuning uchun kelajakda (2.14.3)
ko‘rinishdagi ikki hadli differensial tenglamani o‘rganamiz.

2.14.1-lemma. (2.14.3) differensial tenglamaning har bir nolmas v(x)

yechimining ixtiyoriy x, € | noli oddiy, ya’ni v(x,)=0, v'(X,) #0.

Isbot. Faraz gilaylik, x, €1, v(x) — nolmas yechimning karrali, ya’ni
V(%) =0, V'(X)=0 noli bo‘lsin. U holda Koshining yagonalik teoremasiga
ko‘ra v(x)=0, xel bo‘lar edi. Bu ziddiyat farazimizning noto‘g‘riligini
ko‘rsatadi.

2.14.2-lemma. (2.14.3) tenglamaning har bir nolmas 0= y(x) yechimi

ixtiyoriy chekli [a,b]< I oraligda cheksiz ko‘p nolga ega bo‘Imaydi.
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Isbot. Aytaylik 1 >[a,b] kesmada (2.14.3) tenglamaning noldan fargli

0

0= y(x)yechimi cheksiz ko‘p nolga ega, ya'ni 3{X}, . x <[ab] topilib
y(x.) =0, Vk e N bo‘lsin, U holda y(x) funksiyaning uzluksiz
differensiallanuvchiligiga asosan
Yo = imy(x) =0, y0x) = fim XY —o
munosabatlarga ega bo‘lamiz. Koshining yagonalik teoremasidan y(x)=0,
x e[a,b] kelib chigadi. Bu esa ziddiyat.
2.14.1-natija. (2.14.3) tenglamaning ixtiyoriy nolmas yechimi har bir
chekli [a,b]c I oraliqda fagat cheklita nolga ega.
Endi (2.14.3) ko‘rinishdagi ikkita tenglamaning noldan fargli
yechimlarining nollarini tagqoslaymiz.
2.14.1-teorema (Shturm). Quyidagi ikkita
y+a(x)y=0, xel (2.14.6)
y"+G(x)y =0, (2.14.7)
differensial tenglama berilgan bo‘lib, q(x)<q(x), xel bo‘lsin, hamda
p(x)va ¢(x) funksiyalar mos ravishda (2.14.6) va (2.14.7) tenglamalarning
noldan fargli ixtiyoriy yechimlari bo‘lsin. U holda ¢(x) yechimning ixtiyoriy
ikkita ketma — ket kelgan nollari orasida ¢(x) yechimning kamida bitta noli
bo‘ladi.
Isbot. Ushbu

y"™+q(x)y =0,
y"+a(x)y=0
ayniyatlarni mos ravishda ¢(x) va ¢(x)funksiyalarga ko‘paytirib, hosil
bo‘lgan tengliklarning birinchisidan ikkinchisini ayirsak
¢"p—p"g+[a(x)-G(x)]ep=0,
ya’ni,
@"p-¢"p=[a(x)-4(x)]|p@
kelib chigadi. Oxirgi tenglikni quyidagicha yozish mumkin:
(P'¢-¢'9)'=[A(x)-a(0)]¢p. (2.14.8)
Awvalo X, va X, orgali ¢(x) funksiyaning ketma — ket kelgan ixtiyoriy
ikkita nolini belgilaymiz, ya'ni @(X)=0, @(X,)=0. So‘ngra (2.14.8)
ayniyatni [X;, X, | oraliq bo‘yicha integrallasak,

0'0,)P0%) 9 ()P0%) = [[400 -G ()F(X)ox

(2.14.9)
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tenglik hosil bo‘ladi.
Endi ¢(x) funksiya (x;,X,) intervalda ildizga ega emas deb faraz

gilaylik. Qulaylik uchun (x,x,) intervalda ¢(x)>0 , @(x)>0 deb
hisoblashimiz mumkin (agar (x;,x,) oraligda ¢(x)<0 bo‘lsa, u holda
[-@(x)] funksiyani olish mumkin). Ko‘rinib turibdiki (2.14.9) tenglikning
o‘ng tomoni musbat boladi. @(x) =0, ¢(x,)=0, @(X) >0, xe (X, X,)
bo‘lgani uchun @'(x) =0, ¢@'(X,) <0 o‘rinli bo‘ladi. Hagigatdan ham
p'(x)=lim () >0 @'(X)=lim (x) <0.
X—>X +0 X — X ’ X—>Xp—0 X — Xo
Agar @'(%)=0 yoki ¢@'(X,)=0 bo‘lsa, yagonalik teoremasiga ko‘ra
@(X) =0 bo‘ladi. Shuning uchun @'(X,) >0 va @'(X,) <0 munosabatlar
o‘rinli bo‘ladi. Bu tengsizliklardan
@'(%)P(%,) —@'(x)@(x) <0
baholash hosil bo‘ladi. Bu tengsizlikdan esa ziddiyat kelib chigadi, chunki
(2.14.9) tenglikka asosan
@'(X,)P(%,) —@'(x)@(x) =0

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu esa ziddiyat.

Shturm teoremasining natijasini quyidagi chizmalarda izohlash

mumKin:
D
Q

@(x)

1-chizma
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Aytaylik, m wva M sonlari ushbu O<m<M tengsizlikni
ganoatlantirsin. U holda

y'"+m’y =0
tenglama y =sinmx ko‘rinishdagi, quyidagi
z"+M?%z2=0

tenglama esa y=sinMx ko‘rinishdagi yechimga ega bo‘ladi. Bu
y=sinmx va Yy =sinMx yechimlar uchun Shturm teoremasining tasdiglari
o‘rinli bo‘ladi.

2.14.1-natija. Agar (2.14.3) tenglamada q(X)<0, Vxel bo‘lsa, u
holda uning ixtiyoriy nolmas yechimi | oraligda ko‘pi bilan bitta nolga ega
bo‘lishi mumkin.

Hagigatdan ham, agar y(x)=0 yechim | oraliqdagi x, va X,
nugtalarda y(x,) =0, y(x,) =0 nolga aylansa, u holda ushbu

z"(x)+0-z(x)=0

tenglamaning z(x) yechimi (x;, x,) oraligda yotuvchi nugtada nolga aylanar
edi. Ammo z(x) =1 yechim nolga aylanmaydi.

2.14.2-natija.  Aytaylik, y,(x), Y,(X)  funksiyalar (2.14.6)
tenglamaning chizigli erkli yechimlari bo‘lsin. Agar Xx,X, lar y,(x)-
yechimning ketma-ket kelgan ikkita noli bo‘lsa, u holda Yy,(x) yechim
(X, X,) oraligda fagat bitta nolga ega bo‘ladi. Boshgacha aytganda y,(x) va
Y, (X) funksiyalarning nollari almashinib keladi.

Isbot. Shturm teoremasiga ko‘ra (bu yerda q(x) =G(x)), Y,(X) yechim

[Xl,Xz] oraligda kamida bitta X, nuqgtada nolga aylanadi. y;(x) va Y,(X)
funksiyalar ~ umumiy nolga ega bo‘lmaydi. Agar, masalan y,(x)=0,
¥,(%) =0 bo‘lsa, u holda W(x,) = Wiy, (x), ¥, (%)} =0 bo‘ladi. Bundan y,(x)
va Y,(x) yechimlarning chizigli bog‘ligligi kelib chigadi. Shuning uchun,
X, € (X, X%,). Endi x, nugta Y,(x)funksiyaning (X;,X,) intervaldagi yagona
noli ekanligini ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni 3IX#X;,
X € (X, X,) nuqgta topilib, y(X)=0 bo‘lsin. U holda Shturm teoremasiga
ko‘ra [x,,X] (aniglik uchun X >x, deylik) oraliqgda y,(x) funksiya kamida
bitta nolga ega bo‘ladi. Bu esa y,(x) funksiyaning x, va x, nollarining

ketma-ket kelganligiga zid.
Bu natijani chizmada quyidagicha tasvirlash mumkin:
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2-chizma

2.14.3-natija. Agar (2.14.6) tenglamaning biror noldan fargli yechimi
| oraligda cheksiz ko‘p nolga ega bo‘lsa, u holda uning ixtiyoriy noldan
fargli yechimi shu oraliqda cheksiz ko‘p nolga ega bo‘ladi.

Ushbu Y"+ Y =0 tenglamaning y =sinx va y=cosx chizigli erkli
yechimlari 2.14.2-natija va 2.14.3-natijalarga misol bo‘la oladi.

2.14.1-misol. Faraz qgilaylik, ushbu

y*+q(x)y=0
differensial tenglamaning q(x) - koeffitsenti quyidagi
O<m<g(X) <M <400, m<M, vxel

shartni ganoatlantirsin. U holda bu tenglamaning ixtiyoriy nolmas
yechimining ketma — ket kelgan ikki noli orasidagi d - masofa

Vs VA
N <d< N
bahoni ganoatlantirishini ko‘rsating.
Yechish. Avvalo ushbu
z"+mz=0

tenglamaning umumiy yechimini topamiz:
2(x) = Asin(Nmx + o).
Agar X va X, lar orgali z(X)funksiyaning ketma — ket kelgan

nollarini belgilasak, u holda

. T
X, =X =

Jm

tenglikka ega bo‘lamiz. Hagigatdan ham
2(x,) =0, sin(Vmx, +9) =0, Vymx +p=nz,
2(x,) =0, sin(vVmx, +¢) =0, \/ﬁx2 +p=(MN+Dr,
T
MXZ—\/aXi:ﬂ, X2—X1=ﬁ.

Endi X, va X, orgali Y"+d(X)y=0 tenglamaning Y(X) yechimini
[%,,%,] oraligdagi ketma — ket kelgan ikki nolini belgilaymiz. U holda
Shturm teoremasiga ko‘ra

X, <X <X, <X,

munosabat o‘rinli bo‘ladi. Bunda ushbu
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< = L <Y L
Xy =% X1+\/E_X1+\/E’
ya’ni,
v v <
X, =X < )
bahoning o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi.
Endi ushbu
z"+Mz=0

tenglama uchun yugoridagi mulohazani go‘llasak, ushbu

Yz_xizi
I

bahoga ega bo‘lamiz.

15-§. Ikkinchi tartibli chiziqli differensial tenglamaga qo‘yilgan
chegaraviy masalalar

Differensial tenglamaga go‘yilgan Koshi masalasi, shu tenglamaning
berilgan nugtadan o‘tuvchi integral chizig‘ini topishdan iborat edi. Klassik
fizikaning va tatbigiy matematikaning bir gator masalalari differensial
tenglamaning berilgan ikki nuqgtadan o‘tuvchi integral chizig‘ini topish
masalasiga keltiriladi. Bu masala Koshi masalasidan tubdan farq giladi.
Chunki berilgan ikki nugtaning har biri uchun alohida qo‘yilgan Koshi
masalalari yechimga ega bo‘lsa ham ,yugoridagi masala yechimga ega
bo‘lishi yoki bo‘lmasligi ham mumkin. Odatda bunday turdagi masalaga
differensial tenglama uchun ikki nuqgtali chegaraviy masala deb ataladi.

Bundan buyon ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamaga

y'+p(X)y+p,(x)y=f(x), xe[0,l] (2.15.1)
go‘yilgan ushbu

L,(y) = y(0)+ BYy'(0) =Y, (2.15.2)
L(Y)=ay()+4y'()=y,

ko‘rinishdagi chegaraviy masalani garaymiz. Bu yerda

p.(x), p,(X), f(x), xe[0,1] - berilgan uzluksiz funksiyalar bo‘lib,

o, B.,i=12, y,y, ushbu a’ +pB% >0,i=12 shartni ganoatlantiruvchi

berilgan haqiqiy sonlar. Bundan tashqari

y(0) = y(+0), y'0)=y'(+0), y() = y(1-0), y'()=y'(1-0).

Agar Y,=Y,=0, ya’ni I(y)=0, L(y)=0 bo‘lsa, unga bir jinsli
chegaraviy shartlar deyiladi. (2.15.1), (2.1.5.2) ko‘rinishdagi masalaga bir
jinsli bo‘lmagan chegaraviy masala deb ataladi. Ushbu
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" P ()Y +p,(x)y=0, xe[0,l] (2.15.3)
L(y)=0, ,(y)=0 (2.15.4)

ko‘rinishdagi masalaga esa bir jinsli chegaraviy masala deyiladi.
2.15.1-teorema. Avytaylik, vy,(x) va VY,(x) funksiyalar (2.1.5.3)

tenglamaning ixtiyoriy chizigli bog‘lanmagan yechimlari bo‘lsin. U holda
(2.15.3), (2.15.4) bir jinsli chegaraviy masala fagat nol yechimga ega bo‘lishi
uchun

XOARNTCH I
1,(y)  12(y2)
shartning bajarilishi zarur va yetarli.

Isbot. Ma’lumki, (2.15.3) tenglamaning umumiy yechimi

y(X) =y, (X) +C,Y,(X) (2.15.3)

ko‘rinishga ega. Bunda C;,C, - ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar. (2.15.5) va
(2.15.4) tengliklardan foydalanib quyidagi

{clll(yl) +c,h(v,)=0

aly(n) +¢,b,(y,) =0

tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Bu sistema fagat ¢, =c,=0 nol

yechimga ega bo‘lishi uchun A = 0 bo‘lishi zarur va yetarli.

2.15.1-natija. (2.15.3), (2.15.4) bir jinsli chegaraviy masala cheksiz
ko‘p nolmas yechimga ega bo‘lishi uchun A =0 shartning bajarilishi zarur
va yetarli.

2.15.1-misol. Ushbu

(2.15.6)

y'+2y'+5y=0
L(y)=y(©0)=0, L(y)= y(%) -0

chegaraviy masalani garaylik. Ko‘rinib turibdiki, quyidagi
y,(X) =e*cos2x, Y,(x)=e *sin2x
funksiyalar berilgan y"+2y'+5y =0 tenglamaning chizigli bog‘lanmagan
yechimlaridan iborat. Chegaraviy shartlardan foydalanib,
1 0

_e_E O
ekanligini aniglaymiz. Bu esa berilgan chegaraviy masala cheksiz ko‘p
y(X) =, *sin 2x Kko‘rinishdagi yechimga ega bo‘lishini ko‘rsatadi. Bunda

A= =0

C, - ixtiyoriy o‘zgarmas son.
Endi bir jinslimas (2.15.1), (2.15.2) chegaraviy masalaning yechimga
egaligi hagidagi masalani o‘rganamiz.
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Faraz qilaylik, Y,(X) va VY,(X) funksiyalar (2.15.3) bir jinsli
tenglamaning chizigli bog‘lanmagan yechimlari bo‘lib, z(x) funksiya esa
(2.15.1) bir jinslimas tenglamaning biror xususiy yechimi bo‘lsin. U holda
(2.15.1) differensial tenglamaning umumiy yechimi

y(X) =c,Y;(X) +¢,Y,(X) +2(X) (2.15.7)
ko‘rinishda bo‘lishi ma’lum. Bunda C;,C, - ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar. Bu
(2.15.7) ko‘rinishdagi yechimni (2.15.2) bir jinslimas chegaraviy shartlarga
go‘yib, quyidagi

cil, (y1) +¢,l, (yz) +1, (z) = V1
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Bu sistemani ushbu
{Clll(yl) + Czll(yz) =)o —ll(Z),

al,(0) +c,l,(v,) =y —1(2)
ko‘rinishda yozib olamiz va quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

Il(yl) Il(yZ) Il(yl) I1(y2)
1,y 1(Ys,) L, (y,) 1,(y,)

I1(y1) I1(y2) Yo _I1(Z)

Iz(yl) Iz(yz) Yi— |2(Z)
(2.15.8) algebraik tenglamalar sistemasining yechimga egaligi haqidagi
Kroneker — Kapelli teoremasidan quyidagi tasdigning o‘rinli ekanligi kelib
chigadi.

2.15.2-teorema. 1) Agar A=det A=0 bo‘lsa, u holda (2.15.1),
(2.15.2) chegaraviy masalaning [0,1] oraligda aniglangan yechimi mavjud va
yagona bo‘ladi.

2) AgarA=det A=0 bo‘lib, rang A=rangB bo‘lsa, u holda
(2.15.1), (2.15.2) chegaraviy masala yechimga ega bo‘Imaydi.

3) Agar A=det A=0 bo‘lib, rang A=rang B bo‘lsa, u holda (2.15.1),
(2.15.2) chegaraviy masalaning yechimi mavjud, lekin yagona bo‘Imaydi.

2.15.2-natija. (2.15.1), (2.15.2) bir jinslimas chegaraviy masala yagona
yechimga ega bo‘lishi uchun (2.15.3), (2.15.4) bir jinsli chegaraviy masala
fagat nol yechimga ega bo‘lishi zarur va yetarli.

{Clll(yl) +6,h(v,) +4,(2) = vy,

(2.15.8)

16-§. Grin funksiyasi

Ushbu
Y p ()Y + p,()y=f(x), xeol] (2.16.1)
differensial tenglamaga go‘yilgan
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{Il(y) =a,y(0)+A4y'(0)=0 (2.16.2)

L, (y)=a,y()+5,y'(1) =0
chegaraviy masalani qaraylik. Bunda P,(X), p,(X), f(X), xe[o,1]-
berilgan  uzluksiz ~ funksiyalar  bo‘lib, e, £, 1=12 ushbu

o + % >0, i=12 shartni ganoatlantiruvchi berilgan hagigiy sonlar.
Bu paragrafda ushbu
y"+ p1(x)yl+ P (X)y =0, (2.16.3)
L(y)=0, 1,(y)=0 (2.16.4)
bir jinsli chegaraviy masala fagat nol y(x) =0 yechimga ega bo‘lgan holda,
(2.16.1)+(2.16.2) chegaraviy masala yagona yechimga ega bo‘lib, uni Grin
funksiyasi yordamida topish mumkinligini ko‘rsatamiz.
2.16.1-Ta’rif. (2.16.3)+(2.16.4) chegaraviy masalaning Grin funksiyasi
deb, shunday G(x,t) funksiyaga aytiladiki, u
P={(xt)eR?:0<x<l,0<t<lI|
yopiqg sohada aniglangan bo‘lib, quyidagi shartlarni ganoatlantiradi:
1) G(x,t) funksiya P sohada uzluksiz;
2)te[0,1] parametrning har bir giymatida G(xt) funksiya x
o°‘zgaruvchiga nisbatan [0,t) va (t,1] oraliglarda (2.16.3) bir jinsli tenglamani
ganoatlantiradi;
3) G(x,t) funksiya x o‘zgaruvchi bo‘yicha birinchi tartibli hosilasining
t nugtadagi sakrashi 1 ga teng:
Gx (X’t)‘ _Gx (X!t)‘x:t—o :l;

4) G(x,t) funksiya x o‘zgaruvchi bo‘yicha (2.16.2) chegaraviy
shartlarni ganoatlantiradi.

2.16.1-teorema. Agar (2.16.3), (2.16.4) bir jinsli chegaraviy masala
fagat nol yechimga ega bo‘lsa, u holda uning Grin funksiyasi mavjud va
yagona bo‘lib, u quyidagi

x=t+0

G(X’t):_i{w(t)ca(X),OSXSt,
W | o) (x), t<x<I
formula yordamida beriladi. Bu yerda ¢(x) va w(x) funksiyalar (2.16.3)
tenglamaning mos ravishda ushbu

9(0)=p., ¢'(0)=—a;

y)=5,. v'()=-0, (2.16.5)
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimlari bo‘lib, W esa bu
yechimlardan tuzilgan

W =W {p(x), (%)}
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Vronskiy determinantiga teng.

Isbot. Avvalo (2.16.3) tenglamaning (2.16.5) boshlang‘ich shartlarni
ganoatlantiruvchi ¢(x) va w(x) yechimlarini chizigli bog‘lanmaganligini
ko‘rsatamiz. Aniglanishiga ko‘ra ¢(x) (2.16.2) chegaraviy shartlarning
birinchisini, w(x) esa ikkinchisini ganoatlantiradi. Agarda ¢(x) va w(X)
yechimlar chizigli bog‘lig bo‘lsa, u holda ¢(x) =c w(x) bo‘lib, w(x) yechim
(w(x)=0, chunki, a22+,822 >0 ) ikkala chegaraviy shartni ham
ganoatlantiradi. Bu esa teoremaning shartiga zid. Shuning uchun ¢(x) va
w(x) funksiyalar (2.16.3) tenglamaning fundamental yechimlari sistemasini
tashkil giladi. Bunga ko‘ra (2.16.3) tenglamaning ixtiyoriy yechimi

y =C@(X) +Cy(X)
ko‘rinishda yoziladi. Shuning uchun Grin funksiyasini ushbu
Gix.0) | AP +BOVE), x<t,
7T c®e + DO (), x2t (2.16.6)
Ko‘rinishda izlaymiz. Grin funksiyasi ta’rifining birinchi shartiga ko‘ra u
x =t nuqtada uzluksiz bo‘ladi. Demak quyidagi

A(t)p(t) + B[Oy (1) —C(t)e(t) - D()y () =0 (2.16.7)
tenglik bajariladi. Uchinchi shartga ko‘ra
Al e'(t) + By () -C)e'(t) - D)y (1) =1 (2.16.8)

munosabat o°rinli. To‘rtinchi shartlardan foydalanib
[A®(0) + BOw ()]s +[Al)'(0) + By (0] 4=0,  (2.16.9)

[CH)e()+ D)y ()]e, +[CO)@'()+ D)y ()] B, =0 (2.16.10)

tengliklarni topamiz. Bu tengliklarni quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:
A(t) [0(1(0(0) + ﬁl(ol(o)] +B(t) [all//(o) + By .(0)] =0, (2.16.11)
C(t) [%@(l) + ﬂzfﬂ'(l)] +D(t) [azl//(l) + ,le//'(l)] =0. (2.16.12)

Agar ushbu
W - ‘ PV oW (0) - (016 0) = A (0) + aw ©),
?'(x) (X))
w =‘¢.(X) YO o ) - w 1) = Ay (1) + ()
'(x) w'(X)|

formulalarni va boshlang‘ich shartlarni hisobga olsak, (2.16.11) va (2.16.12)
tengliklar quyidagi ko‘rinishni oladi:
B(t)-W =0,
C(t)-W =0.
Quyidagi ikki holni ko‘rib chigamiz:
1)W =0 bo‘lsin, u holda (2.16.13) tenglamalardan
B(t)=0, C(t)=0 (2.16.14)
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kelib chigadi. Bularni (2.16.7) va (2.16.8) tengliklarga gqo‘ysak, ushbu
t) - Dy (t) =0,
{A(”f) v (2.16.15)
Ag'(t) - Dy '(t) =1.
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Bu sistemani Kramer qoidasi
yordamida yechamiz:

_le® —w(®)] . . L
A—¢u)_#40—-¢®wﬁ%wﬂﬂw®— W
0 —w(t) pt) O
A = =y (t), A, = = o(t),
1 w'(t) w(t) ‘ M) 1‘ o(t)
At) = (t), D(t) = VS) (2.16.16)
Topilgan (2.16.14) va (2.16.16) ifodalarni (2.16.6) tenglikka go‘yib,
_ep(@®)
W XS
G(x,t)= 2.16.17
“OT) oo S
W X2

formulani topamiz. Demak, bu holda Grin funksiyasi mavjud va u (2.16.17)
formula bilan beriladi.

2)  Faraz gilaylik w =0 bo‘lsin, u holda w(t) =y ¢(t) bo‘ladi. Buni
(2.16.7) va (2.16.8) tengliklarga qo‘yib,

(A+By—-C—-Dy)e(t) =0,
(A+By—C-Dy)e'(t)=1
bo‘lishini topamiz. ¢(t) #0 bo‘lgani uchun
A+By—C—-Dy=0
bo‘ladi. Buni yuqoridagi tengliklarning ikkinchisiga qo‘ysak,
0-9'(t)=1

ziddiyat kelib chigadi. Demak, bu holda Grin funksiyasi mavjud emas ekan.

2.16.1-natija. Grin funksiyasi uchun yozilgan (2.16.17) formuladan
uning x vat o‘zgaruvchilarga nisbatan simmetrikligi, ya’ni

G(x,t) =G(t,x) (2.16.18)

kelib chigadi.

2.16.2-teorema. (D. Gilbert). Agar (2.16.3)+(2.16.4) bir jinsli
chegaraviy masala fagat nol yechimga ega bo‘lsa, u holda ixtiyoriy
f(x) eC[0,I]funksiya uchun (2.16.1)+(2.16.2) bir jinsli bo‘lmagan
chegaraviy masalaning yechimi mavjud va yagona bo‘ladi, hamda u ushbu

|

y(x) = j G(x,t) f (t)dt (2.16.19)
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formula orqali topiladi. Bu yerda G(x,t) (2.16.3)+(2.16.4) chegaraviy

masalaning Grin funksiyasi.
Isbot. Avvalo (2.16.19) formula bilan aniglangan y(x) funksiya

(2.16.1)+(2.16.2) chegaraviy masalaning yechimi ekanligini tekshirib
ko‘ramiz. Buning uchun uni ushbu

y(x) = j G(x,t) f (t)dt + I G(x,t) f (t)dt =

(0§ o(X) |
= j p(t) F (Odt -2 j w(t) f (t)dt (2.16.20)

ko‘rinishda yozib olamiz va uning hosilalarini hisoblaymiz:

(9 =—L j o)1 (- LI £

- 4”\;/” j w(t) f (t)dt +% f(x) =

_ _‘/’V'\(/X) ! o(t) f (t)dt _M j w(t) f (t)dt: (2.16.21)
y(x) =L j () f (t)dt Mf(x)
- 4”\'/'\(/” j w(t) f (t)dt +% f () (2.16.22)

Ushbu
@"(X) =—p,(X)@'(x) = p,(X)@(X),
" (X) =—p, () '(X) — P, (X (X),
W =o(x)y '(X) —w (X)@'(X)
ayniyatlardan va (2.16.20), (2.16.21) tengliklardan foydalanib, (2.16.22)
formuladan quyidagi tenglamani keltirib chigaramiz:

P (w7 () + P,y (X)
o Jow 1 tat-

y'(x)=-

B0 00+ 09RO [y LY (0 15y
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v () I(p(t) f (tydt - m(x)%ico(t) f (tydt -

:_pl(x)
0020 [0 0t p, 0922wyt s 100
X W X
-- m(x){% G AL [ror (t)dt] -

: m(x){% Jot o2 [ (t)dt} (0=

==P(X)Y'(x) = P, (X y(x) + T(x).
Endi (2.16.2) chegaraviy shartlar bajarilishini ko‘rsatamiz. Buning uchun
(2.16.20) va (2.16.21) tengliklardan foydalanib, avvalo
|, (y) =, y(0)+ £,y'(0) =0 ekanligini ko‘rsatamiz:

y(@)=- 22 TCACC

y(o)=-22 j O O,

L) = ay(0) + 4y () = - 2O A2 D) j y (O ()it =

— alﬂl alﬂl J.I,V(t)f(t)dt =0.
Xuddi shuningdek L (y):= azy(l)+ﬂzy(l) 0 bo‘lishini ham ko‘rsatish
mumkin.

Yechimning  yagonaligini  ko‘rsatish  uchun  (2.16.1)+(2.16.2)
chegaraviy masalaning ikkita y,(x)=Y,(x) yechimi mavjud deb faraz
gilamiz. y,(x) va vy,(x) yechimlarni (2.16.1)+(2.16.2) chegaraviy masalaga
go‘yib, hosil bo‘lgan ayniyatlarni mos ravishta bir — biridan ayirsak, hamda
y(X)=y,(X)—V,(x) belgilash kiritsak, u holda y(x) funksiya (2.16.3) +
(2.16.4) bir jinsli chegaraviy masalani ganoatlantirishini ko‘ramiz. Teorema
shartiga ko‘ra u fagat y(x)=0 nol yechimga ega. Bundan y,(x)=y,(x) kelib
chigadi.

2.16.1-misol. Quyidagi

y'+y=1(x), y(0)=0, y(z)=0
chegaraviy masalaning yechimini Grin funksiyasidan foydalanib toping.
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Yechish. Avvalo ushbu
y+y=0 y(0)=0, y'(z)=0
bir jinsli chegaraviy masalani garaylik. Berilgan y"+y=0 tenglamaning
umumiy yechimi
y(X) =c, CosS X +C, Sin X
ko‘rinishda bo‘ladi. Chegaraviy shartlardan foydalanib ¢, va ¢,
o‘zgarmaslarning giymatlarni aniglaymiz:
y(0)=0 =c¢=0; y'(z)=0 =¢c,=0.

Demak, bir jinsli chegaraviy masala fagat y(x) =0 yechimga ega ekan.
Bundan ko‘rinadiki bir jinsli chegaraviy masalaning Grin funksiyasi mavjud
va yagona bo‘ladi.

Endi Grin funksiyasining ta’rifidan foydalanib, uni

{a(t)sin X, X<t,
G(x,t)=
b(t)cosx, X >t
ko‘rinishda izlaymiz. Grin funksiyasi x =t nuqtada uzluksiz bo‘lgani uchun
a(t)sint —b(t)cost=0
munosabatga, G'(x,t) hosilaning x=t nuqtada birinchi tur uzulishga ega
bo‘lib, sakrash uzunligi 1 ga teng bo‘lganligi uchun
—b(t)sint —a(t)cost =1
tenglikka ega bo‘lamiz. Bu ikki algebraik tenglamalar sistemasini yechib
a(t) =—cost, b(t) =—sint
funksiyalarni topib olamiz. Shunday qilib, bir jinsli chegaraviy masalaning
Grin funksiyasi ushbu
{—costsin X, 0<x<t
G(x,t)=13 .
—sintcos x, t<x<rx
formula orgali aniglanar ekan. Bundan foydalanib berilgan bir jinsli
bo‘lmagan chegaraviy masalaning yechimini ham topishimiz mumkin:

y(X) = ]ZG(x,t) f (t)dt.

2.16.2-Misol. Ushbu
y'=1(x), y(0)=0, y(=)=0
chegaraviy masalaning yechimini Grin funksiyasi yordamida toping.

Yechish. Avvalo quyidagi
y"=0, y(0)=0, y(7)=0
bir jinsli chegaraviy masalani qgaraymiz. Ushbu vy, (x)=1 y,(X)=X
funksiyalar y"=0 bir jinsli differensial tenglamaning chizigli erkli
yechimlari  bo‘lgani uchun, uning umumiy yechimi y(x)=c,+C,X
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Ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda c,c, - ixtiyoriy sonlar. Endi berilgan
y(0)=0, y(x)=0 chegaraviy shartlardan foydalansak ¢ =0,c,=0
ekanligini topamiz. Bundan ko‘rinadiki garalayotgan bir jinsli chegaraviy
masala fagat y(x)=0 yechimga ega bo‘ladi. Shuning uchun uning Grin

funksiyasi mavjud va yagonadir.
Izlanayotgan Grin funksiyasini

() = {cl(t) A+c,(t)-x, X<t
a(t)-1+a,(t)-t, x>t
ko‘rinishda izlaymiz. Ta’rifga ko‘ra quyidagi
(G (D)+c, (1) t=a,(t)+a,(t)t,
a, (t) -G (t) =1,
Cl(t) =0,
a,(t)+a,(t)-z=0

algebraik tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz. Bu sistemani yechib

6(0=0.6,0 =", a0 =t 80—

noma’lumlarni aniqlaymiz. Natijada, ushbu
—t)-x, x<t
G(ety=—217 7Y
7| (r—1)-t, x>t
ko‘rinishdagi Grin funksiyasiga ega bo‘lamiz. Berilgan bir jinsli bo‘lmagan
chegaraviy masalaning yechimini quyidagi

y(x) = ]zG(x,t) f (t)dt

formuladan foydalanib topish mumkin.
2.16.3-misol. Quyidagi
y'=1(x), ,y(0)+ £Y'(0)=0; o, y(1)+B,y'(1)=0
chegaraviy masalaning yechimini Grin funksiyasidan foydalanib toping.
Bunda «,, B,i =12 sonlar  + ° >0, i =12 shartni ganoatlantiradi.
Mustaqil yechish uchun mashqlar /8/, §17, Me711-723; [13], 11-Bob,
§10, Nel2-34, Ne40-50.
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111 BOB. DIFFERENSIAL TENGLAMANI INTEGRALLASHDA
QATORLARDAN FOYDALANISH.

1-§. Birinchi tartibli hosilaga nisbatan yechilgan differensial
tenglamaning golomorf yechimi.

1. 3.1.1-ta’rif. Agar f(x) funksiyani x, € R nugtaning biror atrofida

f(x):CO+ZCk(x—xO)k,|x—XO|<p
k=1

darajali gatorga yoyish mumkin bo‘lsa, f(x) ga x=x, nugtada golomorf
deyiladi.
Ushbu
y'=f(x,Y) (3.1.1)
y(0)=0 (3.1.2)
Koshi masalasini garaylik. Chunki umumiy ko‘rinishdagi
y'=f(xy), y(%) =Y,
Koshi masalasini
X=X =S, Y=Yo=7
almashtirish yordamida (3.1.1), (3.1.2) ko‘rinishga keltirish mumkin.
3.1.1-teorema (Koshi). Agar (0,0) nugtada f(x,y) funksiya golomorf,
ya’'ni
f(x,y)= Z a, X"y, [X|<p |y|<r (3.1.3)

m,n=0

bo‘lsa, u holda (3.1.1), (3.1.2) Koshi masalasining x=0 nuqtada golomorf
bo‘lgan

Y =D CxX\ X<p [ol<p (3.1.4)
k=1

yagona yechimi mavjud.
Isbot. 1) Formal yechimni qurish algoritmi. Berilgan (3.1.1), (3.1.2)
Koshi masalasining yechimini, ushbu

y(x) = ickx", C,=Yy(0)=0 (3.1.5)

ko‘rinishda izlaymiz. Bu yerda C,-hozircha noma’lum sonlar. (3.1.1)

differensial tenglamani (3.1.3) tasvirdan foydalanib quyidagi ko‘rinishda
yozamiz:

()= anx"y". (3.1.6)

m,n=0
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Endi (3.1.5) gatorni (3.1.6) tenglikka qo‘yib,

Z.O:kckx"‘1 = Z.O: a X" (ickx"jn =Z.O:dkx" (3.1.7)
k=1 k=1 k=0

m,n=0
munosabatni hosil gilamiz. Bu tenglikda darajali gatorlarning yoki golomorf
funksiyalarning yagonaligi hagidagi teoremaga asoslanib, x o‘zgaruvchining
mos darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtirish natijasida quyidagi
rekkurent tengliklarni hosil gilamiz:
1.C =8, = C, =ay,

1
2-C, =23y, +a,C =C, :E(aio +85,3y) =R, (aﬂ,u)

Xuddi shuningdek x“* oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtirib
C.=PR(a,,) (3.1.8)

tasvirni topamiz. Bu yerda P -musbat koeffitsiyentli ko‘phad (P,-da bu
koeffitsiyent % ga teng).

Shunday qilib, agar golomorf yechim mavjud bo‘lsa, u yagona bo‘lar
ekan. Chunki (3.1.5) formal yechimning C, koeffitsiyentlari (3.1.8) formula

orgali yagona aniglanadi.

2) Teorema isbotining asosiy qismi, yechimni ifodalovchi (3.1.5)
darajali gatorni x=0 nugtaning biror atrofida yaginlashuvchi ekanligini
ko‘rsatishdan iborat. Buning uchun x=0 nuqtaning biror |x|<p, atrofida

yaginlashuvchi majarant

D Cx 6 ]<C,, keN (3.1.9)
k=1

musbat hadli (C, >0) darajali gatorni tuzish yetarli.
Yuqoridagi g‘oyani amalga oshirish maqgsadida berilgan f(x,y)
funksiyaning biror F(x,y) majarantasini quyidagi sxema yordamida tuzamiz.
(3.1.3) tenglikning o‘ng tomonidagi gator P={(x,y) e R*:|x|< p,|y|<r}
to‘g‘ri to‘rtburchakda  yaginlashuvchi  bo‘lgani  uchun,  ushbu
0<p'<p, 0<r'<r tengsizliklarni ganoatlantiruvchi istalgan p', r’ sonlar

uchun
M

ml < o =
(p")"(r)
Koshi tengsizligi o‘rinli. Bu yerda

M = D [aml(o)"(r)". (3.1.12)

m,n=0

a

A (3.1.10)
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(3.1.10) tengsizlikning o‘ng tomoni orgali aniglangan A -sonlardan
foydalanib, quyidagi darajali gatorni tuzamiz:

N . M O XY
DAy =3 e XY =M () -

m,n=0 m,n=0 m,n=0
M !/ !
= 2 y =F(xy), [X<p\ ly<r.
1-—)1-=)
yo r
Shunday qilib, f(x,y) funksiyaning majarantasi sifatida ushbu
F(x,y) = M X< P! Jyl<r (3.1.12)

- ya-2y
Yo, r

funksiyani olish mumkin.
Endi berilgan (3.1.1), (3.1.2) Koshi masalasi o‘rniga yordamchi

Y _Exy). 70)=0,
dx

ya’'ni
dy M

" kY

majarant Koshi masalasini garaymiz. Bu masala yagona aniq yechimga ega.
Chunki (8.1.13) o‘zgaruvchilarga ajraladigan differensial tenglamadir.
Avvalo bu differensial tenglamani integrallab, uning umumiy yechimini

, ¥(0)=0 (3.1.13)

topamiz:
( _l'jd y= I\/Ix ax,
r 1-2X
Yo
r(, yY X
__(1__,j :_Mp'ln(l——]+C,C:const.
2 r ol

Ushbu y(0)=0 boshlang‘ich shartdan foydalanib, C-o‘zgarmasning
giymatini topamiz:
c=-L
2

Natijada (3.1.13) Koshi masalasining yechimini hosil gilamiz:

4 < \2 '

r Yy , X r
—]1-L| =—Mp'In|1-= |- —.

2( wj pn[ pJ 2
Bu tenglikning ikki tomonini (—%) ga ko‘patirib, quyidagi
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—\2 ,
( _l,j :2M,'0 In(l—i,)+1,
r r o,

y(X) = r’[l—\/l+ 2'\'{',’0’ In[l—ilj] (3.1.14)
Yo,

yechimni topamiz. Bu yechim x=0 nuqgtada golomorf. Chunki golomorf
funksiyalarning superpazitsiyasi (murakkab funksiyasi)

Vi+z, 2= ZM,'O In(l—ilj

ya’'ni

r P
yana golomorf. Shunday qilib, (3.1.14) yechimni ushbu
y)=> Cix* (3.1.15)
k=1

ko‘rinishda tasvirlash mumkin. Endi (3.1.15) darajali gatorning yaginlashish
sohasini aniglaymiz. Buning uchun, uning yaginlashish radiusini baholaymiz.
Binomial va logarifmik gatorlarning yaqginlashish radiusi 1 ga teng bo‘lgani
uchun Abel teoremasiga asosan x ning musbat giymatlari bilan cheklanish
yetarli. Shunday qilib x ning gabul giladigan giymatlari

O<x<p,

' 3.1.16
2Mp |n(1—1J<1 (3.1.16)

tengsizliklar  sistemasini  ganoatlantiradi. Bu sistemaning ikkinchi
tengsizligini yechib quyidagi

ya’'ni

bahoni olamiz. Shunday qilib (3.1.15) darajali gator ushbu

r

‘X‘ <Pu P =p{l— eZMp’j

sohada yaginlashadi.

Endi (3.1.15) gatorning barcha C, koeffitsiyentlarining musbatligini va
(3.1.9) tengsizlikning bajarilishini ko‘rsatish lozim. Anigmas koeffitsiyentlar
usulidan foydalanib C, ni quyidagi

C, =R (A,)
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formula orgali topish mumkin. P, ko‘phadning argumentlari majarant F(X,y)
funksiyaning yoyilmasining koeffitsiyentlaridan iborat. Bu P, ko‘phad

koeffitsiyentlarining musbatligidan hamda (3.1.10) Koshi tengsizligidan C,
larning musbatligi va (3.1.9) tengsizlikning o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi.
3.1.1-misol. Ushbu
y'=y*, y(0)=1
Koshi masalasining golomorf yechimini toping.
Yechish: Berilgan differensial tenglamada o‘zgaruvchilarni ajratib
uning umumiy yechimini topamiz:
1
y(x)=———.
X+C
Ushbu y(0) =1 boshlang‘ich shartdan C =-1 ekanligini aniglaymiz. So‘ngra
berilgan Koshi masalasining yechimi
1 1
y(X) = 11 x (o< x<1)
topiladi. Bu yechimni quyidagi

y(x) = Zxk, x| <1
k=1
ko‘rinishda yozish mumkin.

2-§. Birinchi tartibli chizigli differensial tenglamaning golomorf yechimi

Ushbu
%= p(X)y +4(x) (3.2.1)
y(0)=0 (3.2.2)

Koshi masalasini garaylik. Bu yerda p(x) va q(x) funksiyalar x=0 nugtada
golomorf:

P(9=D X A=) ax K<p (3.23)
k=0 k=0

3.2.1-teorema. (3.2.1) - (3.2.3) Koshi masalasining x=0 nugtada
golomorf

y(X) = chx" (3.2.4)
k=1
yechimi mavjud va yagona. Bunda (3.2.4) darajali gator
X|<p (3.2.5)

sohada yaginlashadi.
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Isbot. Avvalo, anigmas koeffitsiyentlar usulidan foydalanib (3.2.4)
formal yechimni qurib olamiz va c, koeffitsiyentlarini ushbu

G =P(P:. P, (3.2.6)
formula orgali yagona aniglash mumkinligi xuddi oldingi paragrafdagidek
amalga oshiriladi. Bundan keyin (3.2.4) qatorning Yyaginlashishini
ko‘rsatamiz. Buning uchun yordamchi majarant Koshi masalasini tuzib
olamiz. Shu magsadda

f(x,y)=p()y+a(x)
funksiyaning F(x,y) majarant funksiyasini tuzish lozim bo‘ladi. Avvalo p(x)
va (x) funksiyalarning umumiy majarantasini, ya’ni

M
cD(x)—— x| < p'
1_7

ol

olamiz. Bu yerda M>0 son. Hagigatan ham 0<p'<p tengsizlikni
ganoatlantiruvchi o' sonini olib ushbu

D Ipde) =M, Y lal(e) =M
k=0 k=0

belgilashlarni kiritsak, u holda Koshi tengsizligi

‘pk‘ ,O k’ ‘qk‘ ( )k’
ko‘rinishni oladi.
Quyidagi
Z.O:Ml & = M, - M, K = M,
k=0 (p’)k 1_4 k=0 (p,)k 1_1’
P P

gatorlar (3.2.3) darajali gatorlar uchun majoranta vazifasini o‘taydi. Shuning
uchun M =max(M,,M,) deb,

F(X,y) =®(X)y + D(x) = D(X)(y +1),
ya’'ni

F(x, y)——(y+1) X< p’
1_7

Yo,
funksiyani berilgan f(x,y) = p(x)y +qg(x) ning majarantasi sifatida olamiz.

Shunday qilib, majarant Koshi masalasi sifatida ushbu

d M —

d—y ——(y+1), y©=0 (3.2.8)
X q_X

!

Yo,
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Koshi masalasini olamiz. Endi bu masalaning yechimini topish bilan
shug‘ullanamiz:

dy _ M
y+1 X

P

In(y +1) =—M p’ln(l—lJ+C, C =const.
yo

Ushbu y(0) =0 boshlang‘ich shartdan foydalanib C-o‘zgarmasning giymatini
aniglaymiz:

C=0.
Demak, quyidagi

§(X)=—1+(1—1,j_ ! (3.2.9)
yo,

funksiya (3.2.8) majarant Koshi masalasining yechimidan iborat bo‘lar ekan.
Topilgan (3.2.9) yechimning x=0 nugtada golomorf ekanligi ravshan.
Shuning uchun

Y=Y CX, X< p’ (3.2.10)
k=1

o‘rinli. Yugoridagi (3.2.6) tenglikdan foydalanib,

C, >0, |C,|<C, (k=12,..)
ekanligini ham ko‘rsatish mumkin. Shuning uchun (3.2.10) qator (3.2.4)
uchun majarant qator vazifasini bajaradi. Bundan esa (3.2.4) gatorning
Ix|<p’ sohada yaginlashuvchiligi kelib chigadi. Ammo p' ni p ga
istalgancha yaqin qilib tanlash mumkinligini hisobga olsak (3.2.4) gatorning
x| < p sohada ham yaqinlashuvchiligi kelib chigadi.

3-§. Ikkinchi tartibli bir jinsli chizigli differensial tenglamaning
golomorf yechimi
3.3.1-teorema. Agar ushbu

Y+ p(x)y +a(x)y=0 (3.3.1)
differensial tenglamaga go‘yilgan
Y(X0) =Yor Y (%) =Yo (3.3.2)

Koshi masalasida p(x), q(x) funksiyalar x = x, nuqtada golomorf, ya’ni

P(X) =D P (X=%) . A(¥) = DA (X=X)*, [x=X,| < p (3.3.3)
k=0 k=0
bo‘lsa, u holda (3.3.1), (3.3.2) masalasining
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() = Yo + Yo (X—=%) +ch (x— Xo)k1 |X_ Xo| <p (3.3.4)
k=2

ko‘rinishdagi yagona golomorf yechin_1i mavjud.
Isbot. Anigmas koeffitsiyentlar usulidan foydalanib (3.3.1), (3.3.2)
Koshi masalasining yechimini

Y(X) =Cy +C,(X—%,) + D _Cy (X=X,)" (3.3.5)
k=2
ko‘rinishda izlaymiz. Bunda C,,k=12,... - hozircha noma’lum

o‘zgarmaslardir. Bu (3.3.5) tenglikni ketma-ket ikki marta differensiallab
Y'()=C,+ D _kC, (x=%)"",
- (3.3.6)
Y'(X)=2C, + > k(k =1)C, (x—X,)*?
k=3
munosabatlarni topamiz. (3.3.2) boshlang‘ich shartlardan,
Co=Y0:Ci=Ys (3.3.8)

ekanligi kelib chigadi. Endi (3.3.3), (3.3.4), (3.3.5) va (3.3.6) gatorlarni
(3.3.1) differensial tenglamaga go‘yib quyidagi

2C, +ik(k ~1)C, (X—X%,)<? +[p0 +i p, (X— Xo)k}'
: Cﬁika (x—xo)"1]+(qO +iqk(x—xo)k]- (3.3.9)

: CO+ZCk(x—x0)"j:O
k=1

tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglikka darajali gatorlar uchun yagonalik
teoremasini go‘llasak, ya’ni (x—xo)" ning oldidagi koeffitsiyentlarni nolga

tenglashtirsak,
2C, + p,C, +,C, =0,

3-2C; + py2C, +(p, +9,)C, +0,-C, =0,
(3.3.10)

(n+1)(n+2)C,, + D [4,,C; + (k+1)p,,C,a] =0
k=0
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tenglamalar ~ sistemasini  hosil gilamiz. Bundan foydalanib, C,-
koeffitsiyentlarni boshlang‘ich shartlar va p,,q, koeffitsiyentlar yordamida
yagona aniglash mumkin:

Co = Yo,

C = y(,)’

1 :
Cz :_E(poyo + qoyo)7

1 ' '
C, zg[po(poyo +0Yo) — Yo (Pr + o) — Yo, (3.3.11)

Berilgan (3.3.1) differensial tenglamaning

yl(o) =1, yl, (0)=0 (3-3-12)
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi
yl(x):1+ZCk(1)(x—xo)k, X=X,|< p (3.3.13)
k=2
ko‘rinishda bo‘ladi. Bundan tashqgari (3.3.1) differensial tenglamaning ushbu
¥,(0)=1, v, (0)=0 (3.3.14)
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi
yz(x):x—xo+2Ck‘2’(x—xo)", X=X,|< p (3.3.15)
k=2

ko‘rinishda bo‘ladi.
(3.3.1) differensial tenglamaning vy, (x),y,(x) yechimlari chizigli erkli

bo‘lib, uning umumiy yechimi
y(x) =AY, (X) + Ay,(x), A; =const

ko‘rinishida yoziladi.

Faraz gilaylik,

ay,(x)+a,y,(x)=0, a, =const (3.3.16)
bo‘lsin. Bu tenglikda x=x, deb (3.3.12), (3.3.14) boshlang‘ich shartlardan
foydalansak,
a Y, (%) +a,Y,(%)=0, a +a,-0=0, 3 =0
Endi quyidagi
a,Y;(X) +a,Y,(x) =0
tenglikda x =x, deb
a-0+a,-1=0, a,=0

ekanligini topamiz. Demak, (3.3.16) tenglik fagat a =0,a,=0 bo‘lganda
bajarilar ekan. Shuning uchun vy, (x),y,(x) funksiyalar (3.3.1) differensial

tenglamaning F.Y.S ni tashkil giladi.
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4-§. Eyri tenglamasi
Ushbu

y'+xy=0 (3.4.1)
ko‘rinishdagi tenglamaga Eyri differensial tenglamasi deyiladi. Bu
differensial tenglama matematik fizikaning ko‘p sohalarida, shu jumladan
Kvant mexanikasining ayrim masalalarini o‘rganishda go‘llanilib kelmogda.
(3.4.1) tenglama o‘zgaruvchan koeffitsiyentli eng sodda differensial tenglama
bo‘lishiga garamasdan, u elementar funksiyalar yordamida yechilmaydi.
Lekin bu differensial tenglamada

p(x)=0, q(x)=x
bo‘lgani uchun, bu koeffitsiyentlar eng sodda golomorf funksiyalardir.
Shuning uchun (3.4.1) differensial tenglamaning yechimini

y(X) = ickx" (3.4.2)

darajali gator ko‘rinishida izlash mumkin. Avvalo (3.4.2) darajali gatorni
formal ravishda ketma-ket ikki marta differensiallab, so‘ngra topilgan y' va

y"-hosilalarni (3.4.1) tenglamaga qo‘ysak
D k=D X+ ¢ x =0, (3.4.3)

k=2 k=0
ya’'ni

D k+ Kk +Dg X" + > ¢ X =0
k=0 k=1

munosabat kelib chigadi. Bu tenglikda x ning oldidagi koeffitsiyentlarni
nolga tenglashtirib
c,-2-1=0,

c -k-(k-1)+c_,=0,

Corp (k+2)-(k+1)+c_, =0, (3.4.4)

sistemani hosil gilamiz. Bundan
1

- C. ., K=1,
(k+1)(k +2)

C, = 0, Chi2 =

ya’'ni
Cy :—#cm, k>3,
k(k +1)

munosabatlarni topamiz. Ko‘rinib turibdiki
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ey
- .
3m(3m-1)...3-2
D"
(3m+1)3m...4-3 "
(1) c,=0
, =0.
Bm+2)(3m+1)3m...5-4
Aytaylik, c, =1, ¢, =0 bo‘lsin. U holda
yl(o) =1, y1'(0) =0
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi (3.4.1) differensial tenglamaning
yechimi

1) C3m

2) Comu =

3) Camiz =

B 0 (_1)mx3m
%)= ;3m(3m ~1)..3-2 (3:4.5)

ko‘rinishdagi darajali gatordan iborat bo‘ladi.
Faraz qilaylik c,=0,c,=1 bo‘lsin. U holda (3.4.1) differensial
tenglamaning
¥,(0)=0,y,(0)=1
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi
© (_1)mx3m+1
()= Z; (3m-+1)3m(3m-1)...4-3 (3.46)
ko‘rinishdagi darajali gatordan iborat bo‘ladi.
3.4.1-teorema. (3.4.5) va (3.4.6) darajali gatorlar Vvxe (—,0)=R-
haqgigiy sonlar o‘gida yaginlashuvchi bo‘lib, ular yordamida aniglangan
y,(X),y,(x) funksiyalar (3.4.1) differensial tenglamaning F.Y.S ni tashkil

giladi.
Isbot. Avvalo (3.4.5) darajali gatorning yaginlashish radiusini ushbu
R = lim|-n
= a‘n+1
formuladan foydalanib hisoblaymiz:
Cy = L c
3m 0
3m(3m-1)...3-2
(_1)m+1
Cames = Co
Bm+3)(Bm+2)(3m+1)...3-2
.| Gy, (-D" (Bm+3)(Bm+2)...3-2
R=Ilim—"= : - =
mox|C, | mo<|3m(3m —1)...3- 2 (=™

_lim (Bm+3)(3m+2)(3m +1) Cw

m—oo 1
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Demak, (3.4.5) darajali gatorning yaginlashish radiusi R=o0 bo‘lgani
uchun u Vx e (—w0,0) oraligda yaginlashadi. Shunday qilib, (3.4.5) tenglik
yordamida aniglangan vy, (x) funksiya barcha tartibli hosilalariga ega bo‘ladi.
Bundan tashgari (3.4.7) formula bilan aniglangan vy,(x) funksiya (3.4.1)
differensial tenglamani ganoatlantirishini ko‘rsatish giyinchilik tug‘dirmaydi.
Xuddi shuningdek, (3.4.6) darajali qatorning Vxe(-,0) oraligda
yaginlashuvchi ekanligini hamda y,(x) funksiya (3.4.1) differensial
tenglamaning yechimi ekanligini ham ko‘rsatish mumkin.

Endi y,(x) va y,(x) yechimlarning chizigli erkliligini ko‘rsatamiz.
Buning uchun teskarisini faraz gilamiz, ya’'ni y,(x) va vy,(x) yechimlar
chiziqgli bog‘langan bo‘lsin. U holda ushbu

Cy,(x)+C,y,(x)=0, C?*+C? =0 (3.4.7)
tenglikni garaymiz. Bunda x=0 bo‘lsin. U holda vy, (0)=0, yl(O):—é
bo‘lgani uchun

1
—C,-——=0C,=0
1 32 1
bo‘lishini topamiz. U holda (3.4.7) tenglik
C,Y,(x)=0
ko‘rinishni oladi. Oxirgi tenglikni differensiallab
Czyz’(x)zo

hosil gilamiz va bunda x=0 deb
Czyz'(O) =0, C, (—%szo, C,=0
ekanini topamiz. Demak, (3.4.7) tenglik fagat C, =0, C,=0 bo‘lganda
bajarilar ekan. Shuning uchun y,(x) va y,(x) funksiyalar (3.4.1) differensial
tenglamaning F.Y.S ni tashkil gilar ekan. Endi y,(x) va y,(x) funksiyalardan
tuzilgan Vronskiy determinantini hisoblaymiz:
W (x) =W{y, (X), Y, (X)}‘ x:OZW(O) =1
Demak, (3.4.1) differensial tenglamaning umumiy yechimini
y(x) = C1y1 + Cz Y,

ko‘rinishda yozish mumkin ekan. Bu yerda C; - ixtiyoriy o‘zgarmaslar.

Mustaqil yechish uchun mashqglar /8], §18, Ne724-738; [21], §13,
MNe700-716.

5-§. Bessel tenglamasi

Ushbu
X2y +xy'+ (X2 —v?)y=0 (3.5.1)
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ko‘rinishdagi tenglamaga Bessel tenglamasi deyiladi. Bu yerda v-haqigiy
parametr. x=0 nuqta Bessel tenglamasi uchun regulyar maxsus nuqta
bo‘ladi. Bessel tenglamasi matematika va nazariy fizikaning bir gancha
masalalarida uchraydi. Bu paragrafda Bessel tenglamasining umumiy
yechimini qurish algoritmini bayon gilamiz.

Bessel tenglamasining yechimini

y(X) = X“chx", c, 20 (3.5.2)
k=0

ko‘rinishda izlaymiz. Avvalo bu darajali qgatorni formal ikki marta
differensiallab (3.5.1) tenglamaga qo‘yib « va c, larning giymatalarini

topamiz:
D ek +a)(k+a—Dx +> ¢ (k+a)xX " +(xX* =v*) DY ¢ X =0.
k=0 k=0 o

Bu tenglikda x ning darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni nolga tenglashtirib
a va c; larga nishatan tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:

(a* —v?)c, =0,
((a+1)?-v?)c, =0,

[(a +2)* —v?*]c, +¢, =0,
[(&+3)2 —v]c, +¢, =0,

ekanligini topamiz. Avvalo a=v>0 holni garaymiz. Bu holda ikkinchi
tenglamadan ¢, =0 va c,,, =0, vV p=1n hamda
(-D)°c,

“ = P s (v + 2). (v + )l
munosabatlarni topamiz. Bu yerda c,-ixtiyoriy son bo‘lgani uchun, c,  ni
1
2"'T'(v +1)

bo‘ladi. Bunda I'(p +1)-Eylerning “gamma” funksiyasi. Ushbu
I'(p+)=p, T(v+p+)=(v+D(V+2)..v+ pI'(v+2)
munosabatlardan foydalanib

p=12,..

soddalashtirish magsadida c, = deb olish magsadga muvofiq

153



222 P(p+)I(v+ p+1)’ '

tasvirni hosil gilamiz.
Dalamber belgisidan foydalanib va c,, , =0 ekanligini inobatga olsak

(3.5.2) darajali qatorning v>0, YxeR da yaqginlashuvchi ekanligini

ko‘rsatish mumkin. Bundan tashqari (3.5.2) formula bilan aniglangan y(x)

funksiyani (3.5.1) differensial tenglamani yechimidan iborat ekanligini ham

ko‘rsatish mumkin. Bu yechimga v tartibli 1-tur Bessel funksiyasi deyiladi

va J (x) kabi belgilanadi, ya’ni

R M

Jv (X) = Z F 2 !

= T(p+DI'(v+p+1)

Agar a=-v <0 bo‘lib, butun son bo‘lmasa, u holda xuddi shuningdek

(3.5.1) differensial tenglamaning yana bir (3.5.2) ko‘rinishdagi yechimini
qurish mumkin. Bu esa (3.5.3) tenglikda v ni —v ga almashtirish orgali

aniglanadi:

v=>0. (3.5.3)

R
NOEDY 2 ,
= T(p+YI'(-v+p+1)
Odatda J_, (x)-funksiyani v -tartibli 1-tur Bessel funksiyasi deyiladi.
Agar v>0 bo‘lib, butun son bo‘lmasa u holda, J (x) va J_ (x)
funksiyalar chizigli erkli bo‘ladi, ya’ni
cJ,(x)+¢c,J ,(x)=0, xeR
tenglik fagat c, =c,=0 bo‘lganda bajariladi. Shuning uchun v>0 bo‘lib,
butun son bo‘lmasa, J,(x) va J_ (x) funksiyalar (3.5.1) differensial
tenglamaning F.Y.S ni tashkil giladi hamda ushbu
y,(X)=cJ, (x) +¢c,J_,(x), c; =const

funksiya (3.5.1) Bessel tenglamasining umumiy yechimi bo‘ladi.

Agar v butun, ya’ni v=n Kko‘rinishdagi son bo‘lsa, u holda (3.5.4)
formula yarogsiz. Chunki, uning dastlabki n ta hadining maxraji cheksizga
aylanishi mumkin. Ammo (3.5.4) formulada v — n da limitga o‘tish mumkin:

! =0, p=0,n-1
I'(-n+p+1)
Har bir tayinlangan x larda

v>0 (3.5.4)

| o DO
0=t R

p=0
munosabat o‘rinli. Bunda p=n+m deb
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L noo (_1)m §2m+n__ )
I (0=D ;F(m+1)r(n+m+1)(2j =D,

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglik J (x) va J_ (x) funksiyalarning n ning
butun giymatlarida chizigli bog‘liq ekanligini ko‘rsatadi.

Butun n larda (3.5.1) tenglamaning ikkinchi chizigli erkli yechimiga 2-
tur n- tartibli Bessel funksiyasi deyiladi va Y. (x) orgali belgilanadi. Y. (x)

funksiyani Ostragradiskiy — Liuvill formulasidan foydalanib ham topish
mumkin. Bunga to‘xtalib o‘tirmasdan x —+0 da Y. (x) funksiya quyidagi

{cnx”[1+ 0], neN
Yn (X) = N
¢ InxL+0o@)], n=0
asimptotikalarni qanoatlantirishini e’tirof etamiz.

Shunday gilib butun v larda (3.5.1) differensial tenglamaning umumiy
yechimi

Y, (X) =¢,J, (X) +C,Y, ()

ko‘rinishda bo‘lar ekan.

Mustagil yechish uchun mashqlar /8/, §18, Ne739-741, 744-751.
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IV BOB. DIFFERENSIAL TENGLAMALAR SISTEMASI

1-§. O¢zgarmas koeffitsiyentli chiziqli bir jinsli differensial tenglamalar

sistemasi.
Ushbu
%: Ay, +a,Y, ++a, Y, (4.1.1)
by _ auY1+a,Y, ++a, Y.,
L dx

ko‘rinishidagi differensial tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin. Bu yerda
a,, j,k=Ln- hagigiy yoki kompleks sonlar, y;(x), j=Ln noma’lum
funksiyalar, x —haqiqiy erkli o‘zgaruvchi.

Quyidagi
A, Q, e a,
S S ECR T (412
anl an2 """ ann

y(X) = (yl(x)1 yz(x)v" . yn(X))Tlx S R;
ﬂ:(dh dy, dyn)T
dx “dx dx = dx
belgilashlardan foydalanib, (4.1.1) sistemani qulay ko‘rinishda yozish
mumkin:

W _py (4.1.3)
dx

bunda x e R, A-kvadrat matritsa, y(x)-noma’lum vektor-funksiya.
4.1.1-lemma. Agar y'(x) va y*(x) vektor-funksiyalar (4.1.3)

sistemaning yechimlari bo‘lsa, u holda y(x)=c,y'(x)+c,y?(x) vektor-

funksiya ham (4.1.3) sistemani yechimi bo‘ladi, bu yerda c;,c,- ixtiyoriy

o‘zgarmas sonlar.
Isbot. Lemma shartiga ko‘ra,

dy(x dy* dy®
)(/j(x ) _ Ay(x) = Cld_{(_'_CZ %‘ Ale Y () +Coy % (N)] =



Keyinchalik A-matritsani A:R" —R", A- chizigli akslantirishning R"
fazoning e,,e,,...,e, bazisdagi matritsasi deb hisoblaymiz. Berilgan (4.1.3)
sistema trivial y(x)=0 yechimga ega ekanligi ravshan. Biz (4.1.3)
sistemaning trivial bo‘lmagan yechimini

y(x) =e*h (4.1.4)
ko‘rinishida izlaymiz, bu yerda h=0 sonli vektor: h=(h,h,,---,h)".

Bu (4.1.4) tenglik orgali aniglangan y(x) vektor funksiyani (4.1.3)
sistemaga qo‘yib, Ae”*h= Ae™h, ya’ni

Ah=74h, h=0
chizigli algebraik tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz. Shuning uchun
chiziqli algebraning ayrim tushunchalarini bayon gilamiz.

4.1.1-ta’rif. Noldan fargli h e R" vektor uchun ushbu

Ah=2h (4.1.5)
munosabato‘rinli bo‘lsa, A4-songa A matritsaning xos giymati, h-vektorga
esa uning xos vektori deyiladi.

Ma’lumki, A matritsaning xos giymatlari ushbu

det(A—A1)=0 (4.1.6)
xarakteristik tenglamadan topiladi. Bu yerda | -birlik matritsa.

4.1.1-teorema. Agar A matritsaning 4, 4,,...,4, X0s giymatlari har xil
bo‘lsa, u holda uning hy,h,,...,h, xos vektorlari chizigli erkli bo‘lib, R"

fazoning bazisini tashkil giladi.
Bu teoremani quyidagicha ham bayon gilish mumkin.
4.1.2-teorema. Agar A- matritsaning 4, 4,,...,4, x0s giymatlari har xil

bo‘lsa, u holda shunday nxn-o‘lchamli xosmas T(detT =0) matritsa mavjud
bo‘lib, quyidagi

A 0 0 0
_ 0 4 0 0
TIAT=A= 4.1.7
004 -0 @40
0 0 O An
munosabato ‘rinli bo‘ladi. Bu yerda
T =(h,h,,....0,)

bo‘lib, h;- A matritsaning 4; xos giymatlariga mos keluvchi xos vektorlar.

4.1.2-lemma. Ushbu y(x)=e™h vektor-funksiya (4.1.3) bir jinsli

sistemaning yechimi bo‘lishi uchun A4 soni A matritsaning xos giymati, h
esa uning xos vektori bo‘lishi zarur va yetarli.
4.1.3-teorema. Agar A matritsaning 4;,4,,...,4, Xos giymatlari har xil

bo‘lsa, u holda:
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1) Ushbu
y(x) = c,e™h +c,e’?*h, +---+c,e’*h, (4.1.8)

vektor-funksiya (4.1.3) differensial tenglamalar sistemasining yechimidan
iborat bo‘ladi. Bu yerda c;- ixtiyoriy haqiqiy o‘zgarmas sonlar.

2) Agar y(x)-vektor-funksiya (4.1.3) sistemaning biror yechimi bo‘lsa,
u holda c,c,,...,c,-o‘zgarmaslarning shunday qiymatlari topiladiki y(x)
(4.1.8) ko‘rinishda bo‘ladi.

Isbot. Teorema birinchi bandining isboti 4.1.1-lemma va 4.1.2-

lemmadan kelib chigadi. Shuning uchun teoremaning ikkinchi bandini
isbotlaymiz. Buning uchun quyidagi

y(x) =Tz(x) (4.1.9)
almashtirishdan foydalanib, (4.1.3) sistemani
T dz(xx) — ATZ(x)

ko‘rinishda yozib olamiz. Bu tenglikning ikkala tamonini T *-teskari
matritsaga chap tamondan ko‘paytirib,

92() _ T ATo(),
dx
ya’'ni
9209 _ Az(x) (4.1.10)
dx

tenglikni hosil gilamiz. (4.1.10) differensial tenglamani koordinatalarda
yozsak,
Q00 _ o0 OO 4,
o a0 =T = AL (0=
sodda differensial tenglamalar hosil bo‘ladi. Bu tenglamalarni birin-ketin
yechib,

=A.2,(X) (4.1.11)

z,(x) =ce™, z,(x) =c,e™,---,z (X) = e™ (4.1.12)
funksiyalarni topamiz.
Agar R" fazoning birlik vektorlarini
f, =(1,0,0,...,0), f,=(0,1,0,...,0),..., f. =(0,0,0,...,2)
ko‘rinishda belgilab olsak, u holda z(x) =(z,,2,,...,2,)" vektor-funksiyani
ushbu
2(X) = cie™* f) +Ce 2 f, +---+c e (4.1.13)
ko‘rinishda yozish mumkin. Xosmas T matritsaning ustunlari A matritsaning
h; xos vektorlaridan iborat bo‘lgani uchun

158



munosabat bajariladi. (4.1.13) tenglikning ikkala tomoniga chapdan T
matritsani ~ ta’sir qildirish natijasida (4.1.3) differensial tenglamalar
sistemasining yechimini hosil gilamiz:

y(X) =Tz(X) = ce™Tf, +---+C e™Tf =

=ce™h +c,e”h, +---+ce™h.

Teoremaning bu bandini boshgacha ham isbotlash mumkin. Hagigatan

ham h,h,,...,h, vektorlar R" fazoda bazis tashkil gilgani uchun ushbu
y(x) =ay(x)hy + @y (x)hy +---+a, (x)h, (4.1.15)
yoyilma VxeR=(-o0,00) da o‘rinli bo‘ladi. Bu y(x)-vektor-funksiyani
(4.1.3) sistemaga qo‘yib
a () +a5(x)hy +---+a, (X)h, =a,(X) A, +a, (X)) Ah, +---+a,(X)Ah, =

= Aay () + A8, (X)hy +---+ Aya, (Xh,
munosabatni hosil gilamiz. h;,h,,...,h, vektorlarning chizigli erkliligini
¢’tiborga olsak, oxirgi tenglikdan quyidagi

a1 (X) = 4281 (X), 8z(X) = 482(X),....a5(X) = 4y (X)

sodda differensial tenglamalar kelib chigadi. Ularning har birini ketma-ket
yechib,

a, (x) =ce™,a,(x)=c,e™,...,a (x) =ce™
funksiyalarni topib olamiz. Topilgan bu funksiyalarni (4.1.15) tenglikka
qo‘yib,

y(x) = ce™h, +c,e”*h, +---+c,e’*h,

(4.1.3) sistemaning yechimini hosil gilamiz.

Aytaylik, A matritsaning barcha elementlari haqigiy sonlardan iborat
bo‘lsin. Bu holda (4.1.3) differensial tenglamalar sistemasining hagiqgiy
yechimlarini topish algaritmini bayon gilamiz.

4.1.3-lemma. Agar A-hagigiy elementli matritsa bo‘lib, A-soni uning
X0s giymati, h-esa uning xos vektori bo‘lsa, u holda 4 -xos giymatga, h-xos
vektor mos keladi.

Isbot. Shartga ko‘ra

Ah=h,h=0.
Bu tenglikda gatnashayotgan hadlarning kompleks qo‘shmasigao‘tib,
Ah=2h
munosabatni olamiz. A-haqiqiy elementli matritsa bo‘lgani uchun
A= (aij)i,j:ﬂ, = (aij)i’j:ﬁ] =A
o‘rinli bo'ladi. Bunga asosan yugoridagi tenglik ushbu
Ah=1h
ko‘rinishni oladi. Bundano‘z navbatida 4 soni A matritsaning xos giymati,
h -esa uning xos vekroti ekanligi kelib chigadi.
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Agar 1 xos giymat haqiqiy son , ya’ni A=A bo‘lsa, u holda h xos
vektorni haqiqiy gilib tanlash mumkin. Shunday qilib biz
y(x) =e*h
haqiqiy yechimga ega bo‘lamiz.
Agar 4 xos qiymat kompleks son bo‘lsa, u holda
y(x) =e*h
ham kompleks bo‘ladi. Bu yechimlarning haqiqiy va mavhum qismlari
y1(x) = Re{e™h}, y, (x) = Imfe”h}
ham (4.1.3) differensial tenglamalar sistemasining yechimlaridan iborat
bo‘ladi. Bundan tashqari (4.1.3) sistema kompleks qo‘shma
y=e*h
yechimga ham ega bo‘ladi. Bu yechimning hagiqiy va mavhum gismlari
Re{e™h}= y1(X), Im{e**h}= =Y2(X)
ko‘rinishda bo‘lib, (4.1.3) sistemaning haqiqiy yechimlar juftligini beradi.

Berilgan (4.1.3) differensial tenglamalar sistemasining haqiqiy
yechimlari quyidagicha topiladi. Buning uchun A matritsaning barcha
hagigiy xos gqiymatlarini A,4,,...,4 orqgali, kompleks xos qiymatlarini
Ats Matr Aenor Aanr--. Orgali belgilab olamiz. U holda (4.1.3) differensial
tenglamalar sistemasining ixtiyoriy hagigiy yechimi

y(x) =ce®™h +c,e?h, +---+ce*h +c , Re{fe**h I+
+Cp g IMfe™ ™ 3+ (4.1.16)
ko‘rinishda bo‘ladi.

Shunday qilib, A matritsa har xil xos giymatlarga (ya’ni oddiy) ega
bo‘lgan holda, (4.1.3) differensial tenglamalar sistemaning barcha
yechimlarini topish algaritimi quyidagi bosqichlardan iborat bo‘ladi:

1. A matritsaning barcha oddiy xos giymatlari ushbu

A(A) =det(A-A1)=0
xarakteristik tenglamadan topiladi.
2. Ushbu
Ah; =4;h;
algebraik tenglamalar sistemasini yechib, h, h,,..., h,- xos vektorlar topiladi.

3. Nihoyat, (4.1.16) formula bo’yicha (4.1.3) differensial tenglamalar

sistemasi yechimi topiladi.

2-§. O¢zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli differensial
tenglamalar sistemasini karrali xos giymatlar holida yechish algoritmi

1. Aytaylik R" fazoda berilgan simmetrik bo‘lmagan A chizigli
operatorning biror {e;,e,,---,e,} bazisdagi matritsasi ushbu
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A=(a,), j,k=1n

ko‘rinishda bo‘lib, u k karrali 4 xos giymatga ega bo‘lsin. U holda uning
chizigli erkli xos vektorlari soni k dan kam bo‘ladi. Shuning uchun A

matritsaning xos vektorlari R" fazoning bazisini tashkil gilmaydi. Ammo R’
fazosining Jordan bazisini tuzish mumkin. Buning uchun Jordan katagi va
zanjiri hamda yopishgan (yoki ergashgan) vektor tushunchalarini bayon
qilish zarur.

4.2.1-ta’rif. Ushbu

A10--0

0410
J:

00024

ko‘rinishdagi matritsaga Jordan katagi deyiladi. Bu matritsa k karrali yagona
A Xos giymatga ega bo‘lib, k uningo‘lchamini bildiradi.

J matritsaning A xos giymatiga mos keluvchi barcha xos vektorlarini
topaylik. Buning uchun ushbu

IX =X, X= (X, Xpyee0r X )
tenglamaning nolmas yechimlarini topamiz. Bu tenglamani koordinatalarda
yozib, quyidagi
AX Xy = AX AKX, + X = AKy o AX X = AX , AX = AX,

tenglamalarni hosil gilamiz. Bunda  x,=0,%3=0,...,x, =0 bo‘lib, x,-
Ixtiyoriy son. Shuning uchun J matritsa yagona

f, =(10,0,...,0)"
xos vektorga ega bo‘ladi. R" fazoning bundan boshga

f, =(010,...,0)", f; =(0,010,....0)" ..., f, =(0,0,0,...)"
birlik vektorlariga J matritsa quyidagicha ta’sir giladi:
Iy = Af, I, = Af, + .. I =Af + f 4.
Aytaylik, A2 soni A matritsaning k karrali xos qiymati bo‘Isin.
4.2.2-ta’rif. Ushbu

Ah =Ah, h #0,

Ah, = 4h, + hy,

Ah; = Zh; +h,,

Ah, =2h, +h 4
tengliklarni  ganoatlantiruvchi  {h,h,,...,h,} vektorlar sistemasiga A
matritsaning Jordan zanjiri deyiladi. Bunda h, - A-matritsaning xos vektori,
h,,h,,...h vektorlarga esa unga yopishgan vektorlar deyiladi.
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Demak, yuqoridagi f, f,,..., f, vektorlar J Jordan katagining Jordan
zanjirini tashkil giladi.

4.2.1-teorema (Jordan). Ixtiyoriy A matritsaning barcha Xxos
giymatlariga mos keluvchi Jordan zanjiridan tuzilgan vektorlar sistemasi R"
fazoning bazisini tashkil giladi.

Endi A matritsaning Jordan bazisidagi ko‘rinishini ifodalovchi tasdigni
keltiramiz.

4.2.2-teorema. Ixtiyoriy A matritsa uchun, shunday xosmas
T (detT =0) matritsa topilib, quyidagi

J .. 0 0
capr |0 2 o O
0 0 .. J

tengliko‘rinli bo‘ladi. Bu yerda J,,J,,...,J; matritsalar mos ravishda

ki,Ky,...k; o‘lchamli Jordan kataklaridir:

j

4 1000
04 100
N Y
000 4 1
000 -0 A4

Bunda k; +k,+,...,+k, =n bo’lib, {4;}}, —A matritsaning k;, j=1n Karrali
X0s giymatidir.

2. Quyidagi n noma’lumli n ta differensial tenglamalar sistemasini
garaylik:
d
=AY Y00 = (5002 (9, ¥ 0 (4.2.2)

xeR, A=(a;,), a, =const, jk=1n.

Bu yerda A-o‘zgarmas simmetrik bo‘lmagan matritsa, y(x)-noma’lum
vektor-funksiya. Faraz gilaylik, 2 soni A matritsaning k karrali xos giymati
bo‘lib, h;,h,,hs,....n, vektorlar uning Jordan zanjiridan iborat bo‘lsin. U
holda bu Jordan zanjiriga (4.2.1) differensial tenglamalar sistemasining k ta

yechimi mos kelishini ko‘rsatamiz. Buning uchun, avvalo ushbu

%: 3z, 2(X) = (2(X),....z, (X))" (4.2.2)

differensial tenglamalar sistemasining yechimini topamiz. Bunda J-Jordan
katagidan iborat. (4.2.2) sistemani koordinatalarda yozamiz:
2y =2 + 7,

162



Z, =Azy.
So‘ngra bu differensial tenglamalarni oxirgisidan boshlab ketma-ket
yechamiz:
7, (¥) =ce™,

X
A A A
z,,(X)=c " +c xe” = (ck_l +C, ije -

X Xk_l AX
2, (X) = Cl"'CZi"'"""Ck kD! e,

Demak, (4.2.2) differensial tenglamalar sistemasining ixtiyoriy yechimini
2(x) =,z () + ¢,z@ () + -+ ¢,z* (x)
ko‘rinishda yozish mumkin ekan. Bu yerda
70 (x) =e™ 1,

X
2 (x) = e’”( f, 4 fl),

bo’lib, f;, f,,...,f, vektorlar J matritsaning Jordan zanjiridan iborat.

Quyidagi
R(X)=f;,

X
P,(x) = f, +£ f,,

Xk—l
+ 1
(k —1)!
belgilashdan foydalansak, yuqoridagi tengliklarni
29 (x) =e*R (%), 212 (x) =e™P,(x),
7¥(x) =e™Ry(x),....,2% (x) = ™R, (%) (4.2.3)
ko‘rinishida yozish mumkin. P;(x), j =1k vektor-funksiyalar ushbu
dP; ()
dx
tenglikni ganoatlantiradi. {f, f,,...,f,} -vektorlar-sistemasi J matritsaning
Jordan zanjirini tashkil gilgani uchun
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JP;(X) = AP, (X) + P, (X)

munosabat bajariladi. Hagigatan ham:
k-2

X X
JPJ(X):JTJ +i\]fj_1+"'+ Jf2+

(k—2)!

Xk—l

+
(k 1!
k-2 k

X X
+ «=2) 2)!(11‘2 + )+ = _1)!Af1 =

k-1 k-2
=A f. +XfJ_1+-~+X—f1 + fj_1+§fj_2+-~+ X f, |=
il (k =) il (k —2)

Endi, quyidagi ayirmani hisoblaymiz:
dZ(j)(X)
dx
= 2e™P; (x) +e™P;_1(x) — 26™P; (x) —e™P;_y(x) =0.
Demak, zW(x),j=1k vektor-funksiyalar (4.2.2) differensial
tenglamalar sistemasining yechimidan iborat bo‘lar ekan.
Nihoyat, A matritsaning k karrali 4 xos giymatiga mos keluvchi
h,h,,...h, Jordan zanjiriga (4.2.1) differensial tenglamalar sistemasining k
ta yechimi mos kelishini ko‘rsatamiz. Buning uchun quyidagi

y1(X) = eﬂxhl = e/IXQl(X),
Yo (X) = e™ (% hy + hzj = e/lez (X),
.................................. (4.2.4)
w[ X X X x
Y (x)=e ((k _1)!hl+ (k _2)!h2 +"'+£hk L +h ] e Q, (X)

vektor-funksiyalarni tuzib olamiz.
4.2.1-lemma. Ushbu

yj(\)=e”Q;(x), j=1k
ko‘rinishdagi vektor-funksiyalarning har biri (4.2.1) differensial tenglamalar
sistemasining yechimidan iborat bo‘ladi.
Isbot. Lemmaning isbotini k>2 hol uchun keltiramiz (k=1 hol
ravshan ). Q;(x), j=1k vektor-funksiyalarning aniqglanishiga ko‘ra
dQ; (x)
dx

3y = Jf, +f11+l(lfjl+f ) )+

dP; (%)
X

— 3z (x) = 2e™P; (x) + ™ —e™IP; (x) =

=Qj1(x), =Lk
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munosabato‘rinli. Yugqoridagi hy,h,,....,h, vektorlar Jordan zanjirini tashkil
gilgani uchun, ushbu
AQ; (x) =1Q;(x) + Qj_1(X)
tenglik bajariladi. Bundan foydalanib quyidagi ayirmani hisoblaymiz:
¥ (X) = Ay; () = 26™Q; () +e™Qj (x) -
—e™AQ;(x) = 2™Q; (X) + 26™Q; 1 (X) -
— 2e™Q; (x) —e™Q;_1(x) =0.
Demak, y;(x)=e™Q;(x), j=1k vektor-funksiyalar (4.2.1) differensial
tenglamalar sistemasining yechimi bo‘lar ekan.
4.2.3-teorema. Aytaylik, R" fazoning Jordan bazasi A matritsaning k;
karrali A

j
ky + Kk, +---+k,, =n Jordan zanjiridan iborat bo‘lsin. U holda ushbu

y(x) = ge/ljx [Cl(j)Ql(j) (X) + C2(j)Q2(j) (X) +--+ ij (j)ij (1) (X)] (4.2.5)
j=1

x0s giymatiga mos keluvchi m ta h”,h7, .., hkj“), 1<j<m,

vektor-funksiya (4.2.1) differensial tenglamalar sistemasining yechimidan
iborat bo‘ladi. Bu yerda c{P,c{V, .. Clﬁj),jzl,_m- ixtiyoriy hagiqiy
o‘zgarmaslar.

2) Agar vy(x) vektor-funksiya (4.2.1) differensial tenglamalar
sistemasining biror yechimi bo‘lsa, u holda shunday C”, C;”,..., C” haqiqiy
o‘zgarmas sonlar topilib, bu y(x) yechim uchun (4.2.5) tasviro‘rinli bo‘ladi.

Isbot. Teorema birinchi bandini isboti 4.2.1-lemma va superpozitsiya
prinspidan kelib chigadi. Shuning uchun teorema ikkinchi bandining isbotini
keltiramiz.

Faraz qilaylik, y(x) vektor-funksiya (4.2.1) differensial tenglamalar

sistemasining biror yechimi bo‘lsin. Har bir xeR larda y(x) yechimni R’
fazoning Jordan bazasi orgali yoyish mumkin:

00 = 3D 000D + 60 (0 4+ &0 (00| (4.2.6)
j=1 J J

Bu y(x) vektor-funksiyaning (4.2.6) ifodasini (4.2.1) differensial tenglamalar
sistemasiga qo‘yib Jordan zanjirining ta’rifidan foydalansak

‘[ cf’)(x)hl(n d&f (x) D 4 gk“)() h(D)

+

, dx %

m . . . . . .
- z[gf”(x)Aqﬂ) +ED)ARD .4 5k(;)(x)Ah§JD =
j=1 '
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:El[ff”(x)ﬂ«jhf”+~§z(”(><)(/1,-h§”+h1(”)+ +§k1)(x)( h(f)+h§f)_1)]=
S 25000+ 2P 0D + (1,68 () + £ (O gD +
=

+( 5(1)1(X)+5 J>(X)}1(J> J)(X)ljhéi)J
munosabat kelib chigadi. Har bir y(x) vektorni Jordan bazisi bo‘yicha (4.2.6)
yoyilmasining yagonaligidan quyidagi
deW (x . .
B0+ 0 (),

dg(x) _
dx

2,0 (x)+ 9 (x),

) _
— =500+ 6 (9,
d&P (%) |
i _ 2. £())
=450
m ta differensial tenglamalar sistemasi kelib chigadi. Bu sistemani quyidan
yugoriga garab yechsak,
5000 =cPe,

0,09~ [Cm +C(J>]J |

ki—1
. . . X . X /1
51(1)()():[(:1(]) +C§J)i+_,_+cé!)—:le JX,

j:1,2,...,m, J:l’_rn
tengliklar hosil bo‘ladi. Topilgan &”(x), j=Lm funksiyalaring bu

ifodalarini (4.2.6) yoyilmaga go‘yib, y(x) yechimning (4.2.5) ko‘rinishda

tasvirlanishiga ishonch hosil gilamiz.
Mustaqil yechish uchun mashqlar [21], §14, Ne726-752; [8], §22,
No802-807.
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3-§. O‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqli bir jinsli bo‘lmagan
differensial tenglamalar sistemasi

Quyidagi
%:Ay+ f(x), xe(ab)<R (4.3.1)

ko‘rinishdagi differensial tenglamalar sistemasini garaylik. Bu yerda
y(X) = (y1(X),....¥a (X)) -noma’lum vektor-funksiya, A=(a,), a, =const

jk=1n-berilgan o‘zgarmas matritsa,  f(x)=(f,(x),....f,(x))" -berilgan
uzluksiz vektor-funksiya.
Aytaylik, y,(x) vektor-funksiya (4.3.1) sistemaning biror yechimi
bo‘lsin. U holda (4.3.1) tenglamaga ushbu
y(X) =2(X) + Yo (X)
almashtirishni qo‘llasak,

dz(xx) N dyg)EX) = AZ(X) + Yo (X)) + F(X) = AZ(X) + Ayy (X) + f(X)

munosabat hosil bo‘ladi. Shartga ko‘ra y,(x) vektor-funksiya (4.3.1)

tenglamani ganoatlantiradi, ya’ni

dyo(x)
T Ay (X) + f(x).

Shuning uchun yugoridagi tenglikdan ushbu

dz() _ Az(x) (4.3.2)
dx

bir jinsli differensial tenglama kelib chigadi.

Agar (4.3.2) bir jinsli sistemaning z(x),...,z,(x) chizigli erkli
yechimlari ma’lum bo‘lsa, u holda uning umumiy yechimi

2(X) =129 (X) + €225 (X) + -+ + €2, (X)
ko‘rinishda bo‘lishi oldindan ma’lum. Bu tenglikda c,-ixtiyoriy hagiqiy
o‘zgarmas sonlar. Demak, (4.3.1) sistemaning umumiy yechimi
Y(X) =123 (X) +CaZ5(X) + -+ €z, (X) + Yo (X) (4.3.3)

ko‘rinishda ifodalanar ekan.

4.3.1-lemma. Agar y,(x) va y,(x) vektor-funksiyalar mos ravishda

quyidagi

dy;(x)
dx
tenglamalarning yechimlari bo‘lsa, u holda y(x)=y;(x)+Yy,(x) vektor-
funksiya ushbu

=Ay;()+ fj(x), j=12

dy
L =Ay+ f,(X)+ f (X
I y+ f1(x) + f5(X)
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ko‘rinishdagi tenglamaning yechimidan iborat bo‘ladi.
Isbot.

dy _dyy  dyp
dx dx dx
= Ay, + Y,)+ F.() + F,(X) = Ay + f,(X) + f,(X).
Avvalo quyidagi xususiy hollarni ko‘rib chigamiz.
1. Aytaylik, 2 soni A matritsaning k karrali biror xos giymati bo‘lib,
unga h,h,,...h - Jordan zanjiri mos kelsin.
4.3.1-teorema. Faraz qgilaylik, (4.3.1) tenglamada
£ () =e[P® (hy + PP (hy +--+ PX (0N
ko‘rinishdagi vektor-funksiya bo‘lsin. U holda (4.3.1) differensial
tenglamalar sistemasining ushbu
e Q. (X), u#4,
y(x) ={ » ~
Xe Qm+k—1(x)’ ,u_ﬁ“
ko‘rinishdagi yechimi mavjud va yagona. Bu yerda P (x),P{9(x),...,P%* (x)
darajasi m dan oshmaydigan berilgan ko‘phadlar, Q, (x) va Q,...,(X-
ko‘phadlarning darajalari mos ravishda m va m+k —1.
Isbot. (4.3.1) differensial tenglamalar sistemasining yechimini

y(x) = Zg ;00h, (4.3.4)

ko‘rinishda izlaymiz. (4.3.4) vektor-funksiyani (4.3.1) tenglamaga qo‘yib,
Jordan zanjirining ta’rifidan foydalansak,

Zg'j(x)hj =Z§j(x)Ahj +

+6 > PI (x)h; = A& (X)h, +

=

+Zk:§j(x)[zhj +hj_1]+eﬂxzk: P (x)h,
j=2 j=1

munosabat hosil bo‘ladi. Bundan va hj,h,,...h vektorlarning chizigli
erkliligidan quyidagi
& (%) =25 (%) + & (0 +e“ R (%),
Get (0= A1 () + & (X) + YD (x)
& ()= 28 (x) +e“R (x) (435)

ko‘rinishdagi differensial tenglamalar kelib chigadi. Bu tenglamalarni
quyidan yuqoriga garab yechamiz.

= Ay, + f1(X) + Ay, + f,(X) =
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Agar 1+ u bo‘lsa, u holda bu differensial tenglamalarning
& (x) = QY (X), ..., &(X) =" QF (x)
ko‘rinishdagi  xususiy yechimlari mavjud va yagona. Bu yerda
QP (x),..., Q¥ (x)- ko‘phadlarning kamida bittasining darajasi m ga teng.
Topilgan &;(x) larning bu ifodalarini (4.3.4) yoyilmaga qo‘yib, (4.3.1)
differensial tenglamalar sistemasining yechimini
K .
y(x) =& Q5 ()h; =#Qp, (x)
j=1
ko’rinishda topamiz.
Agar A= u bo‘lsa, u holda (4.3.5) tenglamalarning

& (%) = xe" QY (%), &y (¥) = X" Q" (%), ..., & (X) =xe Q4 (X)
ko‘rinishdagi xususiy yechimlari mavjud va yagaona. Bu Yyerda
Q¥ (x),..,QY, ,(x) mos ravishda m,...,m+k —1 darajali ko‘phadlar. Topilgan
&;(x) larning bu ifodalarini (3.4.4) yoyilmaga qo‘yib,

k
y() =xe" > QU ()h; =£*"XQ.,+(¥)
j=1

(4.3.1) differensial tenglamaning yechimini topamiz.
2. Endi umuniy holni garaymiz.
4.3.2-teorema. Aytaylik, (4.3.1) sistemada

f (x)=e*P,(X)

ko‘rinishda bo‘lsin. Bunda P, (x) m-darajali vektor ko‘phad. U holda (4.3.1)
differensial tenglamaning

y(x) = e#XQm+k (X) (436)
ko‘rinishdagi yechimi mavjud. Bu yerda Q. (x)—(m+k) darajali vektor-
ko‘phad bo‘lib, agar ¢ soni A matritsaning xos qiymati bo‘lmasa, k =0, agar
4 soni A matritsaning r karrali xos giymatidan iborat bo‘lsa, k=r deb
olinadi. Bundan tashqgari Q.. (x) ko‘phadning koeffitsentlari no‘lchamli
sonli vektorlardan iborat.

Isbot. Aytaylik, A matritsa k; karrali A; xos giymatga ega bo‘lib, R"
fazoning Jordan bazisi mta h”,h,% ... h P j=1m- Jordan zanjiridan iborat
bo‘lsin . Ushbu P, (x) vektor-ko‘phadni Jordan bazisi bo‘yicha yoyamiz:

P (x) :Z[pl(j)(x)hl(j) + PO )P 44 ij(j)(x)hkj(j):|'
j=1

Bunda RW(x),..., ij(”(x), j=1,m ko‘phadlarning ichida kamida bittasi m-
darajali. Agar
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vektor-funksiya ushbu
dy D

dx
ko‘rinishdagi differensial tenglamaning yechimi bo‘lsa, unda quyidagi

y(9=2 y"(x)

funksiya (4.3.1) sistemaning xususiy yechimi bo‘ladi.

Faraz gilaylik, 4,4,,....4; <qg<n) lar A matritsaning xos giymatlari
bo‘lsin.

Agar u#A;,Vj=1q bo‘lsa, u holda (4.3.7) bir jinsli bo‘lmagan
sistema 4.3.1-teoremaga asosan

y () =eQ;j (%)

ko‘rinishdagi xususiy yechimga ega bo‘ladi. Bu yerda Q; ,(x) darajasi m ga
teng vektor-ko‘phad.

Agar =2, bo‘lsa, u holda (4.3.7) tenglama 4.3.1-teoremaga asosan

YW () = xe"Q;j 1 (¥)
ko‘rinishidagi xususiy yechimga ega bo‘ladi. Bunda Q. ;(x)-darajasi
(m+k-1) ga teng vektor-ko‘phad. Qaralayotgan holda (4.3.7)
tenglamalarning qolganlari
y (x)=eQ;j ()

ko‘rinishdagi xususiy yechimga ega bo‘ladi. Bu yerda Q; ,(x)-darajasi m ga
teng bo‘lgan vektor-ko‘phad. Bu mulohazalardan va superpozitsiya
prinspidan (4.3.1) sistema (4.3.6) ko‘rinishdagi xususiy yechimga ega
ekanligi kelib chigadi.

4.3.1-izoh. Amaliyotda (4.3.6) ko‘rinishdagi yechimni anigmas
koeffitsiyentlar usulidan foydalanib ham topish mumkin.

_ Ay +e“X[P1(j)(x)h1(j) s ij(j)(x)hkj(j)] (4.3.7)

4-§. O‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli bo‘lmagan differensial
tenglamalar sistemasini anigmas koeffitsiyentlar usulida yechish

Bir jinsli bo‘lmagan ushbu
% = Ay +e** P (x) (4.4.1)
X
ko‘rinishdagi differensial tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin. Bu yerda

P, (x)-darajasi m ga teng bo‘lgan
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P,(X)= Zm: Px! (4.4.2)

ko‘rinishdagi vektor-ko‘phad, P,, j = 0,m, o‘zgarmas vektorlar, s =const.
Quyidagi ikki hol bo‘lishi mumkin.
1. Rezonansmas hol. Bunda x soni A(A)=det(A—Al)=0 xarakteristik
tenglamaning ildizi bo‘lmaydi, ya’ni A(u)=0 bo‘ladi. U holda (4.4.1)
differensial tenglamalar sistemasi

y(x) :eﬂXQm (X) (443)
ko‘rinishdagi xususiy yechimga ega bo‘ladi. Bunda Q,,(x), m-darajali
ko*phad.

Q,, (x) ko‘phadni quyidagi

Q, (x)= qu X! (4.4.4)

j=0

ko‘rinishda izlaymiz. Bu yerda q;-noma’lum o‘zgarmas vektorlar. (4.4.1) va
(4.4.3) munosabatlardan

e Q, (0 +e T2 2 aemQ (9 + P, ()

tengliklarni hosil gilamiz. Bu tenglikning ikki tamonini e #0 ga bo‘lib,
ushbu

Q) ~ AQ, (9 = Py (9 - 122 (4.4.5)
munosabatni topamiz. Avvalo (4.4.5) tenglikni quyidagi
d
et = A () = P (- T3 (4.4.6)
m m-1

ko‘rinishda yozib olamiz. So‘ngra bu tenglikning ikki tomonidagi x™, x
darajalar oldidagi mos koeffitsiyentlarni tenglashtirsak,
|44 = At = P,
H/UI - A”Qm—l = Pm_y — My, (4-4-7)

tenglamalar sistemasi hosil bo‘ladi.
Shartga ko‘ra, A(x)=0 bo‘lgani uchun |ul — A|™ teskari matritsa
mavjud. Shuning uchun (4.4.7) sistemaning birinchi tenglamasidan

O =|td = A Py (4.4.8)
noma’lumni, ikkinchisidan esa

o =]t = AL By~ (e =A%), (4.4.9)
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noma’lumni topamiz. Bu jarayonni davom ettirib, g;,i=0,m noma’lum

vektorlarning barchasini topish mumkin.
2. Rezonans hol. Bunda x soni A(4) =det(A- Al) =0 xarakteristik teng-

lamaning ildizi, ya’ni A(x)=0 bo‘ladi. Bundan tashgari A matritsa fagat

oddiy xos giymatlarga ega bo‘lsin. U holda (4.4.1) differensial tenglamalar
sistemasining xususiy yechimi

y(x) =e“x- Qn(X) (4.4.10)
ko‘rinishida bo‘ladi. Bu yerda Q_ (x) —m darajali vektor-ko‘phad. Avvalo

ushbu
y(x) =Tz(x)
almashtirishdan foydalanib, (4.4.1) sistemani n=2 holda

dz

d_Xl =z + e f(x)

‘jjﬁ _ Az, + €75, (X) (4.4.12)
X

ko‘rinishga keltiramiz. Bu yerdagi f (x) ko‘phad T7*P, (x) ning mos
komponentasi. (4.4.11) tenglamalarning har biri uchun xususiy yechimni

Z(X) = xQp, (X)eﬂx =e/”. Qm-1(X)
ko‘rinishda izlaymiz. Bu yerda Q. ,(x) — m+1 darajali ko‘phad.

5-§. Misollar yechish namunalari

4.5.1-misol. Ushbu
dy,

Tl
dy, _
dx ~h

bir jinsli differensial tenglamalar sistemasining yechimi topilsin.

Yechish. Awvalo berilgan differensial tenglamalar sistemasining
matritsasini tuzib olamiz:
01

1 0

Bu matritsaning xos giymatlarini va xos vektorlarini topamiz. Buning uchun
ushbu

Ah=Jh, h;tO.,h:(hl]
h2

tenglamani garaymiz. Oxirgi tenglamani koordinatalarda yozamiz:
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hp=Ah,  [h,—2h =0,
h, = h,, {hl—zhzzo.
Ma’lumki, bir jinsli algebraik tenglamalar sistemasi nolmas yechimga ega
bo‘lishi uchun, uning asosiy diterminantining nolga teng bo‘lishi zarur va
yetarli.
Shuning uchun

1 -2
Oxirgi kvadrat tenglamani yechib, A matritsaning xos giymatlarini topamiz:
A =1 4, =-1.Endi 4, =1 xos giymatga mos keluvchi

-2 1 )
=0, 22-1=0.

X0s vektorni topamiz. Ushbu
—X, + X, =0,
X —X%,=0

: : : 1 : :
sistemasidan x; =1, x, =1,ya’ni h =(J xo0s vektorni topamiz.

A, =—1 X0Ss giymatga mos keluvchi h, xos vektorni topish uchun ushbu

X, + X, =0,
X +X,=0

sistemani hosil gilamiz. Bu sistemadan X, =1, X, =—1,ya’ni hzz( 11] X0S

vektorni topamiz. Endi berilgan differensial tenglamalar sistemasining
ixtiyoriy yechimini quyidagicha yozish mumkin:
y(x) =C,e™*h, + C,e"2*h, =

1 1
= Clexhl + Cze_xhz = Clex(lj + Cze_x(_ 1] ==
[Ce" +Che"
Ce* -C,e™* |
y;(X)=C,e* +C,e7%,

Y, (x)=C.e* —C,e™".
Bunda C, ,C, —ixtiyoriy haqiqiy o‘zgarmas sonlar.

ya'ni
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4.5.2-misol. Ushbu
dy,

dx :3y1_2y2’
d
%Z Yit+Y,

differensial tenglamalar sistemasining yechimini toping.
Yechish. Berilgan sistemaning koeffisiyentlaridan
3 -2
A=
1 1

matritsa tuzib, uning xos giymatlarini hamda xos vektorlarini topamiz:

Ah=ih  h= le,

X2
3X, — 2X, = AX,,
{x1+x2 =AX,,
(B-A)x —2x%, =0, 3-4 -2
{x1+(1—/1)x2 =0, 1 1—/1‘:

Ushbu 42 —44+5=0 kvadrat tenglamani yechib, Ao =21 Xos giymatlarni
topib olamiz. Endi 4, =2+i xos giymatga mos keluvchi h =[X1J X0S
X2
vektorni topish bilan shug‘ullanamiz:
@-1)x —2x, =0,
X, —(@+1)x, =0,
Bunda x, =1 deb, x, =1+i ni topamiz. Bu holda xos vektor

1+1
h =
)
ko‘rinishida bo‘ladi. Bu xo0s giymatga berilgan sistemaning

: N (141
_ A@2+D)Xxp/ _ S(2+1)X
X)=¢€ =€
y(x) My (1 j

ko‘rinishidagi xususiy yechimi mos keladi. Bu xususiy yechimning haqiqgiy
va mavhum qismlari ham berilgan differensial tenglamalar sistemasining
xususiy yechimlari bo‘ladi:

Re{y(x)}=Refe@**h, |= Re{e(2+i)XG+ ')} _ eZX(Cosx —sin Xj’

COSX

Im{y(x)} = |m{e(2+i)xhl}: |m{e(z+i)xﬁ+ Ij} _ eZX(Cosx +sin x] |

sin X
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y(X) =C, Re{e(2+i)xh1}+ c, |m{e(2+i)xh1}:

(cosx—sin xj » (cosx+sin xj »
:Cl e + C2 R e .
COSX sin x

Bu yerda C,,C,-ixtiyoriy haqiqiy o‘zgarmas sonlar.

4.5.3-misol. Ushbu

d
d>)/(1 :ZY1+ Yo
d
%:—y1+4y2

bir jinsli differensial tenglamalar sistemasining yechimini toping.
Yechish. Berilgan  differensial ~ tenglamalar  sistemasining
koeffitsiyentlaridan

2 1
iy
matritsani tuzib olamiz va uning xos giymatlarini hamda xos vektorlarini
hisoblaymiz. Buning uchun

X
Ah=4h, 0zh-= ,
Xy

tenglamani garaymiz va uni koordinatalarda yozib, quyidagi
2X, + X, = AX,
{—xl +4X, = AX,
sistemani hosil gilamiz. Bundan
(2-A)x, +x, =0,
{—xldr(4—/1)x2 =0
bir jinsli tenglamalar sistemasi kelib chigadi. Ma’lumki, bir jinsli sistema
nolmas yechimga ega bo‘lishi uchun, uning asosiy diterminantining nolga
teng bo‘lishi zarur va yetarli. Shuning uchun
2—-1 1
-1 4-21
xarakteristik tenglamani yechib, 4 = 2, = 3 karrali xos giymatni topamiz.
Endi 4 =3 xos giymatga mos keluvchi h=(x, % )" -xos vektorni
aniqlaymiz. Bunda r(A)=1 bo‘lgani uchun,
(2-3)x; + X, =0, — X + X, =0
tenglamadan x, =1 deb, x, =1 ni, ya’ni

¥
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Xo0s vektorni topamiz.
Nihoyat, A =3 karrali xos qiymatga mos keluvchi
yopishgan(ergashgan)
vektorni topamiz. Buning uchun ushbu
Ah, =3h, +hy
tenglamani garaymiz. Bu bir jinslimas tenglamani koordinatalarda yozamiz:
2a+b=3a+1, b-a=1
{—a+4b=3b+1, {b—azl.
Bunda a=0 deb, b=1 ga, ya’ni

yopishgan vektorga ega bo‘lamiz.
Yuqoridagi mulohazalar asosida berilgan differensial tenglamalar
sistemasining xususiy yechimlari

) ) 1 e3x
S
Y@ (x)=e*(h, + xh) = HO] " x(lﬂ _ e [X j
1) x+1

ko‘rinishida bo‘lishiga ishonch hosil gilamiz.
Demak, berilgan sistemaning ixtiyoriy yechimi

C.e% + C,xe®
y(x)=CyyP () +Coy @ (x)=| ’
C.e¥ +C,(x +1)e**

_ C; +Cyx
C,+Cy(x+1)

ko‘rinishida bo‘lar ekan. Bunda C,,C,-ixtiyoriy haqiqiy o‘zgarmas sonlar.
4.5.4-misol. Quyidagi

d
d_)::ZY2+Y3'
d
d
f—h"')@

differensial tenglamalar sistemasining yechimi topilsin.
Yechish. Berilgan sistemaning koeffitsiyentlaridan
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011
A=1 0 1
1 10

matritsani tuzib, uning xos giymatlarini va xos vektorlarini topamiz. Buning
uchun

ushbu
Xl
Ah=1h, 0zh=|X,
X3
tenglamani garaymiz. Bu tenglamani koordinatalarda yozib
X, + X3 =AX, |[=AX + Xy + X3 =0,

X, + X, =AX,, %X —AXy + X3 =0,
X+ X, =A%, X+ Xy —AX3 =0
bir jinsli algebraik tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. Ma’lumki bir jinsli

sistema noldan fargli yechimga ega bo‘lishi uchun, uning asosiy diterminanti
nolga teng bo‘lishi zarur va yetarli. Shuning uchun

-4 1 1
1 -4 1|=0,#-31-2=0
1 1 -2
xarakteristik tenglamani yechib, 4, =2, 1, = 4; =—1 x0s giymatlarni topib

X

olamiz. So‘ngra A4, =2, xos giymatga mos keluvchi h, = [x
2

j X0s vektorni

topamiz. Buning uchun ushbu
—2X, + X, + X, =0,
X, —2X, + X, =0,
X, +X,—2X%,=0
sistemaning yechimini topamiz. Bunda r(A)=2 bo‘lgani uchun quyidagi
X, + X, = 2X,
{—ZX2 + X ==X,
sistemada x, =1 deb, x, va x, larni quyidagi
X, + X, =2,
{—ZX2 +X,=-1
sistemadan topamiz: X, =1, =1. Demak, 4 =2 xo0s giymatga h =(111)'
x0s vektor mos kelar ekan. Berilgan differensial tenglamalar sistemasining bu
X0s giymatga mos keluvchi xususiy yechimi
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1
y1(X) =e™h =e?| 1
1
ko‘rinishida bo‘ladi.
Endi 4, =-1 xos giymatga mos keluvchi

xo0s vektorni topamiz:
a+a,+a,=0,
a +a, +a,=0,
a+a,+a,=0.
Bunda a; =1, a, =0 deb, a; =-1 ni topamiz. Demak, 4, =-1 x0s giymatga

h,=( 1 0,-1)
x0s vektor mos kelar ekan. Endi ushbu h, = (0, 1,-1)" vektorni tekshiraylik:
01 1(0 0 0
A, =1 0 1| 1 |=|-1|=-1 1|=-1-h,.
1 1 0f (-1 1 -1

Demak, h; vektor ham A, =-1 karrali xos giymatga mos keluvchi xos vektor

bo‘lar ekan. Endi ushbu
ah, +bh; =0 Va,b = const

munosabatni garaylik. Bundan

a 0 a
0+ b [=0, b =0=>a=0,b=0
-a -b —a-b

kelib chigadi. Demak, h,,h; vektorlar chizigli erkli ekan. Bu holda yopishgan
vektor h, xos vektor bilan ustma-ust tushadi. Shuning uchun

1 0
Yo,(x)=e"h,=e7*| 0| y,(X)=e*h,=e7*| 1
-1 -1

vektor-funksiyalar berilgan differensial tenglamalar sistemasining xususiy
yechimlari bo‘ladi. Ushbu

V(%) = Cyy1(X) +CaY(X) +Cays(x) = Cie™hy +Coe™hy +Coe™hy
vektor funksiya berilgan sistemaning umumiy yechimini beradi. Bunda
C,,C,,C, —ixtiyoriy hagiqiy o‘zgarmaslar.

178



4.5.5-misol. Quyidagi

Y, =-2Y,+2Y,,
Yo=Y~ Y, +Ys,
Y=Y, = Y;

differensial tenglamalar sistemasining kompleks giymatli yechimini toping.
Yechish. Berilgan  differensial ~ tenglamalar  sistemasining
koeffitsiyentlaridan

0 -2 2
A=1 -1 1
0o 1 -
matritsani tuzib olamiz va uning xos giymatlarini hamda xos vektorlarini

topamiz.
Buning uchun
Ah=4h, 0= h=(x1,x2,x3)T
tenglamani garaymiz. Bu tenglamani koordinatalarda yozib,
—2X, + 2%, = AX,  [=Ax —2X, +2X%, =0,
X, =X, + X3 =A%, , X +(-1-A)X, + X, =0,
X, = Xy = AX3, X, +(=1-2)%, =0.
bir jinsli algebraik tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Bu sistemaning
nolmas yechimini topish magsadida
-4 2 2
1 -1-4 1 |=0, — A2 +224+2)=0
0 1 -1-4
xarakteristik tenglamani olamiz va uni yechib, 4, =0,4,3=-1%i X0s
giymatlarni aniglaymiz. Xuddi oldingi misollardagi kabi, quyidagi

0 2 2
h={1| h=|-i |, hy=| i
1 -1 -1

xos vektorlarni topamiz. Bunda 4 =0, 4, =-1+i, 4, =-1-i X0S giymatlar har
xil bo*lgani uchun hy,h,,h, vektorlar R® fazoda bazis tashkil giladi. Shuning
uchun berilgan differensial tenglamalar sistemasining yechimi quyidagi

y() = (¥1.(%), Y2 (%), Y3(X))" =Ciy + Coe®Dh, + Cie%hy =
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0 2 2
=C|1 [+Cy| —i ey i et
1 -1 -1
vektor funksiyadan iborat bo‘ladi.
4.5.6-misol. Ushbu

d
=AYy, Y,
d
%ZYH'Zyz_ysn
d
§=y1—yz+2y3

differensial tenglamalar sistemasining yechimi topilsin.
Yechish. Quyidagi

4 -1 -
A=1 2 -
1 -1 2

matritsani tuzib olamiz va uning xos giymatlarini hamda xos vektorlarini

topamiz.
Awvalo A(1) =det(A-Al)=0,ya’ni
4-2 -1 -1
1 2-1 -1[=0, 3=2)(1*-51+6)=0
1 -1 2-1
xarakteristik tenglamani yechib, 4, =2,14,,=3 Xos giymatlarni topamiz.
So‘ngra A4 =2 Xxo0s giymatga mos keluvchi hlz(l,l,l)T X0s vektorni,
keyinchalik 4, =4; =3 Karrali xos giymatlarga mos keluvchi h2=(1,1,0)T,
r13=(1,0,1)T chizigli erkli xos vektorlarni topamiz. Bu h;,h,,h, vektorlar RS
fazoning bazisini tashkil giladi. Shuning uchun berilgan sistemaning yechimi
y(x) = Ce®*h +C.e**h, + Cae**h,
ko‘rinishida bo‘ladi. Bunda C,,C,,C;-ixtiyoriy haqiqiy o‘zgarmas sonlar.
4.5.7-misol. Ushbu
y1(X) =y, - 2y,,
Yo(X) ==Y, =Y, —2V;,
Ya(X) =Y, +Y,
differensial tenglamalar sistemasiga qo‘yilgan
¥1(0) =1, y,(0)=-1 y3(0)=1
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Koshi masalasining yechimini toping.
Yechish. Quyidagi

1 -2 0
A=l-1 -1 -2
0O 1 1

matritsani tuzib olamiz va uning xos giymatlarini hamda xos vektorlarini
aniglaymiz. Xos giymatlarni ushbu A(1) =det(A—4l1)=0,ya'ni
1-4 -2 0
-1 -1-12 -21=0
0 1 1-4
xarakteristik tenglamadan aniglaymiz: 4, =-1, 1, =4;=1. Endi 4, =-1 X0s
giymatga mos keluvchi hl=(2,2,—1)T x0s vektorni topamiz. So‘ngra A, =1
X0s giymatga mos keluvchi h2:(2,0,—1)T x0s vektorni aniglaymiz. Bu h,
vektorga yopishgan h; vektorni aniglash uchun
Ahy = Aohg +hy
tenglamaga murojat gilamiz. Bundan h, :(0,—1,1)T yopishgan vektorni
topamiz. Topilgan hy,h,,h, vektorlar R® fazoda Jordan bazisini tashkil giladi.
Shuning uchun berilgan differensial tenglamalar sistemasining yechimi
y(x) = C,e Iy, +C,e*h, + Cae*[xh, + hy]
ko'rinishida bo‘ladi. Bunda C;, j =1,3—ixtiyoriy haqiqiy o‘zgarmas sonlar.
Endi berilgan boshlang‘ich shartlardan foydalanib, C,,C,,C,
o‘zgarmaslarning giymatlarini topamiz:

2C, +2C, =0, C,+C, =0 C, =0,
2C,-C, =-1, 2C,—-C, =0, C, =0,
-C,-C,+C, =1, —-C,-C,+C,=0, |C, =1
Demak, Koshi masalasining yechimi
2X 0 2X
y(x) =e*[xh, +hy]=e*|| 0 [+|-1||=€*| -1
— X 1 —-X+1

ko‘rinishidagi vektor-funksiyadan iborat bo‘lar ekan.
4.5.8-misol. Ushbu
y' =2y, =5y, -8y,
y’ 2= 7y1 _1ly2 _17y3’
y'3=-3y, +4y, + 6y,
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differensial tenglamalar sistemasining yechimi topilsin.
Yechish. Xuddi oldingi misollardagi kabi quyidagi

2 -5 -8
A=|7 -11 -17
-3 4 6

matritsani tuzib, uning xos giymatlarini va xos vektorlarini topamiz. Buning
uchun ushbu
Ah=4h, O0=# h:(xl,xz,x3)T
tenglamani garaymiz. Bundan
2X, —5X, —8%X; = AX,,
7% —11X, =17X, = AX,,
—3X, +4X, +6X; = AX;,
ya’'ni
(2—-A)x;, —5x, —8x3 =0,
7% + (-11-A)x, —=17x5 =0,
— 3% + 4%, +(6-A)X3=0
bir jinsli tenglamalar sistemasi kelib chigadi. A matritsaning xos giymatlari

ushbu
A(A) =det(A— A1) =0,

-4 -2 0
AA)=| -1 -1-1 -2]|=0
1 1 1-4

xarakteristik tenglamaning ildizlaridan iborat:
A(A)=(2-A)(-11-A)(6—1)—8-7-4-5.3.17 - (-3)(-8)(-11- 1) —
—4(-17)(2-A)-7(-5)(6—-1) =
=(A=2)(1+11)(6— 1) —224—255+24-(11+ 1) +68(2— 1) +35(6 — 1) =
= (2 +91-22)(6— 1) +131-791 =
6% — £ +544—- 92 —132+ 224 +131- 794 =-A -3 -31 -1,
A(A)=0, — 22 -32%-31-1=0,
(A+1)°=0, A=Ay =Ay=—1.
Avvalo 2, =-1 xos giymatga mos keluvchi xos vektorni topamiz.
Buning uchun ushbu
3%, —5X, —8x%; =0,
X, —10x, -17x, =0,
—3X, +4X, + 7%, =0
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sistemani tuzib olamiz. Ko‘rinib turibdiki ushbu
1

h=C|-1|, VC =const
1

vektorning koordinatalari bu sistemani ganoatlantiradi. Shuning uchun C =1
deb

h=(1 —1,1)T xo0s vektorni tanlab olamiz. So‘ngra h, xos vektorga yopishgan
h,-vektorni ushbu
Ahy, = (=1)h, +hy
tenglamadan topib olamiz. Bu bir jinslimas tenglama quyidagi
3%, —5X, —8x, =1,
7% —10x, —=17x, =1,
—3X, +4X, + 7%, =1
ko‘rinishni oladi. Bundan X, =-3, X, =—2, X, =0, ya’'ni
h,=(-3, —2,0)T yopishgan vektorni topamiz. Endi h, vektorga yopishgan h,
vektorni ushbu
Ahy =(-Dh; +h,
tenglamadan topib olamiz. Jumladan hs sifatida ushbu
h,=(5.2.1)
vektorni olish mumkin. Shunday gilib, R® fazoning Jordan bazisi hy,h,,h;

vektorlardan iborat bo‘lar ekan. Bunga asosan berilgan differensial
tenglamalar sistemasining yechimini topishimiz mumekin:

2

Bu yerda C,,C,,C5 —ixtiyoriy haqgigiy o‘zgarmas sonlar.
4.5.9-misol. Ushbu

d X
d{(l 2y1 y2 2e )
d X
%Z y1+2y2 —3e

ko'rinishdagi bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamalar sistemasining
yechimini toping.

Yechish. Berilgan tenglamalar sistemasiga mos keluvchi bir jinsli
differensial tenglamalar sistemasini tuzib olamiz:

a)
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dy,

dx = 2y1 + Y,
dy
d_):_ =Y, +2Y,.
Bu sistemaning koeffitsiyentlaridan
2 1
A:
1 2

matritsani tuzib, uning xos giymatlarini va xos vektorlarini topamiz:

A(A) =det(A-Al) = =0, (2-1)*-1=0,

1 2-A
4-42+ 12 -1=0,7-42+3=0, 4, =2+4-3=2+1, 4 =14, =3.
Endi 4, =1 xos giymatga mos keluvchi xos vektorni aniglaymiz.
Buning uchun ushbu

ARy =Auhy, 0% By =(%,%,)'
tenglamani garaymiz. Bundan
X, + X, =0,
{xl + X, =0
sistemani keltirib chigaramiz. Bu yerda x, =1 deb, x, =-1 ni topamiz.
Natijada ushbu h =(1, —1)T vektor 4, =1 xos giymatga mos keluvchi xos
vektor bo‘ladi. Xuddi shuningdek, 1, =3 xos giymatiga mos keluvchi
h, = (Xl’ X; )T
X0s vektorni topamiz. Ushbu
- X +X,=0
tenglamadan x, =1,x, =1 larni topib, h, =(11)" xos vektorga ega bo’lamiz.
Bu mulohazalar asosida bir jinsli a) sistemaning umumiy yechimini topish
mumkin:
Y (¥) = Ce*hy +Coe™h,.
Berilgan bir jinsli bo‘lmagan sistemada 4 =1=4;, rezonans hol bo‘lgani
uchun uning xususiy yechimini
y(x) = (a+bx)e*
ko‘rinishda izlaymiz. Bu yerda

ool

ko‘rinishidagi vektorlar. Shuning uchun
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y(X) = (Y1, Y2)" =[a1 o jex,

a, +b,x
y1(X) = (& +bx)e*, y,(x) = (a; +b,x)e",
yix)=e"(a +bx)+e’by,  Yr(x)=e"(az +byx) +e"by,
e*(a, +bX) +e*b, =2e"(a, + bx) + (a, + b,x)e* + 2e*
{ex(a2 +b,x) +e*b, =(a, + b x)e* +2(a, +b,x)e* —3e*.
Bu munosabatning ikki tomonini e¢* =0 ga bo‘lib,
a +bx+b =2a +2bx+a, +b,x+2,
{az +b,x+b, =a, +bx+2a, +2b,x -3,
a +bx+b =2a +a,-2+(2b +b,)X,
{az +b,x+b, =8, +2a, -3+ (b, +2b,)x
sistemani hosil gilamiz. Bunda ko‘phadlarning mos koeffitsiyentlarinio‘zaro
tenglashtirib,

a, +b, =28, +a, -2,
by =2, + D,
<a2+b2:a1+2a2—3,
b, =b, +2b,

tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Bundan

t]. (2

anigmas koeffitsiyentlarni topamiz. Demak, berilgan bir jinslimas differensial
tenglamaning xususiy yechimi

S
v,()=[a+bxle*=|| 1 |+ g x e
2

ko‘rinishda bo‘lar ekan. Berilgan sistemaning umumiy yechimi
Y(X) = Yy (x) + Y(x) = Cie"hy +Coe™h, +[a+bxJe” =
- 5y

0
1 1
Clex[_lj+Cze3X[J+ 1| X |e

) |2
2

N
=

ko‘rinishda bo‘ladi.
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4.5.10-misol. Ushbu
y1 =4y, +3Yy, - 3y;,
y; = _3y1 - 2y2 ""?’ya7
y; =3y, +3y, -3y, +2¢”"
bir jinsli bo‘Imagan differensial tenglamalar sistemasining yechimini toping.
Yechish. Berilgan differensial tenglamalar sistemasiga mos keluvchi
bir jinsli sistemani olamiz:
y1 =4y, +3Y, =3y,
Y, ==3Y; =2y, +3Y,
Y3 =3y, +3y, —3y;.
Bu sistemaning koeffitsiyentlaridan

4 3 -3
A=|-3 -2 3
3 3 -3

matritsa tuzib, uning xos giymatlarini va xos vektorlarini topamiz. Buning
uchun
Ah=4h, O0=h =(><1,x2,x3)T
tenglamani garaymiz. Bu tenglamani koordinatalarda yozib, ushbu
4X, +3X, —3X%; = AX,
—3X, — 2X, + 3%, = AX,,
3X, +3X, —3X, = AX,,
ya’'ni
(4—-A)x +3x, —3%, =0,
—3X, +(-2—-A)X, + 3%, =0,
3% +3X, +(-3-1)%, =0
bir jinsli sistemaning nolmas yechimini topamiz:

4-4 3 -3
A(A)=det(A-Al)=| -3 -2-1 3 |=0.
3 3 -3-2

Xarakteristik tenglamadan 4, =-3, 4, =4; =1 Xx0s giymatlarni topib olamiz.
So‘ngra ushbu
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(7%, +3X, —3%, =0,

-

—3X, + X, +3X%;, =0,
3%, +3x,-0=0

sistemadan 4 =-2 xos giymatga mos keluvchi hl:(?,,—3,4)T xos vektorni
topamiz.

Ushbu (A-4,1) matritsaning rangi r =r(A—4,1) =1 bo'lgani uchun
A=72,=1 xos giymatga mos keluvchi h,,h; xos vektorlar chizigli erkli
bo‘ladi, ya’'ni

h,=(101), h=(-110)"
Topilgan h,h,,h, xos vektorlar R® fazoning bazisini tashkil giladi. Shuning
uchun bir jinsli sistemaning umumiy yechimi
y,(x) =C,e**h +C,e*h, + C.e*h,
ko‘rinishida bo‘ladi. Berilgan bir jinslimas sistemada g#=-1#4 bo‘lgani
uchun, uning xususiy yechimini
a
y(x)=e*|b
C
ko'rinishda izlaymiz va a=3,b=-3,c=2 ekanligini topamiz. Shunday qilib,
berilgan sistemaning umumiy yechimi
3
y(x) =y, (X) + ¥(x) =Cie ?*h, + C,e*h, + Coe*hy +e7%| -3
2
ko‘rinishda bo‘lar ekan. Bu yerda C;, | =1,3 ixtiyoriyo‘zgarmas sonlar.

Mustaqil yechish uchun mashgqlar /8], §23, Ne810-824; [21], §14,
Ne766-784.
6-§. Matritsaviy eksponenta

Faraz gilaylik, xe R, A no‘lchamli kvadrat kompleks matritsa bo‘lib,
E n o‘lchamli birlik matritsa bo‘Isin.
Quyidagi

2 k
E+ XA+ AP s XAy (4.6.1)
1! 2! k!
matritsaviy darajali gatorni garaylik. Agar

A=(a), i,j=Ln, AA=@7), i,j=1Ln,..., A=@"), i,j=1Ln

ij ij
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ko‘rinishda bo‘lsa, u holda (4.6.1) matritsaviy darajali gatorning ixtiyoriy

elementi
2 k

S, +i(a +>; al? +.. +%a§")+... (4.6.2)

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda ¢; ; —Kroneker simvoli.

4.6.1-ta’rif. Agar (4.6.2) darajali gator ixtiyoriy i, j=1n va xeR da
absolyut yaginlashuvchi bo‘lsa, (4.6.1) matritsaviy darajali gqator xeR da
absolyut yaginlashuvchi deyiladi.

4.6.1-lemma. Ixtiyoriy A matritsa va har bir xeR uchun (4.6.1)
matritsaviy darajali gator absolyut yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Isbot. Shunday M >0 soni topilib, A matritsaning barcha elementlari
uchun

‘aij‘ﬁ M, V|, J Iﬁ
bahoo*rinli bo‘ladi. Agar A* = A- A ekanligini inobatga olsak, u holda

n
@ _
& = Zaip “ay
p=1

munosabat o‘rinli bo‘ladi. Bundan

7)< S|, -0

tengsizlik kelib chigadi. Matematlk induksiya usulini go‘llab
‘a(k)<n" MK vkeN; i, j=1n

bahoni olish mumkin. Shuning uchun (4.6.2) darajali gatorning majarantasi
ushbu

1+ HM-i—‘ ‘ZnM +. _'_‘X‘k k—le+
1! 2! k!

ko‘rinishni oladi. Koshi alomatiga ko‘ra, bu gator yaqginlashadi. Bundan
(4.6.2) va (4.6.1) darajali gatorlarning har bir xeR larda absolyut
yaqinlashishi kelib chigadi. m

4.6.2-ta’rif. Absolyut yaginlashuvchi (4.6.1) darajali qatorning
yig‘indisiga matritsaviy eksponenta deyiladi va

0 k
XA X_ k
e =E+ EH k!A (4.6.3)

ko‘rinishda yoziladi.
4.6.1-izoh. Har bir [a,b] = R kesmada (4.6.3) gator tekis yaqginlashadi.
Ko‘rinib turibdiki, agar A=0 yoki A=E bo‘lsa, u holda
e’ =E, e®=¢e"-E
munosabatlaro‘rinli bo‘ladi.
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4.6.2-lemma. Agar bir xilo‘lchamli A va B matritsalar uchun AB= AB

tengliko‘rinli bo‘lsa, u holda
exA xB xB

% =e
munosabat bajariladi.

Isbot. Ushbu AB= AB tenglikdan va matematik induksiya usulidan
foydalanib, quyidagi

ArBy =S " g ST AE
_kZ:O:k!(n—k)! - Z kim!

k+m=n

.exA x(A+B) VX c R

binom formulasiningo‘rinli bo‘lishini ko‘rsatish mumkin. Bunga asoslanib,

ushbu
X(A+B) _ Z_(A+B) _ZZ X Ak x"B

=0 n0k+mn '

k
_ZZX ‘A" x"B Z ' _ oXAg B _ 0B

m=0 k=0 !
formulani keltirib chlqaramlz. Yuqorldagl tenglikni keltirib chigarishda ikki
karrali gatorning absolyut yaginlashishi inobatga olindi.
Agar B=—A bo‘lsa, u holda 4.6.2-lemmadan e matritsa e ning
teskari matritsasidan iborat ekanligi kelib chigadi.o‘z navbatida e ning
xosmas matritsa ekanligiga ishonch hosil gilamiz.

Bundan tashgari, (4.6.2) darajali qatorni hadlab differensiallash

mumkinligidan foydalanib, e matritsaning barcha tartibli hosilalarini

hisoblash mumkin:

—XA

Hagigatan ham,
2 k
d — e = L E+ XA+ A2 2 Ay =
dx dx 1! !
X r2 X K YA XA
=A+—A"+...+ A" +...= Ae™ =e™"A.
1! (k-D!
Ixtiyoriy A kvadrat matritsa uchun e* matrirsaviy eksponentani
hisoblash masalasi ancha murakkab masala hisoblanadi.
4.6.3-lemma. Agar

A=HBH™, detH =0
ko‘rinishda bo‘lsa, u holda
e =He®H™, ¥YxeR
tenglik bajariladi.
Isbot. Quyidagi munosabat o‘rinli:
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A’ =A-A=HBH ' -HBH ' =HB*H™
Matematik induksiya usulini go‘llab,
A“=HB'H™, VkeN
bo‘lishini topamiz. Bundan va (4.6.3) gatordan foydalansak

© k 0 k
XA 1 X Kug-1 X" okyig-1 _ pgaxBry -1
e =HH —I—kE:l—k!HB H —H(E+kE:1—k!B JH™ =He™H

kelib chiqadi. m

Shunday qilib, A va e** matritsalar H xosmas almashtirish natijasida
bir xil gonun bo‘yicha o‘zgarar ekan.

Chiziqli algebra kursidan ma’lumki, agar A matritsaning Xxos

vektorlaridan tashkil topgan {h,h,, ..., h,} vektorlar sistemasi R" fazoning

bazisini tashkil gilsa, u holda B=HAH™ matritsa diagonal ko‘rinishga
keladi:

2 0 0 .. 0
04 0 .. 0
B=(0 0 4 .. Of.
0 0 0 .. A
Bu yerda diagonal elementlar A matritsaning 4; (] =1,n) xos giymatlaridan
iborat bo‘ladi. Bunda H matritsa ustun elementlari h;,h,, ..., h,
vektorlarning R" fazoning e, e,, ..., e, bazisidagi koordinatalaridan iborat.
Bu holda (4.6.3) formuladan ushbu
e 0 0
& _| 0 e .0
0 0 .. eh

tenglikni topamiz va 4.6.3-lemmaga asosan
et =He®H ™
o‘rinli. Hagigatan ham, ushbu
A .. 0
B"=|.. .. ..
o .. A

tenglikdan va (4.6.3) gatordan foydalanib, e® matritsani hisoblash mumkin:
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0
2 n .0
e® —E+ B+ B 4. 42 B 4. .= +
! 2! n! :
00 .. 1
2
X X~ 2
2 — 0
:L'il 0 0 o
X X2
o 0 ﬂﬂ? 0l4] © 5’12 0 4. .+
X x?
0 0 gk lo 0 L XA
X" 0
n!
X"
X",
0 0 Eﬂﬂ
14 % +X2 2 4 +£ A 0
I
. 2 n )
X X X" n
0 1+£/11+Eﬂl .+ﬁﬂl
e*t 0 0
0 e 0
0 0 .. e
Chiziqli algebra kursidan ma’lumki, ko‘pchilik hollarda A matritsaning
xos vektorlaridan tashkil topgan {h,h,,...,h,} vektorlar sistemasi R"

fazoning bazisini tashkil gilavermaydi. Ammo R" fazoda (Jordan
teoremasiga ko‘ra), ixtiyoriy A matritsaning barcha xos giymatlariga mos
keluvchi Jordan zanjiridan tashkil topgan Jordan bazisi mavjud. A
almashtirishning (chizigli operatorning) bu bazisdagi matritsasini J orqali
belgilaymiz. Bu J matritsaga A ning normal Jordan formasi deyiladi.
Ma’lumki, A matritsaning k karrali 2 xos giymatiga mos keluvchi Jordan
katagi k o‘lchamli kvadrat matritsa bo‘lib, u ushbu
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A1 0
0 41 0
JoA=. . . . .
0O 0 0 .. 1
0O 00 .. A4
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda k —J, (1) Jordan kataginingo‘lchami. Masalan,
A 1 0
A1
Jl(/l):HﬂH,Jz(/i):Ho /1H J,(A)=0 4 1]
0 0 A

Faraz gilaylik, A matritsaning k;, k,, ..., k,, karrali A, 4,, ..., A, XOS
giymatlariga (k; +k, +...+k,=n) mos keluvchi m ta (<m<n) Jordan

zanjiri R" fazoning bazisini tashkil gilsin. U holda A matritsaning J Jordan
formasi katakli—diagonal ko‘rinishga ega bo‘ladi:

Ji, (A1) U 0
j_ 0 Iy, (42) - 0
: : 0
0 0 . Iy (An)
Agar k; =k, =...=k, =1 bo‘lsa, u holda J diagonal matritsadan iborat

bo‘ladi. Katakli — diagonal J matritsa gisgacha ushbu
J =diag{Jy (A1), Iy, (A2), -, Iy, (A}

ko‘rinishda belgilanadi.

Agar H orgali avvalgi e,e,, ..., e, bazisdan Jordan bazisiga o‘tish
matritsasini belgilasak, u holda

J=HAH™
tasviro‘rinli bo‘ladi. 4.6.3-lemmadan esa ushbu
et =He"H™

munosabat kelib chigadi.o‘z navbatida (4.6.3) gatordan va katakli — diagonal
matritsaning xossalaridan foydalanib

X (1) Wi, (A2) X (Am )}

eX =diag{e e kel e
tenglikni hosil gilamiz. Shunday qilib, e matritsani hisoblash masalasi

Jic: (A . .y . . . .
e %) matritsani hisoblash masalasiga keltiriladi.

Endi k —tartibli J, (0) matritsani garaylik:
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0
J(0) =]

U holda
XJk(ﬂ,) = X/1Ek + X\]k(O), Eka(O) = Jk(O)Ek

munosabat bajariladi. Bunda E, k o‘lchamli birlik matritsa. 4.6.2-lemmadan

foydalanib,

eXJk(/’t) :eXﬂEk ‘eXJk(O) :eXﬂ ‘eXJk(O)

munosabatni olamiz. Ushbu e« matritsani (4.6.1) gatordan foydalanib

hisoblash mumkin. Ko‘rinib turibdiki,
JM0)=0, m=>Kk.

Chunki
0010 .00
00 .. 0
0001 .. 00
00 .. 0
k()oooo...01 )
00 .. 0
0o o
0000 . 00

Bu munosabatlardan foydalanib,

xJ (0) _ X X k=17 _
e —Ek+lle(O)+...+(k_l)!Jk 0) =
. 5 X_Z Xk—l
12 (k —1)!
k-2
X X
01 = —
- 1 (k —2)!
00 0 %
0 0 O 1
tenglikni hosil gilamiz. Bundan
e =diag{e™ e, ..., e** .1

kelib  chigadi. Bu yerda J, (0), J,(0), ..., J_(0)-mos
ki, Ko, ..., Kk, o‘lchamli kvadrat matritsalar.

193

ravishda



4.6.1-misol. Ushbu

A :( 1 4]
-1 5
matritsaning e*, x € R matritsaviy eksponentasini hisoblang.
Yechish. Avvalo A matritsaning xos giymatlarini va xos vektorlarini
topib olamiz. Buning uchun Ah=1h, 0=h=(x, xz)T tenglamani garaymiz:
{xl +4x%, = X, N {(1— A)X +4x, =0,
—Xq + 5%, = A%, -X +(B-1)x, =0
1-4 4
‘ -1 5-4
5-1-51+A°+4=0, A*-61+9=0.
Bu kvadrat tenglamadan 4, =4, =3 karrali xos giymatni topamiz. Bu x0s
giymatga hl:(2,1)T xos vektor mos keladi. Endi h, vektorga yopishgan h,
vektorni quyidagi

‘:o, (1-2)E-2)+4=0,

T

tenglamadan topamiz: h, =(-1,0)
Ushbu hy,h, vektorlar R? fazoning Jordan bazisini tashkil giladi. Quyidagi

) A

xosmas matritsalarni tuzib,
1 31
J=H'AH =
0 3
bo‘lishini topamiz. Bundan

exJ:e3x 1 X va exA:HexJH—1:e3x 1-2x 4x
0 1 —X  1+2X

kelib chigadi.
Yuqoridagi tushunchalardan tashgari quyidagi tasdigningo‘rinli
ekanligini ham ko‘rsatish mumkin.
4.6.1-teorema. Ushbu Y (x) = e** matritsa funksiya quyidagi
dy (x)
Cdx
Koshi masalasining yechimidan iborat bo‘ladi.
Bundan e** — matritsa ushbu

~ AY(x), Y(0)=E

L =AY, Y=Y Y20 Vo)
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differensial tenglamalar sistemasining fundamental matritsasidan iborat
bo‘lishi kelib chigadi.
4.6.1-natija. Ushbu
dete™® =e*PA

SpPA = Zn: a;
j=1

4 -3
A:
2
ko‘rinishdagi matritsa bo‘Isa, u holda e — matritsani hisoblang.
Yechish. Avvalo A matritsaning xos giymatlarini topamiz:
4-2 -3
2 -1-1
Bu kvadrat tenglamani yechib, 4, =1, 4, =2 xo0s giymatlarni topamiz. Endi
4 =1 xos giymatga mos keluvchi xos vektorni topamiz:
3 -3 (%) (0
. == y Xl :1, X2 :1,
2 =2 (X 0
ya'ni h :(1,1)T x0s vektorni topamiz. Xuddi shuningdek,

2 -3 (%) (0
. = y X1:3, X2:2,
2 =3 \ X 0

ya’ni ikkinchi, 4, =2 x0s giymatga mos keluvchi h, :(3,2)T x0s vektorni

formulao‘rinli. Bu yerda

A matritsaning izi.
4.6.2-misol. Agar

AM)z&MA—iDz‘ ‘:Q‘f—31+2:0

topamiz.
Bu ma’lumotlardan foydalanib,
dy
-A
dx y

tenglamaning umumiy yechimini aniglaymiz:
1 3
y(x) = c,e™hy +c,e™*h, = clex(lj + czezx(z}
Endi yuqoridagi differensial tenglamaning ushbu

1 0
y® (x)‘xz0 - (0], y (x)‘xz0 = (1]

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimlarini aniglaymiz:

YO0 - @ = Cl@ ' Cz@ i @

c=-2, C, =1
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(@0)] _ 29X 2X 3
Yy (x) =-2e (J+e (2)
0= o) ol o)

¢ =3 C=-1

(2) _ ApX 1 _ a2X 3
y(x) =3e (J e (2)

Topilgan y®P(x) va y@(x) yechimlardan foydalanib, e** martitsani
hisoblaymiz:
—2e* +3e%  3eX -3
— 26X 422X 3eX —2e*

e"A‘

7-§. O‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli bo‘lmagan differensial
tenglamalar sistemasini yechishda matritsaviy eksponentadan

foydalanish
Ushbu
dy
d—sz+ f(x), xeR, (4.7.1)
X
y(Xo) = y° (4.7.2)

Koshi masalasini garaylik. Bu yerda y = y(x) = (y(X)...., ¥, (X)) — noma’lum
vektor-funksiya, A- n o‘lchamli o‘zgarmas kvadrat matritsa,
f(x) = (f,(x),..., f,(x))" — berilgan uzluksiz vektor-funksiya, x, va y°
berilgan n o‘lchamli sonli vektorlar.

4.7.1-teorema. (4.7.1) differensial tenglamalar sistemasining umumiy
yechimi uchun quyidagi

y(x)=e™.C +e j e f (£)dz (4.7.3)
X0
formula o‘rinli. Bu yerda x,,xe[a,b]c R, C— n o‘lchamli ixtiyoriy sonli
vektor.
Isbot. Ushbu

y(x) =e™z(x) (4.7.4)
almashtirishdan foydalanib, (4.7.1) differensial tenglamalar sistemasini
quyidagicha yozish mumkin. Bunda z(x)=(z,..,z,)" — Yangi noma’lum
vektor-funksiya:

y'(x) = e Az(x) +e2'(x),
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e Az(x) + 7' (x) = Ae™z(x) + f (X),
2'(X) =e A (X). (4.7.5)
Bu tenglamani integrallab,

2(X) = C +je-fAf(r)dr

formulani topamiz. Endi (4.7.4) almashtirishga gaytib,

y(x)=e*.C +e™ j e f (r)dr (4.7.6)
formulani hosil gilamiz. m
4.7.1-natija. (4.7.1)-(4.7.2) Koshi masalasining yechimi mavjud va
yagona bo‘lib, u ushbu

y(x) = e 0)Ay0 +eXAJAe‘TA f(r)dzr (4.7.7)
formula orgali topiladi, bu yerda x e[a,b]< R.
Xususan, f(x)=0 bo‘lganda
y'(X) = Ay(X), y(%o) = y°
Koshi masalasining yechimi uchun
y(x) =AY
formula o‘rinli bo‘ladi.

8-§. Differensial tenglamalar sistemasi uchun Koshi masalasi

Birinchi tartibli hosilalarga nisbatan yechilgan ushbu
y1(X) = f1(X, Y1, Y211 V),

Y2 (X) = f5(X, Y1, Y2, Vi), (4.8.1)

Yn () =T Y1, Y210 Vi)

differensial tenglamalar sistemasini garaylik. Odatda (4.8.1)ga differensial
tenglamalar sistemasining normal ko‘rinishi deyiladi. Bunday sistemada
Y1 (X), Yo (X),-.., ¥, (X)— noma’lum funksiyalar soni bilan tenglamalar soni teng

bo‘ladi. Bu yerda (X, Y1, Y2, ¥n) f2(X Y1, Voueos Yn)ioos Fo(X Y1, ¥oues Vi)
berilgan funksiyalar bo‘lib, R™ fazodagi biror G = R"** sohada aniglangan
va uzluksizdir.

(4.8.1) sistemani qulay ko‘rinishda yozish uchun quyidagi
belgilashlarni kiritamiz:
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Y = (Y1(X), Y2(%),--, Ya ()T
FOGY) = (FL0G YL Yo Yoo Fa(X Ve Yarees YD)
Y (¥) = (Y1(X), Y5 ()., Ya ()"
Bu belgilashlar yordamida (4.8.1) sistema ushbu
y'(X)=f(x,y) (4.8.2)
ko‘rinishni oladi. Bu yerda y(x)— noma’lum vektor-funksiya, f(x,y)-
G < R sohada uzluksiz berilgan vektor-funksiya. Odatda bunday vektor-
funksiyalardan tuzilgan fazoni gisqacha f(x,y)eC, (G) deb belgilaymiz.
4.8.1-ta’rif. Agar biror y=¢(x)-vektor-funksiya |=(a,b)cR
oraligda quyidagi
1. o(x)—1 oraligda bir marta uzluksiz differensiallanuvchi vektor-
funksiya, ya’ni ¢(x) e C}(1).
2. (X,0(X))eG,vxel
3. ¢(x)=f(xo(x), xel
shartlarni ganoatlantirsa, unga (4.8.2) sistemaning yechimi deyiladi. Bu
y=¢(X),xel yechimning grafigiga, ya’ni (x,¢(x)),xel Ko‘rinishdagi
nugtalar to‘plamiga (4.8.2) sistemaning integral chizig‘i deyiladi.
Endi (4.8.2) ko‘rinishdagi differensial tenglamalar sistemasiga
go‘yilgan
y(%) = Y%, (X0, ¥°) €G, %y 1l (4.8.3)
Koshi masalasini garaymiz. Bu yerda y°=(y;, ¥5,...., Yo)— berilgan sonli
vektor, x, e | — berilgan son, (x,,y°) = G — boshlang‘ich nugta.
4.8.2-ta’rif. (4.8.2) differensial tenglamalar sistemasining (4.8.3)
boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimini topishga Koshi masalasi
deyiladi.
Ushbu

y(x) =y + j f(z, y(z))dz (4.8.4)

ko‘rinishdagi tenglamaga, integral tenglamalar sistemasi deyiladi. Bu yerda
(%, ¥ €G, f(xy)eC,(G), x,l,y°eR".
Agar, biror y=¢(x),x e | vektor-funksiya quyidagi
1) o(x) € C,(I)—uzluksiz vektor-funksiya,
2) (x,p(xX))eG,vxel,

3) p(x) = y° + j f(z,0(r))dz, VX el
X0
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shartlarni ganoatlantirsa, unga (4.8.4) integral tenglamalar sistemasining
yechimi deyiladi.

Endi (4.8.2)-(4.8.3) Koshi masalasining yechimga egaligi (4.8.4)
integral tenglamalar sistemasining yechimga egaligi masalasiga ekvivalent
ekanligini ko‘rsatamiz. Shu magsadda quyidagi tasdigni keltiramiz.

4.8.1-lemma. y=¢(x),xel— vektor-funksiya (4.8.2)-(4.8.3) Koshi

masalasining yechimi bo‘lishi uchun u (4.8.4) integral tenglamalar
sistemasining yechimi bo‘lishi zarur va yetarli.
Bu lemmaning isbotinio‘quvchiga havola gilamiz.

Berilgan (4.8.2)-(4.8.3) Koshi masalasida (x,,y°)eG < R™ bolib,
G —soha ochig to‘plam bo‘lgani uchun, shunday 3Ip >0,q>0 sonlari topilib,
(X0, Y%) nugtani  o‘z  ichiga  oluvchi  chegaralangan  yopiq
Gpq ={(X,¥) € G:[x=Xo| < p,|y — Yo| < q} - to‘plam mavjud. Bunda G, — G.

4.8.1-teorema. Aytaylik, f(x,y) vektor-funksiya G, to‘plamda

uzluksiz bo‘lib, yo‘zgaruvchi bo‘yicha Lipshits shartini ganoatlantirsin. U
holda:

1. Shunday 3 6>0 soni topilib, | =[x, —0J,%,+5] oraligda (4.8.2)-
(4.8.3) Koshi masalasining yechimi mavjud bo‘ladi.

2. Agar  y=g¢(x),xelj=[x-d,%+4a],.6>0 va y=w(X),
xel, =[Xy—35,,% +6,],5,>0 vektor-funksiyalar (4.8.2)-(4.8.3) Koshi
masalasining yechimlari bo‘lsa, u holda ¢(x)=w(x),vxel, N1, ayniyat
bajariladi.

Isbot. Teorema shartiga ko‘ra, f(x,y)eC,(Gp,) bo‘lgani uchun,
shunday 3IM > 0 soni topilib

(% y)|<M, V(x,y)eG,
o‘rinli bo‘ladi. Bundan tashqari f(x,y) funksiya G, chegaralangan yopiq
to‘plamda y o‘zgaruvchi bo‘yicha Lipshits shartini ganoatlantirgani uchun,

v(x,¥"),(x,y*) € G, nugtalar uchun shunday 3N >0 soni mavjud bo‘lib,

TGy = FO0y?) <Ny -y
tengsizliko‘rinli bo‘ladi. Bu yerda N — Lipshitso‘zgarmasi bo‘lib, u X ga
bog‘lig emas. Berilgan (4.8.2)-(4.8.3) Koshi masalasi (4.8.4) integral
tenglamalar sistemasiga ekvivalent bo‘lgani uchun, avvalo (4.8.4)
sistemaning yechimini mavjudligini ko‘rsatamiz. Buning uchun Pikarning
ketma-ket yaginlashishlar usulidan foydalanamiz.

Quyidagi
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Yo (X) = yO’ Vi (X) = yo +I f(z,y;(r))dz, X €[X, =5, %, + 3] (4.8.7)

vektor-funksiyalar ketma-ketligini tuzib olamiz. Bu yerda
YO(X)::(Yio(x),Y2o(X)w--,Yno(X)jr,
i (%) = (¥ (X), Y2i (0)s-o0s Y (X))

YO = () Y2 V)
Awalo Vxe[xy—3d,% +d] lar uchun (x y;(x))eG,,, 1=0,123,...
ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun quyidagi ayirmani baholaymiz:

|Yi (X) ~—Yo (X)| =

[ 1@ y(oae

£I|f(r,yo(r))|dr£M|x—x0|£M5£q.

Chunki 53%/'. Bundan tashgari  f(x,y,(x)) vektor-funksiyaning

uzluksizligidan va (4.8.7) tenglikdan y,(x) vektor-funksiyaning uzluksizligi
kelib chigadi. Demak, (x, y;(x)) € G, ekan.

Faraz qilaylik, [x,—3,x,+05] oraligda y;(x) vektor-funksiya uzluksiz
bo‘lib,  (x,y;(x)) e Gy, bo‘lsin. Matematik induksiya usulidan foydalanib
[Xo —S,%+06] oraligda vy;,,(x) vektor-funksiyaning uzluksizligini va
(X, ¥i:1(X)) € G ekanligini ko‘rsatish mumkin. Berilgan f(x,y;(x)) vektor-
funksiyaning [x,—98,%, + 6] oraligda uzluksizligidan va (4.8.7) tenglikdan
yi.1(X) vektor-funksiyaning [x,—6,%,+6] oraligda uzluksizligi kelib
chigadi. Bundan tashgari ushbu

I|f(f, Yo(@)|dz| <M |x—x|< M5 <q.
Xo

|yi+1(X) ~—Yo (X)| <

munosabato‘rinli. Shunday qilib y,(x),i=0,1,2,... vektor-funksiyalarning
barchasi [x,—8,%,+6] oraligda uzluksiz bo‘lib, ularning grafiklari

(%, ¥i (X)) € Gy to‘plamda yotar ekan. Endi {y;(x)}, — vektor-funksiyalar

ketma-ketligining [Xg — 8, %X + O] oraligda i — o0 da tekis
yaginlashuvchiligini ko‘rsatamiz. Buning uchun quyidagi
Yo () + D _[¥ia () = ¥, (0], X [X, =8, %, + 6] (4.8.8)
i=0

gatorning tekis yaginlashishini isbotlaymiz. Matematik induksiya usulidan
foydalanib,
i+1
=T
‘Yi+1(x)_ Yi (X)‘ <N'M W,
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bahoni olish mumkin. i =0 holda bu bahoningo‘rinli bo‘lishi ko‘rsatilgan edi.
Aytaylik, ushbu

i
v 00—y o< N Kl oo
‘I -1 ‘ il

bahoo‘rinli bo‘lsin. U holda (4.8.9) tengsizlikning bajarilishini ko‘rsatamiz:

|yi+1(X)_yi (X)|S J-|f(7’ yi (7)) - f(z, yi_l(T))|dT <N J-|yi (T)_yi—1(7)|d7 <
NIME g X%l
NS flr - de|=N'M L
i (1+1D)!
Chunki xe[xy =6, %y +61, (%, ¥;(X)) € Gpq. (4.8.9) bahodan

i+1

i 0
‘Yi+1(x)— Yi(x)‘ <MN (10!

tengsizlik kelib chigadi. Bundan esa (4.8.8) gator yugoridan ushbu
0 N i 5i+1 0 M ON
‘y ‘+M;N (i+1)!_‘y ‘+ N e’ -1)
yaqginlashuvchi sonli gator bilan baholanishi kelib chigadi. Veyershtras
alomatiga ko‘ra, bu (4.8.8) qgator [x,—0J,%,+0] oraligda biror y=g(x)
vektor-funksiyaga tekis yaqinlashadi, ya’ni i — oo da
Vi (X) = @(X), xe[Xg—03,%y+3].

Ushbu [x,—J,%,+ 6] oraliqda tekis yaqinlashuvchi {y;(x)} vektor-
funksiyalar ketma-ketligining limitik funksiyasi ¢(x) ham uzluksiz vektor-
funksiyadan iborat bo‘ladi.

Quyidagi

X €[Xg—9, X% + 9]

Vi) = Yo ()| <0, xe[Xg—3,% +3]
tengsizlikda i — « da limitgao‘tib
p(X) = Yo| <0, Xx€[Xg—8,%) +6]
bahoni olamiz. Bundan (x,¢(x)) € G, ekanligi kelib chigadi.

Endi y=¢(x), xe[x,—95,%,+5] vektor-funksiyaning (4.8.4) integral
tenglamalar sistemasining yechimi ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun
X 0(x)€Gpy, (% Yi(X)€Gpq,i1=0,1,2,... munosabatlardan va (4.8.6)
tengsizlikdan foydalanib

TV 00) = F (X @) < NJy; () —p(x)| <N max |y;(x) - o(x)|,

[Xo =6, % +6]
X e[Xy =9, % + ]
bahoni olamiz. Bu tengsizlikda i — <« da limitga o‘tib,
f(X ¥ (X)) > £ (X, 9(X)), XX =8, % + 6]
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munosabatni topamiz 0°z navbatida bu tengsizlikdan quyidagi
jf(r y (r))dr—>j f(z,0(2))d7, Xe[Xy— 5%y +5]
kelib chigadi. Nlhoyat (4.8. 7) tengllkda i — oo da limitga o‘tib,
o(x) =y +I f(r,0(2))dr, X €[X, = 5, % +0]

integral tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Bu esa y=¢(x) vektor-
funksiya [x, — &, %, + 31, 5=min(p,%) oraligda (4.8.4) integral tenglamalar

sistemasining yechimi bo‘lishini ko‘rsatadi. Demak, 4.8.1-lemmaga asosan
y=¢(x) vektor-funksiya [x,—J,%x,+6] oraligda (4.8.2)-(4.8.3) Kaoshi
masalasining ham yechimi bo‘lar ekan.

Endi yechimning yagonaligini isbotlaymiz.

Faraz qilaylik, y=¢(x) vektor-funksiya (4.8.2)-(4.8.3) Kaoshi
masalasining 1, =[x, -3, %9 + 611, 6, >0 oraliqgdagi yechimi va y=y(x)
vektor-funksiya esa (4.8.2)-(4.8.3) Koshi masalasining
I, =[X, — 8,, % + 5], 5, >0 oraligdagi yechimlari bo‘Isin. U holda quyidagi

P(x) = y° +j f(z,p(z))dz, VX e,

Xo

w(x) = y° +j f(z,p(2)dr, Vxel,
integral tenglamalar sistemasio‘rinli bo‘ladi. Ushbu x, e V[, Bl 1, N1,
oraliqda

<N

00~y (< [|f (7.0~ T .y ()] de

[le@-v@]d|

vxela, ] bahoo‘rinli. Gronuolla tengsizligiga asosan |p(x)—w(X)|=
vx e[a, ] bajariladi. Bu esa ¢(x) =w(X), Vx e[a, B] ekanligini ko‘rsatadi. m
4.8.1-izoh. Ushbu
y® =0y, Y,y ),

y(Xo) = yl(o),y (x)=y5", ..,y () =y
ko‘rinishdagi  Koshi masalasini  (4.8.1)-(4.8.3) ko‘rinishdagi  Koshi
masalasiga keltirish mumkin. Hagigatan ham y=vy;,y' =y,,...y" Y =y,
deb belgilashlar kritsak, n—tartibli differensial tenglama ushbu
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y;1—1:yn’
Yo = (XY, Y2,000 Yn)

ko‘rinishdagi differensial tenglamalar sistemasiga keladi. Boshlang‘ich
shartlar esa quyidagi

V(%) = Y12, Y2 (%) = ¥, - Yo%) = Y3
ko‘rinishni oladi.
Shuning uchun n-tartibli hosilaga nisbatan yechilgan differensial
tenglamaga go‘yilgan Koshi masalasi (4.8.2)-(4.8.3) ko‘rinishdagi Koshi
masalasining xususiy holidir.

9-§. O¢zgaruvchan koeffitsiyentli chizigli bir jinsli bo‘Imagan differensial
tenglamalar sistemasi uchun Koshi masalasi

Normal ko‘rinishdagi ushbu
%=;a,-k(x)yk + 1,00, j=Ln
chizigli bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamalar sistemasi berilgan
bo‘lsin. Bu yerda vy;=y;(x)-noma’lum, ap(x) va f;(x)— ma’lum
funksiyalar. Bu differensial tenglamalar sistemasini qulay ko‘rinishda yozish
magsadida quyidagi belgilashlarni kiritamiz:
YOO = (¥1.(X), Y200, Yo (X))
f ) = (F,(0), F2(0), ..., F,00),
a (X)) ap(x) . &, (x)

A(x):aZl(X) an(x) . a2n(x),

an(X) ap(X) . ap(x)

dx \dx dx =~ odx /)
Bu belgilashlar yordamida berilgan differensial tenglamalar sistemasini
ushbu

dy _ A(X)y + f(X) (4.9.1)
dx

ko‘rinishda yozish mumkin. (4.9.1) differensial tenglamalar sistemasining
ushbu
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Y(%) = y° (4.9.2)
boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi y=y(x) yechimini topishga Koshi
masalasi deyiladi. Bunda

0_,.,0 .0 0
y =(Yr, Yo, oo, Yn)
berilgan sonli vektor, x, e | =[a,b] = R— berilgan son.
4.9.1-teorema. Aytaylik, f(x) vektor-funksiya va A(x)— matritsa

| =[a,b] oraliqgda uzluksiz hamda x,e!, y° esa ixtiyoriy sonli vektor

bo‘lsin. U holda (4.9.1)-(4.9.2) Koshi masalasining | oraligda aniglangan
yagona yechimi mavjud bo‘ladi.
Isbot. Berilgan (4.9.1)-(4.9.2) Koshi masalasi ushbu

y(x) =y + j [A(Z)y(z) + f (¢)]dz (4.9.3)

integral tenglamalar sistemasiga ekvivalent ekanligi oldingi paragraflardan
ma’lum. Shuning uchun (4.9.3) integral tenglamalar sistemasining yechimini
mavjudligini ko‘rsatamiz. Shu magsadda Pikarning ketma-ket yaginlashishlar
usulidan foydalanamiz. Faraz qilaylik, x,x, €[a,b], X, # x bo‘lsin. U holda
quyidagi

Yo(X) =y°, (4.9.4)

Va0 =¥+ [[A@Y (D) + f (2)]dz, 1 =0,1.2...
{yi(X)}.o— ketma-ketliklarni tuzib olamiz. Berilgan A(x), f(x)
funksiyalarning [a,b] oraligda uzluksizligidan va (4.9.4) tengliklardan
yi(x), (1=0,1,2,...) yaginlashishlarning har biri [a,b] oraligda uzluksiz
ekanligi kelib chigadi. Endi (4.9.4) tengliklar yordamida aniglangan
{y;(0)h-o— ketma-ketlikning [a,b] oraligda tekis yaginlashishini
isbotlaymiz. Buning uchun ushbu

Yo () + D _[ia () = %1 (¥)] (4.9.5)

gatorning | oraligda tekis yaginlashishini ko‘rsatamiz. Bu qatorningk —
xususiy yig‘indisi uchun
Sk (X) = Yo (X) + Y1(X) = Yo (X) + Y2 (X) = y1(X) +. . .+ Y, (X) = Y1 (X) = Yi (X)
munosabato‘rinli.
Aytaylik, A(x) =[a;(x)|, i, j =1,n kvadrat matritsaning normasi

e \/ii\a” ()|, xel=[a,b]

i=l  j=1
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tenglik orgali aniglangan bo‘lsin. U holda quyidagi
[2AC)] = 4]-[AC9], YA eC,
[ALC) + Ao ()] <[ A )] + [ A ()
[A0)- A 0)] <[ A ] - [ A ()]

munosabatlarning o‘rinli ekanligini ko‘rsatish giyinchilik tug‘dirmadi. Bunda
A (X) = Haig@ (x)H, Ay (X) = Hai(P (x)H, i, j =1 n. Xususan ushbu

[ACY] <Ay ()
tensizglik ham o‘rinli. Bu yerda

Y(¥) = (.00, Y2 (s, Yo O [0 =/ Y2 (X) ...+ Y2(¥).
Berilgan A(x) va f(x) funksiyalarning [a,b] oraliqda uzluksizligidan,
shunday K >0 va M >0 sonlari topilib
l3; ()| <K, [f ()| <M, vxe[a,b]

tengsizliklar bajariladi. Bundan

|A(X)| < nK, Vxe[a,b]

baho kelib chigadi.
Endi quyidagi ayirmani baholaymiz:

|y, (X) = Yo (¥)| < < (K |yo|+M)(b-a) =C.

[1A@ Y, |+ (D1dz
X0

Bunda ushbu
IAG) Yo | <[ AX)||-|Yo| < nK|yo|, WX e[a,b]

bahodan ham foydalandik.

Matematik induksiya usulini go‘llab, quyidagi

Vir () = ¥; (X)| < C(nK)! @ vx e[a,b] (4.9.6)
bahoni olish mumkin. i=0 bo‘lganda bu tengsizlikningo‘rinli ekanligi
yugorida ko‘rsatildi. Aytaylik (4.9.6) baho i=m-1 bo‘lgandao‘rinli bo‘lsin
deb, uni i =m uchun bajarilishini ko‘rsatamiz. Ushbu
‘A(X)[ym (X) - ym—l(x)] < HA(XH ) ‘ym (X) - ym—l(x)‘ <
< nK‘ym (X) - ym—l(X)" vx el[a,b]

tengsizlikdan foydalanib quyidagi bahoni olamiz:

<nK <

Vit (X) = Y (0] <

[1A@ Y () a ()2

v'A|ym (T) - ym—l(T)|dT

X

J‘|T—Xo|m_1 dr
(m=-1)!

X=X, |

<nK-C(nK)™* <C(nK)" , Vx e[a,b].

Xo
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Oz navbatida (4.9.6) tengsizlikdan ushbu

b—a'
Vi1 (¥) = y; ()| < C(nK)' % i=0,12,...

baho ham kelib chigadi.
Quyidagi

yo(x>+2[y.+1<x> y.(x)]<|yo|+CZ(nK)

teng3|zI|kdan Veyershtras alomatiga ko‘ra, (4.9.5) funksional gatorning [a,b]
oraligda tekis yaqinlashishi kelib chigadi. Bu esa (4.9.5) gatorning k-
xususiy yig‘indisining k — o da

Sk (X) = (), x[a,b]
tekis yaqinlashishini bildiradi. Bu yerda

PO = Vo0 + D [9 (0 - % (0]

.(b

nK (b-a)

=|y,|+Ce

Demak, i — o da
¥i (X) = o(x), xe[a,b]

tekis yaqinlashadi. [a,b] oraligda tekis yaginlashuvchi funksional ketma-
ketlikning limitik funksiyasining uzluksizligidan ¢(x) ning [a,b] da
uzluksizligi kelib chigadi. Bundan tashgari ushbu

[AC)LY; (X) = ()] < nK]y; (x) = o(X)
tengsizlikdan va {y;(x)} ketma-ketlikning tekis yaqginlashuvchiligidan
quyidagi

AX)Y; (X) = A(X)e(X), | > o0, x €[a,b]
munosabat kelib chigadi. Bu mulohazalar asosida (4.9.4) tenglikda i — oo da
limitgao‘tsak

() =+ [[A@)() + f (7)]de

integral tenglamalar sistemasi kelib chigadi. Demak, (4.9.4) tengliklar orgali
aniglangan {y;(x)}-o— Pikar ketma-ketligining i-—»>o dagi limitik
funksiyasi  ¢(x),xe[a,b] (4.9.3) integral tenglamalar sistemasining

yechimidan iborat ekan. (4.9.3) integral tenglamalar sistemasi (4.9.1)-(4.9.2)
Koshi masalasiga ekvivalent bo‘lgani uchun, ¢(x),x €[a,b] funksiya berilgan

Koshi masalasining yechimidan iborat bo‘ladi.

Endi yechimning yagonaligini isbotlaymiz.

Faraz gilaylik, (4.9.1)-(4.9.2) Koshi masalasi yechimi ikkita y(x) va
z(x) vektor-funksiyalardan iborat bo‘lsin:
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Y Ay + (9, ¥0%0) = Yo (4.9.7)
dz

v A(X)z+ T (x), z(Xy) = Yo (4.9.8)
Bu yerda
Y(X) = (Y1(X), Y2 (0, Ya ()T, 2(X) = (21(X), Z5(X), -, 20 (X)),
yo=(yr, ¥, ..o, Yn), X €l =[a,b],xe[a,b].
Bu Koshi masalalari mos ravishda ushbu
Y0 =y + [[A@)Y(@) + f (D)d, (4.9.9)
7(x) = y° + j [A(D)z(z)+ f (2)]d7 (4.9.10)

integral tenglamalar sistemasiga ekvivalent. Bu integral tenglamalar sistemasi
uchun quyidagi Pikar yaginlashishlarini qurish mumkin:

Vo0 =¥, %400 = y°+ [TA@Y, (2) + f (D)d7, (4.911)
2,()=Y", z,,(x)=Yy° +J‘[A(r)zi () + f(v)]dz, i=0,12,..
) (4.9.12)

Endi (4.9.10) tenglikdan (4.9.11) yaginlashishni ayirib,
2() -y (0 = [ A@I2() -y, ()= (4.9.13)

munosabatni hosil gilamiz va uni baholaymiz:

X

[IA@E@ -y @llde

Xo

[2(0) = ¥ ()| = <

X

[lz@-y@de

Xo

< <nK

[IA@)]-20) -y @)=

ya’'ni

2(3) - Yi, (x)] < K . (4.9.14)

[lz@-y@lde

Avvalo i =0 bo‘lganda ushbu |z(x) -y, (x)| ayirmani baholaymiz:
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+

200 - Yo ()] =[2(0) ~ ¥°| < I Az)z(r) + f (2)|dz| < I|A(T)Z(T)|dr
+ [11 @ldz| < | [[A@)]2)de]+ M [x— x| <nK |[ ()] de| +
X Xo X0

+ M|x = Xo| < NK max|z(X)|: |x — Xo| + M [x — Xg| = (NKC + M )|x — X|.
xel
i =1 bo‘lganda ushbu |z(x) — y;(x)| ayirmani baholaymiz:
[IA@E@ - yo()|de

Xo

<

[2(x) -y, (x)] <

X

[l2@) =y (@) dr

Xo

<

<nK <

[1A@)]-22) = o ()] ai=

X

I|T_Xo|d7

Xo

Xuddi shuningdek, i =2 holida |z(x) - y, (x)| ayirmani baholaymiz:

_ 2
<K (nKC + M) X =%)"

<nK(nKC + M) 5

200 -y, (9] < |[|A@) () - () de| < oK | [ [2(0) - v, ()] dle| <
v )2 K)2|x — 3
s(nK)z(nKC+M)j%dr _ ke + M) )L): N
Xo
ya’'ni
2 3
200 - 2] < (ke + ) O
Matematik induksiya usulini go‘llab, - |
) i‘X_XO‘H—l
|2(x) - y; (¥)| < (NKC + M) (nK) N
<(nKC+M)(nK)iw i=0,1,2
B (i+1)! o

tengsizlikning o‘rinli ekanligini ko‘rsatish mumkin. Oxirgi tengsizlikda

i — oo da limitga o‘tsak,
2(x)— y(x)|<0
hosil bo‘ladi. Bundan esa y(x) = z(x), Vx [a,b] kelib chigadi. m
4.9.1-natija. Ushbu
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?:AUWU%W%Fﬂ
X

Koshi masalasi fagat y(x)=0, xe<[a,b] yechimga ega. Bu yerda A(x),[a,b]
oraligda aniglangan uzluksiz matritsa funksiya, x, [a,b] berilgan son.

Isbot. Ko‘rinib turibdiki, y(x)=0, xe[a,b] vektor-funksiya berilgan
Koshi masalasining yechimidan iborat. Yagonalik teoremasiga ko‘ra bu
yagona yechim,

4.9.1-izoh. Agar (4.9.1) sistemada A=(a;),
a; = const, i, j=1n—o‘zgarmas matritsa bo‘lib, f(x)=0 bo‘lsa, u holda
ushbu

dy 0
—:A, X =
oY y(Xo) =Yy

Koshi masalasining yechimi
y(X) — e(X—XO)A . yO
ko‘rinishda tasvirlanadi.

10-§. Chizigli bir jinsli differensial tenglamalar sistemasi. Chiziqgli
bog‘langan va bog‘lanmagan vektor-funksiyalar

Quyidagi

dx

bir jinsli differensial tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin. Bu yerda A(x),
x e[a,b] oraligda berilgan uzluksiz no‘lchamli kvadrat matritsa-funksiya,

y(X) = (y1 (%), Y (X),..., Y, (X)) — noma’lum vektor-funksiya.
4.10.1-lemma.  Agar  y'(x),y?(x)—vektor-funksiyalar  (4.10.1)

sistemaning yechimlaridan iborat bo‘lsa, u holda y(x)=c,y*(x)+c,y?(x)

vektor-funksiya ham (4.10.1) sistemaning yechimi bo‘ladi.
4.10.1-ta’rif. Agar kamida bittasi noldan fargli bo‘lgan c,c,,...,c,

o‘zgarmas sonlar topilib, ushbu

Y (X) +Coy2(X) +. . .+¢, Y (X) =0, Vxe[a,b] (4.10.2)
munosabato‘rinli  bo‘lsa, y*(x), y2(x),...,y*(x) vektor-funksiyalar [a,b]
oraligda chizigli bog‘langan deyiladi. Aks holda, ya’ni (4.10.2) munosabat
fagat c, =c, =...=c, =0 bo‘lganda bajarilsa, bu vektor-funksiyalarga chiziqli
bog‘lanmagan deyiladi. Bu yerda

100 = (v (), ¥3 (%), VI O)T, j =Lk
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4.10.2-lemma. Aytaylik, 4, 4,,..., 4 sonlar berilgan bo‘lib, h,h,,...,h

chizigli bog‘lanmagan vektorlar bo‘lsin. U holda e®*h,, e*?*h,, ..., e**h,
vektorlar chizigli bog‘lanmagan vektorlar bo*ladi.
Isbot. Teskarisini faraz qilamiz, u holda shunday c,c,,...,c,

lcy|+[c,| + ... +|c| >0 sonlar mavjud bo‘lib,
ceh +c,e’*h, +...+ce**h, =0, ¥xeR

munosabat bajariladi. Tayinlangan x=x, da hy,h,,....,h, vektorlarning
chizigli bog‘lanmaganligidan ¢, =c, =...=c, =0 kelib chigadi. Bu ziddiyat
farazimizning noto‘g‘riligini bildiradi. m

4.10.3-lemma. Agar y(x),y%(x),...,y*(x) vektor-funksiyalar [a,b]
oraligda  chizigli  bog‘liq  bo‘lsa, u holda Vx,e[a,b] da
v H(%0), Y2 (%), - -, Y (Xo) sonli vektorlar chizigli bog‘liq bo‘ladi.

4.10.1-misol. Ushbu

ro-;) voo-[ 1)

vektor-funksiyalar R da chizigli bog‘lanmagan. Lekin, Vvx,eR da
v (Xo), Y2 (%) sonli vektorlar chizigli bog‘langan, ya'ni y2(x,) = Xo Y™ (Xo) -
4.10.3-lemmaning isbotini o‘quvchiga havola gilamiz.

4.10.1-teorema. Aytaylik, y!(x), j =1k vektor-funksiyalar (4.10.1) bir
jinsli differensial tenglamalar sistemasining yechimlari bo‘lsin. U holda
y (x),j=Lk yechimlarning [a,b]=R oraliqgda chizigli bog‘liq bo‘lishi
uchun, ushbu vx, €[a,b], y!(xy), j=1k sonli vektorlarning chizigli bogliq
bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Faraz gilaylik, (4.10.1) sistemaning y!(x),j=1k yechimlari
chizigli bog‘lanmagan bo‘lsin. Agar 3x,<[a,b] mavjud bo‘lib,
y) (%), j =Lk sonli vektorlarning chizigli bog‘liq bo‘lsa, u holda shunday
C1,Cp,-., C [Ch|+]Co|+. . . +[c | > O sonlar topilib

Gy (%) + €Y% (%) +. .+ Y (%) =0
bajariladi. Ko‘rinib turibdiki, ushbu

() =&y (X) +Cy2 () +. . .+ Y (X)
vektor-funksiya (4.10.1) sistemani va

y(%) =0

boshlang‘ich shartni ganoatlantiradi. Bundan y(x) =0, x e[a,b] kelib chigadi,
yani yl(x),j=Lk chizigli bog‘liq vektor-funksiyalar bo‘lar ekan. Bu
ziddiyat, farazimizning noto‘g‘riligini ko‘rsatadi.
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Aksincha, faraz gilaylik, Vx,e[a,b] da, ushbu y!(x,),j=1k sonli
vektorlar chizigli bog‘lanmagan bo‘lsin. Agar bu yI(x),j=1k vektor-
funksiyalar [a,b] da chizigli bog‘liq bo‘lsa, u holda y’(x,),j=1k sonli
vektorlar ham chizigli bog‘liq bo‘ladi. Bu esa ziddiyat. m

4.10.1-natija. (4.10.1) bir jinsli sistemaning y!(x), j=1k yechimlari
[a,b] oraligda chizigli bog‘liq bo‘lishi uchun WVvx,e[a,b] da, ushbu
y) (%), j =1,k sonli vektorlarning chizigli bog¢liq bo‘lishi zarur va yetarli.

4.10.2-ta’rif. Uzluksiz y’(x) eC,([a,b]), j=1n vektor-funksiyalardan
tuzilgan ushbu

Vi) Y2 ...y (x)

1 2 n
W(X) ZW{yl(X), yZ(X)’. L yn(x)}: yZ(X) y2 (X) e y2 (X)
ya(X) ye() ... yR(x)

determinantga  {y*(x), y>(x)....,y"(x)} vektor-funksiyalarning Vronskiy
determinanti deyiladi.

4.10.4-lemma. Agar  y'(x),y?(x),...,y"(x) vektor-funksiyalardan
tuzilgan ~ W{Y'(x), y*(x),...,y"(xX)}=W(x) Vronskiy determinanti biror
X, € | =[a,b] nuqtada noldan farqli, ya’ni

W (xy) #0, %y €[a,b]
bo‘lsa, u holda bu vektor-funksiyalar chizigli bog‘lanmagan bo‘ladi.

Isbot. Teskarisini faraz qilaylik. Aytaylik, y!(x),j=1n vektor-
funksiyalar chizigli bog‘langan bo‘lsin. U holda kamida bittasi noldan farqli
bo‘lgan c;,c,,...,c, sonlar topilib

OV () + Gy (X) +...4+C,y"(X) =0, xel =[a,b]
munosabato‘rinli bo‘ladi. Xususan, x = x, €[a,b] nuqgtada

Gy (Xo) + Gy (Xg) +- - .+ Y" (%) =0

bajariladi. W (xy) # 0 bo‘lgani uchun y*(x,), y?(Xo),- - ., y" (%) sonli vektorlar
chiziqli bog‘lanmagandir. ~ Shuning  uchun  oxirgi  tenglikdan
c,=C,=..=c,=0 Kkelib chigadi. Bu garama-garshilik farazimizning
noto‘g‘riligini ko‘rsatadi. m

4.10.5-lemma. Agar y'(x),y?(x),...,y"(x) vektor-funksiyalar chizigli
bo‘langan bo‘lsa, u holda

W () =WLY' (9, y*(X).. .., y" ()}=0, Vxe[a,b]

o‘rinli bo‘ladi.

Lemmaning isbotini o‘quvchiga havola gilamiz.
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4.10.6-lemma. Agar y'(x),y?(x),...,y"(x) vektor-funksiyalar (4.10.1)
differensial tenglamalar sistemasining yechimi bo‘lib, biror x, el =[a,b]
nugtada

W (%0) =W{Y' (%), Y2 (%0).- - -, Y" (%) }=0
bo‘lsa, u holda y!(x),j=1n vektor-funksiyalar I =[a,b] oraligda chizigli
bog‘langan bo‘ladi.

Isbot. Lemmaning shartiga ko‘ra W(x,)=0 bo‘lgani uchun, kamida
bittasi noldan fargli bo‘lgan 3¢;,c,,...,c, o‘zgarmas sonlar topilib

Gy (Xo) + €Y (%) +. . . +CY" (%) =0
tenglik bajariladi. Ushbu

Y(¥) =1y () + Gy () +. .. +Cpy" (X) (4.10.3)
vektor-funksiya (4.10.1) sistemani va
y(X) =0 (4.10.4)

boshlang‘ich shartni ganoatlantiradi. Bundan tashgari y(x)=0 vektor-

funksiya ham (4.10.1) sistemani va (4.10.4) boshlang‘ich shartni
ganoatlantiradi. Yagonalik teoremasiga ko‘ra y(x)=y(x)=0 bo‘ladi. Bunga

asosan (4.10.3) tenglik ushbu
Y (X)+CY (X +...+Cy"(x) =0
ko‘rinishni oladi. Bu esa y'(x),y?(x),...,y"(x) vektor-funksiyalarning
chizigli bog‘langanligini ko‘rsatadi. m
4.10.1-izoh. Ixtiyoriy vektor-funksiyalar uchun 4.10.6-lemmaning
tasdiqgi bajarilmaydi. Jumladan, ushbu

Vi) = @ Vi) = [0)
X

vektor-funksiyalarning chizigli bog‘lanmagan, lekin
0 O

W(x)=W{y1(x>,y2(x)}=‘1 )

4.10.2-teorema.  Aytaylik, (4.10.1) differensial tenglamalar
sistemasining v (X), Y2 (X),...,y"(X) yechimlaridan tuzilgan

W (x) =W{LY (%), y2(),. . ., y"(X)}— Vronskiy determinanti berilgan bo‘lsin. U
holda quyidagi

=0.

W (x) =W(x0)exp{Jx‘spA(r)dr}, X €[a,b] (4.10.5)

Ostragradskiy-Liuvill formulasio‘rinli. Bunda ushbu
SPA(X) = aj (X) + 8y (X) +. . .+ a,,(X) (4.10.6)
munosabatga A(x) matritsaning izi deyiladi.
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Isbot. Avvalo W (x) —Vronskiy determinanti uchun quyidagi

S0 _ AW (), x Tab] (410.7)

differensial tenglamani keltirib chigaramiz.
Aytaylik, ushbu
Yy 00 =y (0,¥3 (), YA, j=1n
ko‘rinishdagi  vektor-funksiyalar ~ (4.10.1) differensial  tenglamalar
sistemasining, ya’ni

Y0 _ Ayl
dx

yechimlaridan iborat bo‘lsin. U holda bu vektor-funksiyalarning y;(x) -
koordinatasi

Wi 0)_ S o 0yi () (4.10.8)
dx r=1

differensial tenglamani ganoatlantiradi.
Endi W(x) — Vronskiy determinantining hosilasini hisoblaymiz:
dW(x) ZaW(X) dy/ (x)_ (4.10.9)
= oy J(x)  dx
Agar Y/ (X) elementnlng algebralk to‘ldiruvchisini W, (x) —orqali belgilab,
W (x) — Vronskiy determinantini i — satr elementlari bo‘yicha yoysak, ushbu

W)=y 00w, 00 =X y7 0OW, 0+ YI 0OW, 00+ 3 ¥ (W, (X

r=j+1

yoyilma hosil bo‘ladi. Bundan
AW (x)

dy/ (X)
tenglikni  olamiz. Endi (4.10.9) tenglikni (4.10.8) va (4.10.10)
munosabatlardan foydalanib quyidagicha yozish mumekin:

dW(X) Z (X)Za.r(x)yr(x) Za,,(x)Zyr (W, (%).

i,j=1 i,r=1

W;; (x) (4.10.10)

(4.10.112)
Quyidagi formula algebra kursidan ma’lum:

< B W), i=r,
jz_l: Y, (W, (x) =W (x)5,; = {O, ir

Bu yerda 6&,;— Kroneker simvoli. Shuning uchun yuqoridagi (4.10.11)
differensial tenglamani
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i,r=1
ko‘rinishda yozish mumkin. Oxirgi differensial tenglamani integrallab,
(4.10.5) Ostragradskiy-Liuvill formulasini hosil gilamiz. m
4.10.2-natija. Agar A sonli matritsa bo‘lsa, u holda ushbu
dete” = e%PA (4.10.12)

dW(X) {Za.r ()35 }W(x) = {Za (x)éir}w (x) =W (x)spA(x)

tenglik bajariladi.

Isbot. (4.10.5) Ostragradskiy-Liuvill formulasini ushbu

W (x) = det e*®

funksiya uchun x, =0,x =1 deb go‘llasak, (4.10.12) tenglik kelib chiqadi. m

4.10.1-ta’rif. Bir jinsli (4.10.1) ko‘rinishdagi chizigli differensial
tenglamalar sistemasining n ta chizigli bog‘lanmagan y*(x), y?(x),. .., y"(x)
yechimlariga, uning fundamental yechimlari sistemasi (F.Y.S) deyiladi. Bu
yerda

Y00 = (¥ (0, ¥300,... Ya ()", j=1n.
4.10.3-teorema. Uzluksiz koeffitsiyentli, (4.10.1) ko‘rinishdagi bir

jinsli differensial tenglamalar sistemasining fundamental yechimlari sistemasi
(F.Y.S) mavjud.

Isbot. Faraz qilaylik, R" fazoning e,e,,...,e, chizigli bog‘lanmagan
vektorlari berilgan bo‘lsin. U holda (4.10.1) differensial tenglamalar
sistemasiga go‘yilgan ushbu

Y (Xo) =€, Y*(Xo) =€, .., Y"(Xo) =¢,
Koshi masalasining yechimlarini y*(x), y2(x),...,y"(x) orgali belgilaymiz.
Bu yechimlardan tuzilgan W{y'(x), y>(x),...,y"(x)}=W(x) Vronskiy
determinantini hisoblaymiz:
W (xy) =det(e,e,,...,e,) =0.
Chunki e; —Vvektorlar chizigli bog‘lanmagan. Bundan esa

yr(%), y2(X),. .., y"(x) yechimlarning chizigli bog‘lanmaganligi kelib chigadi.
|

4.10.3-teorema.  Agar  y'(x),y?(x)....,y"(x)  vektor-funksiyalar
(4.10.1) differensial tenglamalar sistemasining fundamental yechimlari
sistemasini (F.Y.S) tashkil gilsa, u holda uning ixtiyoriy yechimi

Y(X) =Gy (X) +Coy2 (X) +. ..+ Cy" (X) (4.10.13)

ko‘rinishda ifodalanadi.

4.10.3-teoremaning isbotini bayon qgilish o‘rniga (4.10.13) formulaning

boshgacha ko‘rinishini keltiramiz.
4.10.3-ta’rif. Ustunlari fundamental yechimlar sistemasidan tuzilgan
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Y00 =[y100, Y (9, y" ()|
matritsa-funksiya (4.10.1) sistemaning fundamental matritsasi deyiladi.
Fundamental matritsao‘z navbatida ushbu

ave9 _ A(X)Y (x), ¥x e[a,b], detY(x)=0 (4.10.14)

matritsaviy differensial tenglamani qanoatlantiradi. Bundan Kko‘rinadiki,
(4.10.1) sistemaning ixtiyoriy yechimi
y(x)=Y(x)-C
ko‘rinishda yoziladi. Bu yerda C — ixtiyoriy sonli vektor.
4.10.4-teorema. Agar Y (x)-(4.10.14) matritsaviy differensial
tenglamaning fundamental matritsasi bo‘lsa, u holda uning umumiy yechimi
Y(x)=Y (X)C
ko‘rinishda bo‘ladi.
Isbot. (4.10.14) matritsaviy tenglamaning yechimini
Y (x) =Y ()C(x)
ko‘rinishda izlaymiz. Ushbu
N0 7 e - 200

tenglikdan foydalanitl, (4.10.14) dlfferen5|al tenglamadan
T (0 +7 00 2 = AT 000

dC(x)

CO)+Y (%)

munosabatni hosil gilamiz. Bunda Y (x)—matritsa (4.10.14) tenglamaning
yechimi bo‘lgani uchun oxirgi tenglikdan

A(x)Y (X)C(x) +Y (x) (X) A(X)Y~(X)C(X)

kelib chigadi. Bundan

dC(x)

Y (X) =0, detY (x) =0,

ya’'ni
dC(x)
dx
differensial tenglamani topamiz. Oxirgi tenglamadan C(x)=C o‘zgarmas
matritsa ekanligi kelib chigadi. m
Berilgan (4.10.1) differensial tenglamalar sistemasiga qo‘yilgan ushbu
y(%) =y’
Koshi masalasining yechimi uchun
Y(x) =Y ()Y (%) - y°
formulao‘rinli bo‘ladi. Bu yerda Y(x) (4.10.14) matritsaviy differensial
tenglamaning ushbu

=0
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Y (%o) = E, E —Dbirlik matritsa
boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimi.
Ushbu
K(x,X) =Y (XY (%)
matritsaga (4.10.1) sistemaning matritsanti deyiladi.

11-§. Chizigli bir jinsli bo‘Imagan differensial tenglamalar sistemasi

Quyidagi
% = AX)Y + f(X) (4.11.1)

chiziqli bir jinsli bo‘Imagan differensial tenglamalar sistemasini garaylik. Bu
yerda A(x), xe[a,b] oraligda aniglangan uzluksiz n-o‘lchamli kvadrat

matritsa-funksiya, f(x),xe[a,b] oraligda aniglangan uzluksiz vektor-
funksiya, y(x) —noma’lum vektor-funksiya.

4.11.1-lemma. Agar y,(x) va y,(x) vektor-funksiyalar mos ravishda
ushbu

dy,
—= = A(X f. (X),
dx (XY, + f1(x)

dy2
—= = A(X + f, (X
dx ( )y2 2( )

tenglamalar sistemasining yechimlari bo‘lsa, u holda y(x)=y;(x)+ y,(X)
vektor-funksiya quyidagi

% = A(x)y + fl(X) + f2 (X)

differensial tenglamalar sistemasining yechimi bo‘ladi.
4.11.1-teorema. Aytaylik, y°(x) vektor-funksiya (4.11.1) sistemaning
biror yechimi bo‘lib, @(x) ushbu
7'(x) = A(X)z(X) (4.11.2)
bir jinsli tenglamalar sistemasining fundamental matritsasi bo‘lsin. U holda
(4.11.1) differensial tenglamalar sistemasining barcha yechimlari
y(x) = @(X)C + y°(x) (4.11.3)
ko‘rinishda ifodalanadi. Bunda C —ixtiyoriy sonli vektor.
Isbot. Berilgan (4.11.1) sistemada
y() =200 +y°(x) (4.11.4)
almashtirish bajaramiz:

dz(xx) + dy;’)EX) = AO)[z(X) + Y° 001+ f (X) = Az(x) + Ay’ (X) + f ().

Bu yerda
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dy° (9 _ AY°(x) +  (X)
dx

munosabatning bajarilishini e’tiborga olsak, yuqoridagi tenglikdan

E _ Awz(x)

dx
tenglama kelib chigadi. (4.11.2) sistemaning umumiy yechimi

z2(x) =D(x)C
ko‘rinishda bo‘lgani uchun (4.11.4) almashtirishdan

y(X) = @(x)C + " (x)
kelib chigadi. Bu yerda C —ixtiyoriy sonli vektor. m
4.11.2-teorema. Agar @(x)—(4.11.2) sistemaning fundamental

matritsasi bo‘lsa, u holda (4.11.1) differensial tenglamalar sistemasining
umumiy yechimi uchun

y(X) = D(x)D + D(x) j oM (2) f(1)dz (4.11.5)

formula o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda x, e [a,b], D—ixtiyoriy o‘zgarmas vektor.
Isbot. Berilgan (4.11.1) sistemaning umumiy yechimini
y(x) =@(x)-C(x) (4.11.6)
ko‘rinishda izlaymiz. Bu yerda C(x)-—hozircha noma’lum vektor-funksiya.
Avvalo (4.11.6) tenglikni differensiallab,

32(/ ch(x)C( x) +@(x) I dC(x)
munosabatni topamiz. So‘ngra bu tenglikni (4.11.1) sistemaga qo‘ysak,
9P ¢ (x) + apx) IEX) dC(X) = A)P(X)C(X) +  (X) (4.11.7)
hosil bo‘ladi. Agar ushbu
20 _ (o)
tenglikningo‘rinli ekanligini inobatga olsak, (4.11.7) munosabatdan
A(X)D(X)C(X) + D(X) ——= dC(X) = A(X)D(X)C(x) + f(x),
ya’'ni
() “= 2 = (9
tenglama kelib chiqgadi. Bu tenglamanl ushbu
% =@1(x) f (x) (4.11.8)

ko‘rinishda yozib, so’ngra integrallab,
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C(x) = j O (7) f(r)dz + D, (4.11.9)

topamiz. (4.11.9) tenglikni (4.11.6) ga go‘yib, ushbu

Y(X) = D(x)D +D(x) I o) f(2)dr

formulani hosil gilamiz. m
4.11.1-natija. (4.11.1) differensial tenglamalar sistemasiga qo‘yilgan
y(%) =y’
Koshi masalasining yechimi uchun

V() =P () + [ PO f(D)dr  (41110)
formula o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda x, <[a,b].
4.11.1-izoh. 1) Quyidagi ko‘rinishdagi vektor-funksiya

Yo(¥) = () [ @7(2) /(D)=

(4.11.1) differensial tenglamalar sistemasining
Yo(Xp) =0
boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimidan iborat bo‘ladi.
2) Ushbu

K(x,7) = D)@ *(z)
matritsa-funksiya (4.11.1) sistemaning matritsantidan iborat bo‘ladi, ya’ni

dKéz’T) = A(X)K(x,7), K(zr,7)=E —birlik matritsa.

3) Agar (4.11.1) sistemada A(x) = (&;),a; = const o‘zgarmas matritsa
bo‘lsa, u holda uning umumiy yechimi uchun

y(x)=e*.d + I e IAf (1)d 7
formula o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda @(x)=e* (4.11.2) sistemaning
fundamental matritsasi bo‘lib, d —ixtiyoriy sonli vektor.
4.11.1-misol. Ushbu
dy,

N _ 4y, -2y,
dx Y1—4Y,

%(2=8y1—4y2+\/§, x>0
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bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamalar sistemasini Lagranj usulidan
foydalanib yeching.

Yechish. Avvalo, ushbu

dy;

dx

dy,
—2< =8y, -4
dx Y1—4Y;

bir jinsli differensial tenglamalar sistemasining koeffitsiyentlaridan
4 -2
8 -4
matritsa tuzib olamiz. So‘ngra bu matritsaning Xxos giymatlarini va Xxos

vektorlarini
topamiz. Buning uchun

=4y, - 2y,,

A=

Ah=2h,0=h=(x,x,)"
tenglamani garaymiz. Bu tenglamani koordinatalarda yozib
4Xq —2Xy = AXq,
{8X1 —4X, = AX,,
ya’'ni
(4—A)x — 2%, =0,
{8xl +(-4-1)x, =0
bir jinsli algebraik tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Bundan
4—p =2
‘ 8 —4-1
—(4-2)(4+2)+16=0, — (16— 4*) +16 =0,
—16+ 4% +16=0, *=0,4, =1, =0
karrali xos giymatlarni topib olamiz.
4 =0 xos giymatga mos keluvchi xos vektorni ushbu

4%, —2X%, =0,
{8x1 —4x, =0
sistemadan aniglaymiz: x, =1, x,=2, h =(12)".
Endi h, xos vektorga yopishgan h, —vektorni aniglash uchun

(A-Z)hy =hy, 4, =0
T
tenglamadan foydalanamiz: h, = G,Oj :

‘:044—@@4-1ﬁ4aza

Bu ma’lumotlardan foydalanib, bir jinsli differensial tenglamalar
sistemasining umumiy yechimini topamiz:

219



B (1 1 1/4
y(x)_clhl+cz(xh1+h2)_c1£2j+c2[x(2j+(o D

Endi o‘zgarmasni variyasiyalash usulidan foydalanib, berilgan bir jinsli
bo‘lmagan differensial tenglamalar sistemasining yechimini

y(x)=c1(x>(12j+cz(x)[x[12]+@/ 4])

ko‘rinishda izlaymiz. Bu yerda c,(x), ¢,(x) —hozircha noma’lum funksiyalar:

y,(x):(y;(x)]:[q(x) j+(c2<x)(x+1/4)j’ {c{(x) ]+
Yo(x) ) (2¢/(x) ) (26,(x)x . \26(X)
¢, (X) + G, ()(X +1/4))_(C/(X) +C,(X) + 5 (X)(x +1/4)
+(202 (X) + 2¢, (X)X j (ZC{(X) +2¢,(X) + 2¢, (X)X ]
y1 (%) =c1(X) + C2 (X)(x +1/4) + ¢, (X),
Y5 (%) =26} (x) + 25 (X)X + 2¢, ().
Topilgan y;(x), y,(x) hosilalarning ifodalarini berilgan bir jinsli bo‘Imagan
differensial tenglamalar sistemasiga qoyamiz:
{Ci(X) +C () (X +1/4) + €5 (X) = 4[cy (X) + (X +1/4) ¢5 (X)]— 2[2¢ (X) + 2xC5 (X)],
2¢] (X) + 2¢5 (X)X + 2¢, (X) = 8[cy (X) + (X +1/4) ¢, (X)]— 4[2¢, (X) + 2XC, (X)]+ /X
{cl’ +¢)(X+1/4) +c, = 4c, +4c,X+C, —4c, —4xC,,

2¢] + 2c,x + 2¢, =8¢, +8XC, + 2¢, —8¢, —8XC, + /X,
¢ +(x+1/4)c, =0,
{ch’ +2XC, = Jx.
Bundan c/(x) =(2x+1/2)Vx, c,(x) =—2+/x oddiy differensial tenglamalarni
hosil gilamiz. Ularni integrallab, c (x) va c,(x) larni topamiz:

c,(x) =(%x+gx2)\/§+ A,

cz(x)z—gx X + B,

bu yerda A, B —ixtiyoriy haqiqiy o‘zgarmas sonlar. Nihoyat, ushbu

8 X
y(x)= Ah + B(xh, +h)+|

yechimni topamiz.
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V BOB. TURG‘UNLIK NAZARIYASI
1-§. Turg‘unlik tushunchasi

Aytaylik, ushbu

ax(t)
. f(t,x), (5.1.1)

X(ty) =%, (5.1.2)
Koshi masalasining x=¢(t) yechimi mavjud bo‘lib, ixtiyoriy te[t,, )
to‘plamda aniglangan bo‘lsin. Bu yerda

X(£)= (% (£) %, (), % (t), 0%, (1))
F(tX)=(f(6X), oo £, (6,X))
0(t)=((1) 2 (1) (). (1))

5.1.1-ta’rif. Agar ixtiyoriy &>0 soni uchun, shunday &>0 soni
topilib,

% — X,| <8 (5.1.3)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi har bir %, uchun quyidagi
% - (4,%) (5.L.1)
X(t,)=%, (5.1.2")
Koshi masalasining %(t), te[t,,0) yechimi mavjud bo‘lib, ushbu
X(t) —p(t)| < &, Vte[t,x) (5.1.4)

tengsizlikni ganoatlantirsa, u holda x=¢(t) yechim Lyapunov ma’nosida
turg‘un deyiladi.

5.1.2-ta’rif. Agar x=¢(t), t>t, yechim

1) Lyapunov ma’nosida turgun;

2) Ushbu !LT | X(t) — @(t) =0 munosabat o‘rinli
bo‘lsa, unga asimptotik turg‘un yechim deyiladi.

Berilgan (5.1.1) differensial tenglamalar sistemasi x =¢(t) yechimining
turg‘unligini tekshirish masalasi, uning nol, ya’ni x(t)=0 yechimining
turg‘unligini tekshirish masalasiga keltirish mumkin. Buning uchun

X(t) =o(t) + y(t), te[t,, ) (5.1.6)
almashtirishdan foydalanamiz. Bu almashtirish natijasida (5.1.1) differensial
tenglama

@) + yt) = f(t, o(t) + y(t)) (5.1.7)
ko‘rinishni oladi. Bunda ushbu
@(t) =T (t, o(1))
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munosabatning bajarilishini inobatga olsak, (5.1.7) tenglik quyidagi

y(t) = f(t,o(t) + y(1)) — £ (t, (1)), t =1, (5.1.8)
ko‘rinishga keladi. Berilgan (5.1.1) differensial tenglamaning x=¢(t)
yechimi (5.1.6) almashtirish natijasida (5.1.8) tenglamaning y(t)=0 nol
yechimiga o‘tadi. Endi, (5.1.8) tenglamani

y)=F(ty), Fty)=fe(t)+y) - f(tet) (5.1.9)
ko‘rinishda yozamiz. Bu holda y(t)=0 yechimga, ya’ni (0,..,0) nugtaga
(5.1.9) differensial tenglamalar sistemasining muvozanat nuqtasi deyiladi.
Chunki

F(t,0)=f(t,p)— f (t.¢)=0.

Turg‘unlik tushunchasi (5.1.9) differensial tenglamalar sistemasining
muvozanat nuqtasiga, ya'ni y(t)=0 yechimga nisbatan quyidagicha talgin
gilinadi.

5.1.3-ta’rif. Agar V¢ >0 soni uchun shunday 36 >0 soni topilib,

|Vo| <&
tengsizlikni ganoatlantiruvchi har bir y, uchun (5.1.9) sistemaning y,(t,) =y,
boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi y(t), te[t,,) yechimi
ly(t)|< e, telt,, o)
bahoni ganoatlantirsa, u holda y(t)=0 yechim, ya’ni (0,..,0) muvozanat
nugta Lyapunov ma’nosida turg‘un deyiladi.

5.1.4-ta’rif. Agar y(t)=0yechim (muvozanat nuqta) quyidagi:

1). Lyapunov ma’nosida turg‘un;

2). lim|y(t)[=0
shartlarni ganoatlantirsa, muvozanat nuqta asimptotik turg‘un deyiladi.

Yuqoridagi ta’riflarda |-| belgi vektor funksiyaning normasini

anglatadi, ya'ni |x(t)|= \/xf () + ...+ X3 ().

Geometrik  nugtaiy nazardan  ¢(t) yechimning turg‘unligini
quyidagicha tasvirlash mumkin:

1) o(t) yechim turgun, y=(y;, Yy, ¥y)':

A -
P e
/ == 1
W
i I \
w W/ \!

Y

1-chizma
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2) o(t) yechim asimptotik turgun:

Y

,__
—
. |

L J

2-chizma
3) ¢(t) yechim turg‘un emas (noturg‘un)

r

ave
%

Y

3-chizma
5.1.1-misol. Ushbu

dy

a

differensial tenglamaning y(t)=0 yechimini turg‘unlikka tekshiring.
Yechish. Berilgan differensial tenglamani

ko‘rinishda yozib olamiz va uning umumiy yechimini topamiz:
y(t) :i, V¢ =const.
t+c

Bundan tashgari y(t)=0 ham berilgan differensial tenglamaning yechimidan
iborat bo‘ladi. Endi y(0)=y, boshlang‘ich shartga mos keluvchi yechimni
aniglaymiz:

1 1 y
0)=y,=>c=—; y(t)= =20
y(0) =Yy, y(t) T "ty +1

Yo t+—
Yo

Berilgan differensial tenglamaning y(t)=0 yechimini turg‘unlikka
tekshirishda, ~ ushbu  |y(0)|=|y,|<d  tengsizlikning  bajarilishidan
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ly(t) <&,0<t<oo bahoning kelib chigishini ko‘rsatish lozim. Ammo,

garalayotgan misolda y,<0 bo‘lganda ty0+1:0,t:—i>0 bo‘ladi.
Yo

Shuning uchun t—>—i—0 da y(t) —»—co intiladi. Bu holda y(t)=0 yechim
0
turg‘un bo‘Imaydi.

4-chizma

5.1.2-misol. Ushbu
dy
—=1+t-y, y(0)=0
ot y, y(0)
Koshi masalasi yechimini turg‘unlikka tekshiring.
Yechish. Avvalo berilgan differensial tenglamani

dy
p +y=1+t
ko‘rinishda yozib olamiz va uning bir jinsli
dy
pr +y=0
gismining umumiy yechimini topamiz:
y(t)=ce™, c=const.
So‘ngra, berilgan bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamaning xususiy
yechimini
y,(t)=At+B
ko‘rinishda izlab, A va B noma’lumlarning giymatlarini aniglaymiz:
y,(t)=A A+At+B=1+t; A=1 B=0.
Demak, xususiy yechim ushbu
Yo (t):t
ko‘rinishada bo‘lar ekan. Shuning uchun berilgan bir jinsli bo‘lmagan
differensial tenglamaning umumiy yechimi

y(t)=ce™ +y,(t)=ce” +t
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ko‘rinishida bo‘ladi. Endi y(0)=y, boshlang‘ich shartdan c=y, ekanligini
topamiz. Natijada ushbu y(t)=y,e™ +t yechimni aniglaymiz. Bu yerda
Yy, =0 bo‘lsa, u holda
y(t) =o(t) =t
funksiya berilgan Koshi masalasining yagona yechimidan iborat bo‘ladi. Bu
o(t) =t yechimni turg‘unlikka tekshiramiz. Buning uchun quyidagi ayirmani
baholaymiz:
\y(t)—go(t)\:‘yoe*t +t—t‘:\y0\e*t <ly,| <& vt=0.
Shunday qilib, agar 5 =¢ desak, u holda |y,|< & tengsizlikning bajarilishidan
ly(t) — ()| =|y(t) —t|< &, Vt =0 bahoning o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa
p(t)=t yechimning Lyapunov ma’nosida turg‘un ekanligini ko‘rsatadi.
Bundan tashqari ¢(t) =t yechim asimptotik turg‘un yechim ham bo‘ladi.
Chunki
!Lrg\y(t) —o(t)| = !Lrg\yo\e‘t =0,Vvt=>0.
5.1.3-misol. Ushbu
dy

a=—a2y, Y(to): Yoo a=0

Koshi masalasining yechimini turg‘unlikka tekshiring.
Yechish. Berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi

y(t)=ce™",vc=const ko‘rinishda bo‘ladi. y(t,) =y, boshlang‘ich shartdan
C= yoeazt kelib chigadi. Bundan foydalanib, berilgan Koshi masalasining

y(t) = yoe
yechimini topamiz. Endi |y, — ;| <&, >0 tengsizlikni ganoatlantiruvchi ¥,
sonini tanlaymiz va y(t,)=9, boshlang‘ich shartga mos keluvchi Koshi
masalasining  §(t)=y,e***  yechimini olamiz. Quyidagi ayirmani
bajaramiz:

9 = YOI =[50 — Yol ™ =[5, — yole* - e <[§, — yole™ <&, vt 2t
Agar Ve>0 soni uchun &>0 sonini S=ge*® deb tanlasak, u holda
|V, — ¥o| <& tengsizlikning bajarilishidan |§(t) — y(t)| <&, vt =t, bahoning
o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi. Qaralayotgan misolda
y(t)=y,exp{-a’(t—t,},t>t, yechim Lyapunov ma’nosida turg‘un bo‘ladi.
Bundan tashqari ushbu !er)”/(t)—y(t)\:!LrQ\yo—yo\exp{—az(t—to)}:o,tzto
munosabatning  bajarilishi-  dan,  berilgan  Koshi  masalasining
y(t) = y,exp{-a’(t—t, }, t=t, yechimi asimptotik turg‘un bo‘lishi kelib
chigadi.
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5.1.4-misol. Ushbu

dy a
="y, yD=0
it y@®

Koshi masalasining yechimini turg‘unlikka tekshiring.

Yechish. Ko‘rinib turibdiki, ushbu §(@)=y, Koshi masalasining
yechimi  §(t)=t"y, ko‘rinishida bo‘ladi. Berilgan y(1)=0 boshlang‘ich
shartni ganoatlantiruvchi yechim esa y(t)=0 dan iborat bo‘ladi.

Quyidagi ayirmani hisoblaylik:

[9) = YO =[t*yo — 0| =1t - |¥o|-
1-hol. Agar a=0 bo‘lsa, u holda
[9) - YOl =Yo|
munosabat o‘rinli bo‘ladi. Bundan ko‘rinadiki, Y&>0 soni uchun >0
sonini =& deb olsak u holda |y,|<o tengsizlikning bajarilishidan

|9(t) —y®) HYt)H Y, [< &, Yt =1, bahoning o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi. Bu
esa y(t) =0 yechimning Lyapunov ma’nosida turg‘unligini ko‘rsatadi.

2-hol. Agar a<0 bo‘lsa, u holda

lim| §(t) - y(¥) I=limt ] y, =0

munosabatning bajarilishidan y(t)=0 yechimning asimptotik turg‘unligi
kelib chigadi.

3-hol. Agar a>0 bo‘lsa, u holda |[§(t)—y(t)|=[t] |yo| >+, t >0
bo‘lgani uchun y(t)=0 yechim noturg‘un bo‘ladi. Demak, a=0 holida
y(t)=0 yechim turg‘un, a<0 holida esa asimptotik turg‘un va a>0 holida

turg‘unmas (noturg‘un) bo‘ladi.
5.1.5-misol. Ushbu

¥ _
dt
dx, _
dt
differensial tenglamalar sistemasining muvozanat nuqtalarini toping va uni
turg‘unlikka tekshiring.
Yechish. Quyidagi tenglamalar sistemasidan

—2X, =0,
2x, =0

(x.,%,) =(0,0) nugtaning muvozanat nuqgta ekanligi kelib chigadi.
Berilgan differensial tenglamalar sistemasining umumiy yechimi
X (t) =ccos(2t — @), X, (t)=csin(2t —¢)
ko‘rinishda bo‘lishini ko‘rsatish giyinchilik tug‘dirmaydi. Bunda t =0 deb,

X5,
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X(0) = (%,(0), %,(0)) = (ccos g, —csin )
ekanligini topamiz. Endi quyidagi ayirmalarni baholaymiz:
|(0) — 0| =|x(0)| :\jxf(O) + x5 (0) :\/c2 cos? p+c’sin’ g =c|,
[X(t) — 0] = |X(t)] = X2 (t) + X (t) = \Jc? cos? (2t — ) + C?sin* (2t — @) = c]
Ixtiyorty Ve>0 soni uchun 35(¢) >0 sonini §=¢ deb tanlasak, u
holda

x(0) - 0| =|c|< &
tengsizlikning bajarilishidan
X(t) -0 =|x(t)| <&, Vt=0
bahoning o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi. Demak, (0,0) muvozanat nugta
Lyapunov ma’nosida turg‘un bo‘lar ekan. Ammo, (0,0) muvozanat nuqta
asimptotik turg‘un bo‘lmaydi. Chunki !erx(t) |Hcl#0. Qaralayotgan

misolda integral chiziglar spirallardan iborat bo‘ladi. Ularning Oxx,
tekislikdagi proyeksiyasi markazi (0,0) nuqtada bo‘lgan aylanalardan iborat
bo‘ladi. Bu holda muvozanat nugta markaz deb ataladi.

J -\

5-chizma
Integral chiziglar spirallardan iborat bo‘ladi.

6-chizma
Integral chiziglarning Ox x, tekislikdagi proyeksiyasi (trayektoriyasi)
markazi (0,0) nuqgtada bo‘lgan aylanalardan iborat bo‘ladi.
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5.1.6-misol. Ushbu
ax _

3X,,
e
dx,
dt ?

differensial tenglamalar sistemasining muvozanat nuqtasini turg‘unlikka
tekshiring.
Yechish. Ko‘rinib turibdiki, (0,0) nuqgta berilgan differensial

tenglamalar sistemasi uchun muvozanat nuqta bo‘ladi. Bundan tashqari
differensial tenglamalar sistemasining umumiy yechimi

X1(t) = X1(0)e73t1 X, (t) =X, (o)eit
formula bilan aniglanadi. Ushbu x(0)| = \[xf (0) + x2(0) ,

\x(t)\z\/xf(O)e‘6t +X,” (0)e™ <e™|x(0)| <|x(0)| munosabatlarga asosan, V& >0
soni uchun 6>0 sonini =& deb tanlasak |x(0)|<& tengsizlikning
bajarilishidan |x(t)|<|x(0)| <&, vt=0 bahoning o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi.
Bu esa (0,0) muvozanat nugtaning Lyapunov ma’nosida turg‘un ekanligini
ko‘rsatadi. Bundan tashgari ushbu

lim| x(0) = im () + (1) ~0|=0
munosabatning bajarilishidan (0,0) muvozanat nugtaning asimptotik
turg‘unligi ham kelib chigadi.
5.1.7-misol.  Quyidagi differensial tenglamalar  sistemasining
muvozanat nuqtasini turg‘unlikka tekshiring:
dx, _
e
Yechish. Awvalo berilgan differensial tenglamalar sistemasining
umumiy yechimini topamiz:
X, (t) =c, cost +c,sint, x,(t) =—c, sint+c,cost,t>0.
Endi  x(0) =(x(0),x,(0)) boshlang‘ich shartni ganotlantiruvchi yechimni
topamiz:
X, (t) =% (0)cost + x, (0)sint, X, (t) =—x (0)sint + x,(0)cost, t>0.
Ixtiyoriy & >0 soni uchun3i & =46(g) >0 sonini § =¢ deb tanlaymiz.
Bu holda

[X(0)]=[(%,(0), %, ()| = \%* (0) + ,” (0) < &
tengsizligi bajarilganda
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IX()] = X2 () + %,2(t) = /(% (0) cost + X, (0)sint)? + (—x, (0)sint + X, (0) cost)? =
= %2 (0)+x,%(0) <&, Vt>0

bahoning o*rinli bo“lishi kelib chigadi. Bundan (0,0) muvozanat
nugtaning Lyapunov ma’nosida turg‘unligi kelib chigadi.
Quyidagi

lim|x(t) = (X%2(0) + X2 (0) %0

munosabatdan esa (0,0) muvozanat nugtaning asimptotik turg‘un emasligi

kelib chigadi
5.1.8-misol.  Quyidagi differensial tenglamalar  sistemasining
muvozanat nuqtasini turg‘unlikka tekshiring:

dx,
at v
dXZ_
dt *
Yechish. Ko‘rinib turibdiki, (0,0) nuqta berilgan differensial

tenglamalar sistemasi uchun muvozanat nuqta bo‘ladi. Berilgan differensial
tenglamalar sistemasining umumiy yechimi

Xl(t) = )(1(O)etl X, (t) =X, (O)G_t
ko‘rinishda bo‘ladi. Bunda
X(0) =(%,(0),%,(0)), X(t) =(*,(1), %, (1))
Agar x,(0) >0,(x,(0) <0) bo‘lsa, u holda X (t) >0, t —> o0,
(X, (t) > —oo, t > o).
Bundan (0,0)muvozanat nugtaning turg‘unmasligi kelib chigadi.

2-§. Chiziqli bir jinsli differensial tenglamalar sistemasi yechimining
turg‘unligi

Ushbu
d’;—(tt) = A(t)X(t) (5.2.1)

differensial tenglamalar sistemasini qaraylik. Bu yerda A(t)=|[a; ()[.i, j=1n
kvadrat matritsa funksiya t>t, tengsizlikni ganaotlantiruvchi barcha t larda

uzluksiz va chegaralangan bo‘lsin.

Aytaylik, x!(t), j =1 n vektor-funksiyalar (5.2.1) sistemaning ushbu
X'(t,) =e, X’ (t,) =¢€,,...x"(t,) =€, (5.2.2)
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimlaridan iborat bo‘lsin. Bunda
e =@0,0,..0),e =(010,..,0),...e, =(0,0,...,0,1).. (5.2.3)
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Berilgan (5.2.1)-(5.2.2) Koshi masalasining x!(t), j=1n yechimlaridan
tuzilgan W (t)-Vronskiy determinantining t =t, nuqtadagi qiymati uchun

X () X () - X" (t)
X, (t) %, (&) - %," (L)
X (t) X, (t) - X, (to)
munosabat o‘rinli. Shuning uchun x’(t), j=1n vektor-funksiyalar (5.2.1)

differensial tenglamalar sistemasining chizigli erkli yechimlari bo‘ladi.
Ushbu

X(tt)=|x' @ i.i=1n
matritsa funksiya (5.2.1) differensial tenglamalar sistemasining fundamental
matritsasi yoki matritsanti bo‘lib, X(t,.t,)=E boshlang‘ich shartni va

quyidagi
dXx

EzA(t)X, det X (t,t,) #0
matrisaviy differensial tenglamani qanoatlantiradi. Bu yerda E-birlik
matritsa. Bundan foydalanib (5.2.1) sistemaning x(t,)=x’ boshlang‘ich
shartni ganoatlantiruvchi x(t) yechimini quyidagicha yozish mumekin:
X(t) = X (t,t,)x°.
Endi (5.2.1) sistemaning y(t,)=y° boshlang‘ich shartni ganotlantiruvchi
yechimini y(t) deb belgilaylik. U holda
y(t) = X(t.t,)y’
munosabat o‘rinli bo‘lishi ravshan. Ko‘rinib turibdiki, x(t)va y(t)yechimlar
ayirmasi uchun
X(t) - y(t) = X (t,1,) (<" = y°) (5.2.4)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Oxirgi tenglikdan ko‘rinib turibdiki, (5.2.1) sistema
yechimini turg‘unlikka tekshirishda, uning X(t,t,)-matritsanti asosiy ro‘Ini
o‘ynaydi.
5.2.1-teorema. Bir jinsli (5.2.1) differensial tenglamalar sistemasining
X(t) yechimi turg‘un bo‘lishi uchun, uning X(t,t,) fundamental matritsasi

[t,,0) oraligda chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli.
5.2.2-teorema. Bir jinsli (5.2.1) differensial tenglamalar sistemasining
X(t) yechimi asimptotik turg‘un bo‘lishi uchun ushbu

lim|X (t,t,)|=0

t—w

munosabatning bajarilishi zarur va yetarli. Bu yerda |-| belgi X(tt,) -

matritsaning normasini bildiradi.
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5.2.3-teorema. Bir jinsli (5.2.1) differensial tenglamalar sistemasining
x(t) yechimi turg‘un bo‘Imasligi uchun X(t,to) matritsaning [t,,0) oraliqda
chegaralanmagan bo‘lishi zarur va yetarli.

Endi yuqoridagi teoremalarning isbotlarini keltiramiz.

Isbot (5.2.1-teorema) Zaruriyligi. Aytaylik, (5.2.1) differensial
tenglamalar sistemasining x = x(t) yechimi turg‘un bo‘lsin. U holda ixtiyoriy

& >0 soni uchun shunday &(¢) >0 soni topilib,

‘xo —y°‘<5 (5.2.5)
tengsizlikning bajarilishidan ushbu
x() - y(t)|<e,  Vixt, (5.2.6)

bahoning o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi. Avvalo (5.2.4) tenglikni quyidagicha
yozib olamiz:

[ @) -y, ()] = , i=1n. (5.2.7)

X 00 - ¥)

Bu tenglikda quyidagi
XU = YE e X = Yiew X % Vi %o = Yieas - %0 = Yo
munosabatlardan foydalansak, ushbu
‘XL (t)‘ _ ‘Xi (tz - y.o(t)‘
‘Xk - Yk‘
bahoga ega bo‘lamiz. Bundan
X (t,t,)|<nK, t>t,
kelib chigadi. Bu esa X(tt) matritsaning [t,,) oraliqda
chegaralanganligini ko‘rsatadi.
Yetarliligi. Aytaylik, X(t,t,) matritsa [t,,0) oraliqda chegaralangan,
ya’ni shunday M>0 soni mavjud bo‘lib,

n

X(tt)) =D [} ®|<M, vt=t,

i,j=L

<K, Vt>t, (5.2.8)

baho o‘rinli bo‘Isin. Bu holda (5.2.1) sistemaning ixtiyoriy x(t) yechimi
uchun

(1) — y(t)| <X (t.t,)|- ‘xo - yo‘ <M ‘xo - yo‘, vt>t,
tengsizlik bajariladi. Ixtiyoriy V& >0 soni uchun >0 sonini o= deb

tanlasak, u holda
[X(t) ~ y(t)| =[x~ y°| <&
tengsizligining bajarilishidan
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\x(t)—y(t)\SM‘xo—y°‘<M -ﬁ:g

bahoning o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa (5.2.1) sistemaning x = x(t)
yechimini turg‘unligini bildiradi. 5.2.1-teorema isbotlandi.m
Isbot(5.2.2-teorema). Zaruriyligi. Aytaylik, (5.2.1) sistemaning
x = X(t) yechimi asimptotik turg‘un bo‘lsin, ya’ni
lim[x, (t) -y, (1) =0, i=1n.
Bundan foydalanib, (5.2.8) tengsizlikda t — <o da limitga o‘tsak, undan
lim|X (t,t,)|=0

t—w

tenglik kelib chigadi.
Yetarliligi. Faraz qilaylik, !im\x(t,to)\:o bo‘lsin. U holda

X (t,t,) —matritsa chegaralangan bo‘lib, (5.2.1) sistemaning x=x(t) yechimi
turg‘un bo‘ladi. Bundan tashqari, (5.2.4) tenglikdan
lim|x(t) - y(®)| = lim|X (t,t;)|-|x° = y°| =0

hosil bo‘ladi. Bu esa x=x(t) yechimning asimptotik turg‘un ekanligini
ko‘rsatadi. 5.2.2-teorema isbotlandi.m

Isbot (5.2.3-teorema). Zaruriyligi. Faraz gilaylik, (5.2.1) sistemaning
x =x(t) yechimi turg‘un bo‘lmasin. U holda X (t,t,) matritsa [t,,o0) oraliqda
chegaralanmagan bo‘ladi. Aks holda X(t,t,) matritsaning
chegaralanganligidan x=x(t) yechimning turg‘unligi kelib chigadi.

Yetarliligi. Faraz qilaylik, X(t,t,) matritsa [t,,0) oraliqda
chegaralanmagan bo‘lsin, ya’ni shunday monoton o‘suvchi

t, <t <t, <..<t <.
ketma-ketlik topilib,
lim|X (t,..t;)] =

munosabat bajarilsin.

Endi (5.2.1) sistemaning

X(t,) =X’ = (X, %}, Ko, X0\, XO)
boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi x(t) yechimini shunday tanlaymizki,
natijada quyidagi
X =Y % = Yo Xoa = Ymas X # Yo K = Yz Xy = Yo
munosabatlar bajarilsin. Bunday tuzilgan X(t) yechim uchun ushbu
X; (©) = y; (0 =x7 (O — Yn)
tenglikning bajarilishi ravshan. Shuning uchun quyidagi
lim[x;(t) =y, (6] ==
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ayirmaning moduli ganchalik kichik

L0 0
Xn = Ynm

bo‘lganda ham ‘x_j(t)—yj (t)‘ funksiya va ‘i(tk)—y(tk)‘ chegaralanmagandir.

munosabat o‘rinli. Bu esa

Shuning uchun (5.2.1) sistemaning x=x(t) yechimi turg‘un bo‘lmaydi
(noturg‘un bo‘ladi). 5.2.3-teorema isbotlandi.m

Endi ushbu
%:a(t)x, a(t) eC[0,») (5.2.9)
ko‘rinishidagi bir jinsli chizigli differensial tenglama yechimini turg‘unlikka
tekshiramiz.

5.2.4-teorema. (5.2.9) differensial tenglama yechimining turg‘un
bo‘lishi uchun quyidagi

t

lim| a(z)dz <+ (5.2.10)

t—>w
0

shartning bajarilishi zarur va yetarli.
Isbot. Zarurligi. Faraz qilaylik, (5.2.9) differensial tenglamaning
yechimi turg‘un bo‘Isin. U holda (5.2.9) differensial tenglamaning

x(0) =X, (5.2.11)
boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimi
t
X(t) = X, Exp { j a(r)dr} (5.2.12)
0

formula orqgali topiladi.
(5.2.9) differensial tenglamaning ushbu

y(0) =Y, (5.2.13)
boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimini y(t) orgali belgilaylik. U

holda x(t) va y(t) yechimlar ayirmasi uchun quyidagi

0
tenglik  o‘rinli  bo‘ladi. (5.2.9) differensial tenglama yechimining
turg‘unligidan, ya’ni ixtiyorly Ve >0 uchun shunday 35=05(¢)>0 soni

topilib, |, —y,|<& tengsizlikning bajarilishidan |x(t) - y(t)| <&, vt=0
bahoning bajarilishi kelib chigadi. Bundan va (5.2.14) tenglikdan

t
exp{ja(r)dr}|xO — Y| <&, V>0 (5.2.15)

0
tengsizlikni olamiz. Bu tengsizlik bajarilishi uchun

X(t) = y(t) = exp{ j a(r)dr}(xo ~y,) (5.2.14)

233



t
lim| a(z)dz < +o0

t—o0
0

bo‘lishi lozim.
Yetarliligi. Aytaylik, (5.2.10) tengsizlik bajarilsin. U holda shunday
3K >0 soni topilib

exp[.[a(r)dr] <K (5.2.16)

0
o‘rinli bo‘ladi. Ixtiyoriy ¢>0 soni uchun & >0 sonini 5:§ deb olamiz. U

holda x(t), y(t) yechimlarning t=0 nuqtadagi boshlang‘ich shartlari

X, — Yo| < & tengsizlikni ganoatlantirganda
t

x(t) - y(t)| = exp{“'a(r)dr}|x0 —Yo| <KX = Yo| < &
0

baho ixtiyoriy Vvt>0 uchun bajariladi. Bu esa (5.2.9) differensial

tenglamaning yechimi turg‘un ekanligini bildiradi.

3-§ O‘zgarmas koeffitsiyentli bir jinsli differensial tenglamalar sistemasi
yechimining turg‘unligi

Ushbu

dx
— = AXx 5.3.1
i (5.3.1)

ko‘rinishidagi o‘zgarmas koeffitsiyentli differensial tenglamalar sistemasini
garaylik. Bunda A=Hain, i,j=Ln hagigiy elementli o‘zgarmas matritsa,

x(t):(xi(t),...,xn(t))T -noma’lum vektor funksiya. Bu paragrafda (5.3.1)
differensial tenglamalar sistemasi x(t) =0 yechimi turg‘unligini o‘rganamiz.
Quyidagi
X(0) =x°,x° = (X, X5,y X0 (5.3.2)
boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi (5.3.1) sistemaning x(t) yechimi teR
da aniglangan bo‘lishi oldingi paragraflardan ma’lum. A_,1<m<n orgali A
matritsaning xos giymatlarini, ya’ni
det|A—AE|=0 (5.3.3)
xarakteristik tenglama ildizlarini belgilaylik.
5.3.1-teorema. 1) Agar A matritsaning barcha A, =a; +ip,

i=+-1, j=1n xos giymatlari uchun &, =Re{4,} <0, 1< j<n shart bajarilsa,

234



u holda (5.3.1) differensial tenglamalar sistemasining x(t)=0 yechimi
asimptotik turg‘un bo‘ladi.

2) Agar A  matritsaning barcha A, =, +if,i=v-1, j=1n Xxos
giymatlaridan birortasi uchun o, =Re{A}>0 shart bajarilsa, u holda (5.3.1)
differensial tenglamalar sistemasining x(t)=0 yechimi asimptotik turg‘un
bo‘Imaydi.

Isbot. 1) Aytaylik, (5.3.3) xarakteristik tenglama
A =a; +ip, i=+—1, j=1Ln ko‘rinishidagi (umuman olganda Karrali)
ildizlarga ega bo‘lsin. U holda (5.3.1) sistemaning ixtiyoriy yechimi uchun

X(t) = Zm:e“it (P, (t)cos Bt +Q; (®)sin Bit) (5.3.4)

formula o‘rinli. Bu yerda P,(t), Q,(t) vektor-funksiyalar bo‘lib, ularning
koordinatalari, darajasi 4; xos qiymatlarining q; Kkarraligligidan

oshmaydigan  Kko‘phadlar. Bunda ¢, +q, +...+q,=n munosabat o‘rinli.
(5.3.4) tenglikdan

< D

baho kelib chigadi. Teoremaning Re/ljzaj<0,j:1,_m shartiga asosan
(5.3.5) munosabatdan

P o]+]Q (t)H) (5.3.5)

lim||x(t)| =0 (5.3.6)

t—wo

ekanligini topamiz. Chunki, agar a <0 bo‘lsa, u holda P(t)e” -0,t -
o‘rinli.
Bunda P(t)-ko‘phad. Yugoridagi (5.3.6) munosabat (5.3.1) sistema x(t)=0
yechimining asimptotik turg‘un ekanligini ko‘rsatadi.

2) Aytaylik, (5.3.3) xarakteristik tenglama ildizlaridan birortasi ushbu

A =a+if, ReA, =a>0, (S eR)
shartni ganoatlantirsin. U holda (5.3.1) sistema quyidagi
X(t) =e* (acos Bt + bsin At), a,beR", |a]+b]| =0

ko‘rinishidagi yechimga ega bo‘ladi. Bundan |x(t)| 0, (t—o) ekanligi
kelib chigadi. Chunki e* — o, (t ), @ >0. Bu esa x(t)=0 yechimining
asimptotik
turg‘unligiga zid.

Endi, faraz gilaylik (5.3.3) xarakteristik tenglama ildizlaridan birortasi
A =iu (ueR) Ko‘rinishidagi, ya’ni ReA, =0 sondan iborat bo‘lsin. U holda
(5.3.1) sistema

x(t)=acosut +bsingt a,beR",||al|+]||b]|=0
235




ko‘rinishdagi yechimga ega bo‘ladi. Bundan ko‘rinadiki, [x(t)| 0, (t — ).
Bu esa x(t) =0 yechimining asimptotik turg‘unligiga zid.m
Mustaqil yechish uchun mashqlar /8/, §26, ¥2886-894.

4-§. Turg‘unlikni birinchi yaqginlashish yordamida tekshirish

Aytaylik, bizga quyidagi
% _ £ (x(1)) (5.4.1)

ko‘rinishidagi muxtor differensial tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin. Bu
yerda teR, x(t) = (X(t),....x. )", f(X)=(f,(X),..., f (x))" vektor-funksiyalar
bolib, f(x) biror Gc=R" sohada uzluksiz differensiallanuvchi vektor-
funksiya. Bundan tashgari x(t)=0 nugta (5.4.1) sistemaning muvozanat
nuqtasi, ya’ni f(0)=0 bo‘lsin. U holda f(x) vektor-funksiyani x=0 nuqgta
atrofida Teylor formulasidan foydalanib quyidagicha

f (x) = Ax+0(|x)) (5.4.2)

yozish mumkin. Bunda goldiqg had S(M) Peano ko‘rinishida olingan:

M’ i, j 1n; 5(|x|)—>0, |x|: Zn:‘xj‘2—>0.
\lj:l

A=

OX;
5.4.1-teorema. Agar A matritsaning barcha 4, =a; +i8, j=Lm, m<n
X0s giymatlari

a;=ReA, <0, j=1n (5.4.3)
tengsizlikni ganoatlantirsa, u holda (5.4.1) nochizigli muxtor sistemaning
X(t) =0 yechimi asimptotik turg un bo‘ladi.

Isbot. Berilgan (5.4.1) muxtor sistemani x=0 nuqgtaning atrofida
quyidagicha yozish mumkin:

? _ AX(t) + (%) (5.4.4)
Bu yerda
r(x)=o( x|). (5.4.5)
Berilgan (5.4.1) muxtor differensial tenglamalar sistemasining ushbu
X(0) = x%,x° = (%", %,°,..., X )" (5.4.6)

boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi  x(t)yechimi Vvt e[0; ) oraliqda

aniglangan. Bu x(t) yechimni
t

x(t) = e"x° + j eI [x(r)]d (5.4.7)
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ko‘rinishida yozish mumkin. Ma’lumki, bir jinsli chizigli differensial
tenglamalar sistemasi uchun quyidagi

? = Ax(t), x(0)=x°
Koshi masalasining x(t,x") yechimini ushbu
x(t,x°) =e"x° (5.4.8)

ko‘rinishida yozish mumkin edi.

5.4.1-lemma. Agar A matritsaning barcha 4, =a; +ip;, j=1m, m<n
X0s giymatlari

a;=Rel; <0, j=Lm, m<n
tengsizlikni ganoatlantirsa, u holda shunday 34 >0, M >0 sonlari topilib,
|e” |l< Me™ (5.4.9)

baho o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, x>0 sonini shunday tanlaymizki, natijada ushbu

Re A, <—u <0 tengsizlik bajarilsin. U holda

ReA, +u<-v, v>0, j=L, m,m<n (5.4.10)
o‘rinli bo‘ladi. Ma’lumki, e” matritsaning har bir a;(t) elementi uchun
quyidagi

a;(®)=> R (Mmer, i, j=1n
k=1
ko‘rinish o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda R."?(t) ko‘phad.
Endi (5.4.10) tengsizlikdan foydalanib
| |3k(i.j)(t)e(/1k+ﬂ)t |:| R((ivj)(t)e(ReAk'hu)t |S| pk(i.j)(t) | e™ —0,t—>w
munosabatni olamiz. Bundan
| RO (t)e™ ™ <, VE>0
kelib chigadi. Bu esa o‘z navbatida
R (t)e™ |<c, e, Vi>0 (5.4.11)
ekanligini bildiradi. Endi (5.4.8) formuladan foydalanib quyidagi

PN
a; (1)’ s‘xo‘e‘“m[Z‘cij‘ ] =Me - [x’,

i, j=1

n

() e p7 = [

i,j=L

ya’'ni
e ]|<Me ™, u>0

bahoni olamiz.m
5.4.1-teoremani isbotlashda davom etamiz. Yugoridagi (5.4.5) bahoda

r(x)=0(|x), [ >0
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bo‘lgani uchun, ixtiyoriy Ve>0 soni uchun shunday 35>0 soni topilib,
x| <& bajarilganda
r() <zl

bo‘lishini inobatga olsak, (5.4.7) munosabatdan
t t

(1) <|ex°| +J el A, r(x(r))‘dr < HetAH-‘xo‘+j

0 0

e(t—r)A

Hr(x(r))‘drﬁ

t
<Me™# ‘XO ‘ +eM J‘e_“(t_’)x(r) dr
0

baho kelib chigadi. Bu yerda ushbu

u(t)=e“|x(t)|
belgilashdan foydalansak,

t
u(t)sm ‘XO‘+8MIU(T)dT
0

tengsizlik hosil bo‘ladi. u(t) funksiyaga Gronoulla lemmasini go‘llasak,
u(t)<m ‘xo e vt >0
baho kelib chigadi. Bundan esa
‘x(t)‘sl\/l‘xo‘e‘(”‘g”')t, vt >0
kelib chigadi. Bu bahodan foydalanib, yetarli kichik ¢>0 larda (masalan

O<e< ﬁ bo‘lganda)

[X(t) >0, t —>+0
munosabatni topamiz. Bu esa (5.4.1) sistema x(t)=0 yechimining asimptotik

turg‘un ekanligini ko‘rsatadi.m
5.4.2-teorema. Agar A matritsa Re 1 >0 tengsizlikni ganoatlantiruvchi
kamida bitta xos giymatga ega bo‘lsa, u holda (5.4.1) sistemaning x(t)=0

yechimi turg‘un bo‘lmaydi (noturg‘un bo‘ladi).
5.4.1-misol. Ushbu

X (t)=4sinx +In(1+x,),
X, (1) =X, + X, + %X,
differensial tenglamalar sistemasining x(t)=(x(t), x,(t))=0 yechimini

turg‘unlikka tekshiring.
Yechish. Quyidagi

sinx, (t) = x (t), In(1+x,(t)) =X, (t)
munosabatlardan foydalanib,
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{xi(t) = 4%, + X,,

X, (1) =X +X,

chiziqli differensial tenglamalar sistemasini tuzib olamiz. Endi ushbu
141
L

matritsaning xos giymatlarini aniqlaymiz:

‘4—1

det|| A~ AE] =

1 2
=0,4°-51+3=0.

5+f =5 f

topamiz. Ko‘rinib turibdiki, 4, >0. Shunmg uchun 5.4.2-teoremaga ko‘ra
berilgan nochizigli differensial tenglamalar sistemasining x(t)=0 yechimi
turg‘un bo‘Imaydi (ya’ni noturg‘un bo‘ladi).
5.4.2-misol. Ushbu
¥, () =—sin(x, — x;)cosX,,
X, (t) =sin’®x, — X, —sinx,,
X, (1) =tg (X, — X, )cos(x, — X,)
nochizigli  differensial tenglamalar sistemasining x(t)=0 yechimini

turg‘unlikka tekshiring
Yechish. Berilgan nochiziqgli sistemaga mos keluvchi quyidagi

Bu kvadrat tenglamani yechib, A, = X0s giymatlarni

Xl(t):_xl+ X3
X, (1) ==X, — X,
X, () =%, — X,

chizigli differensial tenglamalar sistemasini tuzib olamiz. Bunda
SiN(X, —%;) ® =X =X, SiNX, & Xy, tg(X, —%;) = X, —X;, COSX, ~1.

Quyidagi

-1 0 1

A=(0 -1 -1
0O 1 -1

matritsaning xos giymatlarini aniglaymiz:
-1-1 0 1
det|A- 2E|=| 0 -1-4 -1 ||=0,

0 1 -1-1

432 +40+2=0, 4 =1, A, =—1+i.
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Bu xos giymatlarning barchasi uchun Re{4;}<0, j=123 tengsizlik
bajariladi. Shuning uchun 5.4.1-teoremaga asosan berilgan nochizigli
differensial tenglamalar sistemasining x(t)=0 yechimi asimptotik turg‘un
bo‘ladi.

Mustaqil yechish uchun mashqlar /21/, §15, Ne793-796.

5-§. Turg‘unlikni Lyapunov funksiyasi yordamida tekshirish

Ushbu
%:
dt
muxtor  differensial tenglamalar sistemasini qaraylik. Bu vyerda
f(x):(fl(x),fz(x),f3(x),...fn(x))T, R">G sohada aniglangan uzluksiz

f(x), x=x(), (5.5.1)

differensiallanuvchi  vektor-funksiya, x=x(t)=(%(t), %, (t),..x, (t))T -

nomalum vektor-funksiya, t e R. Berilgan (5.5.1) muxtor sistemaga go‘yilgan
x(0)=x,, X, €G

Koshi masalasining yechimini x(t,x, ) orgali belgilaymiz.

Faraz qilaylik, x(t)=0eG (5.5.1) sistemaning muvozanat nuqtasi, yani
f(0)=0 bo‘lib, (5.5.1)-(5.5.2) Koshi masalasining x(t,x,) yechimi barcha
t>0, yani 3r>0, |x|<r, vx,eG lar uchun x(t,x,) yechim vt>0 larda
aniglangan bo‘lsin.

Aytaylik, V(x),xeGcR" sohada aniglangan uzluksiz
differensiallanuvchi, yani V(x)eC*(G) vektor—funksiya bo‘lsin. Bundan

tashgari U = G-(5.5.1) muxtor sistema x=0 muvozanat nugtasining biror
atrofi bo‘lIsin.

5.5.1-ta’rif. V (x) vektor-funksiyaning (5.5.1) muxtor sistema bo‘yicha
to‘liq hosilasi deb ushbu (gradv(x), f(x)),xeG skalyar ko‘paytmaga
aytiladi va quyidagicha belgilanadi:

\/(x):d—vz(gradv(x), f (x)):zn:&f.(xl,xz,x?,,...x ), XxeG.

dt = O | ’

5.5.2-ta’rif. Quyidagi

1) V(x)>0, vxeU \{0},V(0) =0,

2) dVv (x)

dt

shartlarni  ganoatlantiruvchi V(x)eC*(U) vektor—funksiyaga Lyapunov

funksiyasi deyiladi.

:(grad (V(x), f (x)))go, vxeU
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5.5.1-lemma. Faraz gilaylik, xeU, cU,U,-x=0 nuqtaning biror atrofi
bo‘lsin. U holda |x| — 0 bo‘lishi uchun V (x) —0 bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Agar |x| — 0 bo‘lsa, u holda Lyapunov funksiyasining ta’rifidan
V(x)—0 ekanligi kelib chigadi. Aytaylik, V (x)—0 bo‘lsin, u holda |x| — 0
bo‘lishini ko‘rsatamiz. Teskarisini, ya’ni V(x)—0 bo‘lganda |x|-»0 deb
faraz qilaylik. U holda shunday 3x_eU, ketma ketlik va 35 >0 soni topilib,
x|> ¢ tengsizlik bajariladi. Ushbu |x|<a sharni U, da joylashadigan gilib
a >0 sonini tanlaymiz. Quyidagi

V, = inf V(x)

s5<x<a
belgilashni kiritaylik. Ushbu {xeU,; 5 <|x|<a} to‘plam kompakt bo‘lgani
uchun, shunday 3xeU,, 5<[x|<a topilib, V(x)=V, o'rinli bo‘ladi. Bundan
V, >0 va V(x )=V, >0 kelib chiqadi. Bu esa ziddiyat.m

5.5.1-teorema (Lyapunov). Agar x(t)=0 muvozanat nugtaning biror
U atrofida (5.5.1) sistema uchun V (x) Lyapunov funksiyasi mavjud bo‘lsa, u
holda (5.5.1) sistemasining x(t)=0 yechimi Lyapunov ma’nosida turg‘un
bo‘ladi.

Isbot. £>0 sonini shunday tanlaymizki, |x<& shar ushbu U atrofda

joylashsin. Quyidagi
V., =infV (x)

‘X‘Ss
belgilashni  kritamiz. U holda V, >0 ofrinli. Chunki, V(x)-musbat

aniglangan. Bundan tashqgari 0<&<e¢ tengsizlikni ganoatlantiruvchi 6 >0
soni topilib, V(x)<V, tengsizlik barcha Vvx, |x|<&larda bajariladi. Chunki
V(0)=0 va V(x)-uzluksiz, ya’ni
tiggV(x):V(o):o; Ve>0,35>0, [x|<5,V(X)<e
o‘rinli. Bunda &=V, deb V(x)<V, ni olamiz. Endi (5.5.1) sistemaning
%,|<& tengsizlikni qganoatlantiruvchi boshlang‘ich shartlardagi ixtiyoriy
X(t,%,) yechimi uchun |x(t,x,)|<e, vt>0 bahoni ofrinli bo‘lishini
ko‘rsatamiz. Bu esa o‘z navbatda x(t)=0 yechimning Lyapunov ma’nosida
turg‘unligini bildiradi. Teskarisini faraz gilaylik. U holda shunday T >0 soni
topilib, [x(T,x,)|=¢ va |x(t,x,)| <&, 0<t<T da bajariladi. Chunki Lyapunov
funksiyasining  tarifiga  ko‘ra  V(x)<0, vxeU  bo‘lgani  uchun
V(x(t,x,)), te[0,T] oraligda o‘smaydigan funksiya bo‘ladi. Bunda
V (x,) <V, ekanligini inobatga olsak,
V(xX(T, %)) <V (%) <V,
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o‘rinli. Bu esa T >0 sonini tanlanishiga va V_ ning aniglanishiga zid.
Shuning uchun farazimiz noto‘g‘ri bo‘lib, x(t)=0 muvozanat nuqgta
Lyapunov ma’nosida turg‘un bo‘ladi.

5.5.1-izoh. Bu teorema xususan, V(x)=0, xeU bo‘lgan holda ham oz

kuchini saglaydi. Bu holda V(x)- Lyapunov funksiyasi x=0 da qatiy
minimumga ega.

5.5.2-teorema (Lyapunov). Agar x(t)=0 muvozanat nugtasining biror
U atrofida (5.5.1) sistema uchun shunday V (x)-Lyapunov funksiyasi mavjud
bo‘lib, V(x)<0 VvxeU\{0} tengsizlikni ganoatlantirsa, u holda (5.5.1)
muxtor sistemaning x(t)=0 yechimi asimptotik turg‘un bo‘ladi.

Isbot. 5.5.1-teoremaning shartlari bajarilgani uchun x(t)=0 yechim
Lyapunov ma’nosida turg‘un bo‘ladi, ya’ni V& >0 soni uchun 36 =5(¢) >0
soni topilib, |x,|<& tengsizligini qganoatlantiruvchi barcha x, lar uchun
x(t)=f(t),
x(0)=x, Koshi masalasining har bir x(t,x,) Yyechimi uchun
IX(t,%,)| <& Vt>0 baho o‘rinli bo‘ladi. Yugqoridagi 5.5.1-lemmaga asosan,
ushbu |x,| <& tengsizlikning bajarilishidan V[x(t,x,)]—0, t =+ bo‘lishini
ko‘rsatamiz. Chunki V (x) <0, xeU bo‘lgani uchun V [x(t,x,)]-t o‘zgaruvchi
bo‘yicha gat’iy kamayuvchidir. Aytaylik, tIi|r+noov[x(t,x0)]=A bo‘lsin. U holda
A=0 ekanligini ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, A>0 bo‘lsin. V[x(t x,)]>0
bo‘lgani uchun 5.5.1-lemmaga ko‘ra shunday &, >0 soni topilib,

& S‘X(t,xo)‘s(ez <g, Vi>0
bajariladi. Quyidagi
V, = inf {-V(x)}

glﬁ‘ X‘ng

belgilashni kiritaylik. U holda V,>0, chunki V(x)<-V,, u holda bu
tengsizlikni trayektoriya bo‘yicha t =0 dan t gacha integrallab,
V[X(t,%)] =V (%) <-Vit
munosabatni topamiz. Bundan V [x(t, x,)] — —o, t —+o0 kelib chigadi. Bu esa
V[x(t,%)]>0 munosabatga zid. Hosil bo‘lgan ziddiyat farazimizning
noturgunligini ko‘rsatadi. Shuning uchun A=0, ya’ni tIirlnwv[x(t,xo)]:0.-
55.1-misol.  Ushbu differensial  tenglamalar  sistemasining
X(t) = (x (t), %, (t)) =0 yechimini turg‘unlikka tekshiring:
{)(1 =X ""?’)(12)(22 _4X15’

. 3 3
XZ——Xl—X2+X1X2.
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Yechish. Berilgan sistemaga mos keluvchi Lyapunov funksiyasi
sifatida ushbu

VOO =V (6, %,) = (6 + )

kvadratik formani olamiz. Endi V (x) funksiyaning berilgan sistema bo‘yicha
hosilasini hisoblaymiz:

dv _d dx
dt d);l 2 = %0 360G ) 1% (X X +X0X) =

—(2x¢ —x2)? <0.
Demak, Z—\t/so bo‘lib, V(0)=0 bo‘lgani sababli V (x)—berilgan sistemaning

Lyapunov funksiyasi bo‘ladi. Shuning uchun 5.5.1-teoremaga ko‘ra x(t)=0
yechim Lyapunov ma’nosida turg‘un bo‘ladi.
5.5.2-misol. Ushbu
X =sInX—X
differensial tenglamaning x(t) =0 yechimini turg‘unlikka tekshiring.
Yechish. Quyidagi
V (X) = x°
kvadrat funksiyani qaraylik. Endi uning berilgan tenglama bo‘yicha
hosilasini hisoblaymiz:

dv. d, , dx :
—=—(X"(t)) =2x(t) — =2x(sinx—x) <0, x=0,
ot dﬁ (t) ()dt ( )<
Demak ikkinchi teoremaga ko‘ra x(t) =0 yechim asimptotik turg‘un bo‘ladi.
5.5.3-misol.  Ushbu  differensial  tenglamalar  sistemasining

X(t) = (%, (t), %, (t)) =0 yechimini turg‘unlikka tekshiring:
% (1) =2% - X,
{Xz (t) ==X - Xg'
Yechish. Quyidagi

1
V(,30) =506 + )

musbat aniglangan funksiyani garaylik. Endi V(x) funksiyaning berilgan

sistema bo‘yicha hosilasini hisoblaymiz:
dv d dx
TR P2 = (26 ) + 26 (% —x) = - 26 <0,
V (0,0) =0.
Demak  x(t) =(x.(t),x,(t))=0 yechim 5.5.2-teoremaga ko‘ra asimptotik

turg‘un bo‘lar ekan.
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55.4-misol.  Ushbu differensial  tenglamalar  sistemasining
X(t) = (% (t), X, (t)) =0 yechimini turg‘unlikka tekshiring:

3

X ==X =X,
X, =% — XS
Yechish. Berilgan sistema uchun Lyapunov funksiyasini ushbu
V0%, %) =X +%
ko‘rinishda olamiz va uning sistema bo‘yicha olingan hosilasini hisoblaymiz:
dv dxl 2x— 2% (=X, = X2) + 2%, (%, — X3) =-2x = x; <0,

—=2
a a T
V(x,%,)>0, |x|>0; V(0,0)=V(0,0)=0.
Demak, 5.5.2-teoremaga ko‘ra x(t)=0 yechim asimptotik turg‘un bo‘lar
ekan.

5.5.5-misol.  Ushbu differensial  tenglamalar  sistemasining
X(t) = (x,%,) =0 yechimini turg‘unlikka tekshiring:
% ==X,

: 1
Ko ==X (% %)
Yechish. Berilgan sistema uchun Lyapunov funksiyasini
V(nyz) = X12 + 2)(22
ko‘rinishda izlaymiz. Endi V (x,,x,) funksiyasining berilgan sistema bo‘yicha
hosilasini hisoblaymiz

dv d 1
S8 = 2% %4 4, B2 2 2 (k) + 4, (0 = 2 0) =2 — 20 — 4%, =

=22 (X2 + X2 +2%,%,) ==2X (X + X,)> <0, V(0,0) =0, V(0,0) =0.
Demak, 5.5.1-teoremaga ko‘ra x(t)=(x(t),x,(t))=0 yechim Lyapunov
ma’nosida turg‘un ekan.

5.5.6-misol.  Ushbu  differensial  tenglamalar  sistemasining
X(t) = (%, (t), %, (t)) =(0,0) muvozanat nugtasini turg*unlikka tekshiring:
{)‘(1 =X,
X, ==X

Yechish. Bu misolda Lyapunov funksiyasini
V(X1X2) = X12 + X22
ko‘rinishida tanlaymiz va uning berilgan sistema bo‘yicha to‘lig hosilasini

hisoblaymiz:
dv d
e =2X d)‘il +2X, d_ =2X,(X,) + 2%, (=X) = 2X,X, — 2%, X, =0,

V(0,0)=0.
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Demak, (0,0) muvozanat nugta Lyapunov ma’nosida turg‘un, lekin
asimptotik turg‘un emas (noturg‘un). Chunki 5.5.2-teoremaning shartlari
bajarilmaydi.

5.5.7-misol. Ushbu differensial tenglamalar sistemasining x(t)=0
yechimini turg‘unlikka tekshiring:

dx, _

x4 3K
el R

dx
d_t2 =—2X, + X X3

Yechish. Berilgan differensial tenglamalar sistemasiga mos keluvchi
Lyapunov funksiyasi sifatida quyidagi V = x>+ x> kvadratik formani olamiz.
Endi V(x) =V (x,X,) funksiyaning berilgan sistema bo‘yicha to‘liq hosilasini
hisoblaymiz:

(jj_\t/ = 2&%—? +2X, % = 2%, (=X, + XX, + 2%, (—=2X, + X' X3) =
= 2% —4X5 + 22X\ X2 + 2% X

Bundan ko‘rinadiki, x(t)=0 nuqtaning biror atrofida W =Z—\t/ funksiyasining

ishorasi ushbu —-2x’—4x2 kvadratik formaning ishorasi bilan aniglanadi.
Chunki 2x'x2 +2x’x; >0. Shuning uchun W:d—V<O, w=3
dt dt |-
Demak, Lyapunov teoremasining sharti bajariladi. Bunga ko‘ra, x(t)=0
yechim asimptotik turg‘un bo‘ladi.
5.5.3-teorema. (Barbashin, Krasovskiy). Aytaylik, [x|<p sharda

aniglangan quyidagi

V() eC V(0)=0, V(x>0 (x20), | <o

x(t)=0
shartlarni  gaotlantiruvchi  V(x)  funksiya mavjud bo‘lib, ushbu

N ={x(t): Z—\:

U holda (5.5.1) muxtor sistemaning x(t)=0 yechimi asimptotik turg‘un
bo‘ladi.

Teoremani isbotlash o‘rniga quyidagi misolni keltiramiz.

5.5.8-misol. Ushbu differensial tenglamalar ~ sistemaning
X(t) = (% (t), %, (t)) =0 yechimini turg‘unlikka tekshiring:

:O} to‘plamga fagat x(t) =0 traektoriya garashli bo‘lsin.
x(t)=0

{Xi:XZ’
; 3
X, =X —ax,, a=const
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Yechish. 1-hol. a=0 bo‘lsin. U holda berilgan differensial tenglamalar

sistemasidan
3

ax, X

X,
tenglamani topamiz. Bu tenglamani integrallab,

2X2(t) + %' (t) =c, c=const
munosabatni hosil gilamiz. Endi quyidagi
V(X)=2x%5 + X,

funksiyani qaraylik va uning berilgan muxtor sistema bo‘yicha olingan
hosilasini hisoblaylik:

C(Ij_\t/ = 4X, % -+ 4xf(1|—)i1 = 4%, (=%) + 4x3(X,) = 4%, X +4x’x, =0.

Demak, 5.5.1-teoremaga ko‘ra, x(t) =0 yechim Lyapunov ma’nosida turg‘un
bo‘ladi. Ammo x(t)=0 yechim asimptotik turg‘un bo‘lmaydi. Chunki,
berilgan sistemaning ixtiyoriy nolmas yechimi uchun
X! (t) +2x; (t) =c, c=const

tenglik o‘rinli. Bunda t — oo da x;' (t) + 2% (t) =c - 0.

2-hol. a>0 bo‘lsin. Bu holda ham yugoridagi

V (%, %,) = 2% (1) + %' (t)

funksiyani olib, uning berilgan sistema bo‘yicha hosilasini hisoblaymiz:

d_V:4X2dﬁ
dt 2 dt

=—4x,%X’ — 4ax; + 4x’x, = —4ax; <0.
Bu yerda tenglik x,(t)=0 to‘g‘ri chiziqda bajariladi. Bu to‘g‘ri chizigda
X,(t)=-x =0, x=0. Demak 5.5.3-teoremaga ko‘ra x(t)=0 yechim asimptotik

turg‘un bo‘ladi.
3-hol. a<0 bo‘lsin. Bu holda

v _ —4ax? >0
dt

+4X13C:j_)il:4xz(_x13 _aX2)+4X13(X2):

munosabat o‘rinli bo‘lgani uchun hozircha x(t)=0 yechimni turg‘unlikka
tekshira olmaymiz. Keyinchalik x(t)=0 yechimning turg‘un emasligi
ko‘rsatiladi.

5.5.4-teorema (Chitaev). Aytaylik x=0 muvozanat nuqgtaning U
atrofida aniglangan ushbu

V(x)eC'(U), V(0)=0, V(x)=0 va V(x)=(gradV (x), f(x)), V(x)=0
munosabatlarni ganoatlantiruvchi uzluksiz differensiallanuvchi funksiya
mavjud bo‘lsin. Agar shunday A>0 soni va U atrofda joylashgan U,— soha
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mavjud bo‘lib, V(x) > A, v¥xeU, tengsizlik bajarilsa, u holda x=0 yechim

noturg‘un bo‘ladi.
5.5.9-misol.  Ushbu  differensial  tenglamalar  sistemasining
X(t) = (x (t), %, (t)) =0 yechimini turg‘unlikka tekshiring:

% = %X,
X, :X2X12

Yechish. Quyidagi

V(X1X2):X1X2
funksiyani qaraylik va uning berilgan sistema bo‘yicha to‘liq hosilasini
hisoblaylik:
dv d
S, B e (000) 1, 06) = X+ 3 =X, + X0).

Endi x=0 muvozanat nuqgtaning U atrofi bilan x +x, = A giperbola ajratgan
U, - sohani chizmada ko‘rsatish mumkin:

F
6-chizma

Ko‘rinib turibdiki, x7 +x¢ >2A, |x|=/x’ +X;, [x|>V2A, ¥xeU,. Bundan va

lemmadan 3&£>0 soni topilib, X +x2>&, yani V(X)>As>0, xeU,

bajarilishi kelib chigadi. Demak, Chitaev teoremasiga ko‘ra, x(t)=0 yechim

noturg‘un bo‘ladi.
5.5.10-misol.  Ushbu  differensial  tenglamalar  sistemasining

X(t) = (% (t), %, (t)) =(0,0) yechimini turg‘unlikka tekshiring:
{&=@+2&€,
X, = %X,

Yechish. Quyidagi
V (%, %) =% —X;
funksiyani olib, uning berilgan sistema Dbo‘yicha to‘liq hosilasini
hisoblaymiz:

%:%—sz%ﬂfwxlxé—2x2(x1-x2)=xf+2x1X§—2X1X§=X520-
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V(X)=V(x,%)>0 da x >x tengsizligini ganoatlantiruvchi

to‘plami U, sohani beradi.

7-chizma

Uy =7, 97, V(X,X,) :(Xl_xzz)

X€Yq
X =X3

~0,

X1:X§

V(% %)

, >0.

X > X5

xeUq - (Xl o X22)

nuqtalar

Demak, Chitaev teoremasiga ko‘ra, x(t)=(x(t), x,(t))=0 yechim noturg‘un

bo‘ladi.
Mustagil yechish uchun mashqlar /8/, §27, ¥2895-908.

6-§. n-tartibli chizigli differensial tenglama yechimini turg‘unlikka

tekshirish
Quyidagi
ay"” +ay"+.+a,y +ay="Ff(t), (g #0), t>t,
y(to) =@

Koshi masalasining y = ¢(t) yechimini garaylik. Bu yerda
— T
Y(ty) =(Y(t), Y o), s YO ()
— T .
o :((pg, ¢1°, (4?_1) , (p? =const, |=1,n-1.

Ushbu
a,y"” +ay" +..+a ¥y +ay=f(t),t>t,

o IVl 0,0 o\

y(t) = Yo, Yo :(yOl Yoo yn—l)
Koshi masalasining yechimini y =y ;(t) orqgali belgilaylik.

5.6.1-ta’rif. Agar Ve >0, 36 =5(¢) >0 soni topilib, ushbu
‘y_o—(;o‘<5
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tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha Wy, lar uchun (5.6.3)-(5.6.4) Koshi
masalasining y,(t) va y =¢(x) yechimlari ushbu

lys () —o(t)| <&, V>t (5.6.6)
bahoni ganoatlantirsa, (5.6.1)-(5.6.2) Koshi masalasining y=¢(t) yechimiga

Lyapunov ma’nosida turg‘un deyiladi.
5.6.1-lemma. (5.6.1) differensial tenglama y=¢(t) yechimining

turg‘unligi, ushbu
a,z" +az"" +..+a_,2+az=0 (5.6.7)

bir jinsli tenglama z(t) =0 nol yechimining turg‘unligiga ekvivalent.

Isbot. Ushbu

25(t) =y, (t) — (1)
belgilashni kiritaylik. Bunda y,(t) quyidagi
ay," +ay," P +..+a Yy, +ay,=f(t), t>t,
Vo) =Yor Yo=(¥2 V01 ¥24)  yo =const, j=Ln—1 (5.6.8)

.
Y5 () = (Y5 (), Vs (to)s oo V5" (1))
Koshi masalasining yechimidan iborat, ¢(t) esa ushbu
a,0"” + a0 +..+a, 0 +ap=f(), t>t

o) =P P = (8,00, s 9) L 9 =const, j=1 n—1 (5.6.9)
Koshi masalasining yechimini ifodalaydi. Bu (5.6.8) va (5.6.9)
munosabatlarni mos ravishda ayirib, quyidagi
a,z" () +a,z"P(t) +..+a, 2, +a,z,(t) =0, t>t,

B - (5.6.10)
25(t) =2, Z,=Yo— %
bir jinsli tenglamaga go‘yilgan Koshi masalasini hosil gilamiz.

Yuqoridagi y=e¢(t) yechim turg‘unligining ta’rifi z,(t) yechimga
nisbatan quyidagicha bayon qilinadi: Ve&>0, 36=5(¢) >0, ‘TO‘<5

tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha z, lar uchun (5.6.10) Koshi
masalasining yechimi ushbu
|z,(t)| <&, VE>t,

bahoni ganoatlantiradi. Bu esa (5.6.7) bir jinsli tenglama z(t) =0 yechimining
turg‘unligini anglatadi.

5.6.1-natija. (5.6.1) ko‘rinishdagi bir jinsli bo‘lmagan n-tartibli
chizigli differensial tenglama yechimini turg‘unligini o‘rganish o‘rniga
(5.6.7) ko‘rinishdagi bir jinsli chizigli differensial tenglamaning nol
yechimini turg‘unligini o‘rganish yetarli.
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5.6.2-ta’rif. Agar (5.6.1) differensial tenglamaning y=¢(t) yechimi
Lyapunov ma’nosida turg‘un bo‘lib,
lim (y, () - (1)) =0
munosabat bajarilsa, y=¢(t) yechimga asimptotik turg‘un yechim deyiladi.
5.6.2-lemma. (5.6.1) differensial tenglama y=¢(t) yechimining
asimptotik turg‘un bo‘lishi (5.6.7) bir jinsli tenglama z(t)=0 yechimining
asimptotik turg‘un bo‘lishiga ekvivalent.

Isbot. Ushbu z,(t) =y, (t) — ¢(t) almashtirishdan foydalanib, (5.6.10)
Koshi masalasini hosil gilamiz. U holda (5.6.1) differensial tenglama y = ¢(t)
yechimning

lim(y, (t) - (1)) =0
asimptotik turg‘unligi z,(t) holida quyidagi
lim z,(t) =0

t—>+o0
ko‘rinishni oladi. Bu esa (5.6.7) bir jinsli tenglama z(t)=0 yechimini
asimptotik turg‘unligini bildiradi.
5.6.1-misol. Ushbu
y'(t)=ay(t),aeR
tenglama y(t) =0 yechimini turg‘unlikka tekshiring.
Yechish. Berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi
y(t) =ce™
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda t — +<o da quyidagi uchta hol bo‘lishi mumkin:
a<0, yt)—0,
a=0, |y(t)|=const,
a>0, |y(t)—>+=.
Ko‘rinib turibdiki, y(t)=0 yechim a<0 holida Lyapunov ma’nosida turg‘un,
bundan tashqari u asimptotik turg‘un ham bo‘ladi. Agar a=0 bo‘lsa, y(t)=0
yechim Lyapunov ma’nosida turg‘un bo‘ladi. Ammo a>0 holida y(t)=0

yechim noturg‘un bo‘ladi.
5.6.2-misol. Quyidagi

ay" +ay"P +..+a _y+ay=0, acR, a,#0, t>t, (5.6.11)
o‘zgarmas koeffitsiyentli bir jinsli tenglama y(t) =0 yechimini turg‘unlikka
tekshiring.

Yechish. Aytaylik, ushbu

A" +al" +...+a A+a =0 (5.6.12)

xarakteristik tenglamaning k,k,,...,k, karrali har xil ildizlarini 4,4,,..., 4, €C
orqgali belgilasak. U holda (5.6.11) differensial tenglamaning umumiy
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yechimi quyidagi
et tet .. theht:

et te®t . thele™t:

funksiyalarning chizigli kombinatsiyalaridan iborat bo‘ladi. Bundan ko‘rinib
turibdiki, (5.6.11) tenglama y(t)=0 yechimi asimptotik turg‘un bo‘lishi
uchun

Re{1,}<0, vj=1n
shartning bajarilishi zarur va yetarli. Agar (5.6.12) xarakteristik tenglamaning

ildizlari orasida kamida bittasi, ya’ni
o eN; Re{4,}>0

munosabatni ganoatlantirsa, u holda (5.6.11) differensial tenglamaning
y(t) =0 yechimi noturg‘un bo‘ladi.

7-§. Ko‘phadlarni turgunlikka tekshirish

5.7.1-ta’rif. Agar haqiqiy koeffitsiyentli
P(A)=a,A" +a A" +-....+a,A+a,8>0, 8 €R, j=Ln  (5.7.1)
ko‘phadning barcha 1=4;, P(4;)=0, ] =1n ildizlari ushbu
Re{4,}<0, j=1n
tengsizlikni ganoatlantirsa, unga turg‘un ko phad deyiladi.
Avvalo ushbu
P(A)=aA+a, a,>0, a R (5.7.2)
birinchi darajali ko‘phadni ko‘rib chigamiz. Bu holda B,(1) =0 tenglamaning
ildizi
__ a4
A= a,
ko‘rinishda bo’ladi. Ko‘rinib turibdiki, 4, <0 bo‘lishi uchun a >0 bo’lishi
zarur va yetarli. Chunki a,>0. Bundan kelib chigadiki, birinchi darajali

ko‘phad turg‘un bo‘lishi uchun, uning barcha koffisentlari musbat, ya ni
a, >0, a, >0 bo’lishi zarur va yetarli.

Endi ikkinchi darajali
P,(1)=a,A*+al+a, a >0, a,a R (5.7.3)
ko‘phadni garaylik. Bu holda P,(1) =0 tenglamaning ildizlari ushbu

—a +/a - 4asa,
ﬂi,z = 2a0
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formuladan topiladi. Bunda
1) agar D=a° —4a,a, <0 bo’lsa, u holda

&
R S 7.4
el} - (5.7.4)
o‘rinli.
2) Agar D=a’ —4a,a, >0 bo‘lsa, u holda
—a, +./a° —4a,a
Re{4,}=4,= L TNE T3, (5.7.5)

2a,
o rinli. Ushbu Re{ﬂm} <0 tengsizlik bajarilishi uchun quyidagi

{al >0, agar a’ —4aya, <0,

—a, +./a’ —4a,a, <0, agar a° —4a,a, >0

munosabatning o‘rinli bo‘lishi lozim. Bu munosabatning birinchisidan, ya’ni
ushbu

s

a, >0, aoazzT

tengsizliklardan a,>0 kelib chigadi. Yugoridagi munosabatning

iIkkinchisidan, ya’ni

Ja© —4a.8, <3,
tengsizlikdan a, >0, a’ —4a,a, <a’ baholar, bulardan esa a, >0 ekani kelib
chigadi.

Shunday qilib, ikkinchi darajali P,(1)=a,A* +a4+4a,,a,>0, a,a, R
ko‘phadning turg‘un bo‘lishi uchun uning barcha koeffitsiyentlarining
musbat, ya’ni a, >0,a, >0,a, >0 bo‘lishi zarur va yetarli, ekan.

5.7.1-teorema. Birinchi va ikkinchi darajali
P(A)=al+a,a,>0,a R P1)=a4°+al+a,a >0, ko‘phadlarning
turg‘un bo‘lishi uchun, ularning barcha koeffitsiyentlarining musbat

a,>0,a>0,a,>0
bo‘lishi zarur va yetarli.
5.7.2-teorema (Stodoliy). Ushbu
P(A)=A"+aA"" +..+a,,A+a, a R, j=1n
ko‘phad turg‘un bo‘lishi uchun uning barcha koeffitsiyentlari musbat
a; >0, j=1n bo‘lishi zarur.

Isbot. Aytaylik berilgan P(1) ko‘phad turg‘un bo‘lsin. U holda
a; >0, j=1n bo‘lishini isbotlaymiz. Berilgan P(1) ko‘phadning
koeffitsiyentlari haqiqiy bo‘lgani uchun uning ildizlari soni (karrali
ildizlarning karrasi ham hisobga olinganda) n ta bo‘ladi. Shu bilan birga P(1)
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ko‘phadning k ta ildizi kompleks bo‘lsa, unda uning yana k ta ildizi mos
ravishda go‘shma kompleks bo‘ladi. Ularni
a, *if;, j=12,..k A4,,m=12,..,n-2k deb belgilaymiz. Shuning uchun

H m?

a; <0, j=12,...k, 4, >0, m=12,.,n—2k.
Endi P(1) ko‘phadni quyidagicha yozamiz:

2n-2k

P(2) zli[{[(z—(aj +iﬂj))]-[z—(aj -ip, )]}H(z—zm)z

m=1

n—-2k

K j H m
- 1_[(/12 +a, A+ az(”)H(A+b( D).
j=1 m=1

Bunda a'"=-2¢,>0,8"=a+p>>0,b"=-4 >0. Demak, P(1)
ko‘phad koeffitsiyentlari musbat bo‘lgan 2*+a”A+a ® va 2+b™

ko‘rinishdagi ko‘phadlarning ko‘paytmasi shaklida yoziladi. Bunday
ko‘phadlarni o‘zaro ko‘paytirib chigsak, natijada koeffitsiyentlari musbat
bo‘lgan ko‘phad hosil bo‘ladi.m

5.7.1-izoh. Teskari tasdig o‘rinli emas, ya’ni barcha keffitsiyentlari
musbat bo‘lgan ko‘phad turg‘un bo‘lavermaydi.

5.7.1-misol. Ushbu

A+ 22 +31+10=(A+2)(4* -1 +5)
uchinchi darajali ko‘phadni garaylik. Ko‘rinib turibdiki bu ko‘phadning
ildizlari quyidagi
1+i19

2
sonlardan iborat. Bunda Re{ﬂ?,3}:%>0. Demak, berilgan ko‘phad noturg‘un

A =-2, ﬂ"z,s =

ekan.
5.7.1-lemma. Ushbu
P(1)=A’+aiA’ +bi+c, a>0,b>0¢>0
uchinchi darajali ko‘phad sof mavhum ildizga ega bo‘lishi uchun
a-b=c
munosabatning bajarilishi zarur va yetarli.
Isbot. Zarurligi. Avvalo 2=0 soni berilgan P(1) ko‘phadning ildizi

bo‘la olmaydi. Chunki P(0)=0 bo‘lsa, c=0 kelib chigadi. Buning esa
bo‘lishi mumkin emas. Aytaylik, A, =iz (x>0) soni P(1) ko‘phadning
ildizi bo‘lsin. Bu holda uni

P(A)=(2"+ 12 J(A=2g) =A% +(=2y) A% + 1P A+ 11 (= 2y)
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ko‘rinishda yozish mumkin. Bunda a=-1,,b=4°, c=-4u°. Ko‘rinib
turibdiki, bu yerda ushbu

a-b=c
munosabat bajariladi.

Yetarliligi. Aytaylik, ushbu

a-b=c
tenglik o‘rinli bo‘lsin. U holda berilgan P(1) ko‘phadni ko‘paytuvchilarga
ajratish mumkin bo‘ladi:

p(1)=A°+ai* +bi+c=12"+al’ +bi+ab=(4" +b)(1+a).
Endi ushbu p(1)=0, (2* +b)(4+a)=0 tenglamani garaylik. Bundan
A, =+iNb; 4, =-a

ildizlarni topamiz.m

5.7.3-teorema (Vishnegradskiy). Koeffitsiyentlari haqigiy sonlardan
iborat bo‘lgan

p(A)=a,A° +a 4’ +a,A+a,, a>0 (5.7.6)

uchinchi darajali ko‘phad turg‘un bo‘lishi uchun:
1) a,>0,a >0,a, >0,a, >0; (5.7.7)
2) 8 -a,>2,- 8 (5.7.8)

shartlarning bajarilishi zarur va yetarli.
Isbot. Zarurligi. Avvalo
q(A)=2>+al* +bl+c (5.7.9)
ko‘phadni tuzib olamiz. Bunda

a:ﬁ; bzﬁ; c:ﬁ
a

8 8
Endi ushbu
& =aay, 8, =bay, 8, =ca,
tengliklardan foydalansak, (5.7.8) tengsizlik quyidagi ko‘rinishni oladi:
ab>c. (5.7.10)
Aytaylik, (5.7.9) tenglik yordamida aniglanadigan q(4) ko‘phad
turg‘un bo‘lsin. U holda 5.7.2-teoremaga ko‘ra, a>0, b>0, c >0 tengsizliklar
bajariladi. Endi (5.7.10) tengsizlikning bajarilishini ko‘rsatamiz. Buning
uchun teskarisini faraz qilamiz, ya’ni q(4) ko‘phad turg‘un bo‘lib, (5.7.10)
tengsizlik bajarilmasin. U holda yoki a-b=c, yoki a-b<c munosabatlar
o‘rinli bo‘ladi. Berilgan g(4) ko‘phadni
p(1)=(4+a)(4* +b)+c—ab (5.7.11)
ko‘rinishda ifodalaymiz.
1-hol. Aytaylik, ab=c bo‘lsin. U holda (5.7.11) tasvirdan
q(2) = (1 +a)(A* +b)
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kelib chigadi. Bu ko‘phad 4, =+iv/b ko‘rinishdagi sof mavhum ildizga ega.

Shuning uchun g(4) ko‘phad noturg‘un bo‘ladi. Bu esa farazimizga zid.
2-hol. Aytaylik, ab<c bo‘lsin. Bu holda ham qg(4) ko‘phad noturg‘un

ekanini ko‘rsatamiz. a va b larni (a>0,b>0) shunday uzluksiz

o‘zgartiramizki, birinchidan ular nolga intilsa, ikkinchidan ab<c tengsizlik
buzilmasin. Bunday o‘zgartirishda q(4) ko‘phadning ildizlari mavhum

o‘gning bir tomonidan ikkinchi tomoniga o‘ta olmaydi, aks holda ab<c
tengsizlik buzilgan bo‘ladi. Demak, q(4) ko‘phadning turg‘unligi yoki
noturg‘unligi o‘zgarmaydi.

Agar a=b=0 bo‘lsa, u holda q(4)=4°+c Kko‘rinishni oladi. Uning

\/_ J_\/_. Demak, q(1) ko‘phad mavhum
f \33c

o‘gqdan o‘ngda joylashgan ikkita 5 +i 5 ildizga ega. Bu holda q(4)

ildizlari 4, =3-c<0, 4,,=

ko‘phad noturg‘un bo‘ladi. Mazkur xossa a va b larning nolga yetarli yaqgin
giymatlarida ham o‘rinli. Chunki ildizlar ko‘phad koeffitsiyentlarining
uzluksiz funksiyasidir. Shunday qilib ab<c tengsizlik bajarilganda q(A4)

ko‘phad noturg‘un bo‘ladi.
Yetarliligi. Ushbu ab>c tengsizlik bajarilsin, u holda q(4)

ko‘phadning turg‘un ekanligini isbotlaymiz. Berilgan ab > ¢ tengsizlikda c ni
shunday o‘zgartiramizki u

1) nolga o‘ngdan intilsin.

2) ab > c tengsizlik buzilmasin.
Agar ¢c=0 bo‘lsa gq(1) ko‘phad ushbu

a(2)=4(4* +ai+b)

a

2
ko‘rinishni oladi. Bu ko‘phad 4 =0, /12,3:—51«/%—b ko‘rinishdagi
ildizlarga ega. Bunda diskriminant ishorasiga bog‘lig bo‘lmagan holda,

Re{zm}———<0 ekanligi ko‘rinib turibdi. Hagigatdan ham, agar

1) D=a’ —4b<0 bo‘lsa, u holda Re 4,, :—%<o bo*ladi.

2) D=a’—4b>0 bo‘lsa, u holda ushbu a>+/a>—4b tengsizlikdan
4,5 <0 kelib chigadi.

Agar ¢ ning nolga yetarli yaqin musbat giymatlarini olsak, 4, ildizlar
mavhum o‘qdan chapda, ya’ni Re{4,,}<0 goladi. Ammo nol ildiz mavhum
o‘gqdan yoki chapga, yoki o‘ngga yetarli kichik migdorga siljiydi. Ikkinchi
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tomondan ma’lumki, ko‘phad ildizlarining ko‘paytmasi teskari ishora bilan
olingan ozod hadga teng. Shuning wuchun qaralayotgan holda
A2y Ay=—C<0, A, -1, =b>0 tengsizliklardan 4 <0 ekani kelib chigadi.
Shunday qilib, a>0,b>0,c>0,ab>c tengsizliklar bajarilganda q(4)
ko‘phad turg‘un bo‘ladi.m

5.7.1-natija. Vishnegradskiy teoremasidan quyidagi

ay"(t) +ay"(t) +a,y'(t) +a;y(t) =0, a8, >0, j=0,3 (5.7.12)

bir jinsli differensial tenglama y(t)=0 yechimining turg‘unligi va
noturg‘unligi kelib chigadi.

Agar aa,>a,a, bo‘lsa, u holda (5.7.12) differensial tenglamaning
y(t) =0 yechimi asimptotik turg‘un bo‘ladi.

Agar aa,=a,a, bo‘lsa, u holda (5.7.13) differensial tenglamaning
y(t) =0 yechimi turg‘un bo‘lib, asimptotik turg‘un bo‘Imaydi.

Agar aa, <a,a, bo‘lsa, u holda (5.7.12) differensial tenglamaning
y(t) =0 yechimi noturg‘un bo‘ladi.m

Eslatib o‘tamizki, ushbu

&8y 8,
Al 8y a,,...8,
a,a,..a.
matritsaning bosh minorlari deb quyidagi
81 8, .. -8
M]_:aj_]_lMZ _ a8y, o Mj _ a21a22'°'a2j
B8 e,
a,a,,...a;
determinantlarga aytiladi.
Quyidagi
P(A)=a,A" +a A" +..+a,,A+a,, 8 >0,a R, j=1n (5.7.13)
ko‘phadning Gurvis matritsasi deb ushbu
aa,00..... 00
aa,a4a,......00

0000000 a,
matritsaga aytiladi. Bunda a; =0, j >n. Gurvis matritsasining bosh minorlari
deb quyidagi determinantlarga aytiladi:
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00...0
a 78,0 o 0
a
Mlzai’MZ:‘a1 2’Ivl3:a3a2a1'”’Mn:a3 2% % :anMn—l'
aa
° 4a3 a2n71a2n72 an

Buyerda a; =0, j>n.

5.7.4-teorema (Raus-Gurvis belgisi). Haqiqgiy koeffitsiyentli (5.7.13)
ko‘phad turg‘un bo‘lishi uchun quyidagi shartlarning bajarilishi zarur va
yetarli:

1. Barcha koeffitsiyentlari musbat: a; >0, j=1,n;

2. Gurvis matritsasining barcha bosh minorlari musbat: M; >0, j=1,n.

5.7.5-teorema (Lenara-Shiparo belgisi). Haqigiy koeffitsiyentli
(5.7.13) ko‘phad turg‘un bo‘lishi uchun quyidagi shartlarning bajarishi zarur
va yetarli:

1. a; >0, j=1n;

2. Gurvis matritsasining j=n-1,n-3,n-5,... nomerlariga mos

keluvchi bosh minorlari mushbat.

Bu ikki belgining ekvivalent ekanligini uchinchi darajali ko‘phad
misolida ko‘rishimiz mumkin.

Hagigatan ham, ushbu

P(1)=g,2° +ai’ +a,A+a, 3,>0, a eR, j=13
ko‘phad uchun Gurvis matritsasi
a
a
0
ko‘rinishni oladi. Bu G matritsaning bosh m

o

L O o

G=

o & &

nori quyidagi
a, 8,0

M;=la; a,

0 0 a

a8,

M,=a,M, =
s

determinantlardan iborat.
Berilgan uchinchi darajali P(1) ko‘phad turg‘un bo‘lishi uchun,

Linara-Shipara belgisiga ko‘ra, ushbu

3,8,8,,8,>0, M, >0
shartlarning bajarilishi yetarli.
Endi M, >0 tengsizlikdan M, >0 bo‘lishi kelib chigishini ko‘rsatamiz.

Buning uchun M, determinantning oxirgi satr elementlari bo‘yicha yoyamiz:
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a a 0
M;=la, a, &|=a
0 0 4
Agar M, >0 bo‘lsa, u holda bu tenglikdan va a,; >0, j=1,3 zaruriy shartlar
bajarilganda M, >0 kelib chigadi.

Raus-Gurvis belgisidan foydalanib, o‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli
bir jinsli

a
a ‘al ao:agMz.

a; 4,

%:Ax, A=|a].a;=const,i,j=1n (5.7.14)

differensial tenglamalar sistemasi x(t)=(x(t).....x,(t))=0 nol yechimini

asimptotik turg‘unlik shartini A matritsaning elementlari orqgali ifodalash
mumkin. Agar A matritsaning xarakteristik tenglamasini ushbu

det|2E - A|=A"— A" +5,4" 2 — .4+ (-1) s, A +(-1)" A
n-1
ko‘rinishda yozib olsak. Bu yerda o =spA, A=detA, s, :ZMK' U holda,
k=2

xususan (5.7.14) sistemada n=3 bo‘lsa x(t)z(xl(t)_, X, (), % (t)) =0
yechimning asimptotik turg‘un bo‘lishi uchun
0<0, os,<0, A<O (5.7.15)

shartlarning bajarilishi yetarli.
5.7.1-misol. Ushbu

X1(t): X3
X, (1) ==X, + X,

e

X3 (1) ==X + X, + PX;, P <
differensial tenglamalar sistemasi x (t)=0, x,(t)=0, X,(t)=0 yechimini

asimptotik turg‘unlikka tekshiring.
Yechish.
0 01

A= 0-1 1,

-110p

oc=SpA=0-1+p=p-1, A=detA=-1,

00 (01 |-11
+ +

0y -1p 1p

5 =

1-5
2

-

Berilgan p soni p< tengsizlikni ganoatlantirsa, u holda
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o=p-1<

1_*@—1:—[1 \/§]<0’

_+_
2 2 2
oS, <(p-1(-p)=p@- p)<0, chunki p<0, 1-p>0,
A=-1<0
va (5.7.15) shartlar bajariladi. Demak, berilgan sistemaning x(t)=0 yechimi

|0<1_2Jg

bo‘ladi.

tengsizligini ganoatlantiruvchi barcha p larda asimptotik turg‘un

Mustaqil yechishga doir misollar

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining muvozanat nugtasini
turg‘unlikka tekshiring:

1 rxl(t)=|n(xz+e2Xl)’ ) % (1) ==2% + X, — X2 + X2,
)'(Z(t):xz—1+,f1—3x1_ X, (t)=—tgx, +e* —1.
AN 2y ein? xi(t):—@—le—xlsinxz,

3 ¥ () =X, — X, +3%'%, —sin’ (X, +X,), A 3

") . _ 3
%, (1) =2%, = 3%, + In(L+ x,X,) — 6% +X;. 3, (t) =%, _%X;

(1) =5 2 : 2

: T 6 {xl(t)=6xlxz,

X, (t) :—%xg’ +%x2xf. X, (1) ==3x; +6X,.
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VI BOB. AVTONOM (MUXTOR) SISTEMALAR VA UNING
TRAYEKTORIYALARI

1-§. Muxtor sistemalar

Muxtor sistemalar differensial tenglamalar sistemasining muhim
xususiy holidir. Ko‘pchilik amaliy masalalarni yechish muxtor sistemalarni
o‘rganishga olib keladi.

6.1.1-ta’rif. Agar oddiy differensial tenglamalar sistemasiga erkli
o‘zgaruvchi oshkor ravishda kirmasa, bunga sistema muxtor sistema deyiladi.

Muxtor sistemaning quyidagi

x(t)=f(x) (6.1.1)
ko‘rinishiga  normal muxtor  sistema  deyiladi. Bu yerda
X(t)=(% (t),.... %, (t))" -noma’lum vektor-funksiya, f(x)=(f,(x),.... f,(x))'
-berilgan vektor-funksiya.

Agar (6.1.1) sistemada erkli o‘zgaruvchi t sifatida vaqt tushinilsa, unga
dinamik sistema deyiladi.

Bundan keyin (6.1.1) differensial tenglamadagi f(x) vektor-funksiya

biror D < R" sohada aniglangan, uzluksiz, differensiallanuvchi va S—f i=1n
X.

hosilalari chergaralangan deb qaraymiz. U holda D ga holatlar fazosi
deyiladi. (6.1.1) sistemaning har bir x =x(t),x, =%, (t),...x, =x,(t)
yechimiga n o‘lchamli D<R" holatlar fazosida x=(x,...,x,) nugtaning
harakati mos keladi. Harakat davomida bu nuqta o‘sha fazoda biror chizigni
(yoki, agar x (t)=const, i=Ln bo‘lsa nugtani) chizadi. Shu chizigga (yoki
nugtaga) x nugtaning harakat trayektoriyasi (yoki holat trayektoriyasi)
deyiladi. Ushbu x=a nuqgta trayektoriya bo‘lishi uchun f(a)=0 bo‘lishi
zarur va yetarli. Bunday nugtaga maxsus nuqta yoki muvozanat nuqgta

deyiladi.
6.1.1-misol. Ushbu
{X1 =Xy,
X, ==X
muxtor sistema
X, =C;Sin(t + ), x, =c, cos(t + &) (6.1.2)

ko‘rinishidagi yechimga ega. Uch oflchamli t, x,x, fazoda (6.1.2)
tenglamalar vint chizigni ifodalaydi. Holatlar fazosida (bu yerda oxXx,
tekislik) esa x’ +x; =c/ aylanalarni ifodalaydi. x (t)=0,x,(t)=0 (maxsus
nugta) nugta ham trayektoriya bo‘ladi.
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Muxtor sistemalarda x=¢(t) (yechim) nugtaning harakati to‘g‘risida

to‘liq ma’lumotga ega bo‘lish uchun trayektoriyada t ning oshishiga mos
harakat yo‘nalishini ham berish lozim (1-chizma).

i

t[l tz t3 tl -
1-chizma

Agar x = x(t) sistemaning trayektoriyasi bo‘lsa, u holda x(t)=0 bo‘lib,
o‘zining har bir nugtasida u f (x)=(f.(x), f,(x)...., f,(x))" vektorga urinadi.
Chunki X (t) =(x (1), %, (t),...x (t))"  vektor, parametrik  x =x(t),
X, =X%,(t), ..., X, =x(t) tenglamasi bilan berilgan chiziqgga urinadi va
x(t) = f(x(t)) tenglik o‘rinli bo‘ladi. Boshgacha aytganda, D to‘plamning
x°eD nugtasiga shu nugtadan chigarilgan
f(x°) =(f,(x°), £,(X*),e0ernesy f (x°))" vektorni mos go‘yamiz. Demak, (6.1.1)
muxtor sistemaga D da aniglangan vektor maydon mos keladi.
X° = (X, %5,.....X.) e D bo‘lsin. Mavjudlik va yagonalik teoremasiga ko‘ra,
(6.1.1) sistemaning ¢(t,) =x° boshlag‘ich shartni ganoatlantiruvchi x=g(t)
yechimi mavjud va yagona. Bu yechimga t=t, da trayektoriyasi
X° =(x,....x7) nugtadan o‘tuvchi nugtaning harakati mos keladi. Harakat
davomida x=e¢(t) yechimni belgilaydigan nugtaning t, momentdagi tezligi
f (x°) vektor bilan ifodalanadi, ya'ni

P (D)= ().

Umuman olganda holatlar fazosini quyidagicha ta’riflash mumkin.

6.1.2-ta’rif. (6.1.1) muxtor sistemaning holatlar fazosi deb shunday n
o‘lchamli fazoga aytiladiki, unda shu sistemaning yechimlari trayektoriyalar
bilan, sistemaning o‘zi esa vektor maydon bilan tavsiflanadi. Bunda
trayektoriyalar holat trayektoriyalari, vektorlar esa holat tezliklari deb ataladi.

6.1.1-teorema. Agar x=¢(t),te(a,f) vektor-funksiya (6.1.1)
sistemaning yechimi bo‘lsa, u holda ixtiyoriy ceR o‘zgarmas son uchun
X=w(t)=¢(+c),te(a—c,f—c) vektor-funksiya ham (6.1.1) sistemaning
yechimi bo‘ladi.
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Isbot. Teorema shartiga ko‘ra, x=¢(t),te(e,) vektor-funksiya
(6.1.1) sistemaning yechimi bo‘lgani uchun ¢'(t) = f (¢(t)) ayniyat o‘rinli.
Bunda t ni t + ¢ ga almashtirsak,

p(t+c) = f(p(t+c))
hosil bo‘ladi. Bundan
w(t)=fw(t), te(a—c,B-c)
kelib chigadi.m

6.1.2-teorema. 1) Muxtor sistemaning ixtiyoriy ikki yechimiga mos
keluvchi trayektoriyalari yoki kesishmaydi, yoki ustma-ust tushadi.

2) Aytaylik, x=¢(t,&) funksiya (6.1.1) sistemaning ¢(0,&)=¢&
boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimi bo‘lsin. U holda ixtiyoriy t,
va t, lar uchun

P(t,, o(t, %)) = (t, +1, %)) (6.1.2')
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikka muxtor sistema yechimining gruppaviy
xossasi deyiladi.

Isbot. 1) Aytaylik, x(t) va y(t) trayektoriyalar umumiy b nugtaga ega
bo‘lsin. U holda shunday t, va t, topiladiki, natijada ushbu b=x(t,)=y(t,)
munosabatlar o‘rinli bo‘ladi. Ko‘rinib turibdiki, z(t)=y(t+t, —t) funksiya
ham (6.1.1) sistemaning yechimi bo‘ladi va z(t)=y(t,)=x(t,) tengliklar
bajariladi. Yagonalik teoremasiga ko‘ra, z(t)=x(t) o‘rinli, ya’ni
y(t+t, —t)=x(t). Bundan x(t) va y(t) yechimlar bir xil trayektoriyaga ega
ekanligi kelib chigadi.m

Avtonom bo‘lmagan sistemalar uchun (6.1.2") xossa bajarilmaydi.

6.1.1-misol. Avtonom bo‘lmagan ushbu

X = cost
tenglama x(t) =sint ko‘rinishdagi yechimga ega. Ammo x(t) =sin(t + C)
ko‘rinishdagi funksiya fagat C=2kx, k=0,41... bo‘lganda uning yechimi
bo‘ladi. Berilgan tenglamaning x(t) =sint va x(t) =1+sint ko‘rinishdagi har
xil yechimlarini garaylik. Ularning trayektoriyalari R* da joylashgan bo‘lib,
mos ravishda -1<x<1 va 0<x<2 kesmalardan iborat bo‘ladi. Bu
trayektoriyalar har xil bo‘lgani bilan ular kesishadi.

6.1.1-natija. Muxtor sistemasining yechimi vaqgtning chekli giymatida
maxsus nugtaga erisha olmaydi.

Isbot. Aytaylik, a — maxsus nuqta, ya’ni X(t)=a yechim bo‘lsin. Agar
x(t) va X(t) yechimlarning trayektoriyalari ustma-ust tushmasa, u holda ular
umumiy nuqgtaga ega bo‘lmaydi. Shuning uchun x(t)=a, vt larda o‘rinli.
x(t) yechim fagat t—>+w yoki t—>-—o Dbo‘lganda maxsus nuqgtaga
yaginlashishi mumkin.m
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6.1.3-teorema. Agar x(t)=const yechim uchun x(t)=x({t,), t, >t
munosabat bajarilsa, u holda bu yechim eng kichik musbat davrga ega
bo‘lgan davriy vektor-funksiya bo‘ladi, uning trayektoriyasi esa o‘z-o‘zini
kesmaydigan yopiq chizigdan iborat bo‘ladi.

Isbot. Ushbu y(t)=x(t+t,—t) funksiya 6.1.1-teoremaga ko‘ra,
yechim bo‘ladi va y(t)=x(t,)=x(t,) munosabatlar bajariladi. Yagonalik
teoremasiga asosan y(t)=x(t), ya’ni x(t+d)=x(t), d=t,—t >0 davrga
ega bo‘lgan funksiyadan iborat bo‘ladi. Boshga davrlari ham bo‘lishi
mumkin. Teorema shartiga ko‘ra, x(t)=const bo‘lgani uchun 3t" topilib,
Xt)#x(@t) orinli bo‘ladi, ya’ni |x(t)-x(t)|=r>0. x(t) vektor-
funksiyaning uzluksizligidan r>0 uchun shunday 3Ih>0 soni topilib,
t—t|<h, ya'ni t —h<t<t +h tengsizlik bajarilganda |x(t)—x(t)|<r
bajariladi. Bu esa x(t)=x(t") munosabat Vte(t,—h t+h) larda
bajarilishini bildiradi. Ammo vaqgtning davrga teng giymatida x(t) yechim,
ya’ni x nuqgta trayektoriyaning barcha nugtalarini bosib o‘tishi lozim.

Shuning uchun ixtiyoriy musbat davr uzunligi 2h dan oshmaydi va ularning
quyi chegarasi p>2h. Agar p soni davr bo‘lmasa, u holda p,—> p+0

davrlar ketma-ketligi topilib x(t+ p;)=x(t). Bunda p, » p da limitga o‘tib
x(t+p)=x(t) tenglikni olamiz, ya’'ni p davr bo‘ladi. x(t) (0<t<p)
trayektoriya yopiq chizigdan iborat bo‘ladi. Chunki x(0)=x(p). Agar u
o‘zini o‘zi kessa, u holda x(t)=x(,), t,t,€[0,p], [t—t|<p o‘rinli.
Yugorida isbotlangan mulohazalarga asosan  x(t) yechim uchun
d=[t,—t|<p soni davr bo‘ladi. Bu esa p ning eng kichik musbat davr

ekanligiga zid keladi.m

6.1.4-teorema. Muxtor sistemaning har bir trayektoriyasi quyidagi
turlardan bittasiga tegishli bo‘lishi mumkin:

1) muvozanat nugta (nuqta);

2) 0‘z-o‘zini kesmaydigan yopiq egri chiziq, ya'ni eng kichik musbat
davrli yechimga mos keluvchi trayektoriya;

3) o‘z-o°zini kesmaydigan yopiq bo‘lmagan (ochiq) egri chiziq, ya’'ni
davriy bo‘lmagan yechimga mos keluvchi trayektoriya.

Isbot. Agar muxtor sistemaning yechimi x(t)=const bo‘lsa, u holda
trayektoriya nugtada bo‘ladi. Agar x(t,)=x(t,), Vt, va t, #t, bo‘lsa, u holda
trayektoriya -yopig bo‘lmagan o‘z-o‘zini kesmaydigan egri chizigdan iborat
bo‘ladi. Agar x(t)=const va x(t)=x(,), 3t va t,=t bo‘lsa, u holda
trayektoriya o‘z-o‘zini kesmaydigan yopiq egri chizigdan iborat bo‘ladi
(6.1.3-teoremaga asosan).m
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6.1.5-teorema. Aytaylik, x=¢(t) vektor-funksiya (6.1.1) sistemaning
r<t<r, intervalda aniglangan biror yechimi bo‘lsin. Agar ¢(t)=¢(t,),
t#t, va t,t,e(r,r,) bo‘lsa, u holda shu x=¢(t) yechimni —o<t<oo
intervalga davom ettirish mumkin.

Isbot. 6.1.1-teoremaga Ko‘ra, ¢(t,)=¢(t,) bo‘lgani uchun x=g(t+c),

c=t, —t, funksiya ham yechim bo‘ladi va ¢(t)=¢(t+c), r<t<r, ayniyat
o‘rinli. Bu ayniyatdan ¢(t) funksiya r, <t<r, intervalda aniglangani uchun
o(t+c)funksiya r,—|c|<t<r,+|c| intervalda aniglangan bo‘ladi. Hagigatan

ham r <t+c<r, tengsizlikdan c¢>0 bo‘lganda r—c<t<r, va demak,
yechimni r, dan chapga c¢ miqdorga davom ettirish mumkin, shunga
o‘xshash, ¢ <0 bo‘lganda r, <t <r, —c, ya’ni yechimni r, dan o‘ngga —c=|c|
migdorga davom ettirish mumkin bo‘ladi. Har ikki holni birlashtirib
yechimni r,—|c|<t<r,+|c| intervalga davom ettirish mumkinligini gayd
gilamiz. Shu intervalda aniglangan ¢ (t) yechim uchun @@ (t) =Y (t+c)
ayniyat o‘rinli. oY (t+c) =D (1) desak, u holda
PO (1) =W (t, +¢) = p(t,) = @(t,) , ya'ni ¢ (t) =¢(t,) bundan xuddi avvalgidek
oP (t+c) = (t) ekaniligi kelib chigadi. ¢f (t)funksiya r —|c|<t<r,+|c]
intervalda aniglangan bo‘lgani uchun oxirgi ayniyatdan foydalanib,
mavjudlik intervalini yanada kengaytirish mumkin. Boshgacha aytganda,
L —2[c|<t<r,+2|c| intervalda aniglangan yechimni qurish mumkin. Bu
yechimni @@ (t) deb belgilaymiz. Shunga o‘xshash, mavjudlik intervalini
r, —k|c| <t <r, +k|c| dan iborat bo‘lgan ™ (t) yechimni qurish mumkin.
Yugoridagi tengsizlikda k —oo da limitga o‘tsak, —o<t<oo interval hosil
bo‘ladi (rvar, lar qganday bo‘lishidan gat’iy nazar). Shu intervalda
aniglangan yechimni ¢°(t) deymiz. Ammo isbot davomida muxtor
sistemaning har ganday trayektoriyasi chekli vaqtda cheksizga ketib
qolmasligidan foydalanildi.m

6.1.6-teorema. Agar D sohada fi(xl,xz,...,xn),izl,_n funksiyalar

barcha argumetlari bo‘yicha xususiy hosilalari chegaralangan bo‘lsa, u holda
(6.1.1) muxtor sistemaning hech ganday trayektoriyasi chekli vagtda
cheksizga ketib qolmaydi, ya’ni ushbu

lim|g(t)| =0

-1

munosabat bajarilmaydi. Bu yerda |o(t)| = \/(pf () +...+ @ (1).
Isbot. Teorema shartiga ko‘ra,
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of <M ,i=1n, j=1n.

oX;

J
Endi, x=0 nuqta atrofida f,(x,X,,...,X;) funksiya uchun Lagranj
formulasini yozamiz:

fi(x)zf(0)+%§x)xl+...+%xn, i=1n (6.1.3)

0<d <1, 6xeD, ‘f(O)‘:C.

Avvalo af‘a(e_‘x) ifodani baholaymiz:
2 2
RO|_ (@GN, (@] _ m
OX; OX. OX. - '

Bundan foydalanib, f(x) vektor-funksiyaning modulini baholash mumkin.
Hagigatan ham, (6.1.3) formulaga ko‘ra

\fj(x)\SC+JHMZ|xi|stH+JﬁMIzn:l:|xi|:
=JH[C+MZ|xi|js NJH[HZM]

tengsizlikni olamiz. Bu yerda N=max(C;M). Bu tengsizlikdan foydalanib,
quyidagi

\f(x)\zﬁ JN(le] o1 3

k
bahoni olamiz. Faraz gilaylik, r, <x<r, + Z|Cn| intervalda aniglangan va
n=1

k
tor=r,+ Zcm da cheksizlikka intiluvchi x =(t) yechim mavjud, ya’ni

m=1

k
t—>zdafp(t) > (7=1 —ZC - bo‘lganda ham shunga o‘xshash
m=1

isbotlanadi). U holda shunday " < topiladiki, " <t <z intervalda |p(t)/>1

bo‘ladi. Shuning
uchun 7" <t < intervalda quyidagi

p(t) < (1) +...+|e, (1) < Nn\/ﬁ(u Z::‘goi (t)‘] <n(n+)N/n | o) |

bahoni keltirib chigaramiz. Bundan
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d
a7 o)
o) le(v)
differensial tengsizlik kelib chigadi. Oxirgi tengsizlikni ikki tomonini z~ dan
t gacha integrallab, quyidagini

() <lo(<")
bahoni topamiz. Ammo t — ¢ da ushbu
‘gp(r)‘ < ‘(o(r*) en(nu)wﬁ(t B r*)

tengsizlik o‘rinli bo‘lib, uning o‘ng tomonidagi ifoda musbat chekli sondir.
Bu esa farazimizga zid. Demak, chekli vaqtda x =¢(t) trayektoriya cheksizga
keta olmaydi.m

6.1.1-izoh. Aslida ¢(t) yechim chekli vaqtda cheksizga intilmasligi
uchun o(t,)=¢(t,), t, #t, munosabatning bajarilishi ham yetarli shartdir.

Endi n=2 holda (6.1.1) muxtor sistema yopiq trayektoriyaga ega
bo‘lmasligining yetarli shartini bayon gilamiz.

6.1.7-teorema. Agar (6.1.1) sistema tekislikdagi D cR* sohada
berilgan bo‘lib, D vektor maydon holat tezliklari, f(x) potensialli bo‘lsa, u

holda (6.1.1) sistema D sohada yopiq trayektoriyaga ega bo‘Imaydi.
Isbot. Teskarisini faraz gilaylik. Aytaylik (6.1.1) muxtor sistema D
sohada y yopiq trayektoriyaga ega bo‘Isin. Holat tezliklar maydoni potensiali

bo‘lgani uchun ushbu

i (x).dx)=0
tenglik o‘rinli bo‘ladi (y da yc:‘nalish soat strelkasiga qarshi). Ikkinchi
tomondan, xey ho‘lsa, (f(x),f(x))>0 va (1) tenglamani dx=f| o(t)]dt
ko‘rinishda yozib olamiz. Bu yerda x=¢(t) (6.1.1) sistemaning T >0 davrli
yechimi bo‘lib, y -yopiq trayektoriyani aniglaydi. Shuning uchun

P(rea.09=[ (f[o(v)]) f[o(t)]dt>0

Y
ziddiyat kelib chiqadi.m
6.1.3-ta’rif. Quyidagi
1) x=g(y) akslantirish D sohani D sohaga o‘zaro bir giymatli
akslantiradi;
2) Ushbu x=g(y),yeD va y=g7(x), xeD vektor-funksiya mos

Sn(n+1)N\/ﬁ, T <t<rt

en(n+1)N\/ﬁ(t—r ), T* <t<r

ravishda D va D sohalarda uzluksiz differensiallanuvchi;
3) Ushbu munosabat o‘rinli
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0(9:.9,,--.9,)
O(Yy:Yar-- o)
Shartlarni ganoatlantiruvchi x=g(y) akslantirishga D sohada sillig

teskarilanuvchi akslantirish deyiladi.
6.1.8-teorema. Aytaylik (6.1.1) sistemadagi f(x) vektor-funksiya

D < R" sohada uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib, a€ D nugtada f(a)=0
bo‘lsin. U holda a nugtaning D, atrofi va shunday teskarilanuvchi
almashtirish mavjud bo‘lib, shu D, atrofda (6.1.1) sistema

y,=0,i=Ln-1, y, =1
ko‘rinishni oladi. Bundan tashqari (6.1.1) sistemaning trayektoriyalari D,
atrofda y, =c,,i=1,n-1 y =t+c, tog‘ri chiziq kesmalariga o‘tadi. Bunda
¢;, j=1Ln o‘zgarmas sonlar.

Isbot. Ushbu ae D nuqtada f(a)=0 bo‘lgani uchun, a=(a,a,,...,a)
nugtaning koordinatalardan a =0 deb hisoblaymiz. Endi
&=(&,4,,.-.¢, 4,a,) vektorni tuzib olamiz. Bundan keyin (6.1.1) sistemaga
go‘yilgan ushbu

#0,vyeD

x(0)=¢

Koshi masalasini garaymiz. Mavjudlik va yagonalik teoremasiga ko‘ra,
shunday & >0 soni topilib |t|<g sohada aniglangan (6.1.1) sistemaning
x=¢(t,£) yagona yechimi mavjud bo‘ladi. Ko‘rinib turibdiki, bu yechim
»(0,£)=¢&  boshlang‘ich  shartni  ganoatlantiradi. Koshi  masalasining
yechimini boshlang‘ich shartlarga nisbatan silligligi hagidagi teoremaga
asosan  x=¢(t,&) yechim t, & o‘zgaruvchilar bo‘yicha |tl<g,,
|£—alke,, 6,>0, & >0 sohada diferensiallanuvchi vektor funksiya bo‘ladi.
Endi x=¢(t,&) tenglama t=0, &=a nuqgtaning biror atrofida sillig
teskarilanuvchi almashtirishni ifodalashini ko‘rsatamiz. Shu magsadda t=0,
& =a nugtaning biror atrofida oshkormas funksiyalar sistemasi yechimining
mavjudligi va yagonaligi hagidagi teoremani qgo‘llash mumkinligini
ko‘rsatamiz. Ushbu

¢0,8) =&, 1=Ln-1 ¢,(0,5)=a,
boshlang‘ich shartlardan

so| _s

=5,
05 [9

i=Ln, j=14n-1

kelib chigadi. Bu yerda & ;-Kroneker simvoli. x=g¢(t,&) vektor-funksiya
(6.1.1) sistemaning yechimi bo‘lgani uchun
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munosabat o‘rinli. Bundan quyidagi yakobiyanning noldan fargli ekanligi
kelib chigadi, ya’'ni

AP @y ) | s (a) =0.
0 & G

Oshkormas funksiyalar sistemasi yechimning mavjudligi va yagonaligi
hagidagi teoremaga asosan a< D nugtaning D, atrofida aniglangan uzluksiz

differensiallanuvchi

&=u(x),i=Ln-1 t=v(x)
yagona almashtirish mavjudligi kelib chigadi. O‘z navbatida bu almashtirish
X =g(t,&) uchun teskari akslantirish vazifasini o‘taydi. Endi D, atrofda yangi
o‘zgaruvchilarni Kiritamiz:

Y, =u,(x), i=Ln-1y, =v(x).
Bu D, atrofda sillig teskarilanuvchi almashtirish. Har bir tayinlangan & da bu
almashtirish natijasida (6.1.1) sistemaning D, dagi trayektoriyalari

y.=&,1=14n-1 y =t

to‘g‘ri chiziq kesmalariga o‘tadi. £< D, larni o‘zgartirish hisobiga y. o‘qga
parallel kesmalar oilasini olamiz. (6.1.1) sistema yuqoridagi almashtirish
natijasida ushbu

y,=0,i=Ln-1, y, =1

n

ko‘rinishni oladi.m
Mustaqil yechish uchun mashqlar /13/, §13, Nel-52.

2-§. Trayektoriyalarning limitik to‘plami

6.2.1-tarif. Agar T(X=¢(t), —0o<t<o) trayektoriya  yoki
T"(x=¢(t), t' <t<ow) yarim trayektoriya uchun shunday 3t -, {t}
ketma-ketlik topilib, i — oo da ¢(t) - p munosabat o‘rinli bo‘lsa, p nuqgtaga
o- limit nugta deyiladi. T trayektoriyaning barcha - limit nuqtalari
to‘plamini Q(T) deb belgilaymiz. Xuddi shuningdek T trayektoriyaning

t ——o0 da «-limit nugtalasini ham aniglash mumkin. T trayektoriyaning
barcha « -limit nuqtalari to‘plamini A(T) deb belgilaymiz.

Masalan, x=e¢'(teR) trayektoriya uchun Q(T)=& bo‘sh to‘plam.
Ammo T*(x=e",0<t<o) yarim trayektoriya uchun Q(T*)={0}. Ushbu
T(x, =e'cost(l+e')™, x, =e'sint(L+e')™") trayektoriya uchun A(T)={(0,0)}
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dan iborat. Shu trayektoriya uchun Q(T)={(x,x,)<=R®:x’+x,’ =1f

aylanadan iborat.
6.2.1-teorema. Aytaylik ushbu

X(t) = f (x) (6.2.1)
muxtor sistemadagi f(x) vektor-funksiyaning f,(x),i=1n koordinatalari
G cR" sohada uzluksiz va uzluksiz ngI i, j=1Ln xususiy hosilalarga ega

J

bo‘lsin. Agar T*(x=¢(t)eR",t, <t<oo) yarim trayektoriya chegaralangan
bo‘lib, o‘zining ¢ atrofi bilan G sohada yotsa, u holda 1) QT )=J 2)
Q(T")-kompakt, 3) Q(T*) -bog‘lamli to‘plam bo‘ladi.

Isbot. Ixtiyoriy t, —o ketma-ketlik uchun {e(t)} " ketma-ketlik
chegaralangan. Shuning uchun uning limit nuqgtasi mavjud va u QT ") #J
bo‘sh bo‘lmagan to‘plam bo‘ladi. T" -yarim trayektoriyaning
chegaralanganligidan Q(T ") -to‘plamning chegaralanganligi kelib chigadi.
Endi Q(T™) ning yopigligini ko‘tsatamiz. Agar
P eQT"), p—> p, (i=10) i—ow bo‘lsa, uholda 7=2" uchun shunday 3 p,
topilib | p,—pl<n o‘rinli boladi. Shu p, lar uchun shunday t, j=1n
ketma-ketlik topilib ¢(t, ;) > p, (j =) o‘rinli. Shuning uchun shunday
3j=i(j)eN nomer topilib, t; , >i tengsizlik bajarilganda |¢(t;, ;) - p <7
orinli. U holda |e(t;;)-plk2n=2" t;,
peQ(T") orinli bo‘ladi. Demak Q(T*) chegaralangan va yopiq to‘plam
bo‘lgani uchun u kompakt to‘plamdir. Nihoyat Q(T*) to‘plamning
trayektoriyalardan tuzilganligini Kko‘rsatamiz, ya’ni har bir aeQ(T")
nugtadan T, (x=z(t), —o<t<oo) trayektoriya o‘tishini va u Q(T") da
joylashishini isbotlaymiz. Q(T") to‘plam ta’rifidan 3t t,, ..t ,...—> o ketma-
ketlik topilib, ¢(t)—>a(i—w) o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi. Ushbu
r ) =p(t +1), (1=12,3,...) vektor-funksiya yechim bo‘lib, y,(0) »>a (i —>x)
orinli.  Endi (6.2.1) sistemaning z(0)=a boshlang‘ich  shartni

>i—o0. Shuning uchun

ganoatlantiruvchi yechimini z(t) deb, Forgali T* yarim trayektoriyaning %

atrofini belgilaymiz. Ushbu t=0, x=a nuqta D(—wc<t<ow, xeF) Yyopiq
chegaralanmagan to‘plamga garashli. Yechimni davom qildirish mumkinligi
hagidagi teoremaga muvofiq z(t) yechimni ikki tomonga yetarli katta [t| lar
uchun davom qildirish mumkin bo‘ladi. Faraz qilaylik z(t) ushbu
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t=t* x=2z(t")=b nugtada D sohaning chegarasiga chigsin. U holda b edF,
ya'ni F to‘plamning chegarasida yotadi. Bundan

p(0,T") :% (6.2.2)
ekanligi kelib chigadi. Ushbu y, (0) - a=2z(0) munosabatdan
7, (%) > 2(t*) =b(i — ) (6.2.3)

kelib chigadi. y,(t)=¢(t +t)eT", t >t —t" munosabatni inobatga olsak, u
holda (6.2.3) munosabat (6.2.2) ni inkor etadi. Shuning uchun z(t) D
sohaning chegarasiga chigmaydi, ya’ni (—0;00) intervalga davom etadi. U
holda yuqoridagiday Vtuchun et +t) =y, (t) > z(t)(i > ). Bu esa, vt da
z(t) e (T ), ekanligini ko‘rsatadi.

Endi Q(T") ning bog‘lamli to‘plam bo‘lishini isbot gilamiz. Faraz
gilaylik, Q(T*) kompakt bo‘lib, bog‘lamli to‘plam bo‘Imasin. U holda uni
ushbu Q(T")=Q uQ, ko‘rinishda ifodalash mumkin. Bunda O nQ, =<
bo‘lib, O #J, Q,#<. Bundan tashgari €,i=12 to‘plamlarning har biri
ikkinchisining limit nugtasini o‘zida saglamaydi. Bu to‘plamlar orasidagi
masofani p(Q;Q,)=d orgali belgilaymiz. O(T") kompakt bo‘lgani uchun
Q. i=12 ham kompakt bo‘ladi. Bundan d >0 ekanligi kelib chigadi.

Shunday 3t —o, T —oo  ketma-ketliklar  topiladiki, bular uchun
p((p(t_k),Ql)<% va p((p(t:k),Qz)S% vk e N munosabatlar bajariladi.

Umumiylikni buzmagan holda t, <t, <...<t, <t, <... deb hisoblaymiz. Endi

Q va O, orgali mos ravishda Q va Q, to‘plamlarning % atrofini

belgilaymiz. Aytaylik Q uQ,=Q bo‘lsin. Bunda & va , ochig
to‘plamlar. Q, to‘plam ochiq lekin, bog‘lamli emas. Chunki, Q N"Q, =2.
Bundan ko‘rinadiki, & va Q, larning nugtalarini @ da yotadigan chiziq
(yo‘l) bilan tutashtirib bo‘lmaydi. Shunday qilib, har bir k uchun shunday

t, e (t,, t=k) topiladiki, uning uchun p((p(tk),Ql)Z%, p(¢(tk),§22)2% o‘rinli
bo‘ladi. Anigroq aytadigan bo‘lsak, {e(t,)} to‘plam g" e Q(T) limit nugtaga
ega bo‘ladi. Bunday bo‘lishi mumkin emas, chunki p(q*,Ql)Z% :
p(q*,Qz)z%. Bu garama-garshilik Q(T") to‘plamning bog‘lamli ekanini
bildiradi.m
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R® tekislikda berilgan muxtor sistema limitik to‘plamining boshga
xossalari ham o‘rganilgan.
6.2.2-teorema(Bendikson). Tekislikdagi chegaralangan o‘zida maxsus
nugtani saglamaydigan w-limitik to‘plam yopiq trayektoriyadan iborat
bo‘ladi.
Ushbu R", n>3 fazoda w-limitik to‘plamning tuzilishi kam o‘rganilgan.

3-§. Chizigli o‘zgarmas koeffitsiyentli bir jinsli differensial tenglamalar
sistemasi muvozanat (maxsus) nuqgtasining klassifikatsiyasi

Ushbu

{><1=aﬂ><1+a12x2, (6.31)

X, = 8y X + 85X,
o‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli differensial tenglamalar
sistemasini garaylik. Bu yerda a;; € R hagiqiy sonlar t e R -erkli o‘zgaruvchi,
X(t) = (X, %,)" -noma’lum vektor funksiya. Ko‘rinib turibdiki, (6.3.1) -muxtor
sistema. Berilgan differensial tenglamalar sistemasining koeffitsiyentlaridan
8y ay
a'21 a‘22

A=

matritsa tuzib olamiz.

6.3.1.-ta’rif. Agar A - xosmas matritsa bo‘lsa, u holda (6.3.1) sodda
sistema, aks holda murakkab sistema deyiladi.

Avvalo (6.3.1) sodda sistemani ushbu

X(t)|.,=0. (6.3.2)

boshlang‘ich  shartni  ganoatlantiruvchi  yechimi  x(t)=0, ya’ni
x (t)=0, x,(t)=0 ekanligi ravshan. Bundan tashqari (6.3.1) sodda muxtor
sistemaning muvozanat (maxsus) nugtasi ushbu Ax=0, x=(x,X,)"

tenglamadan aniglanar edi. A matritsa xosmas bo‘lgani uchun, undan x=0,
ya’ni (0,0) Kkelib chigadi. Bundan buyon (0,0) muvozanat nugtani

turg‘unlikka tekshiramiz va sodda muxtor sistema trayektoriyalarini
o‘rganamiz.

Berilgan (6.3.1) sistemaning umumiy yechimini topish uchun A
matritsaning xos giymatlarini va xos vektorlarini topamiz. Buning uchun

ushbu
Ahzlh,Oih:(xl)
XZ

tenglamani garaymiz. Bu tenglamani koordinatalarda yozib,
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{(aﬁ - /I)X1 +a,X, =0
X +(a,, —4)X, =0
bir jinsli algebraik tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Ma’lumki, bir jinsli
algebraik tenglamalar sistemasi nolmas yechimga ega bo‘lishi uchun

an — A a

det(A-Al)=
ay a8, -4

bo‘lishi zarur va yetarli. Bundan ushbu
A% - (ay +a,,)A +aya,, —a,a, =0,
ya’'ni
A% —(spA)A +det A=0. (6.3.3)
kvadrat tenglama kelib chigadi. Ko‘rinib turibdiki, 2=0 soni bu kvadrat
tenglamaning ildizi bo‘lmaydi. Chunki detA=0. A matritsaning 4, 4,-X0S
giymatlari (6.3.3) xarakteristik tenglamaning ildizlaridan iborat bo‘lishi
ma’lum. Quyidagi hollarni o‘rganamiz.
1-hol. A matritsaning xos giymatlari haqigiy va A, =4, har xil bo‘Isin.
Bu xos giymatlarga mos keluvchi xos vektorlarni h =(«,a,)", h, =(8.,5,)"
deb belgilaylik. U holda
{(a'_l_‘l. — )y +a,a, =0,
& + (8, —4)a, =0
va
{(an —A)B+a,p, =0,
auf + (@, —4)p,=0
sistemalarga ega bo‘lamiz. Berilgan (6.3.1) muxtor sistemaning umumiy
yechimi ushbu

x(t) =C,e”h +C,e™h, (6.3.4)
ko‘rinishda bo‘lishini oldingi paragraflarda ko‘rgan edik. h, h,-xos vektorlar
R?> fazoning bazis vektorlaridan iborat bo‘lib, ular umuman olganda
ortogonal emas. Agarda & va &, orqali xeR? nugtaning h, h, bazisdagi
koordinatalarini belgilasak, u holda ushbu x(t) =& (t)h, + &, (t)h, yoyilmadan
va (6.3.4) formuladan x(t)-yechimning koordinatalari

E(t)=Ce™, & (t)=Ce™
ko‘rinishni oladi.

a) Aytaylik, 4,<0, 4,<0 va |4|<|4| bo‘lsin. U holda
C,=0,C, =0, x(t)=0, (0,00 muvozanat nugtani ifodalaydi. (6.3.4) umumiy
yechimni tarkibida e " e hadlar gatnashganligi uchun, ushbu

limx(t) =0

t—>+0
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munosabat o‘rinli bo‘ladi. Shuning uchun (0,0) muvozanat (maxsus) nugta
asimptotik turg‘un bo‘ladi. Bu holda (0,0)-muvozanat (maxsus) nugtaga
turg‘un tugun deyiladi.

Agar C, >0, C,=0 bo‘lsa & >0 bo‘lib, t -+ da & (t) >+0 bo‘ladi,
Agar C,=0,C, >0 bo‘lsa & >0 bo‘lib, t >+00 da &, (t) >+0 bo‘ladi. Agar

C,>0, C,>0 bo‘lsa, u holda & =C.e* dan tziln% ni aniglaymiz va
1

%2 104 & A A
52 :Czeﬂ1 “ :(:2(61)/11 :C2C1 & '5121

1

ko‘rinishda bo‘lishini topamiz. Bunda ushbu
%

czczcﬁ,az%n

belgilashni kiritsak, quyidagi
952 (t) = Cgla

tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu esa parabolani ifodalovchi egri chiziglar
oilasidir. Bunda quyidagi

lim 952 — o lim £ =0

t—+o0 él t—>-+oo

munosabat o‘rinli. Demak, trayektoriyalar parabola shoxchalaridan iborat
bo‘lib, & o°‘qga koordinata boshida urinadi. Parabolani ifodalovchi egri

chiziglarni ikki to‘g‘ri chiziq ajratib turadi. Ulardan biri C, =0, ya’ni
XZCzﬂlejzti yzczﬂzeﬂzt’ YZ%X-

2

Ikkinchisi esa yzﬂx to‘g‘ri chizigdir. 1-chizmaga garang

Ay

1-chizma
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b) Aytaylik, 4, >0,4,>0 va A <A, bo‘lsin. Bu holda t ni -t ga
almashtirish natijasida avvalgi holga o‘tadi. Bu holda ham trayektoriya xuddi
avvalgi holdagi kabi bo‘ladi, ammo trayektoriya bo‘yicha harakat garama-
garshi tomonga yo‘nalgan bo‘ladi. Bu holda (0,0) muvozanat nugtadan

uzoglashish ham sodir bo‘ladi. Bunda (0,0) muvozanat (maxsus) nuqgta
turg‘unmas tugun deyiladi.

Y

N
0 \\—// X

A
2-chizma
v) Aytaylik, 24, >0, 1, <0 (4, <0< 4,) bo‘lsin. U holda berilgan sodda
muxtor sistemaning umumiy yechimi ushbu

X(t) = in(t) j _ Cleﬂit (0[1 } N Cze/lzt [:81 }
X, (t) a, b,

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda ham x nugtaning mzﬁaljva h2=£§1j

2 2
bazisdagi koordinatalarini mos ravishda & va &, orgali belgilasak,
S )= Cleﬂit ' S = CzeﬂQt
munosabatlarga ega bo‘lamiz.

Agar C,=C, =0 bo‘lsa, x(t)=0, ya'ni (0,0) muvozanat nuqtaga ega
bo‘lamiz. Agar C, >0, C,=0 bo‘lsa, &,>0 bo‘lib, t > da &(t)—>+0
bo‘ladi. Agar C,=0,C,>0 bo‘lsa, & >0 bo‘lib, t—>w da &(t) >+
bo‘ladi. Agar C, >0, C, >0bo°‘lsa, u holda a) holdagidek

a 22

munosabatga ega bo‘lamiz. Bu esa giperbola tipidagi egri chiziglarni
ifodalaydi. Shuni alohida gayd qilish lozimki, bu egri chiziglarni quyidagi
to‘g‘ri chiziglar ajratib turadi. Umumiy yechim tarkibidagi o‘zgarmaslardan
C, =0 bo‘lsa, u holda yechim

X :Czeﬂqtﬂlv X, :Czeﬂztﬂz
ko‘rinishni oladi. Bu yechimga mos keluvchi trayektoriya
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B
Py
ko‘rinishda bo‘ladi. Biz garayotgan holda 4, <0 bo‘lgani uchun to‘g‘ri
chiziq bo‘yicha harakat koordinata boshi tomon yo‘nalgan bo‘ladi. Xuddi
shuningdek, C, =0 desak
x, =Cae”, x,=Cae”
yechimga ega bo‘lamiz. Bu yechimga mos keluvchi trayektoriya

y

a
y=—*X
al

to‘gri chiziqdan iborat bo‘ladi. Qaralayotgan holda 4 >0 bo‘lgani uchun

to‘g‘ri chizig bo‘yicha harakat koordinata boshidan uzoglashadi. Bu ikki
to‘g‘ri chiziqga separatsiya deyiladi. Qolgan trayektoriyalarning barchasi
giperbola ko‘rinishida bo‘ladi. Bu holda (0,0) muvozanat (maxsus) nugtaga

egar deyiladi.

3-chizma

g) 1) Aytaylik, 4 =4, =4 bo‘lib, R? tekislikda A matritsaning h;, h,
xos vektorlari bazisni tashkil gilsin. Bu holdda (6.3.1) muxtor sistemaning
yechimi

x(t) =e*(C,h, +C,h,)

ko‘rinishda bo‘ladi. Bunday ko‘rinishdagi har bir yechim nurni ifodalaydi.
Agar 1<0 bo‘lsa, bu nurlar bo‘yicha harakat t — +oo da nolga yaginlashadi.
Chunki, t—-+o0 da x(t) -0 bo‘ladi. Agar 2>0 bo‘lsa, bu nurlar bo‘yicha

harakat noldan uzoglashadi. Chunki, t -+ da x(t) — +oo bo‘ladi. Ushbu
A <0 holida (0,0) muvozanat (maxsus) nugta dikritik turg‘un tugun deyiladi.
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4-chizma
Ushbu 2 >0 holda (0,0) muvozanat (maxsus) nugta dikritik noturg‘un tugun

deyiladi. Chunki, bu holda trayektoriyalar xuddi oldingidek bo‘ladi, ammo
harakat yo‘nalishi garama-garshi tomonga yo‘nalgan bo‘ladi.

2
N

5-chizma

2)Aytaylik, 4 =4,=1 bo‘lib R* tekislikda h, h, vektorlar Jordan
bazislarini tashkil gilsin. Bunda Ah =Ah , h - Xxos vektor, Ah,=4h, +h ,
h, - yopishgan vektor. Bu holda (6.3.1) muxtor sistemaning umumiy yechimi

x(t) =Ce™h +C,e™[th +h,]
ko‘rinishda bo‘ladi. x nuqtaning h,h, bazisdagi koordinatalarni mos
ravishda &, &, deb belgilasak,
§1 (t) = (Cl + Czt)eM’ §2 (t) = Cze/u

munosabatga ega bo‘lamiz.

a) Agar A<0 bo‘lib, C,=C,=0 bo‘lganda x=0, (0,0)-muvozanat
(maxsus) nugta hosil bo‘ladi. C, #0,C, =0 bo‘lganda & <0 vaé, >0 bo‘lib,

t —>-+oo da harakat x=0 ga yaginlashadi. Umuman olganda yechimning
umumiy ko‘rinishidan garalayotgan A <0 holida t —+o0 da x(t) -0 bo‘ladi.

Bundan esa (0,0) muvozanat (maxsus) nugtaning asimptotik turg‘unligi kelib

chigadi. Bu yerda ikki hol bo‘lishi mumkin:
1) 2<0 hol:
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6-chizma
Bu holda (0,00 muvozanat (maxsus) nugtaga xos turg‘un tugun

deyiladi.
2) 2>0 hol:
VY
vy y /.
| W\ \ _
W BRI
— popa
f IlI |
7-chizma'
Bu holda (0,0) muvozanat (maxsus) nuqtaga x0s noturg‘un tugun
deyiladi.

e) Aytaylik, A matritsaning xos giymatlari 4, = x*iv Ko‘rinishdagi
kompleks son bo‘lsin. A matritsaning barcha elementlari hagigiy sonlardan
iborat bo‘lgani uchun 4, =4, = z—iv. A matritsaning 4 xos giymatiga mos
keluvchi xos vektorni h =h, —ih, deb belgilaymiz. Bu yerda h, va h,-hagigiy
vektorlar. U holda h=h +ih,-vektor A, xos giymatga mos keluvchi xos
vektor bo‘ladi. (6.3.1) muxtor sistemaning hagiqgiy yechimlari

x(t) =Ce* -h+Ce* -h
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda C - ixtiyoriy kompleks son. Agar bu kompleks
sonni
C =[C|e”, [C|=0, ¢ =[0,27); C =|C|e "
ko‘rinishda olsak, u holda (6.3.1) sistemaning umumiy yechimi
X(t) = 2|Cle* [cos(¢ + ut)h, +sin(p + vt)h,]
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ko‘rinishni oladi. h, h,-chizigli erkli vektorlar bo‘lgani uchun ularni R®
fazoning bazisi sifatida olish mumkin. Agar x(t) yechimning bu bazisdagi
koordinatalarini mos ravishda ¢, va &, deb belgilasak,
& (t) =2[Cle” cos(p +ut), &, (t) = 2|Cle* sin(p + ut)

munosabatlar hosil bo‘ladi.

Quyidagi

r(t)=2[Cle", w(t) =+ ot
belgilashlarni kiritaylik. Bu belgilashlardan foydalanib (6.3.1) sistemaning
trayektoriyalari uchun r, y - qutb koordinatalar sistemasida ushbu
r=2|C|eﬂWU¢

tenglamaga ega bo‘lamiz. Agar C=#0 va u=0 bo‘lsa, (6.3.1) sistemaning
trayektoriyalari logarifmik spiral shaklidagi egri chiziglardan iborat bo‘ladi.
Agar =0 bo‘lsa, ellips tipidagi egri chiziglardan iborat bo‘ladi.

Quyidagi hollarni ko‘rib chigamiz.

1) Aytaylik, #<0 bo‘lsin. U holda C=0 da x=0 muvozanat nuqtaga

ega bo‘lamiz. C=0 bo‘lsa trayektoriya spiral shaklida bo‘lib harakat
muvozanat (0,0) nugta tomon spiral bo‘yicha harakatlanadi. Chunki, t — +o

da r{t)—>+0, w(t)—>+o bo‘ladi. Spiraldagi buralish yo‘nalishi holat
f (x) = Ax tezligining yo‘nalishidan aniglanadi. Masalan, agar x sifatida (0,1)
nuqgta olinsa, u holda f(x), a,, a,, kompanentlardan tashkil topgan bo‘ladi.
Agar a, >0 bo‘lsa, u holda f(x) o‘nga yo‘nalgan, agar a, <0 bo‘lsa, u
holda f(x) chapga yo‘nalgan bo‘ladi. Bu holda (0,0) muvozanat (maxsus)
nugtaga turg‘un fokus deyiladi.

AV VY

(C
8-chizma

2) Aytaylik, >0 bo‘lsin. U holda C=0 bo‘lganda x=0,(0,0)
muvozanat nugtaga ega bo‘lamiz. Agar C=0 bo‘lsa, u holda t—+w da
nugta spiral bo‘yicha harakatlanib x=0 dan uzoglashadi. Chunki t —+< da
r(t) — +oo, w(t) -+ bo‘ladi. Bu holda (0,0) muvozanat (maxsus) nugtaga

noturg‘un fokus deyiladi.

|
- \

NN
e

NN
N3
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.-"'_L%: g—-.__
9-chizma
3) Aytaylik, =0, ya’ni A4, =+iv sof mavhum son bo‘lsin. U holda
C=0 bo‘lganda trayektoriyalar ellips turidagi egri chiziglardan iborat
bo‘ladi. Chunki bu holda (6.3.1) sistemaning umumiy yechimi
X(t) = 2|C|[cos(¢ + vt)h, +sin(e+vt)h,]
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yechimga mos keluvchi trayektoriyalar hagigatdan

ham ellipsdan iborat bo‘ladi. C=0 da muvozanat nuqgtaga ega bo‘lamiz.
Qaralayotgan holda (0,0) muvozanat (maxsus) nugtaga markaz deyiladi. Bu

yerda asimptotik turg‘unlik yo‘q, chunki, (x(t),x,(t))=x(t) nugta
ellipslarning birortasi bo‘ylab cheksiz marta aylanib harakat giladi. x,(t) va
X, (t) funksiyalar t — +oo da hech ganday limitga intilmaydi. Chunki, yechim
davriy funksiyani ifodalaydi. Ammo (0,0) muvozanat (maxsus) nugta
Lyapunov ma’nosida turg‘un bo‘ladi.

(N

-/

10-chizma
Shunday qilib, oddiy muxtor sistema uchun hammasi bo‘lib 13 ta har xil
holatlar fazosi bo‘lishi mumkin ekan.
Mustagil yechish uchun mashqlar /21], §16, Ve811-832.
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Vi1 BOB. BIRINCHI INTEGRALLAR VA ULARNING TATBIQLARI
1-§. Birinchi integrallar

Aytaylik G = R" sohada ushbu

dx(t)
ek f(x) (7.1.2)

muxtor sistema berilgan bo‘lsin. Bu yerda f(x)=(f,(x), f,(X),..., f. (X)) -G
sohada aniglangan  uzluksiz  differensiallanuvchi  vektor-funksiya,
X(t) = (% (), X, (1),...,x (t))" -noma’lum vektor-funksiya, teR. Faraz gilaylik,
x=¢(t),tel =(a,b) =R vektor-funksiya (7.1.1) sistemaning yechimi bo‘lsin.
7.1.1-ta’rif. Agar G sohada aniglangan uzluksiz differensiallanuvchi
U (x) funksiya uchun ushbu
U[p(t)] = const (7.1.2)
ayniyat (7.1.1) sistemaning har bir yechimi x=¢(t), tel uchun bajarilsa,
U (x) funksiyaga (7.1.1) sistemaning birinchi integrali deyiladi.

Yugoridagi (7.1.2) ayniyat tarkibidagi o‘zgarmas son (7.1.1)
sistemaning yechimiga bog‘lig va uni topish qgiyinchilik tug‘dirmaydi. Agar
0e(a,b) bo‘lib, x=g(t) yechim ushbu

P(0)=%, €G
boshlang‘ich shartni ganoatlantirsa, u holda
Ulp(H)]=U[p(0)]=U(x,)
munosabatning bajarilishi ravshan. Shunday qilib, U[¢(t)] ifodaning giymati
fagat (7.1.1) sistema trayektoriyasining tanlanishiga bog‘lig bo‘lib, t-
0°zgaruvchiga bog‘liq emas.

Berilgan (7.1.1) sistemaning birinchi integraliga sodda misol sifatida

U (x) = const -o°zgarmas funksiyani olish mumekin,

Ammo (7.1.2), ya’ni %U[(o(t)]zo shartni tekshirish, ancha murakkab

masala, chunki (7.1.1) sistemaning yechimini har doim ham topib
bo‘lavermaydi. Birinchi integralga tekshirishning bir muncha konstruktiv
usulini bayon gilamiz.

7.1.2-ta’rif. Uzluksiz differensiallanuvchi U(x), xeG funksiyaning
(7.1.1) muxtor sistema bo‘yicha hosilasi deb, ushbu (f (x), gradU (x)) -skalyar

ko‘paytmaga aytiladi va u U (x) orgali belgilanadi:
. s oU
U (x)=(f (%), gradU(x)) = > f;(x) . (7.1.3)
= o,

Bu yerda x;, f; lar mos ravishda x, f vektorlarning koordinatalari.
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Berilgan U(x) funksiyani £eG nuqgtada (7.1.1) sistema bo‘yicha
hosilasini hisoblash uchun, shu sistemaning ¢(0,&) =& boshlang‘ich shartni
ganoatlantiruvchi ¢(t,&) yechimini olib,

SUlp(. o)

t=0
ifodaning giymatini topamiz:

d _ V()] da(té)
EU[co(t,é)]t:O—; o T

_ N U[e(t, &)
—Z oo =

t:O |:1 |

= oU (&) oU
—Z op HO= Z o [0=U) (7.1.4)

7.1.1-teorema. Uzluksiz differensiallanuvchi U(x), xeG funksiya
(7.1.1) sistemaning birinchi integrali bo‘lishi uchun ushbu

U(x)=0, VxeG (7.1.5)

tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.

Isbot. Zarurligi. Aytaylik, U(x) (7.1.1) sistemaning birinchi integrali
bo‘lsin. U holda ixtiyoriy V& G nugtada

d
P (o(t,£)) =0

tenglik bajariladi. Bu yerda x=¢(t,&) funksiya (7.1.1) tenglamaning
x(0)=(0,&) =& boshlang‘ich shartni  ganoatlantiruvchi yechimi. Oxirgi
tenglikdan va yugoridagi (7.1.4.) formuladan U (&) =0 kelib chigadi.

Yetarliligi. Faraz gilaylik, U(£)=0, Y&eG bo‘lsin. U holda muxtor
sistema yechimining gruppaviy xossasiga ko‘ra

(7,0, ) =t +7,5).

Shuning uchun
LUlo(r e =
T

Teorema shartiga ko‘ra U (&) =0.
Bundan esa

dU[e(z +1,9)]

G =Uleean

d
SUlo(t.£)]1=0

kelib chgadi. Shuning uchun U(x) funksiya (7.1.1) sistemaning birinchi

integralidan iborat bo‘ladi. Teorema isbot bo‘ldi.m
Ushbu
9X _ ax
dt

ko‘rinishdagi chizigli sistemaning birinchi integrali sifatida quyidagi
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U (x) =(BX, X)
funksiyani olish mumkin. Bunda B - o‘z-o‘ziga qo‘shma, ya’ni B'=B
matritsa bo‘lib,
(BAX,X)=0
shartni ganoatlantiradi. Bu yerda

(X¥)=Dxy

skalyar ko‘paytma. Hagigatan ham

du d ; ;
E:E(BX,X):(BX,X)+(BX,X):2(BAX,X):O.

Birinchi integralning geometrik ma’nosi quyidagicha:

Agar U(x) funksiya (7.1.1) sistemaning birinchi integrali bo‘lsa, u
holda fazoviy trayektoriya U(x) funksiyaning sath sirtlarida yotadi (yoki
gism sath sirtlarida yotadi). Agar har bir fazoviy trayektoriya U (x) - birinchi
integralning sath sirtlarida yotsa, u holda U(x) ga global birinchi integral
deyiladi. Avtonom sistemaning global birinchi integrali har doim ham
mavjud bo‘lavermaydi. Anigrog‘i shunday muxtor sistemalar borki, ularning
o‘zgarmasdan fargli birinchi integrallari mavjud emas. Jumladan ushbu

X=X, y=Y

muxtor sistemani qaraylik. Bu sistemaning o‘zgarmasdan fargli birinchi
integrali yo‘qligini ko‘rsatamiz. Aytaylik bu sistemaning birinchi integrali
U (x) bo‘lsin. Ko‘rinib turibdiki x(t)=Ce', y(t)=Ce" berilgan sistemaning
trayektoriyalari koordinata boshidan chiquvchi nurlardan iborat bo‘ladi. Bu
nurlarning har birida U (x) funksiyaning giymati o‘zgarmas, ya’ni C ga teng
bo‘ladi. x=0 nuqgtada uzluksiz bo‘lgani uchun U(0)=C. Bundan U(x)
funksiyaning o‘zgarmasligi kelib chigadi. Bu esa berilgan sistema faqat
trivial U(x)=C =const birinchi integralga ega ekanligini bildiradi. Muxtor
sistemaning global bo‘lmagan birinchi integraliga lokal birinchi integral
deyiladi. Kelgusida biz muxtor sistemaning lokal birinchi integrali hamisha
mavjudligini ko‘rsatamiz.

7.1.1-misol. Ushbu muxtor sistemaning birinchi integralini toping:

Xl(t) =X;,
{Xz )= X+ X13
Yechish. Berilgan sistema tenglamalarini quyidagicha ko‘paytiramiz:
% (8) - (=% + %) = %, (1) - X,.
Bundan
d 2 1 4 2
a-(x1 _§X1 +X,)=0,

ya’'ni
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X? —%xf +x; =C, C =const
kelib chigadi. 7.1.1-teoremaga ko‘ra,

Ulx) =X =X+
funksiya berilgan sistema uchun birinchi integral bo‘ladi. Chunki
U(x,x,)=0.
Ushbu x=g(y), yeG sillig teskarilanuvchi almashtirish natijasida G
sohada berilgan (7.1.1) muxtor sistema G sohadagi
y(t) = f.() =[g'MI"- f(g(y)) (7.1.6)
muxtor sistemaga o‘tadi. Bu yerda
99:(y)
Y,
Yakobi matritsasi. Yugoridagi (7.1.6) tenglamalar sistemasi quyidagi
x=9'(y)-y=fla(y)]
munosabatdan kelib chigadi. Bu tenglamani y ga nisbatan yechish mumkin.
Chunki

g'(y)= ‘ L, j=1n

, 0(9,,95,- 9,)
detg'(y) =—= :
O(Y1:1 Y1 ¥i)

7.1.1-lemma. Muxtor sistemaning birinchi integrallari  sillig
almashtirishga nisbatan invariantdir.

Isbot. Aytaylik, U(x) (7.1.1) sistemaning birinchi integrali bo‘lsin.
Ushbu x=g(y),yeG sillig teskarilanuvchi almashtirish natijasida G sohada
berilgan (7.1.1) muxtor Sistema G sohadagi

#0, yeG.

=G )= 14) (7.1.7)
muxtor sistemaga o‘tadi. Bunda
ag |99 . —
- 6’yj L J=1n

Yakobi matritsasi. Hagigqatan ham, berilgan (7.1.1) muxtor sistemaga
x=g(y) almashtirishni qo‘llasak, quyidagi

x=g'(y)-y=f(a(y))
munosabat hosil bo‘ladi. Bu tenglamani y ga nisbatan yechib (7.1.6)
tenglikni olamiz. Chunki

L0, j=Ln;yeG..

o9
det —= =det
% J
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Endi ushbu V(y)=U(g(y)) funksiyani (7.1.6) sistemaning birinchi integrali
ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun V'(y)‘(M?) funksiyani sistema

bo‘yicha hosilasini hisoblayiz:

| B D () V5
V(>’)|(7.1.7)‘U(g(y))|(7-1-7)_Elagi 121[@]”' o

i=1ag; 1_1 oy ). K=1l oy i=1 69

|—1 - £.(x) =(gradU (x), f(x)):U(x)\(a 41)=0

Bunda yig‘indllarnlng o‘rni almashtirildi va ushbu

i
Loy i\oy )k L=k

munosabatdan foydalanildi.
Yugorida olingan tenglikni quyidagicha ham yozish mumkin:

V'(y)\(7_1_7) = (graaV (y), f,(y)) =(gradU (g(y).[o' ("I f (9(y))) =

=([g'(N]" -gradu (g().La'NT L F(g(y)) =
= (gradU (g(),[g'WI-Lg'MT - f(g(y) =
= (gradu (x), f (x)) =U (x)\(m_l) =0
Bu yerda [g'(y)]" orgali transponirlangan Yakobi matritsasi belgilangan.

Lemma isbot bo‘ldi.
7.1.3-ta’rif. aeG nugtaning  biror  atrofida  aniglangan
U,(x), U,(x),.... U, (X),1<k<n  birinchi  integrallar ~ uchun  ushbu

oy, (a)
U
@=7,
birinchi integrallarga a nugtada bog‘lanmagan deyiladi.
Masalan. (7.1.1) sistemaning U,(x)=const,U,(x),...,U,(x) birinchi

-1
y 4 z(a—gJ z(ag) ) k(g(y»—z— fi(9(y) =
1j J

, i, j =1k -Yakobi matritsasining rangi k ga teng bo‘lsa, bu

integrallari vaeG  nugtada bog‘lanmagan  bo‘lmaydi.  Ushbu
U,(X)=x,U,(X)=X%,, ..., U _,(X)=x,, funksiyalar quyidagi

% =0,i=1n-1,

x =1

sistemaning bog‘lanmagan birinchi integrallari bo‘ladi.
Quyidagi tasdig (7.1.1) sistema (n-1) ta bog‘lanmagan birinchi
integrallari mavjudligining yetarli shartini ifodalaydi (tavsiflaydi).
284



7.1.3-teorema. Aytaylik, (7.1.1) sistemada f(a)=0,aeG bo‘lsin. U
holda a nugtaning biror G, =G atrofida aniglangan (7.1.1) sistemaning shu
nugtada bog‘lanmagan u,(x), u,(x), ..., u.,(x) birinchi integrallar mavjud.
Bundan tashqari, agar u(x) (7.1.1) sistemaning G, atrofida aniglangan biror
birinchi integrali bo‘lsa, u holda shunday uzluksiz differensiallanuvchi
AF (&, &, -, &, ;) funksiya topilib,

u(x) =F(u,(x), u,(x), ..., u, (X)), vxeG, (7.1.8)
o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. Qaralayotgan ae<G, nugta muvozanat nuqgta bo‘Imagani
(f(a) #0) uchun, oltinchi bobning birinchi paragrafdagi 6.1.8-teoremaga
asosan, uning shunday 3G, atrofi va silliq teskarilanuvchi x=g(y)
almashtirish topilib, (7.1.1) sistemani quyidagi

y,=0,i=1n-1

y, =1
ko‘rinishga keltirish mumkin. Bu almashtirish natijasida hosil bo‘lgan (7.1.9)
sistemaning trayektoriyalari y,=C,, i=Ln-1; y =t tenglamalar orgali
aniglanadi. Ko‘rnib turibdiki, v,(y)=vy,,v,(Y)=VY,, ...V, ,=Y,, funksiyalar
(7.1.9) sistemaning bog‘lanmagan birinchi integrallaridan iborat bo‘ladi.
7.1.2-teoremaga ko‘ra quyidagi

Uy () = g, (%), U, (%) = 9, (%), .., Uy, (0) = 9,5 (X)

funksiyalar berilgan (7.1.1) sistemaning G, atrofida aniglangan birinchi
integrallari bo‘ladi. Bu yerda y=g™(x) - ushbu x=g(y) funksiyaning teskari
funksiyasi bo‘lib, uning koordinatalari

Y =000, Y, =057 (X), o Yo =90 (X).

(7.1.9)

Quyidagi
det[g*(a)]' =1:detg’(a) =0
yakobyan noldan fargli  bo‘lgani  sababli, (7.1.1) sistemaning
u, (), u,(x), ..., u__,(x) birinchi integrallari a nugtada bog‘lanmagan bo‘ladi.
Yuqoridagi (7.1.9) sistemaning ixtiyoriy birinchi integrali
V(y) = F(yl’ Yores yn—l) = F[Vl(y),vz(y) ----- Vn—l(y)]
ko‘rinishda bo‘ladi. Bunda F, y, eR, i=1 n-1 o‘zgaruvchilarning ixtiyoriy
uzluksiz differensiallanuvchi funksiyasi. 7.1.2-teoremaga ko‘ra x=g(y)
almashtirish natijasida (7.1.1) sistema birinchi integralining umumiy
ko‘rinishiga ega bo‘lamiz:
u(x) =ulgMI=V(y) =VIg~"()]1=F[g," (x), g;"(X), -y 9,1(X)]=

= F[u,(x), uy(X), ..., U, (X)], xeG,. .
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Muxtor sistemaning birinchi integrallari nimaga kerak degan savolning
tug‘ilishi tabiiy. Bu savolga gisman quyidagi tasdiq javob beradi.

7.1.3-teorema. Faraz qgilaylik, (7.1.1) muxtor sistema o‘zgarmasdan
fargli birinchi integralga ega bo‘lsin. U holda bu sistemaning tartibini bittaga
pasaytirish mumkin.

Isbot. Aytaylik, U(x) (7.1.1) sistemaning birinchi integrali bo‘lsin.

Bundan tashgari aG nuqgtani shunday tanlaymizki, ushbu ZTU(a) sonlarning
i

kamida bittasi noldan fargli bo‘lsin. Bunday a nugta mavjud, aks holda U (x)

- trivial birinchi integral bo‘lar edi. Faraz qgilaylik, al; () =0 Dbo‘lsin. U
Xﬂ

holda oshkormas funksiyani mavjudligi haqgidagi teoremaga asosan
U(xl,xz,...,xn):c tenglamani X, ga nisbatan yechib x, =g(x,x%,.,...x, ,,C)

munosabatni olish mumkin. Bunda g - birorta silliq funksiya. Bu tenglikning
ikki tomonidan (7.1.1) sistema bo yicha hosila olsak, ushbu

f(0)- Z 59 fi00=0 (7.1.10)
*;

tenglik hosil bo‘ladi. Qulayllk uchun >‘<:(xl,x2,...,xn_1), F:(fl, f2,..., fn_l)

deb olamiz. Agar (7.1.1) sistemaning n - tenglamasini ushbu X, =9(X,C)

tenglik bilan almashtirsak, u holda uni
X =f(X,9(X,C)) (7.1.11)
ko‘rinishda yozish mumkin. Ko‘rinib turibdiki, bu sistemaning tartibi n—-1 ga
teng.
Agar x=x(t) funksiya (7.1.10) sistemaning yechimi bo‘lsa, u holda
x=Xx(), x=(Xx,),x,t)=9(x(),C) funksiya berilgan (7.1.1) sistemaning

yechimi bo‘ladi. Bu fikrni isbotlash uchun X, =9(x,C) ni quyidagi
o _ f 7.1.11
ot n(X) (7.1.11)

d
tenglamani ganoatlantirishini ko‘rsatish yetarli. Buning uchun %:Xn(t)
hosilani hisoblaymiz:

dx  n-1 dx. g n-1
0 ag(Xx,C 0
=3 ey B wemep= = T 0

1= i=1 7
(7.1.12)
Yuqoridagi (7.1.10) va (7.1.12) tengliklardan (7.1.11) kelib chigadi.
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Shunday qilib (7.1.1) n ta differensial tenglamalar sistemasining bitta
birinchi integrali ma’lum bo‘lsa, uning tartibini bittaga kamaytirish mumkin
ekan. Teorema isbot bo‘Idi.m

Mustaqil yechish uchun mashqlar /8], §19, Ne771-775; [21], §19,
Ne941-943; [13], §16, Nel-27.

2-§. Gamelton tenglamalar sistemasi va Liuvill teoremasi

Agar differensial tenglamalar sistemasining yechimini ma’lum
funksiyalar va ularning boshlang‘ich funksiyasi orgali chekli algebraik
amallarni go‘llash natijasida topish mumkin bo‘lsa, bunday sistemalarga
kvadraturada integrallanuvchi deyiladi.

Ushbu  y=(a,p). q=(t,9,...q,), P=(p, P, ;) Ko'rinishdagi  2n
koordinatali {y} vektorlardan tuzilgan rR*" fazoni garaylik.

7.2.1-ta’rif. Ikkita sillig F,G:E < R* — R funksiyalarning Puasson gavsi
deb quyidagi

—~ 0F 0G ©oF oG
O={F,G}=D (C——=-———")
= A OBy Py Y,

tenglik yordamida aniglangan @ : E — R funksiyaga aytiladi.
Sillig funksiyalardan tuzilgan Puasson gavsi quyidagi:
1) {Fl’ Fz}: _{Fz’ Fl}’
2) {R AR, EI+{R AR, F}+H{F.{R,F}}=0
munosabatlarni ganoatlantirishini tekshirish giyinchilik tug‘dirmaydi.
Yuqoridagi tengliklarning birinchisi Puasson gavsining
antikommutativligini bildiradi. Ikkinchisi esa Yakobi ayniyati deb ataladi.
Ikkita 1) va 2) xossaga ega bo‘lgan algebraik amallar Kiritilgan vektor
fazoga Li algebrasi deyiladi. Shunday qilib Puasson gavsi E da aniglangan
sillig funksiyalar to‘plamini Li algebrasiga aylantiradi.
Bundan tashgari Puasson gavsi yana bir shartni ganoatlantiradi:
3) {R.,FF}={F, F}F +{F, F}F.
Bu esa ko‘paytma hosilasi uchun Leybnis formulasini eslatadi.
Ushbu

U gy, Y i=120 (7.2.1)

ko‘rinishdagi differensial tenglamalar sistemasiga Gameltonning kanonik
tenglamalar sistemasi deyiladi.
Agar y=(q,p) ekanligini ¢’tiborga olsak, u holda (7.2.1) kanonik

sistemani quyidagicha yozish mumkin:
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g =2H@p) ,__oH@p) (7.2.2)

! op, e oq

Bu yerda H(qg,p) ga (7.2.1) sistemaning Gamelton funksiyasi yoki

Gameltonyani deyiladi.
Gamelton tenglamalar sistemasiga misol sifatida ushbu
mX+F(x)=0
Nyuton tenglamasini olish mumkin. Hagigatan ham, q=X, p =X deb olsak
quyidagi

_F()
=,

p=

q=p
sistemaga kelamiz. Bunda Gameltonyan ushbu
2

q
H=2 +.[F(T)dr
2 5 m

tenglik bilan aniglanadi.
7.2.2-ta’rif. Agar F va G funksiyalarning Puasson gavsi
{F.G}=0
tenglikni ganoatlantirsa, bu funksiyalar involyutsiyada deyiladi.
7.2.1-teorema. (Liuvill). (7.2.2) ko‘rinishdagi sistemani garaylik.

Aytaylik EcR® sohada aniglangan ikki marta  uzluksiz
differensiallanuvchi bog‘lanmagan n ta funksiyalar F,F,,...F :E—>R
berilgan bo‘lib, ular involyutsiyada

{Fi,Fj}:O, F=H
bo‘lsin. U holda (7.2.2) Gamelton sistemasi kvadraturada integrallanuvchi
bo‘ladi.

Isbot. Avvalo Fj funksiyalar (7.2.2) sistemaning birinchi

integrallaridan  iborat bo‘lishini  ko‘rsatamiz. Hagigatan ham, agar
g=q(t), p= p(t) funksiyalar (7.2.2) sistemaning yechimi bo‘lsa, u holda

d ( OF; oF. " (OF. o0H OF. 6H
—F. (q(t), p(t)) = Lg +—Lp |= e ={F,H}=0
+ i@, p(v) Z{éq G+ 55 p.] Z(m F. aqij {F, H}

munosabat bajariladi. F,F,,...,F, funksiyalarning bog‘lanmaganligidan,
ya’ni ushbu dF,dF,,...,dF,  differensiallarning chizigli erkliligidan,

[S_;Sjj xususiy hosilalardan tuzilgan nx2n o‘lchamli matritsaning n -
i o0
]
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tartibli xosmas minori mavjud. Aytaylik noldan fargli minor oxirgi n -

ustunda joylashgan, ya’ni det[?] # 0 bo‘lsin.
Pj

Yuqoridagi (7.2.2) sistemada (g, p) erkli o‘zgaruvchilardan (e, f)
erkli o‘zgaruvchilarga o‘tamiz. Awvalo «a=(¢,,a,,...,a,) lar ushbu
a; =F(q,p) formula orgali berilgan bo‘lsin. Bundan p; larni topish

mumkin, chunki det{?}to. Aytaylik, p. = f.(q,a) ko‘rinishda bo‘Isin.
j
Endi w=w(qg,«) funksiyani shunday tanlaymizki, natijada fizﬁ_
G

munosabat o‘rinli bo‘lsin. Analiz kursidan bizga ma’lumki bunday w
funksiyani mavjud bo‘lishi uchun

if_azw_azw_af

6q, ' 6900, oq,00, oq

j

shartning bajarilishi zarur va yetarli, ya’ni ushbu (aai] xususiy hosilalardan
q;

tuzilgan matritsaning simmetrik bo‘lishi zarur va vyetarli. Bu shartni

tekshiramiz. Shu maqgsadda F(q, f (g,«)) = « tenglikni q argument bo‘yicha

differensiallaymiz. Natijada ushbu F, +F f, =0 munosabatga ega bo‘lamiz.

-1 - - - -
Bundan f, =-F"F, topamiz. Buyerda f ,F ,F, mos ravishda quyidagi

SIS

ko‘rinishdagi matritsalardan iborat. Oxirgi tenglikning ikki tomonini
transponerlab ushbu

f] =—F] (F,")
tenglikni hosil gilamiz. Shunday qilib biz quyidagi
fo= qu’
ya’ni unga ekvivalent bo‘lgan
F FpT =F, FqT
shartni tekshirishimiz lozim. Oxirgi tenglik F birinchi integrallarning
evolyutivligidan kelib chigadi. Hagigatan ham:
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invalyutivlikka
asosan

Izlanayotgan w=w(q, @) funkS|ya quyldagl

w(d, @) = [ (f,da)

Yo

egri chiziqli integral orqali aniqlanishi analizdan bizga ma’lum. Bu yerda
(f,dg) = Zqu, - skalyar ko‘paytma.
Quyldagl hosilani hisoblaymiz:

gﬂ_iq o*w _q_aH o’'w 0P
dt\ e, | 4 i@qiﬁak ' op, ' 0g0a, Oa,

i=1

Z@H oP, _80{1:{0,k¢1
op, Oa, Gak oo, |1, k=1

Endi t o‘zgaruvchl bo‘yicha integrallab ushbu

MW _tip, Mg k=2n (7.2.3)

oo, oa,
munosabatlarni topamiz. Integrallash natijasida hosil bo‘lgan £, 24,,..., 5,
o‘zgarmaslarni o, a,,...,a, o‘zgaruvchilarga qo‘shimcha sifatida qabul
gilamiz. Yuqoridagi (7.2.3) tengliklardan g, larni «, # va t lar orgali topish

mumkin.
Chunki,

detg(@j:detaf: 1 0
ot\ o oa detFIO

Shunday qilib, (7.2.3) dan ¢ =0 (ef,t) topamiz. Bu yerda
a=(a,a,,...a.), =0, P, B,). Natijada biz izlayotgan almashtirish

Pi = fi (q’a)’ g =0 (t,a,,B)
ko‘rinishda bo‘lishini aniglaymiz. Bu almashtirish natijasida (7.2.2)
Gamelton sistema ushbu

B =0, & =0 (7.2.4)
ko‘rinishdagi sistemaga o‘tadi va u osongina yechiladi. Teorema isbotlandi.
Teoremani isbotlash jarayonida quyidagi lemmadan foydalanildi.
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7.2.1-lemma. Faraz qilaylik, Liuvill teoremasining barcha shartlari
bajarilsin. U holda birinchi integrallarni involyutivligini saglovchi va
garalayotgan Gamelton sistemasini ya’na Gamelton sistemasiga o‘tkazuvchi

va E' — E sohada ushbu
det 9Rla.p) #0
op;
shartni ganoatlantiruvchi almashtirish mavjud.

3-§. Harakat — burchak turidagi o‘zgaruvchi

Agar H=H(q, p) Gamelton funksiyasi biror p, yoki g, koordinataga

bog‘lig bo‘lmasa, u holda bu koordinataga siklik koordinata deyiladi. Siklik
koordinata Gamelton sistemasining tartibini pasaytiradi.

Jumladan, agar %:0 bo‘lsa, u holda p, =0, ya’ni p,(t)=const
1
bo‘ladi. Ushbu q'=(q,,0s,...,4,), P"'=(P,, Ps,-.., P,) belgilashlarni kiritaylik.
U holda ushbu ¢'=H, p’=-H, sistemaning tartibi 2n—2 ga tengligiga
ishonch hosil gilamiz. Bu yerda H Gameltonyan p, ga tayinlangan parametr
sifatida bog‘lig. Bu sistemani yechgandan so‘ng g, =gq,(t) funksiyani
¢, =H, (d', p) sistemani integrallash natijasida topamiz.

Liuvill teoremasidagi kabi Gamelton sistemasi n ta bog‘lanmagan va
involyutsiyada bo‘lgan birinchi integrallarga ega bo‘lgan holini garaylik.
Aytaylik, R*" fazoda M sirt quyidagi

F(9,p) =, R (0. p) =, F (. p) =, (7.3.1)
tenglamalar orgali berilgan bo‘lib, har bir (g, p,) koordinata tekislikdagi
proyeksiyasi yopiq chizigdan iborat bo‘lsin. Bu yerda o,,,,...,«, - ixtiyoriy
tayinlangan o‘zgarmaslar. Liuvill teoremasini isbotlash jarayonidagi

lemmaga ko‘ra, det(g—gj;«to deb hisoblashimiz mumkin. Bu shartdan
foydalanib, avvalo (7.3.1) munosabatlardan p ni q va « ning funksiyasi
sifatida, ya’ni p, = f,(q,) ko‘rinishda aniglaymiz. So‘ngra, agar ¢ - siklik
o‘zgaruvchi bo‘lmasa ushbu
1
. =—@ p,dq;
. 2;;? pda,

formula orgali yangi o‘zgaruvchi kiritamiz. Aks holda, agar g, - siklik
o‘zgaruvchi bo‘lsa, u holda I. = p. tenglik orqgali yangi o‘zgaruvchini Kiritib
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olamiz. Shunday qilib yangi |, o‘zgaruvchini quyidagicha aniglaymiz:

> 45 p.dg;, agar g, —siklik o'zgaruvchi bo'lmasa,

I —

p. ,agarq. —sikliko'zgaruvchibo'lsa.

Bu yerda y; M sirtning (q;, p,) tekislikdagi proyeksiyasi. Natijada biz

I. = I. () ko‘rinishdagi funksiyani qurib oldik. Faraz gilaylik, det(?—lj =0
a

bo‘lsin. U holda oshkormas funksiyaning mavjudligi hagidagi teoremaga
asosan, teskari akslantirish, ya’ni & =¢; (1) mavjud. Liuvill teorimasidagi
w=w(q, ) funksiyadan foydalanib yangi
w(a, 1) =w(a,a(1))
funksiyani aniglaymiz. Endi dastlabki (g, p) o‘zgaruvchilardan yangi
0w

o, :_E |I :_é; pidqi,| :]_’n (7.3.2)

o‘zgaruvchilarga o‘tamiz. Bunda |, ga “harakat” turidagi o‘zgaruvchi, ¢. ga

esa “burchak” turidagi o‘zgaruvchi deyiladi. Teskari almashtirishni hisoblash
uchun, avvalo ushbu
8W(q a) _ow(a,!)

P = fi(@a(1) == =20

tengliklarni e’tiborga Olamlz, so‘ngra oshkormas funksiya mavjudligi
hagidagi teoremani

(7.3.3)

+a—w:0, i=1n
ol

munosabatlarga go‘llaymiz.  Buning uchun quyidagi Yakobiyanni
hisoblaymiz:

det| 09 | _get| 092 | _get| 092 |ger| 9% |
aq, ol, al, aq, o, aq al.
= det if det| 2% olt£ det| 2% | 0.
oa, ER op, ER

Yakobiyan noldan fargli bo‘lgani uchun teskari funksiya mavjud, ya’ni
q=a(e.1).
Endi Gameltonyanni yangi o‘zgaruvchilardag_i ko‘rinishini topamiz:
H(a, p)=H(a(e. 1), p(e, 1)) =H(e1).
Yangi o‘zgaruvchini bunday tanlash natijada ushbu

o, (1)=F,(q,p)=H(a, p)=H(e, 1),
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ya’ni H(p,1) Gameltonyan “burchak” turidagi o‘zgaruvchiga bog‘lig
bo‘Imaydi. Shuning uchun

H=H().
Endi berilgan tenglamalar sistemasining yangi o‘zgaruvchilardagi
ko‘rinishini aniglaymiz. Bundan oldin, yangi ¢,| o‘zgaruvchilaga nisbatan
berilgan tenglamalar sistemasi yana H =H (g, 1) gameltonyanli (gamelton

tipidagi) tenglamalar sistemasiga o‘tishini ko‘rsatamiz. (7.3.2) va (7.3.3)
tengliklardan

ow(q, 1) 0w
= , Q= 7.3.4
B P N (7.3.4)
topamiz.
Istalgan sillig funksiya uchun
492 9440 (7.35)
dt dt

tenglik o‘rinli, bu yerda d - funksiyaning y=(q, p) o‘zgaruvchi bo‘yicha
differensiali.
Yugoridagi (7.3.5") formuladan quyidagi

_Z p;dg, +Zqidpi _Z¢id|i +Zl-id¢i =0 (7.3.5)

munosabatga ega bo‘lamiz. Ushbu

. oHd . oH
o —a_pi’ P; —_a_qi
sistemadan
dH = _Z piin +Zqidpi (7'3'6)

tenglikni hosil qilamiz H= H(gp, 1) funksiya uchun

dH = Z—dl Z—dgoi (7.3.7)

oo,
munosabat o r|nI|. Yuqorldagl (7.3.5) va (7.3.6) tengliklardan
dH =dH = > gdl, - > ldg (7.3.8)

kelib chiqadi. (7.3.7) va (7.3.8) tengliklarda d¢. va dl. differensiallarning
bog‘lanmaganligidan
PRELLLEY H (7.3.9)
ol agol
kelib chigadi. Bu esa sistemaning ¢,| o‘zgaruvchilarga nisbatan Gamelton
turida ekanligini  bildiradi. H(p,1) Gamelton funksiyasi ¢ -
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o‘zgaruvchilarga bog‘liq emasligini, ya'’ni H =H(l) ekanligini inobatga
olsak, (7.3.9) sistema
I-i =0, ¢ =v,(1)
ko‘rinishni oladi. Bundan
I, =const, @ =v,(I)t+const
kelib chigadi. Shunday qilib harakat 2n - o‘lchamli “harakat-burchak”
o‘zgaruvchili fazodagi tor sirtida sodir bo‘lar ekan.

4-§. Kanonik almashtirishlar

Oldingi paragrafda Gamelton turidagi sistemani sodda ko‘rinishga
keltiruvchi almashtirish (o‘zgaruvchilarni almashtirish) qurilgan edi. Bunda
asosiy vazifani @ =w(q, 1) funksiya o‘tagan edi.

7.4.1-ta’rif. Agar quyidagi

P :é’ B :ﬁ
o, Ja,
shartlarni ganoatlantiruvchi sillig S=S(q,«) funksiya topilsa, u holda
P, =P.(a,0).q, =q,(«, ) koordinatalarga kanonik almashtirish deyiladi.
Bunda S =S(q,«) ga hosil giluvchi funksiya deyiladi.

7.4.1-lemma. Kanonik almashtirishga nisbatan Gamelton tenglamalar
sistemasi invariant.

Isbot. Lemmani isbotlash uchun oldingi paragrafdagi (7.3.4), (7.3.9)
formulalarga kelish jarayonini takrorlash yetarli. Bunda
S > w, f— @,a — | almashtirishlarni bajarish lozim.

Ravshanki, oldingi paragrafdagi (p,q) — (I,¢) almashtirish — kanonik
almashtirishdan iborat bo‘ladi. Bunda hosil giluvchi funksiya vazifasini
@(q, 1) o‘taydi.

Ushbu

¢ -H@p) o H@p)
oy o,

sistemani sodda ko‘rinishga keltiruvchi kanonik almashtirishni qurishda hosil
bo‘lgan sistemaning gameltonyani bitta o‘zgaruvchiga (masalan «) bog‘liq
bo‘lib golgan o‘zgaruvchilarga (£ ga) bog‘lig bo‘lmasligi lozim. Agar biz
shunday gameltonyanni topsak, u holda quyidagi
( oH
——=0

9B
B _ M const = 3

oo,

o, =

(7.4.1)
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sistemaga ega bo‘lamiz. Bundan
a, =const, B =y t+S, (7.4.2)
kelib chigadi.
Shunday qilib, S(g,«) hosil giluvchi funksiyani shunday tanlaymizki,
ushbu

0S 0S
Pe==— b=
oq, oo,
almashtirish H(qg, p) Gameltonyanni H(a) Gameltonyanga o‘tkazsin.

Boshqacha aytganda, S(q,«) funksiya quyidagi
0S —
H(q, 8_) =H(a)
g

xususiy hosilali tenglamani ganoatlantirsin. Bu tenglamaga Gamelton-Yakobi
tenglamasi deyiladi. Kanonik almashtirishni qurish uchun Gamelton-Yakobi
tenglamasining birorta xususiy yechimini topish zarur.

7.4.1-misol. Garmonik ossilyator tenglamasi.

Ushbu
1 ag’
Hm4D=§p”%ﬁ% (7.4.3)
ko‘rinishdagi Gamelton funksiyaga ega bo‘lgan
oH oH
=2 p=— 7.4.4
g o p £ (7.4.4)

tenglamalar sistemasini garaylik. Bu holda kanonik almashtirishni qurish
uchun quyidagi

H(q,%)m(a)

Gamelton-Yakobi tenglamalaridan  S(q,cr) yo‘naltiruvchi  funksiyani
topamiz.
Aytaylik, H (a) = a bo‘lsin, u holda

2 2
(é§]+§L=a (7.4.5)
aq m

tenglama hosil bo‘ladi. Bundan
q aqZ
S = [ Ja—=—dq (7.4.6)
m
formulani topamiz. Biz izlayotgan kanonik almashtirish quyidagi

60! 2‘[ ’0( aq
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2
p_95 _ /a_ﬂ (7.4.8)
aq m

formulalar orgali topiladi. Tanlanishiga ko‘ra, H(a)=a bo‘lgani uchun,
yangi o‘zgaruvchilarga nisbatan Gamelton sistemasi
e oH(a) o

:0’
op  op
. OH O«
:_:—:1
P oo O«

ko‘rinishni oladi. Bu sistemani yechib,

a =const, f=t—t,
topamiz. Bu yerda t, - biror o‘zgarmas son. Endi teskari («,f)=(q,p)
alamshtirish bajaramiz. Buning uchun (7.4.7) integralni hisoblaymiz:

/m : / a /m : [ a
p=t-t,=,/—arcsinqg,/— —,|—arcsing,,[— .
a Mo a Mo

Bundan va (7.4.8) munosabatdan foydalanib,

me . | |a .| a
=‘/— /—t—t ,/— ,
q " sm{ m( o) +arcsin — 0}
[a : , a
= —(t-t —q, |-
p acos{ m( o) +arcsin — 0}

yechimni hosil gilamiz.

(7.4.9)

5-§. Xususiy hosilali birinchi tartibli bir jinsli differensial tenglamalar

Ikki o‘zgaruvchili u(x,y) funksiya biror D = R* sohada aniglangan
bo‘lsin. Bu yerda x va y lar erkli ozgaruvchilar.
7.5.1-ta’rif. Erkli o‘zgaruvchi x va y hamda noma’lum funksiya U va

uning xususiy hosilalari u’ :a_u’ u _ orasidagi ushbu
ox 7 oy
F(X, y,u,u;,u;) =0 (7.5.1)

funksional bog‘lanishga birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglama
deyiladi.

Quyidagi xususiy hosilali tenglamalarni ko‘rib chigamiz:

1. Ushbu

A(X, y)%qu B(x, y)%“+ £ (X, y,Uu) =0 (7.5.2)
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ko‘rinishdagi tenglamaga birinchi tartibli xususiy hosilali kvazichizigli
differensial tenglama deb ataladi.
2. Ushbu

A(X, y)% +B(x, y)%“m(x, Y)U+D(X,y) =0 (7.5.3)

ko‘rinishdagi tenglamaga birinchi tartibli chizigli bir jinsli bo‘lmagan xususiy
hosilali differensial tenglama deyiladi.
Agar (7.5.3) tenglamada D(x, y) =0 bo‘lsa, u holda ushbu

A(X, y)Z—i+ B(X, y)%u+C(x, yJu=0 (7.5.3)

ko‘rinishdagi tenglamaga birinchi tartibli bir jinsli chizigli xususiy hosilali
differesial tenglama deyiladi.
Soddalik uchun C(x,y) =0 holni, ya’'ni

A(X, y)g—l:(+ B(X, y)%:o (7.5.4)

ko‘rinishdagi birinchi tartibli bir jinsli ikki o‘zgaruvchili xususiy hosilali
chiziqli differensial tenglamani garaylik.

Aytaylik, R*>D sohada A(x,Y),B(x,y)eC*(D) funksiyalar bir
marta uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib, A*(x,y)+B*(x,y)>0 shartni
ganoatlantirsin.

Yugqoridagi (7.5.4) tenglamaga mos quyidagi

XA g (7.5.5)
A B

oddiy differensial tenglamalar sistemasini tuzib olaylik. U holda (7.5.5)
differensial tenglamalar sistemasiga (7.5.4) xususiy hosilali differensial
tenglamaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.

Faraz gilaylik,

x=X(t), y=y(t) (7.5.6)

funksiyalar (7.5.5) oddiy differensial tenglamalar sistemasining integrali
(yechimi) bo‘lsin.

Agar biror y(x,y) funksiya uchun ushbu

w(X(t), y(t)) = C =const

ayniyat (7.5.5) sistemaning har bir integral chizig‘i uchun bajarilsa, u holda

quyidagi
w(x(t), y(t)=C
tenglikka (7.5.5) sistemaning birinchi integrali deyiladi.
7.5.1-teorema. Ushbu o(X,y)=w(x,y) funksiya (7.5.4) xususiy
hosilali bir jinsli differensial tenglamaning yechimi bo‘lishi uchun
w(xy)=C
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ifoda (7.5.5) sistemaning birinchi integralidan iborat bo‘lishi zarur va yetarli.
Isbot. Zaruriyligi. Aytaylik, o=w(X,y) funksiya (7.5.4) xususiy
hosilali differensial tenglamaning yechimi bo‘lsin, ya’ni
Aa—l//+ Ba—v/EO
OX
ayniyat bajarilsin. Ikkinchi tomondan (7.5.6) integral chiziglar ustida
funksiya t parametrga bog‘lig bo‘ladi, ya’ni
w(x(1), y(1)) =w(t)
o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikning ikkala tomonini t o‘zgaruvchi bo‘yicha
differensiallaymiz:
dy oy dc oy dy 757
dt ox dt oy dt
Bunda x=x(t), y=y(t) funksiyalar (7.5.5) sistemaning yechimi bo‘lgani
uchun
%:A, ﬂ:B
dt dt
munosabatlar bajariladi. Bundan foydalanib (7.5.7) tenglamani quyidagicha
yozish mumkin:
d—l/l—a—l//A+a—WBEO,

dt  ox oy
ya’'ni
W o,
dt

Bundan esa oz navbatida

w(x(t), y(t)) = const
ekanligi kelib chigadi. Oxirgi tenglik (7.5.5) sistemaning birinchi integralini
ifodalaydi.

Yetarliligi. Faraz qilaylik, w(x,y)=C (7.5.5) sistemaning birinchi
integralidan iborat bo‘lsin. U holda (7.5.6) integral chiziglar ustida
w(x(t),y(t))=C tenglik bajariladi. Bu tenglikning ikkala tomonini
differensiallab,

wzé—l/l-%ﬁ?—‘”-ﬂ:dC:o (7.5.8)
ox dt oy dt
munosabatni  topamiz. Bunda x=x(t), y=y(t) funksiyalar (7.5.5)
sistemaning integrali, ya’ni yechim bo‘lgani uchun
%:A, ﬂ:B
dt dt
o‘rinli. Bundan ko‘rinadiki, @=w(x,y) funksiya (7.5.4) xususiy hosilali

differensial tenglamaning yechimi bo‘lar ekan, ya’ni
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W p Vg
OX
Shunday qilib, biz (7.5.4) ko‘rinishdagi xususiy hosilali differensial tenglama
bilan (7.5.5) ko‘rinishdagi ushbu
% = A, ﬂ =B
dt dt
oddiy differensial tenglamalar orasida uzviy bog‘lanish borligini ko‘rsatdik.
7.5.1-izoh. Agar w(x,y)=C (7.5.5) sistemaning birinchi integralidan
iborat bo‘lsa, u holda (7.5.4) xususiy hosilali differensial tenglamaning
umumiy yechimi
u(x,y) = f(w(x,y))
ko‘rinishga keladi. Bu yerda f - ixtiyoriy uzluksiz differensiallanuvchi

funksiya, ya’ni f eC”.
Misollar yechishga namunalar

1. Ushbu

xﬁ—u—Zya—u:O

OX oy
bir jinsli xususiy hosilalali differensial tenglamaning yechimi topilsin.
Yechish. Avvalo, berilgan xususiy hosilali differensial tenglamaga mos
keluvchi oddiy differensial tenglamalar sistemasini tuzib olamiz:

a_dy _
X =2y
Endi, quyidagi
X g, W gt
X -2y

oddiy differensial tenglamalarning yechimlarini topamiz:
jﬁzjdt, X(t) = Ce',
X

2—3; - —jdt, y(t) =Ce™.
Topilgan bu yechimlarni o‘zaro ko‘paytirib,
X(t){/y(t) =C, C=C-C, =const
tenglikni hosil gilamiz. Demak,

w(xy)=x\Jy =C

funksiya
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ax_ Ay _ g

X =2y
oddiy differensial tenglamalar sistemasining birinchi integralidan iborat
bo‘lar ekan. Shuning uchun

u(x,Y) =Xy
funksiya berilgan xususiy hosilali differensial tenglamaning yechimi bo‘ladi.
Yuqoridagi 7.5.1-izohga asosan berilgan xususiy hosilali differensial
tenglamaning umumiy yechimi ushbu

u(x,y) = f(xy), vf eC
ko‘rinishda bo‘ladi.
Agar f(x)=x ko‘rinishda bo‘lsa, u holda u(Xx, y):x\ﬁ funksiya
berilgan differensial tenglamaning yechimi bo‘ladi.
Agar f(x)=x* ko‘rinishda bo‘lsa, u holda ushbu

u(x, y) = (xy)* =Xy
funksiya berilgan xususiy hosilali differensial tenglamaning yechimidan
iborat bo‘ladi.
2. Ushbu
a_u_ya_uzo
ox oy
xususiy hosilali bir jinsli differensial tenglamaning yechimi topilsin.
Yechish. Berilgan xususiy hosilali differensial tenglamaga mos
keluvchi

G A
1 -y
oddiy differensial tenglamalar sistemasini tuzib olamiz. Ushbu

1%

integrallarni hisoblab, uning yechimini topish mumkin:
X=—Iny+InC=y-e*=C, C =const.
Bu esa oddiy differensial tenglamalar sistemasining birinchi integralidir.
Demak, quyidagi
u(x,y)=ye’
funksiya berilgan xususiy hosilali differensial tenglamaning yechimidan

iborat bo‘lar ekan. 7.5.1-izohga asosan berilgan xususiy hosilali differensial
tenglamaning umumiy yechimini ham topish mumkin:

u(x,y) = f(y-e*), vfeC.
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6-§. Birinchi tartibli xususiy hosilali chizigli differensial tenglama uchun
Koshi masalasi

Birinchi tartibli ikki o‘zgaruvchili xususiy hosilali chizigli differensial
tenglamaning umumiy ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

a(x, y)g—i+b(x, y)%u+c(x, yu=f(x,y). (7.6.1)

Bu yerda a=a(xy),b=b(x,y), c=c(x,y), f(x,y), D(cR’) sohada

aniglangan  va  uzluksiz  differensiallanuvchi  funksiyalar  bo‘lib,
a(x, y), b(x,y) = (0,0), V(x,y) € D shartni ganoatlantiradi. R*> - tekislikdagi
y - egri chizig ushbu
X=¢(s), y=w(s),sel = (31’32)
ko‘rinishdagi tenglamasi bilan berilgan bo‘lib,
(@'(8).y'(s)) = (0,0), Vs el
shartni ganoatlantirsin. Boshgacha aytganda, y - silliq chiziq bo‘lsin.
Aytaylik, » chizigda u(X,y) - noma’lum funksiyaning qiymati
u|y =h(s), (7.6.2)
ya’'ni
u|y =u(e(s),w(s)) =h(s), Vs el (7.6.3)
berilgan bo‘lIsin. Bu yerda h e C*(1) - berilgan differensiallanuvchi funksiya.

7.6.1-ta’rif. (7.6.1) xususiy hosilali differensial tenglamaning (7.6.3)
boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvchi u(x,y) yechimini topishga Koshi

masalasi deyiladi.
(7.6.1) ko‘rinishdagi xususiy hosilali differensial tenglamaga mos
keluvchi xarakteristik tenglama ushbu
dx d
S =aley), T =b(xy) (7.6.4)
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu oddiy differensial tenglamalar sistemasining
yechimlari (fazoviy trayektoriyalari) (7.6.1) xususiy hosilali differensial
tenglamaning xarakteristikalari deyiladi. Xarakteristikalar bilan (7.6.1)
xususiy hosilali differensial tenglama o‘rtasida uzviy bog‘lanish mavjud.
7.6.1-L.emma. Xarakteristika ustida ushbu
d_u:aa_u+b6_u (7.6.5)
dt oxX oy
munosabat o‘rinli.
Isbot. Faraz gilaylik,

x=Xx(t), y=y(t)
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(7.6.4) sistemaning yechimi, ya’ni xarakteristikalar berilgan bo‘lsin. U holda

quyidagi
d ou dx au dy au
—u(x(t), y(t) =—— —b
OItU(X()y()) xdt oy dt o a(x, y)+ay (x,y)
tenglikka ega bo‘lamiz.

7.6.1-teorema. Agar y - berilgan egri chizig (7.6.1) xusuiy hosilali
differensial tenglamaning xarakteristikalariga urinmasa, u holda (7.6.1)-
(7.6.3) Koshi masalasi y egri chizigning biror atrofida yagona yechimga ega
bo‘ladi.

Isbot. Mavjudligi. Berilgan » egri chizigning har bir nugtasidan
xarakteristika chigaramiz, ya’ni (7.6.4) sistema uchun quyidagi Koshi
masalasini yechamiz:

dx

E = a(X’ y)1

3 dy (7.6.6)
= _p(x,

o ~ )

X, =26), Y|, =w(s) sel=(s,s,).
Bu masalaning yechimi mavjud va yagona bo‘lgani uchun, uni
x=X(t,s), y=y(t,s) (7.6.7)
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu xarakteristikani mos ravishda 1, orqali
belgilaymiz. 7.6.1-lemmaga ko‘ra |, - xarakteristika ustida (7.6.1) tenglama
quyidagi ko‘rinishni oladi:
du _adu dx ou dy

ou ou
qoaxdt oy dt AU R =T y) el yu

ya’'ni
d_u +Cu=f,
dt (7.6.8)
u|t:O = h(s)

hosil bo‘ladi. Shunday qilib, biz (7.6.8) chizigli oddiy differensial
tenglamaga go‘yilgan Koshi masalasiga ega bo‘ldik. Endi (7.6.8) masalaning
yechimini
u=o(t,s)

orgali belgilymiz va w(t,s) funksiyaning x,y o‘zgaruvchilarga nisbatan
silligligini ko‘rsatamiz. Buning uchun (7.6.7) tenglamalar sistemasidan t,s
larni x va y lar orgali aniglaymiz. Shu magsadda quyidagi Yakobianni
tekshiramiz:
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oX oy
J= 0s 0S| _
oX oy
ot ot
Chunki, berilgan » egri chiziq |, xarakteristikaga urinmaydi.

Endi, oshkormas funksiya mavjudligi hagidagi teoremaga asosan
(7.6.7) dan t=£&(x,y), s=n(x,y) larni topamiz. So‘ngra bu topilganlarni
(7.6.8) masalaning yechimi u = w(t,s) ga go‘yamiz. Natijada ushbu

a(t,s) = o(5(X, y), (X, y)) =u(x,y)
munosabat olamiz. Bu esa biz izlagan yechimdir.

Yagonaligi. Faraz gilaylik, berilgan masala ikkita u,(x,y) va u,(Xx,y)
yechimlarga ega bo‘lsin. Quyidagi

U=u,—u,
belgilashni kiritaylik. Ko‘rinib turibdiki, G(x, y) funksiya ushbu

o'(s)  yw'(s)

a(x,y) b(x,y) =b(x,y)@'(s)—a(x,y)w'(s) #0.

a(x, y)é_u+ b(x, y)a—u+c(x, y)i =0,
OX oy (7.6.9)
U‘|7 =0
Koshi masalasining yechimidan iborat. 7.6.1-lemmaga ko‘ra, (7.6.9) ni
quyidagicha yozish mumekin:
da .
——cl =0,
dt (7.6.10)
al_, =0.
Bu Koshi masalasi fagat G=0 nol yechimga ega bo‘lishi ravshan. Bundan
u, =u, kelib chigadi.

Misollar yechish namunalari

1. Ushbu Koshi masalasining yechimi topilsin:
ou ou

X— — =0, u(x, =X
ox Yoy T O V)|,

Yechish. Avvalo berilgan xususiy hosilali tenglamaga mos keluvchi
xarakteristik tenglama tuzib olamiz:

%:X,X:C:let X:Clet’
o

y _ _C at
Ka—y,y—CZe yzczet’

bu yerda C, va C, - ixtiyoriy hagiqiy sonlar.
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Bundan

% — const

y
ekanligi kelib chigadi. Bu tenglik oddiy differensial tenglamalar
sistemasining birinchi integralidan iborat bo‘ladi. Shuning uchun berilgan
xususiy hosilali differensial tenglamaning umumiy yechimi

u(x, y) = f&j vf eC{(D)

ko‘rinishda bo‘ladi.
Endi ushbu
u(x,1) =x
boshlang‘ich shartdan f(x)=x Kkelib chigadi. Demak, berilgan Koshi
masalasining yechimi

u(x,y) ==
y

ko‘rinishda bo‘lar ekan.
2. Ushbu Koshi masalasining yechimini toping:

ou ou
—+—=0, u(x, =1.
x oy Y,

Yechish. Berilgan xususiy hosilali differensial tenglamaning
xarakteristik tenglamasi

iy dy
dt dt
ya’'ni
B _ g
1
ko‘rinishda bo‘ladi. Quyidagi
ox_ gy
1 1

tenglamani integrallab,
y—x=C, C=const
xarakteristikalarni topamiz. Bu esa oddiy differensial tenglamalar
sistemasining birinchi integralidan iborat bo‘ladi. Shuning uchun berilgan
xususiy hosilali differensial tenglamaning umumiy yechimi
u(x,y)=f(y—-x), vf eC*
ko‘rinishda bo‘ladi. Boshlang‘ich shartlardan foydalanib
u(x,x)=f(0)=1
ekanligini topamiz. Demak f(x) - ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya
bo‘lib
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f(0)=1
shartni ganoatlantirar ekan. Agar f(x)=cosx bo‘lsa, u holda
u(x,y)=cos(y—x) ko‘rinishdagi funksiya berilgan Koshi masalasining
yechimidan iborat bo‘ladi. Qaralayotgan holda berilgan Koshi masalasining
yechimi cheksiz ko‘p. Chunki, y—x =0 chiziq xarakteristika bo‘ladi.
7.6.1-teoremada ta’kidlanganidek, Koshi masalasining yechimi mavjud
va yagona bo‘lishi uchun y - egri chiziq xarakteristikadan iborat bo‘Imasligi
lozim, xattoki xarakteristikaga urinishi ham mumkin emas.
3. Ushbu Koshi masalasining yechimini toping:
ou ou
X— + y—_O u(x, y)|
OX oy
Yechish. Berilgan xususiy hosilali tenglama bir jinsli bo‘lmagani
uchun, uning umumiy yechimi
U(X, Y) =Ug (X, Y) + U (X, Y)
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda u, (X, y) funksiya quyidagi

ai+yaizo

OX oy
bir jinsli differensial tenglamaning umumiy yechimi. Biz bu differensial
tenglamaning umumiy yechimini 1-misolda topgan edik:

Uy (%, y) = f[?j vf eC!

Endi u, (x,y) - xususiy yechimini topish bilan shug‘ullanamiz. Buning
uchun
dx dy
gt )
xarakteristik tenglamalardan foydalanib, quyidagi hosilalarni hisoblaymiz:

duXUS (X(t)’ y(t)) _ al"IXUS % au dy auXUS X+ auXUS y =1

_— Xus

dt Coox dt oy dt ox oy
Demak, u, . (X(t), y(t)) yechim xarakteristikalar ustida ushbu
duXUS
dt
tenglamani ganoatlantirar ekan. Bu tenglamani integrallab,
u, =t

Xus

ekanligini topamiz. Endi xarakteristik tenglamalarni integrallab, ushbu
X(t) =Ce' va y(t) =C.e'
xarakteristikalarni topamiz. Bunda boshlang‘ich shartdan foydalanib,
1=y(0)=Ce’=C,,
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y=¢', t=Iny
munosabatlarga ega bo‘lamiz. Nihoyat,
uXUS - In y
hosil Dbo‘ladi. Shunday qilib, berilgan xususiy hosilali differensial
tenglamaning umumiy yechimi

u(x, y) = f(§)+lny

ko‘rinishda bo‘lar ekan. Boshlang‘ich shartga ko‘ra,

u(x,)=x, f(x)=x
bo‘ladi. Bundan foydalanib, biz izlagan Koshi masalasining yechimini
topamiz:

u(x,y)=1+lny
4. Endi ushbu
ou ou
X,¥y)—+Db,(x,y)— =0, 7.6.11
0, (%, ) =+, (x.Y) 5 ( )
u(x, )., =e() (7.6.12)
Koshi masalasini garaylik. Bu vyerda ¢(x) - Dberilgan uzluksiz

differensiallanuvchi funksiya. Bu Koshi masalasini yechish uchun avvalo,
uning xarakteristik tenglamasini tuzib olamiz:
dx  dy
b(xy) by(xY)
So‘ngra uning birinchi integralini topamiz:
w(xy)=C.
Bundan so‘ng (7.6.11) tenglamaning umumiy yechimini aniglaymiz:
u(xy) = f (w(x,y)), vf eC'(D).
Endi (7.6.12) boshlang‘ich shartdan foydalanib,
u(xy)),, = f (W% o) =0(x) (7.6.13)

topamiz. Oxirgi

f (¥ (% ¥0))=0(x)
tenglikdan f funksiyani topamiz. Bundan esa
w(xY,) =1, (¢(x))
topib, berilgan Koshi masalasining
u(xy)=f(f,*(2(x))) (7.6.14)
yechimini hosil gilamiz.
5. Ushbu
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Xa_u_ya_uzo

OX oy

tenglamaning
u(x, )|, , =9(x) C’
boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimini toping.

Yechish. Avvalo, berilgan xususiy hosilali differensial tenglamaning
xarakteristik tenglamasini tuzamiz:

W g,
y =X
So‘ngra ushbu
xdx = —ydy
oddiy differensial tenglamani integrallab,
2 2
X_Yic, x+y’=20-=(
2 2

uning birinchi integralini topamiz. Bundan foydalanib, berilgan xususiy
hosilali differensial tenglamaning umumiy yechimini aniglaymiz:

u(x,y) = f (x* +y?), vf eC".
Berilgan boshlang‘ich shartdan foydalanib,
u(x,y)|,_, = (x)=f (x°)
munosabatni hosil gilamiz. Demak,
f () =p(x)
ko‘rinishda bo‘lar ekan. Bundan esa

u(x, y) =p(x* +y?)

Koshi masalasining yechimi kelib chigadi.
6. Endi quyidagi masalani garaymiz: ushbu

ou ou
,Y)—+b,(x,y)—=0 7.6.15
b, (%, y) =+, (x y)ay ( )
differensial tenglamaning quyidagi
X=¢ (1), y =, (1), u=0(t) (7.6.16)

chizigni o‘z ichiga olgan u(x,y) yechimi topilsin. Bunda
o(t) =u(g,(t),p,(t)) ayniyatning bajarilishi lozim. Boshgacha aytganda
(7.6.15) tenglamaning berilgan (7.6.16) chizigdan o‘tuvchi integral sirtini
topish talab gilinadi.
Yechish. Qaralayotgan masalani yechish uchun xuddi avvalgidek
o __ A g (7.6.17)
b(x.y) b, (xy)
xarakteristik tenglama tuzib olamiz.
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Aytaylik,
w(x,y)=C (7.6.18)
(7.6.17) oddiy differensial tenglamaning birinchi integrali bo‘Isin.

Faraz gilaylik, x=¢,(t), y =, (t) egri chiziq (7.6.18) chiziglar oilasiga
kirmasin, ya’ni (7.6.15) differensial tenglamaning xarakteristikalaridan iborat
bo‘lmasin. Boshgacha aytganda, x=¢,(t), y=¢,(t) (7.6.17) tenglamaning
integral egri chizig‘idan iborat bo‘lmasin. Bu chizigning tenglamalarini
(7.6.18) tenglikka go‘yib,

v (g ), 9,(t)=w(t)=C (7.6.19)
munosabatni topamiz. Oxirgi (7.6.19) tenglikdan t o‘zgaruvchini aniglaymiz:
t=o(y).

Endi ushbu

u=p(o))=1TlXxy))
funksiyani garaylik. Bu esa (7.6.15)-(7.6.16) masalaning yechimini beradi.
Chunki,

p(o(w)) = p(o(y (@.(1), 0, (1)) = (o)) = o(t).
Faraz qilaylik, x=¢,(t), y=¢,(t) egri chiziq (7.6.17) oddiy differensial
tenglamalar sistemasining integral chizig‘i bo‘Isin, ya’ni
y(p(t), @, (1) =C=C, = const .
U holda (7.6.15) differensial tenglamaning ixtiyoriy yechimi

u(x,y)=f(w(xy)), vieC

ko‘rinishda bo‘lgani uchun, u (7.6.17) oddiy differensial tenglamaning
integral chizig‘i ustida o‘zgarmasdir:

fw (o (1), @, (1)) = £(C) =1, = const . (7.6.20)
Berilgan (7.6.15)-(7.6.16) masala yechimga ega bo‘lishi uchun u=¢(t) =u,
tenglikning bajarilishi zarur va yetarli. Shuning uchun (7.6.20) shartni
ganoatlantiruvchi ixtiyoriy

u(x,y)=fw(xy))

funksiya uning yechimidan iborat bo‘ladi. Bu yerda u, ixtiyoriy tanlangan

son. Bundan ko‘rinadiki, bu holda (7.6.15)-(7.6.16) masala cheksiz ko‘p
yechimga ega bo‘ladi.
7. Ushbu
ou ou
X—+y—=0
OX oy
tenglamaning quyidagi
1) x=2t, y=t,u=t,teR;2) x=t, y=t,u=t*teR;
3) x=t,y=t,u=2,teR egri chiziglarni o‘z ichiga oladigan yechimini
toping, ya’ni 1), 2), 3) egri chiziqlardan o‘tuvchi yechimi topilsin.
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Yechish. 1) Avvalo berilgan xususiy hosilali differensial tenglamaga

mos keluvchi xarakteristik tenglama tuzib olamiz:

dx dy

y x
Bu tenglamani integrallab,

x* —y* =C =const
uning integralini topamiz:
w(x,y)=x"-y*=C.
Quyidagi
v (1) o, (1) = (2)" ~t* =3t" =y

tenglikni tuzib olamiz. Bundan

t:i%\/ﬁ

munosabatni topamiz. Berilgan Koshi masalasining yechimi

fxz_yz
—— t=>0,
J3

XY,

N
ko‘rinishni oladi. Chunki
7=y (@), 0,0) =w(x,y) =x* —y*.
2) Qaralayotgan holda x=t, y =t chiziglar

dx dy

y X
tenglamaning integral chiziglaridan iborat bo‘ladi. Bu holda (7.6.20)
tenglikka asosan berilgan Koshi masalasi yechimga ega bo‘lmaydi. Chunki,

u=g(t) =t*, bu esa o‘zgarmas emas.
3) Bu holda ham x=t, y =t chiziq
dx dy
y X
oddiy differensial tenglamaning integral chizig‘i bo‘ladi. Lekin bu holda
(7.6.20) tenglik bajariladi, ya’ni
u=2="f(y(xy)="1f(x -y’

u(x,y)= f(x*-y?), f(0)=2, vf eC’
garalayotgan masalaning yechimi bor.

u(x,y)=t=-x

= =1(0),
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7-§. Birinchi tartibli xususiy hosilali kvazi chizigli differensial tenglama

Quyidagi
ou ou
a(x, y,u)&+b(x, y,u)a = f(x,y,u) (7.7.1)

birinchi tartibli xususiy hosilali kvazi chizigli differensial tenglamani
garaylik. Bu yerda a(x, y,u),b(x,y,u), f (x,y,u) funksiyalar R®* > G sohada
aniglangan, uzluksiz va differensiallanuvchi, ya’ni C'(G) fazoga garashli
bolib, a®* +b* >0, WV(X,y,u)eG shartni ganoatlantiradi.
Berilgan (7.7.1) differensial tenglamaning u =u(x, y) yechimini ushbu
v(x,y,u)=0 (7.7.2)
ko‘rinishda izlaymiz. Bundan foydalanib, quyidagi xususiy hosilalarni
topamiz:

oV
ou OX
x
ou
ov (7.7.3)
ou aiy
oy
ou

Endi (7.7.3) tenglik orgali topilgan u;,u; xususiy hosilalarning giymatlarini
(7.7.1) tenglikka qo‘yamiz:

ov v
_x | _
a(x,y,u ov +b(x, y,u) Y = f(x,y,u).
ou | U |
Bundan quyidagi
oV ov ov
a(x,y,u)—+b(x,y,u)—— f(x,y,u)—=0 7.7.4
(y)ax(y)ay(y)au (7.7.4)

birinchi tartibli chizigli bir jinsli differensial tenglama kelib chigadi.

Demak, (7.7.1) ko‘rinishdagi kvazi chizigli differensial tenglamani
yechimini topish masalasi (7.7.4) ko‘rinishdagi bir jinsli chizigli tenglamani
yechimini topish masalasiga keltirish mumkin ekan.

7.7.1-Teorema. Aytaylik, (7.7.2) tenglama R?>D sohada X,y

o‘zgaruvchilarning differensiallanuvchi u=w(x,y) funksiyani aniglasin.
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Bunda v(x,y,u) (7.7.4) tenglamani va (;ﬂ;to shartni ganoatlantiradi. U
u

holda u =w(X,y) funksiya (7.7.1) differensial tenglamani yechimidan iborat
bo‘ladi.

Isbot. v(x,y,u) funksiya (7.7.4) differensial tenglamaning yechimidan
iborat bo‘lgani uchun, u X,y va u o‘zgaruvchilarga nisbatan uzluksiz

xususiy hosilalarga ega, ya’'ni ?,%,@ mavjud. Teorema shartiga ko‘ra,
X

ou

@;:o

ou
bo‘lgani uchun oshkormas funksiya mavjudligi hagidagi teoremaga asosan

88—1//,8—!// uzluksiz xususiy hosilalar mavjud bo‘lib, ularnig giymati (7.7.1)
X
tenglamaga qo‘yganda u ayniyatga aylanadi.m
Isbotlangan bu teoremadan foydalanib (7.7.1) differensial tenglamani
yechimini topish algoritmini keltirish mumkin.
Avvalo (7.7.4) differensial tenglamaga mos keluvchi oddiy differensial
tenglamalar sistemasini tuzib olamiz:
ox_ay_du
a b f
Bu esa (7.7.1) xususiy hosilali differensial tenglamaning xarakteristik
tenglamasi. Uning integrallari esa xarakteristkalar deyiladi. (7.7.5) tenglama
ikkita chizigli erkli birinchi integrallarga ega:
l//l(X, y,U) = Clv '//2()(’ y,U) :CZ'
U holda (7.7.4) differensial tenglamaning umumiy yechimi
V(x,y,u) = f (. (. y,u).w, (%, y.u), vf €C'(G)
ko‘rinishda bo‘ladi. Bunda v(x, y,u) =0 deb, quyidagi
f (% y,u).p, (X, y,u) =0 (7.7.6)
tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani yechib u(x,y) funksiyani topish
mumkin. (7.7.1) tenglamaning ixtiyoriy xususiy yechimi (7.7.6) tenglamani

ganoatlantirishini ko‘rsatish mumkin. Shu ma’noda (7.7.6) tenglik (7.7.1)
tenglamaning umumiy integralini aniglaydi.

(7.7.5)

Misollar yechish namunalari

1. Ushbu differensial tenglamaning yechimi topilsin:
ou ou
X—+Yy— =2Xy
OX oy
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Yechish. Avvalo berilgan xususiy hosilali differensial tenglamaga mos
keluvchi xarakteristik tenglama tuzib olamiz:
dx _dy _du

X Y 2xy
Bu sistemaning ikkita chizigli erkli birinchi integrallarini topamiz:

dx. dy vy
1) | —=|—===C, =const.
) [ jy:»X 1

dx du
2) 7_2—)()/, ZyIdx_Idu, 2yx+C, =u, u—2xy =C, =const.

Demak quyidagi

v (X, y,u>=%=cl, W, (X, y,U) =u—2xy =C,

chiziqgli erkli integrallar hosil bo‘ladi. Ma’lumki, bu holda berilgan xususiy
hosilali differensial tenglamaning umumiy yechimi

fyyv,) = (L, u-2xy) =0, ¥f C'(G)
X
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu tenglamani ikkinchi argumentga nisbatan yechib,
u(x,y) = 2xy+(p(l), VoeCl
X

berilgan differensial tenglamaning yechimini topamiz.
2. Ushbu Koshi masalasi yechimini toping:
ou ou 5
X—+y—=Uu-Y",
OX
u(x, y)|y:2 =x—X°.
Yechish. Oldingi misoldagi kabi berilgan differensial tenglamaning
xarakteristik tenglamasini tuzib olamiz:
dx dy du
Xy u-y*
Endi bu tenglamaning chizigli erkli integrallarini aniglaymiz:

pX_H_X_¢

Xy 'y
2
W Uy ¢
y u-y y
Natijada ushbu

X u-—y?
l//l(X,y,U)=§=C1,l//z(X,y,U)Z yy =C,

chizigli erkli integrallarni topamiz. Bundan foydalanib, u(X,y) - yechim

uchun
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X U+ V2
fyyw,) = f (&,
y y

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani ikkinchi argumentga nisbatan
yechib

)=0

u+y’

y

=0(). Y9 <C'(O)

u(x,y) = yp(=) -y
y

umumiy yechimni hosil gilamiz.
Boshlang‘ich shartdan foydalanib, quyidagi munosabatlarga ega
bo‘lamiz:

u(x,2) =x—x*= 2(9(%) —4,

2¢(§)=X—X2+4,

P(X) = =2X* + X+ 2.
Shunday qilib quyidagi

X X NG
u(x,y) =y[=-2(>)*+2]-y*x—2=—+2y-y?
y y y
ya’'ni
2

u(x, y)=2y—y2—2i+x
y

funksiya berilgan Koshi masalasining yechimi bo‘lar ekan.
Mustagqil yechish uchun mashglar /13/, §17, Nel-15; [21], §20, No946-
976.
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