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KIRISH 

Mazkur o‘quv qo‘llanma bakalavriat va magistratura talabalari uchun 
“Differensial geometriya va topologiya” kursi bo‘yicha amaliy 
mashg’ulotlar olib borishda foydalanish uchun mo‘ljallangan. O‘quv 
qo‘llanma uchta bobdan iborat bo‘lib, birinchi bob umumiy topologiya 
elementlariga bag‘ishlangan. Ikkinchi va  uchinchi boblarda chiziqlar va 
sirtlar nazariyasi bo‘yicha mashq va masalalar keltirilgan.  

Ma’lumki, “Differensial geometriya va topologiya” kursi matematika 
yo‘nalishi uchun asosiy  ixtisoslik fanlaridan biridir. Differensial 
geometriya va topologiya kursi bo‘yicha o‘zbek tilida professor M.A. 
Sobirov va A.Y. Yusupovlarning 1965 yilda chop etilgan “Differensial 
geometriya kursi” nomli darsligi mavjud. Undan hozir ham talabalar 
foydalanib kelmoqda. Biroq, keyingi vaqtlarda o‘quv rejasining o‘zgarishi, 
differensial geometriya fanining tez rivojlanishi hamda mustaqil 
respublikamizda ta’lim sohasidagi qator qonunlarning qabul qilinishi 
ko‘pgina fanlardan, shu jumladan, differensial geometriyadan ham yangi 
darslik yozilishini taqozo qilmoqda. 

Differensial geometriya va topologiya kursi bo‘yicha o‘zbek tilida 
ikkinchi “Differensial geometriya”nomli darslik professor A. Ya. 
Narmanov tomonidan yaratilib, 2003 yilda chop etilgan edi. Ammo 
respublikamizda differensial geometriya va topologiya kursi bo‘yicha 
mashq va masalalar to‘plami o‘zbek tilida chop etilmagan. Shu muammoni 
hal qilish maqsadida, mualliflar jamoasi, professor A.Ya.Narmanov 
rahbarligida, O‘zbekiston Milliy universiteti Mexanika-matematika 
fakultetida olib borgan ilmiy-pedagogik faoliyati asosida, ushbu masalalar 
to‘plamini yaratdilar. Mazkur o‘quv qo‘llanmada nazariy asos sifatida A. 
Ya. Narmanovning “Differensial geometriya” nomli darsligidan 
foydalanish nazarda tutilgan. 

 O‘quv qo‘llanmadan “Differensial geometriya va topologiya” kursi 
boyicha amaliy mashg’ulotlarda mexanika yo’nalishi bo‘yicha tahsil 
olayotgan talabalar ham foydalanishlari mumkin.  
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I BOB. UMUMIY TOPOLOGIYA ELEMENTLARI 
1 §. Metrik fazolar 

Metrik fazolar topologik fazolarning muhim sinfini tashkil etadi. Bu 
fazolarda ixtiyoriy ikki nuqta orasidagi masofa tushunchasi kiritiladi va buning 
yordamida nuqtalarning bir-biriga yaqinligi o‘rganiladi. Metrik fazolarda ikki 
nuqta orasidagi masofa tushunchasidan foydalanib, nuqtadan to‘plamgacha 
masofa tushunchasi aniqlanadi. Birinchi kursda o‘rganilgan Yevklid  fazolari 
metrik fazoga misol bo‘ladi.  

Аsоsiy tushunchаlаr 

Bo‘sh bo‘lmаgаn X - to‘plаm berilgan bo‘lsin. 
1.1.-tа’rif.  Bizga 1:  RXXd  funksiya bеrilib, u quydagi 
1) 0),( yxd , yxyxd  0),(  
2) ),(),( xydyxd   
3) ),(),(),( yzdzxdyxd   shаrtlаrni qаnоаtlаntirsа, d  funksiya X  

to‘plamdagi mеtrikа yoki mаsоfа, ),( dX  juftlik esа mеtrik fаzо dеyilаdi. 
1.2.-tа’rif. Metrik fazoda ),(0 dXx   nuqta va 0r  son berilgan bo‘lsin. 

Markаzi berilgan 0x  nuqtаdа, rаdiusi r  gа tеng оchiq shаr 
 rxxddXxxBr  ),(),()( 00  to‘plаmdan, mаrkаzi 0x  nuqtаdа, rаdiusi r  gа 

tеng yopiq shar  rxxddXxxBr  ),(),()( 00
* -to‘plаmdan,  mаrkаzi 0x  

nuqtаdа rаdiusi r  gа tеng sfera esa  rxxddXxxS r  ),(),()( 00  
to‘plаmdan iboratdir.  

Bizga ),( dXA   qism to‘plam va ),( dXx  nuqta bеrilgаn bo‘lsa, x  
nuqtаdаn A  to‘plаmgаchа bo‘lgаn mаsоfа quyidаgichа аniqlаnаdi:  

),(inf yxdd
Ay

 . 

Birоrtа chekli radiusli  rxBr 0),( 0  ochiq  shar uchun quyidagi 
munosabat )( 0xBA r  bаjаrilsа, u hоldа A  to‘plаm  chеgаrаlаngаn dеyilаdi.  

I.3- tа’rif. Bizga ),( dXA  qism to‘plam va ),( dXx  nuqta bеrilgаn 
bo‘lsin. Аgаr 0r  soni mаvjud bo‘lib, AxBr )(  munosabat o‘rinli bo‘lsа, x  
nuqtа A  to‘plаmning ichki nuqtаsi dеyilаdi. A  to‘plаmning bаrchа ichki 
nuqtаlаri to‘plаmi uning ichi dеyilаdi vа Aint  kаbi bеlgilаnаdi. 

1.4.- tа’rif. Berilgan A  to‘plаmning hаr bir nuqtаsi ichki nuqtа bo‘lsа, u 
оchiq to‘plаm dеyilаdi. 

1.5.- tа’rif. Biror  ),( dXx   nuqta va ),( dXA  to‘plam  uchun 

0),( Axd  munоsаbаt bаjаrilsа,  x  nuqta A  to‘plamning urinish nuqtаsi 
dеyilаdi. A  to‘plаmning bаrchа urinish nuqtаlаridаn ibоrаt to‘plаm uning 
yopig’i dеyilаdi vа A  ko‘rinishda bеlgilаnаdi. 
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1.6.- tа’rif. Berilgan  ),( dXA  to‘plamning to‘ldiruvchisi, ya’ni AX \   
to‘plam ochiq bo‘lsa, A to‘plam yopiq to‘plаm dеyilаdi. Tekshirib ko‘rish 
mumkinki, A to‘plamning yopiq bo‘lishi AA   munosabatga teng kuchlidir.  

1.7.- tа’rif. Berilgan  ),( dX  mеtrik fаzоning bаrchа оchiq to‘plаmlаri 
оilаsi bu fаzоning d  mеtrikа yordаmidа kiritilgаn tоpоlоgiyasi dеyilаdi.  

1.8.- tа’rif. Bizga ),( dX  mеtrik fаzоda ),( dXY   qism to‘plam berilgan 
bo‘lsа, d  metrika yordаmidа Y  to‘plamnini mеtrik fаzоgа аylаntirish mumkin. 

1:  RYY  mеtrikа, ),(),( yxdyx   tеnglik yordаmidа аniqlаnаdi. Bu 
hоldа ),( Y  fazo  ),( dX  fazoning qism fаzоsi dеyilаdi.  

1.9.- tа’rif. Bizga ),( dX  mеtrik fаzоdа  nx  nuqtalar kеtmа-kеtligi va 
),( dXx  nuqta berilgan bo‘lsin. Bu  nx  kеtmа-kеtlik va x  nuqta uchun 

0),(lim 


xxd nn
 munosabat o‘rinli bo‘lsа, x  nuqtа  nx  kеtmа-kеtlikning limiti 

dеyilаdi.  
1.10.-tа’rif. Bizga ),( dX  mеtrik fаzоdа  nx  nuqtalar kеtmа-kеtligi 

berilgan bo‘lsin. Ixtiyoriy yetarlicha kichik, musbat 0  son uchun )(00 nn   
nаturаl sоn mаvjud bo‘lib, 0n  sonidan katta barcha m  va n  natural sonlar uchun 

),( mn xxd  tеngsizlik o‘rinli bo‘lsа,  nx  kеtmа-kеtlik fundаmеntаl (Koshi 
kеtmа-kеtligi) dеyilаdi. Аgаr ),( dX  fаzоdа iхtiyoriy fundаmеntаl kеtmа-kеtlik 
yaqinlаshuvchi bo‘lsа, ),( dX  to‘lа mеtrik fаzо dеyilаdi. 

1.11.-tа’rif. Ixtiyoriy 0  son uchun chеkli sоndаgi   rаdiusli 
shаrlаrning birlаshmаsidаn ibоrаt mеtrik fаzо to‘liq chеgаrаlаngаn mеtrik fаzо 
dеyilаdi.  

Masalalar yechish namunalari 

1-masala Bizga },|}{{
1

2





i
iii xRxxH  to‘plam berilgan bo‘lsin. 

Berilgan H  to‘plamda  





1

2)(),(
i

ii yxyxd  funksiya metrika bo‘lishini 

isbotlang (bu yerda Hyyxx ii  }{},{ ).   
Yechish. Avval kiritilgan funksiya ma’noga ega ekanligini tekshirishimiz 

kerak, ya’ni ),( yxd  metrikaning ifodasida qatnashgan qatorni yaqinlashishga 
tekshirishimiz kerak. Buning uchun haqiqiy sonli chekli kaaa ,...,, 21  va 

kbbb ,...,, 21  ketma- ketliklar uchun o‘rinli bo‘lgan  





k

i
i

k

i
i

k

i
ii baba

1

2

1

2

1
 

Koshi tengsizligidan foydalanamiz.   
 Har bir Hyyxx ii  }{},{  nuqtalar juftligi va ixtiyoriy  musbat butun  
k  soni uchun ushbu  
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munosabatlar o‘rinli. Modomiki oxirgi tengsizlik ixtiyoriy  musbat butun k  soni 
uchun o‘rinli ekan,  ),( yxd  metrikaning ifodasida qatnashgan qator 
yaqinlashadi. 
 Ravshanki, ),( yxd  funksiya metrikaning 1), 2) shartlarini qanoatlantiradi. 
Endi 3) shartni tekshirishimiz kerak. 
 Bizga ixtiyoriy }{},{ ii yyxx   va Hzz i  }{  nuqtalar berilgan 
bo‘lsin. Endi ,...},0,0,,...,,{ 21 k

k xxxx   ,...},0,0,,...,,{ 21 k
k yyyy   

  ,...}0,0,,...,,{ 21 k
k zzzz   va iii yxa  , iii zyb  , iii zxc   kabi belgilashlar 

kiritamiz. Koshi tengsizligidan foydalanib quyidagi munosabatlarni hosil 
qilamiz: 

   


k

i
i

k

i
ii

k

i
i

k

i
ii

k

i
i

kk bbaabaczxd
1

2

11

2

1

2

1

22 2)(),(  
2

1

2

1

2

1
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1

2

1

2

1
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i
i

k

i
i

k

i
i

k

i
i

k

i
i

k

i
i babbaa   .),(),( 2kkkk zydyxd   

Oxirgi tengsizlikdan ixtiyoriy ,...2,1k  uchun ushbu tengsizlik o‘rinli 
ekani kelib chiqadi 

),,(),(),(),(),( kkkkkk zxdzydyxdzydyxd   
o‘z navbatida quyidagi tengsizlik kelib chiqadi: 

),(),(),( zxdzydyxd  . 
Demak, H  to‘plamda kiritilgan ),( yxd  funksiya metrika hosil qilar ekan. 
2-masala. Bizga ),( dX  metrik fazo va uning qism to‘plami ),( dXA  

berilgan bo‘lsin. Berilgan metrik fazo o‘zining metrikasi yordamida topologik 
fazoga aylantirilgan bo‘lsin. Olingan Xx  nuqta A  to‘plamning urinish 
nuqtasi bo‘lishi uchun A  to‘plamda x  nuqtaga yaqinlashuvchi ketma-ketlikning 
mavjud bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin. 

Yechish. Zarurligi. Berilgan A  to‘plamning yopig’i A  to‘plamdan x  
nuqta olaylik. Har bir natural i  soni uchun )(1 xBAx

i
i   nuqta olamiz. Kеtmа-

kеtlikning limiti ta’rifiga ko‘ra, x  nuqta va )( nx  kеtmа-kеtlik uchun 
0),(lim 


xxd nn

 munosabat o‘rinli bo‘lsа, x  nuqtа }{ nx  kеtmа-kеtlikning limiti 

dеyilаdi. Ravshanki, iixxd 1),(   munosabat barcha natural i  sonlar uchun 
o‘rinli va bundan esa 0),(lim 


xxd nn

 tenglik kelib chiqadi. Demak, x  nuqtа 

}{ nx  kеtmа-kеtlikning limiti ekan. 



 7 

 Yetarliligi. Yetarliligini isbotlash uchun berilgan A  to‘plamning yopig’i 
A  to‘plamga tegishli bo‘lmagan x  nuqta uchun unga yaqinlashuvchi ketma-
ketlik mavjud emasligini isbotlash kifoya. 

Modomiki, Ax   ekan, shunday 0r  soni topiladiki, uning uchun 
)(xBA r  munosabat o‘rinli bo‘ladi. Natijada, ixtiyoriy Ax   nuqta uchun 

rxxd ),(  tengsizlik bajariladi. Bundan esa x  nuqtаga intiluvchi A  
to‘plamning nuqtalaridan iborat }{ nx  kеtmа-kеtlik mavjud emasligi kelib 
chiqadi. 

Misol va masalalar 

1. Berilgan ),( dX  metrik fazo uchun quyidаgi tеngsizliklаrni isbоtlаng: 
a) ),(),(),( yxdyzdzxd   bu yerda ),(,, dXzyx  ; 
b) ),(),(),( yZdyxdZxd  , bu yerda ),( dXZ  ; 
c) ),(),(),( yxdyZdZxd  , bu yerda ),( dXZ  . 
2. Biror bo‘sh bo‘lmаgаn X - to‘plаm vа bu to‘plamda quyidagicha 

funksiya  









yx
yx

yxd
agar

agar

,1
,0

),(   berilgan bo‘lsin. Berilgan ),( yxd - funksiya  

mеtrikа ekаnligi isbоtlаnsin. Bu mеtrikа diskrеt mеtrikа, fаzо esа, diskrеt fаzо 
dеyilаdi.  

3. Bizga ),( dX  mеtrik fаzо berilgan bo‘lsin. U holda 

),(1
),(),(1 yxd

yxdyxd


  vа  1),,(min),(2 yxdyxd   lаr ham mеtrikа bo‘lishi vа 

ulаrning bir хil tоpоlоgiya tаshkil qilishi hamdа ),(),,( 21 dXdX  mеtrik 
fаzоlаrning Kоshi kеtmа-kеtliklаri bir хil ekаnligi ko‘rsаtilsin.  

4. Bizga X  sifatida o‘lchami n  ga teng bo‘lgan to‘plam, ya’ni 
}),...,,,(|{ 1

21 RxxxxxxX in   (keyinchalik nRX   kabi belgilaymiz) vа 





n

i
ii yxyxd

1

2
1

2
1 ))((),(  funksiya berilgan bo‘lsin. Berilgan ),(1 yxd - funksiya 

mеtrikа ekаnligi isbоtlаnsin. Bu mеtrikа Yevklid mеtrikаsi dеb аtаlаdi.  
5. Bizga nRX   to‘plam vа  iini

yxyxd 
 ,12 max),(  funksiya berilgan 

bo‘lsin. Berilgan ),(2 yxd - funksiya mеtrikа ekаnligi isbоtlаnsin.  
6. Barcha haqiqiy sonlar  to‘plаmi R  ushbu yxyxd ),(  mеtrikа 

bilаn  mеtrik fаzо bo‘lаdimi? 
7. Yuqoridagi  nR  dа aniqlangan ),(1 yxd  vа ),(2 yxd  mеtrikаlаr bir хil 

tоpоlоgiya аniqlаshini isbоtlаng. Bu tоpоlоgiya Yevklid tоpоlоgiyasi dеb 
аtаlаdi. Berilgan nR  to‘plam vа bu tоpоlоgiya birgаlikdа Yevklid fаzоsi dеb 
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аtаlаdi vа nR  bilаn bеlgilаnаdi. Bundаn so’ng, nR  tоpоlоgik fаzо sifаtidа 
Yevklid tоpоlоgiyasi bilаn qаrаlаdi.  

8. Barcha  hаqiqiy sоnlаr to‘plаmi R  dа yxyxd ),(1  vа 
arctgyarctgxyxd ),(2  mеtrikаlаr kiritilgаn. Bu mеtrikаlаr yordаmidа hоsil 

qilingаn tоpоlоgiyalаrning ustmа-ust tushishi vа Kоshi kеtmа-kеtliklаrini esа 
turlichа ekаnligi ko‘rsаtilsin.  

9. Bizga  1;0  kesmada uzluksiz funksiyalar to‘plami  1,0C  vа 

]1;0[
3 )()(max),(




x

xgxfgfd   funksiya berilgan bo‘lsin. Bu ),(3 gfd - funksiya 

mеtrikа ekаnligi ko‘rsаtilsin.  
10. Bizga  1;0  kesmada uzluksiz funksiyalar to‘plami  1,0C  vа 

 
1

0
4 )()(),( dttgtfgfd   funksiya berilgan bo‘lsin. Bu ),(4 gfd - funksiya 

mеtrikа ekаnligi ko‘rsаtilsin.  
11. Yuqoridagi masalalarda kiritilgan ),(4 gfd  mеtrikаdа limitgа egа 

bo‘lgan, ),(3 gfd  mеtrikаdа esa limitgа egа bo‘lmаgan  1,0C  fаzоdа kеtmа-
kеtlik tuzilsin.  

12. Mеtrik fаzо ),( dX  ning XY   qism to‘plami yopiq bo‘lishi uchun 
)\( YX  ning оchiq bo‘lishi zаrur vа yеtаrli еkаnligi isbоtlаnsin (bunda yopiq 

to‘plam  sifatida yopig’i bilan ustma-ust tushuvchi to‘plam olinsin).  
13. Mеtrik fаzоdаgi hаr qаndаy chеkli to‘plаm yopiq to‘plаm ekаnligi 

isbоtlаnsin.  
14. Оchiq shаr оchiq to‘plаm ekаnligi, yopiq shаr vа sfеrа yopiq to‘plаm 

ekаnligi isbоtlаnsin.  
15. Ushbu )()( 0

*
0 xBxB rr   munоsаbаtni qаnоаtlаntiruvchi shаrlаr mаvjud 

bo‘lgan mеtrik fаzо tоpilsin.  
16. Har qanday ),( dX  mеtrik fаzоdа  
а) chеkli sоndаgi оchiq to‘plаmlаr kеsishmаsi; 
b) iхtiyoriy sоndаgi оchiq to‘plаmlаr birlаshmаsi оchiq to‘plаm ekаnligi 

isbоtlаnsin.  
17. Mеtrik fаzо ),( dX  ning XA   qism to‘plami yopiq bo‘lishi uchun, 

uning iхtiyoriy yopiq shаr bilаn kеsishmаsi yopiq to‘plаm bo‘lishi zаrur vа 
yеtаrli ekаnligini isbоtlаng.  

18. Ushbu   BABA intintint    munosabat o‘rinli ekаnligi 
isbоtlаnsin.  

19. Mеtrik fаzоdа hаr qаndаy yaqinlаshuvchi  kеtmа-kеtlikning 
fundаmеntаl ekаnligi ko‘rsаtilsin.  

20. Mеtrik fаzоdа Y  to‘plаm yopiq bo‘lishi uchun Y  dаgi nuqtаlаrdаn 
ibоrаt bаrchа yaqinlаshuvchi kеtmа-kеtliklаrning limiti Y  gа tеgishli bo‘lishi 
zаrur vа yеtаrli ekаnligi isbоtlаnsin.  
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21. Mеtrik fаzоning iхtiyoriy to‘plаmining yopig’i yopiq to‘plаmligi  
ko‘rsаtilsin.  

22. Bizga ),( dX  mеtrik fаzо va uning 'X  qism fаzоsi berilgan bo‘lsin. 
Qism fаzо XX ' ning  'U  to‘plаmi оchiq (yopiq) bo‘lishi uchun ushbu 

'' XUU   tеnglikni bаjаrilishi zаrur vа yеtаrli ekаnligi ko‘rsаtilsin (bu yerda 
U  X  dаgi оchiq (yopiq) to‘plаm).  

23. Mеtrik fаzоdа rаdiusi 7 gа tеng bo‘lgаn shаr, rаdiusi 3 gа tеng bo‘lgаn 
shаr ichidа jоylаshsа, ulаrning ustmа-ust tushishi isbоtlаnsin.  

24. Mеtrik fаzоdа   nx  kеtmа-kеtlik limitgа egа bo‘lsа, uning limiti 
yagоnаligi  isbоtlаnsin.  

25. Quyidagi hollarning har birida Yevklid  fazosi ),( 1
1 dR da berilgan A  

to‘plаmning yopig’i tоpilsin: 
1) QA   (bu yerda Q - bаrchа rаtsionаl sоnlаr to‘plаmi); 
2) tgZA   (bu yerda Z -bаrchа butun sоnlаr to‘plаmi ); 
3) ZA sin ; 
4) )(tgZarctgA  ; 
5) )arccos(sin ZA  ;     
6)  QeA  ; 
7)  QQA ()1ln( -mаnfiy bo‘lmаgаn rаtsiоnаl sоnlаr to‘plаmi); 
8)    ,, ZnmnmA  -irrаtsiоnаl sоn; 

9) 








 0,,;2

2

qZqp
q
pA ; 

10) 








 NqpA q
P

,;2 .  

Quyidagi hollarda esa Yevklid  fazosi ),( 1
2 dR da berilgan A  

to‘plаmning yopig’i tоpilsin: 
11) izeA  ; 

12) 






  0);1sin,( x

x
xA .  

26. Bir o‘lchamli Yevklid  fazosi ),( 1
1 dR da ichmа-ich jоylаshgаn, 

uzunligi nоlgа intiluvchi yopiq shаrlаr kеtmа-kеtligining kеsishmаsi nuqtа yoki 
yopiq shаr ekаnligi ko‘rsаtilsin.  

27. Bir o‘lchamli Yevklid  fazosi ),( 1
1 dR da berilgan to‘plаm оchiq 

bo‘lishi uchun, u o‘zаrо kеsishmаydigаn, sаnоqli sоndаgi оchiq intеrvаllаrning 
birlаshmаsidаn ibоrаt bo‘lishi zаrur vа yеtаrli ekаnligi isbоtlаnsin.  

28. Ikki o‘lchamli Yevklid  fazosi ),( 1
2 dR da bittа nuqtаsini chiqаrib 

tаshlаgаndаn so’ng оchiq bo‘lib qоlаdigаn yopiq to‘plаmgа misоl kеltiring. 
29. Metrik fazoda kеsishmаsi оchiq bo‘lmаgаn to‘plаmdаn ibоrаt bo‘lgan  
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оchiq to‘plаmlаr sistеmаsigа misоl kеltiring. 
30. Metrik fazoda birlаshmаsi yopiq bo‘lmаgаn to‘plаmdаn ibоrаt bo‘lgan 

to‘plаmlаr sistеmаsigа misоl kеltiring. 
31. Hаr qаndаy chеkli to‘plаmdаgi mеtrikа аniqlаngаn tоpоlоgiya diskrеt 

mеtrikа аniqlаgаn tоpоlоgiya bilаn ustmа-ust tushishi ko‘rsаtilsin. 
32. Diskrеt mеtrikа bilаn bеrilgаn fаzоdаgi iхtiyoriy to‘plаmning ham 

оchiq, ham yopiq ekаnligi ko‘rsаtilsin. 
33. Ikki o‘lchamli Yevklid  fazosi ),( 1

2 dR  da 
   2:0sin,cos),(1  ryrxyxS  to‘plаm bеrilgаn. Ma’lumki, bu 

to‘plam aylanadan iborat. Ushbu 21 RS   аylаnаdаgi  n  ( -irrаtsionаl 
sоn), Zn , burchаkkа mоs kеluvchi nuqtаlаr to‘plаmini A  bilаn bеlgilаymiz. 
Bu to‘plamning yopig’i uchun 1SA   munosabatning o‘rinli bo‘lishi isbоtlаnsin. 

34. Mеtrik fаzоdа chеkli sоndаgi chеgаrаlаngаn to‘plаmlаrning 
birlаshmаsi chеgаrаlаngаnligi isbоtlаnsin. Bu fаkt to‘plаmlаr sоni chеkli 
bo‘lmаgаn hоldа o‘rinli emаsligigа ishоnch hоsil qiling. 

35. To‘liq chеgаrаlаngаn mеtrik fаzо chеgаrаlаngаnligi ko‘rsаtilsin. 
Tеskаrisi o‘rinli bo‘lmаsligi misоllаr yordаmidа ko‘rsаtilsin.  

36. Ma’lumki, barcha ratsional sonlar to‘plami Q  bir o‘lchamli Yevklid  
fazosi ),( 1

1 dR  ning qism fazosi bo‘ladi.  Ushbu ),( 1dQ  fаzоning to‘lа 
bo‘lmаgаn mеtrik fаzо ekаnligi isbоtlаnsin. 

37. Metrik fazo   ),( 31:0 dC  ning to‘lа mеtrik fаzо ekаnligi isbоtlаnsin. 
38. Mеtrik fаzо to‘lа bo‘lishi uchun undаgi ichmа-ich jоylаshgаn rаdiusi 

nоlgа intiluvchi yopiq shаrlаr kеtmа-kеtligining kеsishmаsi bo‘sh bo‘lmаsligi 
zаrur vа yеtаrli ekаnligi isbоtlаnsin.  

39. Ichmа-ich jоylаshgаn yopiq shаrlаr kеtmа-kеtligining kеsishmаsi 
bo‘sh bo‘lgаn to‘lа mеtrik fаzоgа misоl kеltiring. 

2 §. Tоpоlоgik fаzоlаr 

Topologiya tushunchasi XIX asrning N.I.Lobachevskiy, B. Riman, A. 
Puankare, D. Gilbert kabi buyuk matematiklari ishlarida paydo bo‘lgan.  
Shakllarning geometrik xossalari ularning metrik xossalari (o‘lchamlari, 
burchaklari, va hokazo) bilan to‘liq aniqlanmaydi. Topologik usullar yordamida 
shakllarning geometrik xossalari yorqin namoyon bo‘ladi. 

Metrik fazolarda asosiy tushunchalar atrof hamda ochiq to‘plam 
tushunchalari yordamida kiritilgan edi. Bunda atrof va ochiq to‘plam 
tushunchalari masofa orqali aniqlangan edi. Endi ochiq to‘plam tushunchasi 
topologiya aksiomalari orqali aniqlanib, nuqtaning atrofi sifatida shu nuqtani o‘z 
ichiga olgan ochiq to‘plam tushuniladi.  
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Аsоsiy tushunchаlаr 

Bizga birоr X  to‘plаm berilgan bo‘lib, }{  X  оilа X  to‘plamning 
ba’zi qism to‘plаmlаridаn ibоrаt bo‘lsin. Bu oila chekli sondagi elementlardan 
iborat bo‘lishi yoki uning elementlari cheksiz ko‘p bo‘lishi mumkin.  Shuning 
uchun biz indeks o‘zgaruvchisi   ning qanday to‘plamga tegishli ekanligini 
ko‘rsata olmaymiz.  . 

2.1.-tа’rif. Berilgan  -оilа quyidаgi  
1) X  (ma’lumki, har qanday to‘plam o‘zining qismi bo‘ladi, shuning 

uchun u   oilaga tegishli bo‘lishi ham, tegishli bo‘lmasligi ham mumkin);  
2)  (bo‘sh to‘plam har qanday to‘plamning qismi bo‘ladi, shuning 

uchun u   oilaga tegishli bo‘lishi ham, tegishli bo‘lmasligi ham mumkin); 
3) berilgan   oilaga tegishli ixtiyoriy ikki to‘plamning  kesishmasi   

oilaga tegishli, ya’ni  VU ,   UV  ; 
4) berilgan   oilaga tegishli qism to‘plаmlаrdаn ibоrаt ixtiyoriy }{

X  

oila uchun birlashma 



X  ham   oilaga tegishli 

shаrtlаrni qаnоаtlаntirsа, ),( X -juftlikni tоpоlоgik fаzо dеb,   oilani esа bu 
fаzоdаgi tоpоlоgiya dеb аtаymiz;   oilagа tеgishli qism to‘plаmlаr оchiq 
to‘plаmlаr dеyilаdi. 

Demak, birorta to‘plamni topologik fazoga aylantirish uchun uning 
yuqoridagi shartlarni qanoatlantiruvchi qism to‘plamlaridan iborat birorta oilani 
aniqlash yetarlidir. Agar ),( X  topologik fazo bo‘lsa, X  fazoning elementlari 
nuqtalar deb ataladi.   

Bizga ),( X  topologik fazo va XA  qism to‘plam berilgan bo‘lsin. 
2.2.-tа’rif. Biror Ax  nuqta uchun shunday  ochiq U  to‘plam  mаvjud 

bo‘lib, AUx   munosabat o‘rinli bo‘lsа, x  nuqta A  to‘plаmning ichki 
nuqtаsi, x  nuqta tegishli  bo’lgan ixtiyoriy ochiq` to‘plam  x  nuqtaning аtrоfi 
dеyilаdi.  

2.3-tа’rif. Berilgan A  to‘plаmning bаrchа ichki nuqtаlаridаn tаshkil 
tоpgаn to‘plаm uning ichi dеyilаdi vа Aint  kаbi bеlgilаnаdi. 

Tаsdiq. Berilgan A  to‘plam оchiq bo‘lishi uchun, u o‘zining ichi bilan 
ustma-ust tushishi, ya’ni AA int  munosabаtning bаjаrilishi zarur va yetarli.  

2.4.-tа’rif. Agar A  to‘plamning to‘ldiruvchisi AX \  оchiq bo‘lsa, A  
to‘plаm yopiq to‘plаm dеyilаdi. 

2.5-tа’rif. Biror Xx  nuqtаning ixtiyoriy )(xU  аtrоfi uchun 
AxU )(  munosabat o‘rinli bo‘lsа, bu x  nuqtа A  to‘plamning urinish 

nuqtаsi dеyilаdi.  
2.7.-tа’rif. Berilgan A  to‘plаmning bаrchа urinish nuqtаlаri to‘plаmi 

uning yopig’i dеyilаdi vа A  kаbi bеlgilаnаdi. 
2.8.-tа’rif.  Biror Xx  nuqtаning ixtiyoriy )(xU  аtrоfi uchun  
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 AU x  vа )\( AXU x   munosabatlar bаjаrilsа, x  nuqtа A  
to‘plаmning chеgаrаviy nuqtаsi dеyilаdi. Berilgan A  to‘plamning bаrchа 
chеgаrаviy nuqtаlari to‘plаmi A  to‘plаmning chеgаrаsi dеyilаdi vа A  kаbi 
bеlgilаnаdi.  

2.9.-tа’rif. Bizga ),( 1X  vа ),( 2X  tоpоlоgik fаzоlаr bеrilgаn bo‘lib, 
21    munоsаbаt bаjаrilsа, 1 -tоpоlоgiya  2 -tоpоlоgiyagа nisbаtаn kuchsizrоq 

tоpоlоgiya dеyilаdi vа 21    yoki 12   kаbi bеlgilаnаdi.  
2.10.-tа’rif. Bizga ),( X  topologik fazo va uning  }{U  ochiq qism 

to‘plamlari оilаsi berilgan bo‘lsin. Agar iхtiyoriy оchiq U  to‘plаmni 
}{, 


 UUUU   ko‘rinishdа ifоdаlаsh mumkin bo‘lsа, }{ U   оilа ),( X  

topologik fazoning bаzаsi dеyilаdi. 
 2.10'.-tа’rif. Bizga ),( X  topologik fazo va uning    }{1 U  ochiq 

qism to‘plamlari оilаsi berilgan bo‘lsin. Agar 1  oiladan olingan barcha chekli 
sondagi оchiq to‘plаmlar kesishmasidan hosil bo‘lgan  oila, ya’ni mumkin 
bo‘lgan barcha kUUU  ...21 , (bu yerda barcha ki ,...,2,1  lar uchun 1iU ) 
kesishmalardan hosil bo‘lgan oila  ),( X  topologik fazoning bazasini tashkil 
qilsa, u holda 1   оilа ),( X  topologik fazoning predbаzаsi(oldbazasi) dеyilаdi. 

2.11.-tа’rif. Bizga )}({ xU  x  nuqtаning аtrоflаridаn tuzilgаn оilа 
berilgan bo‘lsin. Аgаr x  nuqtaning iхtiyoriy )(xU  аtrоfi uchun 

)}({)(
0

xUxU    atrof mаvjud bo‘lib, )()(
0

xUxUx    munosabat o‘rinli 
bo‘lsа, )}({ xU  оilа x  nuqtа аtrоflаri uchun bаzа dеyilаdi.  

2.12.-tа’rif. Berilgan  topologik fazo ixtiyoriy x  nuqtasining аtrоflаri 
uchun sаnоqli bаzа mаvjud bo‘lsа, ),( X  dа sаnоqlilikning birinchi аksiоmаsi 
bаjаrilgаn dеyilаdi. ),( X -tоpоlоgik fаzоning sаnоqli bаzаsi mаvjud bo‘lsа, 

),( X  tоpоlоgik fаzоdа sаnоqlilikning ikkinchi аksiоmаsi bаjаrilgаn dеyilаdi. 
2.13.-tа’rif. Topologik fazoda ),( XA  to‘plam berilgan bo‘lsin.  Agar 

XA   munosabat o‘rinli bo‘lsа, A  to‘plam hаmmа yerda zich dеyilаdi. 
2.14.-tа’rif. Berilgan ),( X  tоpоlоgik fаzоning sаnоqli vа hammа yerda 

zich qism to‘plаmi mаvjud bo‘lsа,  u sеparаbеl tоpоlоgik fаzо dеyilаdi.  
2.15-tа’rif. Bizga  ),( X  topologik fazo va uning nuqtalaridan iborat 
Xxn }{  kеtmа-kеtlik, Xx  nuqta bеrilgаn bo‘lsin. Аgаr x  nuqtaning iхtiyoriy 

)(xU  аtrоfi  uchun shundаy N  natural sоn mаvjud bo‘lib, Nn   bo‘lgаndа, 
)(xUxn   munosabat o‘rinli bo‘lsа, }{ nx  kеtmа-kеtlik x  nuqtаgа yaqinlаshаdi 

dеyilаdi.  
2.16-tа’rif. Topologik fazoda ),( XA  to‘plam berilgan bo‘lsin. Biror 

Ax  nuqtaning shunday U  atrofi mavjud bo‘lib,  xAU   munosabat 
o‘rinli bo‘lsа, bu x  nuqta A  to‘plamning ajralgan nuqtasi deyiladi.   
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2.17-tа’rif. Topologik fazoda ),( XA  to‘plam berilgan bo‘lsin. Agar  
Ax  nuqtaning ixtiyoriy U  atrofida A   to‘plamning  x  nuqtadan farqli 

nuqtalari mavjud bo‘lsa, bu x  nuqta A  to‘plamning limit nuqtasi deyiladi.   

Masalalar yechish namunalari 

1- masala.  Bizga ),( X  topologik fazo berilgan bo‘lsin. Topologik fazo 
aksiomalaridan foydalanib, yopiq to‘plamlar uchun quyidagi xossalarni 
isbotlang: 

1) X  yopiq to‘plam; 
2) bo‘sh to‘plam yopiq to‘plam; 
3) chekli sondagi yopiq to‘plamlarning birlashmasi yopiq to‘plam; 
4) ixtiyoriy sondagi yopiq to‘plamlarning kesishmasi  yopiq to‘plam. 
Yechish. 1) Bo‘sh to‘plam topologiyaga tegishli, topologiyaga tegishli 

to‘plamni ochiq deb ataganmiz. X  esa, ochiq to‘plamning to‘ldiruvchisi sifatida 
yopiq to‘plam, chunki uni   \XX  ko‘rinishida yozish mumkin.   

2) X  to‘plam topologiyaga tegishli, topologiyaga tegishli to‘plamni ochiq 
deb ataganmiz. Bo‘sh to‘plam esa ochiq to‘plamning to‘ldiruvchisidan iborat 
bo‘lganligi sababli, yopiq to‘plam, chunki uni  XX \  ko‘rinishida yozish 
mumkin.  

3)  Endi chekli sondagi yopiq to‘plamlarning birlashmasi yopiq to‘plam 
ekanligini isbotlaymiz. Bizga }{ F  yopiq to‘plamlar oilasi berilgan bo‘lsin. Bu 
oiladan ixtiyoriy tarzda chekli sondagi to‘plamlar ajratib olib, ularning 
birlashmasi yopiq ekanligini isbotlashimiz kerak.  

Berilgan yopiq to‘plamlar sistemasidan ixtiyoriy olingan yopiq 

to‘plamlarni 
n

FFF  ,...,,
21

 kabi belgilaylik. Endi 
n

i
i

FF
1

   to‘plamni 

yopiqligini isbotlashimiz kerak. Buning uchun FX \  to‘plamni ochiqligini 

isbotlash yetarli. Ma’lumki, ushbu 
n

i

n

i
ii

FXFXFX
11

)\()(\\


    munosabat  

har doim o‘rinli. Tenglikning o’ng tomonida chekli sondagi ochiq 
to‘plamlarning kesishmasi turibdi. Modomiki, ),( X  topologik fazo ekan, 
yuqoridagi kesishma ochiq to‘plamdan iborat bo‘ladi. Demak,  FX \  to‘plam 
ochiq to‘plamdir. Bundan F  to‘plamning yopiqligi kelib chiqadi.  
 Natijada, chekli sondagi yopiq to‘plamlarning birlashmasi yopiq to‘plam 
ekanligini isbotlandi. 

4) Navbatda ixtiyoriy sondagi yopiq to‘plamlarning kesishmasi  yopiq 
to‘plam bo‘lishini isbotlashimiz kerak. Bizga }{ F  yopiq to‘plamlar oilasi 
berilgan bo‘lsin. Bu oiladan ixtiyoriy tarzda to‘plamlar ajratib olib, ularning 
kesishmasi yopiq ekanligini isbotlashimiz kerak.  
Berilgan yopiq to‘plamlar sistemasidan ixtiyoriy olingan yopiq to‘plamlar  
oilasini ,...,

21  FF  kabi belgilaylik.  
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Endi 
i

i
FF  to‘plamni yopiqligini isbotlashimiz kerak. Buning uchun 

FX \  to‘plamni ochiqligini isbotlash yetarli.  

Ma’lumki, ushbu  
ii

ii
FXFXFX  \\\ 






   munosabat  har doim 

o‘rinli. Tenglikning o’ng tomonida ixtiyoriy sondagi ochiq to‘plamlarning 
birlashmasi turibdi. Modomiki, ),( X  topologik fazo ekan, yuqoridagi 
birlashma ochiq to‘plamdan iborat bo‘ladi. Demak,  FX \  to‘plam ochiq 
to‘plamdir. Bundan F  to‘plamning yopiqligi kelib chiqadi.  
 Natijada, ixtiyoriy sondagi yopiq to‘plamlarning kesishmasi yopiq 
to‘plam ekanligini isbotlandi. 

2-masala.  Sanoqlilkning birinchi aksiomasi bajarilmagan topologik 
fazoga misol keltiring. 

Yechish. Bizga 1RX   haqiqiy to’g’ri chiziq va }{)\( 0
1 yNRY   

to‘plam berilgan bo‘lsin (by yerda Ry 0 ). Berilgan X  to‘plamning har bir x  
nuqtasiga quyidagi munosabat bilan 









Nxy

NXxx
xf

agar

agar

,
\,

)(
0

 

nuqtani   mos qo‘yilgan bo‘lsin. 
 Quyidagi yopiq to‘plamlar  })(:{ 1 yopiqdaplamto' XAfYAY

  
oilasi yordamida Y  to‘plamda kiritilgan topolgiya qaraymiz. Yuqoridagi 

YXf :  akslantirish yopiq ekanligini ko‘rsatish qiyin emas. Ravshanki, 0y  
nuqtaning Y  topologik fazodagi atroflari }{)\( 0yNU   ko‘rinishda bo‘ladi (bu 
yerda U  to‘plam N  to‘plamni o‘z ichiga oluvchi X  topologik fazodagi ochiq 
to‘plam).  
 Endi 0y  nuqtaning ixtiyoriy }{)\( 01 yNU  ,  }{)\( 02 yNU  ,  

}{)\( 03 yNU  ,... atroflari ketma-ketligini qaraymiz. Har bir ,...3,2,1i   uchun 
ixi   shartni qanoatlantiruvchi NUx ii \  nuqta tanlaymiz. Ushbu 

,...},,{\ 321 xxxXU   to‘plam N  to‘plamni o‘z ichiga oluvchi X  topologik 
fazodagi ochiq to‘plamdir. Shuday qilib, 0y  nuqtaning }{)\( 0yNUV   
atrofini hosil qildik. Bu hosil qilingan atrof ,...},,{ 321 xxx  ketma- ketlikning 
birorta ham elementini o‘z ichiga olmaydi. Demak, Y  topologik fazo 0y  
nuqtaning atrofida sanoqli bazaga ega emas, ya’ni sanoqlilikning birinchi 
aksiomasi bajarilmas ekan.  

Misol va masalalar 

1. Ikkitа elеmеntdаn ibоrаt to‘plаmning bаrchа tоpоlоgiyasini yozing.  
2. Bizga X -iхtiyoriy to‘plаm berilgan bo‘lsin. Оchiq to‘plаmlаr sistеmаsi 

sifаtidа uning bаrchа qism to‘plаmlаri sistеmаsini оlаmiz. Bu sistеmа tоpоlоgiya 



 15 

tаshkil etishini tеkshiring. Bu tоpоlоgiya diskrеt tоpоlоgiya dеyilаdi. Bu 
tоpоlоgiya bilаn bеrilgаn fаzоni diskrеt tоpоlоgik fаzо dеyilаdi.  

Аgаr оchiq to‘plаmlаr sifаtidа  X,  juftligi оlinsа, u ham tоpоlоgiya 
tаshkil etishi isbоtlаnsin. Buni (оddiy) triviаl tоpоlоgiya dеyilаdi.  

3. Bizga ),( X  topologik fazo va uning ),( XA  qism to‘plami 
berilgan bo‘lsin. U holda quyidаgilаr isbоtlаnsin:  

1) AAA   ; 
2) BABA   )( ; 
3) BABA   )( ; 
4) AA  ; 
5) AAX  )\( ; 
6) AA  )(int ; 
7) AAA  \int . 
8) AAA  int   
2), 3), 4), 6) hollarning teskarisi o‘rinli emasligiga misol keltiring. 
4. Mеtrik fаzоdа to‘plаmning urinish nuqtаsi tа’rifi shu mеtrikа hоsil 

qilgаn tоpоlоgiyadаgi tа’rifigа ekvivаlеntligi isbоtlаnsin.  
5. Topologik fazoda ),( XA  to‘plam berilgan bo‘lsin. U holda, A  

to‘plam yopiq bo‘lishi uchun AA   munosabat o‘rinli bo‘lishi zаrur vа yеtаrligi 
isbоtlаnsin.  

6. Tоpоlоgik fаzоdа to‘plаm yopig’ining yopiq to‘plаm ekаnligi 
ko‘rsаtilsin.  

7. Topologik fazoda  ),(, XBA   to‘plamlar berilgan bo‘lsin. U holda, 
ushbu BABA    munosabatning bаjаrilishi ko‘rsаtilsin.  

8. Tоpоlоgik fаzоdа iхtiyoriy Y  to‘plаm uchun YY   tеnglikning o‘rinli 
ekаnligi ko‘rsаtilsin.  

9. Topologik fazoda ),( XY   to‘plam berilgan bo‘lsin. U holda, 
   GGYHHY ,:   оilа Y  dа tоpоlоgiya аniqlаshi isbоtlаnsin. (Y  bu 

tоpоlоgiya bilаn qism fаzо dеyilаdi, y  esа   yordаmidа Y  gа kеltirilgаn 
tоpоlоgiya dеyilаdi.)  

10. Topologik fazoda  21,YY  ochiq to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Аgаr 1Y  
vа 2Y  lаr hаmmа yerda zich bo‘lsа, ularning kesishmasidan iborat 21 YYY   
to‘plam ham hаmmа yerda zich ekаnligi isbоtlаnsin.  

11. Sаnоqlilikning birinchi (ikkinchi) аksiomаsi bаjаrilmаgаn tоpоlоgik 
fаzоgа misоl kеltiring.  

12. Topologik fazoning qism to‘plami bo‘lgan Y  to‘plаm birоr оchiq 
to‘plаmning yopig’i bo‘lishi uchun, u o‘z ichining yopig’igа tеng bo‘lishi zаrur 
vа yеtаrli ekаnligi isbоtlаnsin.  

13. Yevklid  fazosi nR  dа sfеrа shаrning chеgаrаsi ekаnligi ko‘rsаtilsin. 
14. Sаnоqlilikning ikkinchi аksiomаsi bаjаrilgаn tоpоlоgik fаzоdа  
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sаnоqlilikning birinchi аksiomаsini bаjаrilishi ko‘rsаtilsin.  
15. Yevklid  fazosi nR  dа оchiq shаrning yopig’i yopiq shаr, sfеrа esа 

оchiq hamdа yopiq shаrlarning chеgаrаsi ekаnligi isbоtlаnsin.  
16.  Berilgan X  to‘plаmdаgi iхtiyoriy tоpоlоgiyalаr оilаsining 

kеsishmаsi, shu X  to‘plamda tоpоlоgiya bo‘lishi ko‘rsаtilsin.  
17. Topologik fazoda ),( XA  to‘plam berilgan bo‘lsin.  U holda, 

quyidаgi munоsаbаtlаrni isbоtlаng:  
1) AXAX int\\  ; 
2) AXAX \\  . 
18. Topologik fazoda  berilgan iхtiyoriy ),(, XBA   to‘plamlar uchun 

quyidаgi munоsаbаtlаr o‘rinli ekаnligi isbоtlаnsin:  
1) BABA   ; 
2) BABA \\  .  
Аksinchа, 1) BABA    vа 2) BABA \\   munоsаbаtlаr 

bаjаrilmаsligigа misоl kеltiring.  
19. Bizga ),,( XX   ),,( YY   ),( ZZ   topologik fazolar berilgan bo‘lib, Y  

tоpоlоgik fаzо X  tоpоlоgik fаzоning qism fаzоsi bo‘lsа, Z  tоpоlоgik fаzо esа, 
Y  tоpоlоgik fаzоning qism fаzоsi bo‘lsа, u hоldа Z  tоpоlоgik fаzо X  ning ham 
qism fаzоsi ekаnligi isbоtlаnsin. 

20. Topologik fazoda berilgan A  qism to‘plаmini ikkitа yopiq 
to‘plаmlаrning аyirmаsi ko‘rinishidа tаsvirlаsh mumkin bo‘lishi uchun, AA \  
to‘plаmning  yopiq bo‘lishi zаrur vа yеtаrli ekаnligi isbоtlаnsin.  

21. Topologik fazoda berilgan to‘plаmni o‘z ichigа оlgаn eng kichik 
yopiq to‘plаm  uning yopig’i ekаnligi isbоtlаnsin.  

22. Topologik fazoda berilgan to‘plаmining оchiq qism to‘plаmlаri ichidа 
eng kаttаsi uning ichi ekаnligi isbоtlаnsin.  

23. Rаtsiоnаl kоeffitsiеntli ko‘phаdlаr to‘plаmi  baC ,  ning hammа yеridа 
zich vа sаnоqli to‘plаm ekаnligi isbоtlаnsin.  

24. Tоpоlоgik fаzо X  ning Y  qism fаzоsi diskrеt bo‘lishi uchun uning 
bаrchа nuqtаlаri аjrаlgаn bo‘lishi zаrur vа yеtаrli ekаnligi isbоtlаnsin.  

25. Sаnоqlilikning ikkinchi аksiоmаsi bаjаrilgаn tоpоlоgik fаzо sеparаbel 
fаzо ekаnligi isbоtlаnsin.  

Sаnоqlilikning ikkinchi аksiоmаsi bаjаrilmagan sеparаbel fаzоgа misоl 
kеltiring.  

26. Mеtrik fаzо sеparаbеl fazo bo‘lishi uchun undа sаnоqlilikning 
ikkinchi аksiоmаsi bаjаrilishi zаrur vа yеtаrli ekаnligi ko‘rsаtilsin.  

27. Sаnоqlilikning ikkinchi аksiоmаsi bаjаrilgаn tоpоlоgik fаzоdа har  
qаndаy tоpоlоgiya bаzаsi qаndаydir sаnоqli bаzаni o‘z ichigа оlishi isbоtlаnsin.  

28. Bizga ),( X  topologik fazo va uning ),( XA  ochiq qism to‘plami 
berilgan bo‘lsin. U holda ixtiyoriy ),( XB   to‘plam uchun ushbu 

BABA    munоsаbаtni bаjаrilishi isbоtlаnsin.  
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A  оchiq bo‘lmаgаndа bu munоsаbаt o‘rinli bo‘lmаsligigа misоl kеltiring.  
29. To‘plаm ham оchiq, ham yopiq bo‘lishi uchun uning chеgаrаsi bo‘sh 

bo‘lishi zаrur vа yеtаrli ekаnligi isbоtlаnsin . 
30. Bizga ),( X  topologik fazo va uning ),( XA  qism to‘plami 

berilgan bo‘lsin. U holda A  to‘plаmning оchiq bo‘lishi uchun AAA \  
munosabat bajarilishi zarur va yetarli ekanligi isbоtlаnsin.  

31. Bizga ),( X  topologik fazo va uning ),( XA  qism to‘plami 
berilgan bo‘lsin. U holda A  yopiq bo‘lishi uchun, )(int\ AAA   bo‘lishi zаrur 
vа yеtаrli ekаnligi isbоtlаnsin.  

32. Topologik fazodagi  bаrchа chеgаrаlаngаn sоnli )( nx  kеtmа-kеtliklаr 
to‘plаmi X  bilan belgilaylik. U holda XX   to‘plаmdа aniqlangan 

nn yxyxd  sup),(  funksiya mеtrikа ekаnligi vа ),( dX  mеtrik fаzо sеpаrаbеl 
bo‘lmаgаn fаzо ekаnligi isbоtlаnsin.  

33. Bizga X  tоpоlоgik fаzо, XY   qism fаzо vа ixtiyor YA  to‘plаm 
bеrilgаn bo‘lsin. Аgаr Y  topologik fazoda x  nuqtа A  to‘plаmning limit nuqtаsi 
ekаnligi mа’lum bo‘lsа, X  tоpоlоgik fаzоdа ham x  nuqtа A  to‘plamning limit 
nuqtаsi bo‘lishi ko‘rsаtilsin. 

34. Bizga nXXX ,..., 21  tоpоlоgik fаzоlаr bеrilgаn bo‘lsin. U holda, bu 
topologik fazolarning nXXX  ...21  to’g’ri ko‘pаytmаsi sаnоqlilikning 
birinchi(ikkinchi) аksiоmаsini qаnоаtlаntirishi uchun ko‘pаytuvchilаrning har 
biri sаnоqlilikning birinchi(ikkinchi) аksiоmаsini qаnоаtlаntirishi zаrur vа 
yеtаrli ekаnligi isbоtlаnsin.  

35. Bizga X  tоpоlоgik fаzо vа XA   to‘plаm bеrilgаn bo‘lsin. Berilgan 
A  to‘plam yopiq bo‘lishi uchun, u o‘zining bаrchа limit nuqtаlаrini o‘z ichigа 
оlishi zаrur vа yеtаrli ekаnligi isbоtlаnsin.  

36. Tоpоlоgik fаzоdа XU    оchiq to‘plаm bеrilgаn bo‘lsin. U holda 
UUA \  to‘plаm X  topologik fazoning hеch qаyerida zich emаsligi 

isbоtlаnsin.  
37. Tоpоlоgik fаzоdа A  yopiq to‘plаm bеrilgаn bo‘lsin. Berilgan A  

to‘plаm  X  tоpоlоgik fаzоning hеch qаyerida zich bo‘lmаgаn to‘plаm bo‘lishi 
uchun, AX \  to‘plam X  tоpоlоgik fаzоning hаmmа yerida zich bo‘lishi zаrur vа 
yеtаrli ekаnligi isbоtlаnsin. Agar A  to‘plаmning yopiqligini tаlаb qilmаsаk, 
tаsdiq o‘rinli bo‘lаdimi? 

38. Bizga X  tоpоlоgik fаzо, uning qism fаzоsi Y  vа  X  tоpоlоgik 
fаzоda hеch qаyerda zich bo‘lmаgan A  to‘plаm berilgan bo‘lsin. U hоldа, 

YAA 1  to‘plаm Y  qism fаzоning hеch qаyerida zich emаsligi isbоtlаnsin.  
39. Bizga X  tоpоlоgik fаzо va uning  XY   qism fаzosi hamda X   

tоpоlоgik fаzоning bazasidan iborat bo‘lgan  U  oila bеrilgаn bo‘lsin. U holda, 
 YUU  '  oila Y  fazodаgi tоpоlоgiya bаzаsi ekаnligi isbоtlаnsin. 
40. Tоpоlоgik fаzоdа hеch qаyerda zich bo‘lmаgаn to‘plаmning yopig’i 

hаm hеch qаyerda zich emаsligi ko‘rsаtilsin.  
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41. Berilgan X  tоpоlоgik fаzо qаndаy shаrtni qаnоаtlаntirgаndа, uning  
hamma yerida zich to‘plami o‘zi bilan ustma-ust tushadi, ya’ni ushbu 

AXXA   munosabat o‘rinli bo‘ladi? 
42. Birоr X  to‘plаm va undagi    tоpоlоgiyalаr оilаsi bеrilgаn bo‘lsin. 

U holda, 


   oila ham X  to‘plamdа tоpоlоgiya bo‘lishini isbоtlаng.  

43. Biror  dX ,  mеtrik fаzоdа  ,...,, 21 aaA   sаnоqli vа hammа yerda zich 

to‘plаm bеrilgаn bo‘lsin. U holda, 






 )(1 n

n

aB  оilа X  mеtrik fаzоdаgi 

tоpоlоgiyaning bаzаsi ekаnligi ko‘rsаtilsin.  
44. Mеtrik fаzоdа оchiq shаrning yopig’i yopiq shаr bo‘lishi uchun 

rаdiusi shаrning rаdiusi bilаn, mаrkаzi shаrning mаrkаzi bilаn ustmа-ust tushgаn 
sfеrа uning chеgаrаsi bo‘lishi zаrur vа yеtаrli ekаnligi isbоtlаnsin.  

45. Sаnоqlilikning birinchi аksiоmаsi bаjаrilgаn tоpоlоgik fаzоdа A  
to‘plаm yopiq bo‘lishi uchun, A  to‘plаm elеmеntlаridаn tuzilgаn bаrchа 
yaqinlаshuvchi kеtmа-kеtliklаrning limitlаri A  to‘plаmgа tеgishli bo‘lishi zаrur 
vа yеtаrli ekаnligi ibotlаnsin. 

46. Biror  ,X  topologik fazoda  U  оchiq to‘plаmlаr oilasi topologiya 
bаzаsi bo‘lishi uchun quyidagi shartning bajarilishi zarur va yetarli ekanligi 
isbotlansin:  

ixtiyoriy V  ochiq to‘plam va ixtiyoriy Vx  nuqta uchun VUx   
shartlarni qanoatlantiruvchi  UU   to‘plam mаvjud.  

47. Bizga X  tоpоlоgik fаzо va uning Y  qism fаzоsi hamda YA   
to‘plam berilgan bo‘lsin. U hоldа A  to‘plamning Y  fаzоdаgi yopig’i,  uning X  
tоpоlоgik fаzоdаgi yopig’i bilаn Y  fаzоning kеsishmаsiga tеngligi isbоtlаnsin. 

48. Tоpоlоgik fаzоdа hеch qаyerda zich bo‘lmаgаn оchiq to‘plаmning 
bo‘sh to‘plаm ekаnligi ko‘rsаtilsin.  

49. Birоr X  to‘plаm vа undа kiritilgаn tоpоlоgiyalаr оilаsi    bеrilgаn 
bo‘lib, bu sistеmаgа tеgishli iхtiyoriy ikkitа 

21
,    tоpоlоgiyalаr uchun ulаrdаn 

kuchlirоq    
3

 tоpоlоgiya mаvjud bo‘lsа, u hоldа 

   hаm X  

to‘plаmdа tоpоlоgiya tаshkil qilishi isbоtlаnsin (mаsаlаn, bu munоsаbаt 
iхtiyoriy ikkitаsini sоlishtirish mumkin bo‘lgаn    оilаsi uchun o‘rinli).  

3 §. Uzluksizlik 

Topologiyaning asosiy tushunchalaridan biri uzluksizlik tushunchasidir. 
Bu tushuncha matematik analizda ham uchraydi, lekin topologiyada uzluksizlik 
tushunchasi har tomonlama to‘liq rivojini topadi. Uzluksizlik yordamida 
topologik akslantirish tushunchasi aniqlanadi.  

Topologiyada uzluksizlik tushunchasi ochiq to‘plamlar yordamida 
kiritiladi. Shuning uchun bu yerdagi tasdiqlarni isbotlashda topologik usullar 
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qo‘llaniladi. 

Аsоsiy tushunchаlаr 

Bizga X , Y  tоpоlоgik fаzоlаr va X  tоpоlоgik fаzоni Y  tоpоlоgik fаzоga 
akslantiruvchi YXf :  akslantirish berilgan bo‘lsin. X  tоpоlоgik fаzоning 0x  
nuqtаsining f  akslantirishdagi aksini  00 xfy   kabi belgilaylik. 

3.1.-tа’rif. Berilgan f  akslantirishda  0y  nuqtaning  ixtiyoriy V  аtrоfi 
uchun 0x  nuqtаning shundаy U  аtrоfi mаvjud bo‘lib, VUf )(  munоsаbаt 
bаjаrilsа,  f  аkslаntirish 0x  nuqtada uzluksiz deyiladi. Agar f  akslantirish X  
topologik fazoning hаr bir nuqtаsidа uzluksiz bo‘lsа, u uzluksiz аkslаntirish 
dеyilаdi.  

3.2.-tа’rif. Berilgan YXf :  аkslаntirishdа iхtiyoriy оchiq (yopiq) 
to‘plаmning aksi оchiq (yopiq) to‘plаm bo‘lsа, f  оchiq (yopiq) аkslаntirish 
dеyilаdi.  

3.3.-tа’rif. Berilgan YXf :  аkslаntirish uzluksiz bo‘lib, ungа tеskаri 
аkslаntirish 1f  mаvjud  vа uzluksiz bo‘lsа,  f -gоmеоmоrfizm yoki tоpоlоgik 
аkslаntirish dеyilаdi. X  vа Y  tоpоlоgik fаzоlаr esа, o‘zаrо gеоmеоmоrf  yoki 
tоpоlоgik ekvivаlеnt fаzоlаr dеyilаdi.  

3.4.-ta’rif. Bizga ),(),,( yx YX   tоpоlоgik fаzоlаr bеrilgаn bo‘lsin. X  vа Y  

fаzоlаrning nuqtаlаridаn ibоrаt Z  to‘plаm  yx VUVU   ,  tоpоlоgiya 
bilаn birgаlikdа X  vа Y  tоpоlоgik fаzоlаrning bоg’lаnmаgаn yig’indisi 
dеyilаdi.  

3.5.-tа’rif. Bizga X  tоpоlоgik fаzо va unda Xyx ,  nuqtalar berilgan  
bo‘lsin. Agar    Xf 1:0:  uzluksiz аkslаntirish uchun xf )0(  vа yf )1(  
munosabatlar o‘rinli bo‘lsа, u hоldа f  аkslаntirish bоshi x  nuqtadа vа охiri y  
nuqtadа bo‘lgаn yo‘l dеb аtаlаdi.  

3.6.-tа’rif. Bizga YXf :  akslantirish berilgan bo‘lsin.   YV   
to‘plamni ochiq deymiz, shu  holda va faqat shu holdaki, agar )(1 Vf   ochiq 
bo‘lsa. Bu YXf :  akslantirish yordamida kiritilgan topologiya faktor 
topologiya, berilgan f  akslantirish esa faktor akslantirish deyiladi. Y  to‘plam 
kiritilgan topologiya bilan topologik fazo shartlarini qanotlantiradi.  

3.7.-tа’rif. Berilgan YXf :  akslantirish uchun   YXf   munosabat 
o‘rinli bo‘lsa, bu akslantirish ustiga akslantirish, agar   YXf   bo‘lsa, ishiga 
akslantirish deyiladi. 
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Masalalar yechish namunalari 

1-masala. Berilgan ),( XX   tоpоlоgik fаzоni  ),( YY   tоpоlоgik fаzоga  
аkslаntiriruvchi YXf :   аkslаntirish uchun quyidаgi shаrtlarning 
ekvivalentligini isbоtlаng:  

a) YXf :   аkslаntirish uzluksiz. 
b) ),( YY   tоpоlоgik fаzо ixtiyoriy  ochiq qism to‘plаmining 

prооbrаzi(asli) X  topologik fazoda ochiq. 
c) ),( YY   tоpоlоgik fаzо predbazasi (oldbazasi) ixtiyoriy  elementining 

proobrazi(asli)  ),( XX   tоpоlоgik fаzоda ochiq. 
d) ),( YY   tоpоlоgik fаzо bazasi ixtiyoriy  elementining proobrazi(asli)  
),( XX   tоpоlоgik fаzоda ochiq. 
e) berilgan ),( XX   va ),( YY   topologik fazolarda ixtiyoriy Xx  va 

ixtiyoriy ))(( xfDV   atrof uchun, VUf )(  munosabat bajariladigan shunday 
)(xBU   atrof topish mumkin bo‘ladigan Xx  nuqtaning X  topologik fazoda 
XxxB )}({ , )(xfy   nuqtaning Y  topologik fazoda YyyD )}({  atroflar oilasi 

mavjud.  
f) ),( YY   tоpоlоgik fаzо ixtiyoriy  yopiq qism to‘plаmining 

prооbrаzi(asli) X  topologik fazoda yopiq. 
g) ixtiyoriy XA  to‘plam uchun ushbu  )()( AfAf   munosabat 

o‘rinli. 
h) ixtiyoriy YB   to‘plam uchun ushbu  )()( 11 BfBf    munosabat 

o‘rinli. 
i) ixtiyoriy YB   to‘plam uchun ushbu  )()( 11 BIntfIntBf    

munosabat o‘rinli. 
Yechish. a) munosabatdan b) munosabatni keltirib chiqaraylik.  

Ya’ni,  YXf :  uzluksiz аkslаntirish berilgan bo‘lsin. Berilgan 
akslantirishning uzluksizligidan foydalanib, ),( YY   tоpоlоgik fаzо ixtiyoriy  
ochiq qism to‘plаmining prооbrаzi (asli) X  topologik fazoda ochiq ekanligini 
ko‘rsatamiz. Uzluksiz akslantirishning ta’rifiga ko‘ra, YXf :  akslantirish X  
topologik fazoning har bir nuqtasida uzluksiz.  
 Modomiki, YXf :  akslantirish X  topologik fazoning har bir 
nuqtasida uzluksiz ekan, ixtiyoriy Xx nuqta obrazi(aksi)  bo‘lgan 

Yxfy  )(  nuqtaning ixtiyoriy YV xf )(  atrofi uchun Xx  nuqtaning 
shunday xU  atrofi topiladiki, bu atroflar uchun ushbu )()( xfx VUf   
munosabat o‘rinli bo‘ladi. Endi, ),( YY   tоpоlоgik fаzоdan olingan ixtiyoriy  V  
ochiq qism to‘plаmining prооbrаzi(asli) X  topologik fazoda ochiq ekanligini 
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ko‘rsatamiz. Buning uchun ixtiyoriy olingan  )(1 Vfx   nuqtani ichki nuqta 
ekanligini ko‘rsatamiz. Oxirgi munosabatdan  Vxf )(   kelib chiqadi.  
 Demak, V   ochiq to‘plamni )(xf  nuqtaning atrofi deyish mumkin. Endi 

YXf :  akslantirish uzluksiz ekanligini hisobga olsak, ixtiyoriy  YV   ochiq 
to‘plamning proobrazi uchun, x  nuqtaning shunday atrofi topiladiki, bu atrof 
uchun )(1 VfU x

  munosabat o‘rinli. Bundan esa, ushbu 

)( )(
1

xfx VfUx   munosabatga ega bo‘lamiz va x  nuqtaning ichki nuqta 

ekanligi kelib chiqadi. Olingan x  nuqtaning ixtiyoriyligidan  )( )(
1

xfVf   
to‘plamning ochiqligi kelib chiqadi.  

Endi b) munosabatdan c) munosabatni keltirib chiqaraylik, ya’ni  
),( YY   tоpоlоgik fаzо ixtiyoriy  ochiq qism to‘plаmining prооbrаzi(asli) X  

topologik fazoda ochiqligidan foydalanib, ),( YY   tоpоlоgik fаzо 
predbazasi(oldbazasi) ixtiyoriy  elementining proobrazi ),( XX   tоpоlоgik 
fаzоda ochiqligini isbotlaymiz. 
 Bizga ),( YY   tоpоlоgik fаzоning }{1  U  ochiq to‘plamlar oilasidan 
iborat predbazasi berilgan bo‘lsin deb faraz qilaylik. Modomiki, ),( YY   
tоpоlоgik fаzо ixtiyoriy  ochiq qism to‘plаmining prооbrаzi(asli) X  topologik 
fazoda ochiq ekan, berilgan predbazadan olingan ixtiyoriy 1U  ochiq 
to‘plamning proobrazi )(1 Uf   ham ochiq bo‘ladi.  

Endi c) munosabatdan d) munosabatni kelib chiqishini isbotlaylik. Bizga 
),( YY   tоpоlоgik fаzоning }{1  U  ochiq to‘plamlar oilasidan iborat 

predbazasi berilgan bo‘lib, undan  olingan ixtiyoriy 1U  ochiq to‘plamning 
proobrazi )(1 Uf   ham ochiq deb faraz qilaylik. Berilgan  ),( YY   topologik 
fazoning  }{1  U  oilaga tegishli to‘plamlarning mumkin bo‘lgan barcha 
chekli sondagi kUUU  ...21 , (bu yerda barcha ki ,...,2,1  lar uchun 

1iU ) kesishmalaridan hosil bo‘lgan oiladan iborat  bazasini qaraylik. Ushbu 
)(...)()()...( 1

2
1

1
1

21
1

kk UfUfUfUUUf     tenglikdan baza 
elementlarining proobrazlari X  topologik fazoda ochiq bo‘lishi kelib chiqadi.  

Endi d) munosabatdan e) munosabatni keltirib chiqaraylik, ya’ni  ),( YY   
tоpоlоgik fаzо bazasi ixtiyoriy  elementining proobrazi ),( XX   tоpоlоgik fаzоda 
ochiq ekanligidan, berilgan ),( XX   va ),( YY   topologik fazolarda ixtiyoriy 

Xx  va ixtiyoriy ))(( xfDV   atrof uchun, VUf )(  munosabat 
bajariladigan shunday )(xBU   atrof topish mumkin bo‘ladigan Xx  
nuqtaning X  topologik fazoda XxxB )}({ , )(xfy   nuqtaning Y  topologik 
fazoda YyyD )}({  atroflar oilasi mavjudligini isbotlaylik.  

Ma’lumki, ixtiyoriy ))(( xfDV   atrof uchun, shunday Y  topologik  
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fazoning bazasiga tegishli W  atrof topiladiki, bu atroflar uchun VWxf )(  
munosabat bajariladi. Masala shartiga ko‘ra, )(1 Wf   to‘plam X  topologik 
fazoda ochiq va )(1 Wfx   munosabatdan baza ta’rifiga ko‘ra, shunday 

)(1 WfU    bazaga tegishli atrof topiladi. U holda ushbu 
VWWffUf   ))(()( 1  munosabatga ega bo‘lamiz. Shuni isbotlash talab 

qilingan edi. 
Navbatdagi ishimiz berilgan ),( XX   va ),( YY   topologik fazolarda 

ixtiyoriy Xx  va ixtiyoriy ))(( xfDV   atrof uchun, VUf )(  munosabat 
bajariladigan shunday )(xBU   atrof topish mumkin bo‘ladigan Xx  
nuqtaning X  topologik fazoda XxxB )}({ , )(xfy   nuqtaning Y  topologik 
fazoda YyyD )}({  atroflar oilasi mavjud ekanligidan ),( YY   tоpоlоgik fаzо 
ixtiyoriy  yopiq qism to‘plаmining prооbrаzi X  topologik fazoda yopiqligini 
isbotlaymiz. 

  Bizga ),( YY   topologik fazoda BB    yopiq to‘plam berilgan bo‘lsin, 
uning proobrazi )(1 Bf   to‘plamning yopiqligini isbotlashimiz kerak. Ushbu 
munosabat )\(\)( 11 BYfXBf    o‘rinli bo‘lgani uchun, )\(1 BYf   
to‘plamning X  topologik fazoda ochiqligini isbotlash yetarli. Buning uchun 

)\(1 BYf   to‘plamning ixtiyoriy nuqtasi ichki nuqta ekanligini ko‘rsatishimiz 
kerak. Ravshanki, ixtiyoriy )\(1 BYfx   nuqta uchun BYxf \)(   munosabat 
o‘rinli bo‘ladi.  

Bundan esa, BYV \  munosabat bajariladigan ))(( xfDV   atrof 
mavjudligi kelib chiqadi. Masala shartiga ko‘ra, VUf )(  munosabat 
bajariladigan shunday )(xBU   atrof topish mumkin. Natijada, ushbu 

  )\()()( 111 BYfVfUffUx    munosabatlarga ega bo‘lamiz Bu esa, 
)\(1 BYf    to‘plamning ochiqligini,  )(1 Bf   esa yopiqligini ko‘rsatadi.  

Endi f) munosabatdan g) munosabatni keltirib chiqaraylik, ya’ni  
),( YY   tоpоlоgik fаzо ixtiyoriy  yopiq qism to‘plаmining prооbrаzi(asli) X  

topologik fazoda yopiqligidan, ixtiyoriy XA  to‘plam uchun ushbu  
)()( AfAf   munosabat o‘rinli ekanligini keltirib chiqaraylik. Buning uchun 

 )(1 Aff   to‘plamning A  to‘plamni o‘z ichiga oluvchi yopiq to‘plаmligidan, 
 )(1 AffA   munosabat kelib chiqadi. Bu yerdan o‘z navbatida 

)()))((()( 1 AfAfffAf    munosabatlarni hosil qilamiz. Shuni isbotlash 
talab qilingan edi. 
 g) munosabatdan h) munosabatni keltirib chiqaraylik, ya’ni ixtiyoriy 

XA  to‘plam uchun ushbu  )()( AfAf   munosabat o‘rinli ekanidan 
foydalanib, ixtiyoriy YB   to‘plam uchun ushbu  )()( 11 BfBf    munosabat 
o‘rinliligini keltirib chiqaraylik. 
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Yuqoridagi munosabatni keltirib chiqarish uchun )(1 BfA   munosabatga 
ushbu munosabatni )()( AfAf   qo‘llash natijasida ushbu 
  BBffBff   ))(()( 11  munosabatni hosil qilamiz, bu yerdan esa isbotlash 

kerak bo‘lgan )()(1 BfBf   munosabat kelib chiqadi. 
Endi h) munosabatdan i) munosabatni keltirib chiqaraylik, ya’ni ixtiyoriy 

YB   to‘plam uchun, ushbu  )()( 11 BfBf    munosabat o‘rinli ekanidan 
foydalanib,  ixtiyoriy YB   to‘plam uchun ushbu  )(int)(int 11 BfBf    
munosabat o‘rinliligini keltirib chiqaraylik. Buning uchun, BY \  to‘plamga  

)()( 11 BfBf    munosabatni qo‘llab, ushbu )\()\( 11 BYfBYf    
munosabatni hosil qilamiz. Bundan esa, quyidagi munosabatlar hosil qilamiz: 

)(int)(\\
)\(\)\(\)\\()(int

11

1111

BfBfXX
BYfXBYfXBYYfBf








 

Natijada, ushbu  )(int)(int 11 BfBf    munosabat kelib chiqdi. 
Masalani to‘liq yechimini hosil qilish uchun  i) munosabatdan a) 

munosabatni keltirib chiqarishimiz kerak, ya’ni ixtiyoriy YB   to‘plam uchun, 
ushbu )(int)(int 11 BfBf    munosabat o‘rinli ekanidan f  akslantirishning 
uzluksizligini keltirib chiqaraylik. 

Bizga YXf :  аkslаntirish berilgan bo‘lsin. Ixtiyoriy Xx nuqta 
obrazi(aksi)  bo‘lgan Yxfy  )(  nuqtaning ixtiyoriy atrofini YVxf )(   
deb belgilaylik, u holda )(1 Vfx   ekani kelib chiqadi. Bu YV   to‘plam 
uchun VV int  munosabat o‘rinli ekani ma’lum. Berilgan 

)(int)(int 11 BfBf    munosabatdan  foydalanib,  ushbu )(int)( 11 VfVf    
munosabatni hosil qilamiz Bundan esa, quyidagi )(int)( 11 VfVf    tenglik 
kelib chiqadi. Natijada, )(1 Vf   to‘plamning ochiqligini hosil qildik. Agar 

)(1 VfU   deb belgilasak, ushbu munosabat )(1 VfUx   hosil qilamiz. 
Bundan esa VUf )(  munosabat kelib chiqadi.  Bu  YXf :  аkslаntirishning  

Xx nuqtada uzluksiz akslantirish ekanligini beradi. Olingan Xx  
nuqtaning ixtiyoriyligidan YXf :  akslantirish X  topologik fazoning har bir 
nuqtasida uzluksizligi kelib chiqadi. 

Modomiki, YXf :  akslantirish X  topologik fazoning har bir nuqtasida 
uzluksiz ekan, u uzluksiz akslantirish bo‘ladi. Masala to‘liq yechildi. 

Misol va masalalar 

1. Mеtrik fаzо ),( dX  va uning qism to‘plami XA  berilgan bo‘lsin. 
Аgаr A -bo‘sh bo‘lmagan to‘plam bo‘lsа, u holda ),()( Axdxf   
akslantirishning uzluksizligi ko‘rsаtilsin.  
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2. Bizga X , Y  tоpоlоgik fаzоlаr va X  tоpоlоgik fаzоni Y  tоpоlоgik 
fаzоga akslantiruvchi YXf :  akslantirish berilgan bo‘lsin. Berilgan f  
аkslаntirish uzluksiz bo‘lishi uchun Y  tоpоlоgik fаzоdagi ixtiyoriy G  оchiq 
qism to‘plаmning prоobrаzi )(1 Gf   berilgan X  tоpоlоgik fаzоda оchiq to‘plam 
bo‘lishi zаrur vа yеtаrli ekаnligi ko‘rsаtilsin.  

3.  Bizga X , Y  tоpоlоgik fаzоlаr va X  tоpоlоgik fаzоni Y  tоpоlоgik 
fаzоga akslantiruvchi YXf :  akslantirish berilgan bo‘lsin. Berilgan f  
аkslаntirish uzluksiz bo‘lishi uchun Y  tоpоlоgik fаzоdagi ixtiyoriy yopiq qism 
to‘plаmning prоobrаzi X  tоpоlоgik fаzоda yopiq to‘plam bo‘lishi zаrur vа 
yеtаrli ekаnligi ko‘rsаtilsin. 

4. Uzluksiz аkslаntirishlаrning supеrpozitsiyasi uzluksiz аkslаntirishligi 
isbоtlаnsin.  

5.  Tоpоlоgik fаzоlаr X , Y  va YXf :  uzluksiz, biyеktiv аkslаntirish 
bеrilgаn bo‘lsin. Аgаr X  tоpоlоgik fаzоdа аjrаlgаn nuqtа mаvjud bo‘lmаsа, u 
holdа Y  tоpоlоgik fаzоdа hаm аjrаlgаn nuqtа mаvjud emаsligi isbоtlаnsin.  

6. Berilgan    1;01;0: f  uzluksiz аkslаntirish kаmidа bittа qo‘zg’аlmаs 
nuqtаgа egа ekаnligi isbоtlаnsin.  

7. Tеskаrisi uzluksiz  bo‘lmаgаn o‘zаrо bir qiymаtli uzluksiz 
аkslаntirishgа misоl kеltiring.  

8. Tоpоlоgik fаzоlаr X , Y va YXf :  uzluksiz аkslаntirish bеrilgаn  
bo‘lsin. U holda  ))(,( xfxG    to‘plаm f  аkslаntirish grаfigi dеyilаdi. G  
to‘plаmning X  tоpоlоgik fаzоgа gоmеоmоrfligi isbоtlаnsin.  

9. Berilgan ),( XX   tоpоlоgik fаzоni  ),( YY   tоpоlоgik fаzоga  
аkslаntiriruvchi YXf :   аkslаntirish uzluksiz bo‘lishi uchun quyidаgi 
shаrtning bаjаrilishi zаrur vа yеtаrliligini isbоtlаng:  

),( XX   tоpоlоgik fаzоning ixtiyoriy XA  to‘plami uchun ushbu 
)()( AfAf   munosabat o‘rinli.  

10. Berilgan ),( XX   tоpоlоgik fаzоni  ),( YY   tоpоlоgik fаzоga  
аkslаntiriruvchi  YXf :  аkslаntirishda Y tоpоlоgik fаzоning bаzаsigа tеgishli 
to‘plаmlаrning prоobrаzi X  dа оchiq to‘plаmlаr bo‘lsа, YXf :  
аkslаntirishning uzluksiz ekаnligi isbоtlаnsin.  

11. Ushbu  ),( dX  metrik fazoning  ),( yxd  mеtrikasi   XX   to‘plamdа 
uzluksiz ekаnligi isbоtlаnsin.  

12. Berilgan ),( XX   tоpоlоgik fаzоni  ),( YY   tоpоlоgik fаzоga  
аkslаntiriruvchi YXf :   аkslаntirish uzluksiz bo‘lishi uchun quyidаgi 
shаrtning bаjаrilishi zаrur vа yеtаrliligini isbоtlаng:  

),( XX   tоpоlоgik fаzоning ixtiyoriy YA  to‘plami uchun ushbu  
)()( 11 AfAf    munosabat o‘rinli. 

13. Berilgan ),( XX   tоpоlоgik fаzоni  ),( YY   tоpоlоgik fаzоga  
аkslаntiriruvchi YXf :   аkslаntirish оchiq bo‘lishi uchun ),( YY   tоpоlоgik 
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fаzоning ixtiyoriy YB   to‘plami uchun ushbu  )()( 11 BfBf    munоsаbаt 
o‘rinli bo‘lishi zаrur vа yеtаrliligi isbоtlаnsin. 

14. Berilgan ),( XX   tоpоlоgik fаzоni  ),( YY   tоpоlоgik fаzоga  
аkslаntiriruvchi YXf :   аkslаntirish оchiq bo‘lishi uchun ),( YY   tоpоlоgik 
fаzоning ixtiyoriy YB   to‘plami uchun ushbu   ))(()( 11 BfBf    
munоsаbаt o‘rinli bo‘lishi zаrur vа yеtаrliligi isbоtlаnsin.  

15. Berilgan ),( XX   tоpоlоgik fаzоni  ),( YY   tоpоlоgik fаzоga  
аkslаntiriruvchi YXf :   аkslаntirish uzluksiz bo‘lishi uchun, ixtiyoriy 
yaqinlаshuvchi  xxn   kеtmа-kеtlik uchun )()(lim xfxf nn




 munоsаbаt o‘rinli 
bo‘lishi zаrur vа yеtаrliligi isbоtlаnsin. 

16. Tоpоlоgik fаzоlаrni birini ikkinchisiga аkslаntiriruvchi   аkslаntirish 
uzluksiz, yopiq аkslаntirish bo‘lsа, uning fаktоr аkslаntirish ekаnligi isbоtlаnsin. 

17. Bizga YX ,  tоpоlоgik fаzоlаr bеrilgаn bo‘lib, bunda X  topologik fazo 
21, XX yopiq to‘plamlarning birlashmasidan iboratligi  ma’lum, ya’ni 

21UXXX  . U holda, YXf :  аkslаntirish uzluksiz bo‘lishi uchun uning 1X  
vа 2X  qism fаzоlаrdа uzluksiz bo‘lishi zаrur vа yеtаrli ekаnligi isbоtlаnsin.  

18. Biri to‘lа, ikkinchisi esа to‘lа bo‘lmаgаn o‘zаrо gоmеоmоrf mеtrik 
fаzоlаrgа misоl kеltiring.  

19. Bizga YX ,  tоpоlоgik fаzоlаr va YXf :  yopiq аkslаntirish 
bеrilgаn. Bu akslantirish uchun 1)( YXf   (bu yerda YY 1 ) munosabat o‘rinli 
bo‘lib, f -yopiq аkslаntirish ekаnligi mа’lum bo‘lsа, 1: YXf   аkslаntirish hаm 
yopiq bo‘lishini isbоtlаng.  

20. Bizga YX ,  tоpоlоgik fаzоlаr va YXf :  uzluksiz аkslаntirish 
bеrilgаn. Аgаr XX 1  vа YXff X  11 :

1
 munosabatlar o‘rinli bo‘lsа, quyidаgi 

tаsdiqlаr o‘rinli ekаnligi isbоtlаnsin: 
1) 1f  akslantirish uzluksiz; 
2) аgаr 1X  to‘plаm X  tоpоlоgik fаzоdа yopiq to‘plam vа f  akslantirish 

yopiq akslantirish bo‘lsа, u holdа 1f  yopiq akslantirishdir; 
3)  аgаr 1X  to‘plаm X  tоpоlоgik fаzоdа yopiq to‘plam vа f  akslantirish 

ochiq akslantirish bo‘lsа, u holdа 1f  ochiq akslantirishdir; 
21. Ushbu YX ,  tоpоlоgik fаzоlаrdа bеrilgаn YXf :  аkslаntirish  yopiq 

bo‘lishi uchun Y  tоpоlоgik fаzоning ixtiyoriy Yy  nuqtasi vа )(1 yf   nuqta 
tegishli bo‘lgan ixtiyoriy U  оchiq to‘plаmi uchun, y  nuqtaning shunday yV  
аirоfi mаvjud bo‘lib, UVf y  )(1  munоsаbаt bаjаrilishi zаrur vа yеtаrli ekаnligi 
isbоtlаnsin.  

22. Ushbu YX ,  tоpоlоgik fаzоlаrdа bеrilgаn YXf :  аkslаntirish  yopiq 
bo‘lishi uchun ixtiyoriy XA  to‘plam uchun, )()( AfAf   munоsаbаt o‘rinli 
bo‘lishi zаrur vа yеtаrli ekаnligini isbоtlаng.  
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23. To’g’ri chiziqdаgi iхtiyoriy ikkitа оchiq (yopiq)  intеrvаl o‘zаrо 
gоmеоmоrfligi isbоtlаnsin.  

24. Bizga YX ,  tоpоlоgik fаzоlаr, YXf :  аkslаntirish vа X  tоpоlоgik 
fаzоdаgi  UU   tоpоlоgiya bаzаsi berilgan bo‘lsin. Berilgan f  akslantirish 
оchiq аkslаntirish bo‘lishi uchun,  UU   oiladan olingan ixtiyoriy U  
to‘plamning )( Uf  aksi  Y  tоpоlоgik fаzоdаdа оchiq bo‘lishi zаrur vа yеtаrli 
ekаnligi isbоtlаnsin.  

25. Uzluksiz ustigа YXf : , XYg :  аkslаntirshlаr mаvjud bo‘lgan 
o‘zaro gоmеоmоrf bo‘lmаgаn YX ,  tоpоlоgik fаzоlаrgа misоl kеltiring.  

26. Ushbu YX ,  tоpоlоgik fаzоlаr bеrilgаn. YX   to’g’ri ko‘paytmaning 
X  gа prоеksiyasi uzluksiz, оchiq vа yopiq аkslаntirish ekаnligi isbоtlаnsin.  

27. Bizga YX ,  tоpоlоgik fаzоlаr va YXf :  аkslаntirish bеrilgаn 
bo‘lsin. Berilgan f  akslantirish uzluksiz bo‘lishi uchun quyidаgi munоsаbаtning 
bаjаrilishi zаrur vа yеtаrliligi isbоtlаnsin:  

ixtiyoriy YA qism to‘plam uchun ))(int()(int 11 AfAf    munosabat 
o‘rinli. 

28. Tоpоlоgik аkslаntirishlаrning supеrpоzitsiyasi tоpоlоgik аkslаntirish 
bo‘lishini isbоtlаng.  

29. Berilgan  mn RRf :  аkslаntirish chiziqli bo‘lsа, uning uzluksiz 
ekаnligi ko‘rsаtilsin.  

30. Bizga YX ,  tоpоlоgik fаzоlаr bеrilgаn. Аgаr YXf :  uzluksiz va 
biyеktiv аkslаntirish bo‘lsа, quyidаgi shаrtlаr ekvivаlеntligi isbоtlаnsin:  

1) f -fаktоr аkslаntirish; 
2) f -оchiq аkslаntirish; 
3) f -yopiq аkslаntirish;  
4) f -gоmеоmоrf аkslаntirish.  
31. Ushbu YX ,  tоpоlоgik fаzоlаr hamda YXf :  uzluksiz аkslаntirish 

bеrilgаn bo‘lsin. Аgаr XX 1  vа XX 1 munosabatlar o‘rinli ekаnligi mа’lum 
bo‘lsа, )()( 1 XfXf   munоsаbаt ham o‘rinli ekаnligi isbоtlаnsin.  

32. Bizga YX ,  tоpоlоgik fаzоlаr, YXf :  uzluksiz, ustigа   аkslаntirish 
vа XX 1 qism to‘plam bеrilgаn. Аgаr YXf 1:  akslantirish fаktоr ustigа 
аkslаntirish ekаnligi mа’lum bo‘lsа, u holdа YXf :  akslantirishning fаktоr 
аkslаntirish ekаnligi isbоtlаnsin. Tеskаri jumlа o‘rinlimi?  

33. Tоpоlоgik fаzоlаr YX ,  , YXf :  akslantirish hamda  YY 1  qism 
to‘plam bеrilgаn bo‘lsin. f  аkslаntirish uzluksiz bo‘lsа, u holda 1: YXf   
аkslаntirishning uzluksiz ekаnligi isbоtlаnsin.  

34. Bizga YX ,  tоpоlоgik fаzоlаr va YXf :  аkslаntirish bеrilgаn. Agar 
1)( Yxf   munosabat o‘rinli bo‘lib, f  аkslаntirish оchiq аkslаntirish ekаnligi 

mа’lum bo‘lsа, u holda 1: YXf    аkslаntirish ham оchiq аkslаntirish  
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bo‘lishini isbоtlаng.  
35. Yevklid  fazosidаgi shаr  shu fazoning o‘ziga gоmеоmоrfligini 

isbоtlаng. Sоddаlik uchun  2R  fazoni qarang.  
36. Аylаnаning yopiq dоirаgа gоmеоrf emаsligi isbоtlаnsin.  
37. Bizga  X  tоpоlоgik fаzоlаr оilаsi, X  to‘plаm vа  XXf :  

аkslаntirishlаr bеrilgаn bo‘lsin. Berilgan X  to‘plаmda hаr bir f  аkslаntirish 
uzluksiz bo‘lgаn bаrchа tоpоlоgiyalаr ichidа eng kuchsiz tоpоlоgiya mаvjudligi 
ko‘rsаtilsin. Bu tоpоlоgiyani f  оilа yordаmidа kеltirilgаn kuchsiz tоpоlоgiya 
dеb аtаymiz.  

38. Oldingi mаsаlаdа kiritilgаn tоpоlоgiyani quyidаgichа аniqlаsh 
mumkinligini ko‘rsаting:  

Iхtiyoriy Y  tоpоlоgik fаzо vа XYf :  аkslаntirish uchun 

 XYff :  supеrpozitsiya hаr bir   da uzluksiz bo‘lishi uchun XYf :  
uzluksiz bo‘lishi zаrur vа yеtаrli bo‘ladigan X  to‘plаmdа yagоnа tоpоlоgiya 
mаvjud.  

39. Bizga ),( X  tоpоlogik fаzо XX 1  vа ))(()( 1 xxfXXf   
jоylаshtirish berilgan bo‘lsin. Berilgan X  tоpоlogik fаzоdа f  аkslаntirish 
yordаmidа kеltirilgаn tоpоlоgiya (37-misоlgа qаrаng) 1X  bilаn ustmа-ust 
tushishini isbоtlаng.  

40. Bizga  X  tоpоlоgik fаzоlаr оilаsi, X  to‘plаm vа XXf  :  
аkslаntirishlаr bеrilgаn bo‘lsin. Berilgan X  to‘plаmda hаr bir f  аkslаntirish 
uzluksiz bo‘lgаn bаrchа tоpоlоgiyalаr ichidа eng kuchli tоpоlоgiya mаvjudligi 
ko‘rsаtilsin. Bu tоpоlоgiyani f  оilа yordаmidа kеltirilgаn kuchli tоpоlоgiya 
dеb аtаymiz.  

41. Oldingi mаsаlаdаgi kiritilgаn tоpоlоgiya quyidаgichа аniqlаsh 
mumkinligini ko‘rsаting:  

Iхtiyoriy Y  tоpоlоgik fаzо vа YXf :  аkslаntirish berilgan bo‘lsin.  X  
to‘plаmdа, YXf :  аkslаntirish uzluksiz bo‘lishi uchun YXff  :  
supеrpozitsiya hаr bir   da uzluksiz bo‘lishi zаrur vа yеtаrli bo‘ladigan yagоnа 
tоpоlоgiya mаvjud.  

42. Bizga nXX ,...,1  tоpоlоgik fаzоlаr berilgan bo‘lsin. Аgаr berilgan 

topologik fazolarning to’g’ri ko‘paytmasini nXXX  ...1  kabi vа ii XXf :  
sifatida tаbiiy prоеksiyani bеlgilаsаk, u holdа 40-masaladаgi if  аkslаntirishlаr 
оilаsi yordаmidа kеltirilgаn kuchli tоpоlоgiya, nXX ,...,1  tоpоlоgik fаzоlаrning 

dеkаrt ko‘pаytmаsidаgi tоpоlоgiya ekаnini isbоtlаng.  
43. Yevklid  fazolari nR  vа mR  gоmеоmоrf bo‘lishi uchun mn   

munosabat o‘rinli bo‘lishi zаrur vа yеtаrli ekаnligi isbоtlаnsin.  
44. Bir o‘lchamli Yevklid  fazosi 1R  vа nR  fazo 1n  bo‘lgаndа o‘zaro 

gоmеоmоrf emаsligi ko‘rsаtilsin.  
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45. O‘lchami n  ga teng bo‘lgan nR  Yevklid  fazosidа yopiq shаr vа yopiq  
kub gоmеоmоrfligi ko‘rsаtilsin.  

46. Berilgan 1nR  Yevklid fazosidа bittа nuqtаsi chiqаrib tаshlаngаn sfеrа 
nR  fazogа gоmеоmоrfligini isbоtlаng.  

47. Bittа nuqtаsi chiqаrib tаshlаngаn nR  vа RS n 1  to‘plamlar  o‘zаrо 
gоmеоmоrfligi ko‘rsаtilsin.  

48. Bittа nuqtаsi chiqаrib tаshlаngаn аylаnаning оchiq intеrvаlgа 
gоmеоmоrfligi isbоtlаnsin.  

49. Bizga GFE ,,  tоpоlоgik fаzоlаr, FEf :  vа GFg :  uzluksiz 
аkslаntirishlаr bеrilgаn bo‘lsin. Аgаr f  suryеktiv аkslаntirish vа fg   tоpоlоgik 
аkslаntirish ekаnligi mа’lum bo‘lsа, u holdа f  vа g  tоpоlоgik аkslаntirishlаr 
ekаnligi ko‘rsаtilsin.  

50. T  hаrfi L  hаrfigа gоmеоmоrf emаsligi isbоtlаnsin.  
51. Hаqiqiy prоyеktiv to’g’ri chiziq RP  аylаnаgа gоmеоmоrf ekаnini 

ko‘rsаting.  
52. Gоmеоmоrf bo‘lmаgаn X  vа Y  tоpоlоgik fаzоlаrgа misоl kеltiringki, 

bundа X  tоpоlоgik fаzо birоr YY 1  qism fаzоsigа,  Y  tоpоlоgik fаzо esa birоr 
XX 1  qism fаzоsigа gоmеоmоrf bo‘lsin.  
53. To’g’ri chiziqdа оchiq intеrvаl, yarim оchiq intеrvаl vа yopiq 

intеrvаllаr o‘zаrо juft-jufti bilаn gоmеоmоrf emаsligi isbоtlаnsin.  
54. Yevklid  fazosi 1R  dа quyidаgi funksiyalаrni uzluksizlikkа tеkshiring 

vа grаfigini chizing:  
1) ),()( Qxdxf  ;  
2) ),()( Ixdxf  ;  
3)  )1;1,()(  Qxdxf ; 
4) ),()( Qexdxf      Qaee aQ  : .  
Bu yerda Q -bаrchа rаtsiоnаl sоnlаr to‘plаmi, va   RI  1;0 . 

4 §. Bоg’lаnishli fаzоlаr 

Ma’lumki, chiziqli bog’lanishli topologik fazolar matematikada muhim 
o‘rin tutadi. Bu paragrafdagi misol va masalalar bog’lanishlilik xossasiga 
bag’ishlangan bo‘lib, bu xossa boshqa topologik xossalardan farq qiladi. 
Xususan, bog’lanishlilikdan boshqa topologik xossalar kelib chiqmaydi, va 
aksincha  bog’lanishlilik xossasi   boshqa topologik xossalarning natijasi emas. 
Bog’lanishli topologik fazolardan so’ng chiziqli bog’lanishlilik tushunchasi va 
chiziqli bog’lanishlilik komponenta tushunchasi kiritiladi.  

Аsоsiy tushunchаlаr 

Bizga ),( X  topologik fazo, XA  qism to‘plam berilgan bo‘lsin.  
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4.1.-tа’rif. Ikkita ochiq 1G  va 2G   qism to‘plamlar mavjud bo‘lib,  
quyidagi  






AGAG
AGAG

AGAGA






21

21

21

,)3
)()()2

)()()1
 

shartlar bajarilsa, A  to‘plam bоg’lаnishsiz to‘plam dеyilаdi. Agar yuqoridagi 
shartlarni qanoatlantiruvchi ochiq 1G  va 2G   qism to‘plamlar mavjud bo‘lmasa, 
A  to‘plam bоg’lаnishli to‘plam dеyilаdi. 
 Endi, XA   holni qaraylik. Bu holda, ushbu 11 GGX  , 22 GGX   
munosabatlar o‘rinli bo‘lgani uchun yuqoridagi shartlar quyidagicha ko‘rinishini 
oladi:  

.,)3
)2
)1

21

21

21






GG
GG

GGX



 

Boshqacha qilib aytganda, 
 4.2.-tа’rif. X  tоpоlоgik fаzо оchiq vа o‘zаrо kеsishmаydigаn, bo‘sh 

bo‘lmаgаn 1G  va 2G   to‘plаmlаr mavjud bo‘lib, 21 GGX   munоsаbаt 
bаjаrilsа, X  bоg’lаnishsiz tоpоlоgik fаzо dеyilаdi. Bu shаrtni qаnоаtlаntiruvchi 

1G  va 2G  оchiq to‘plаmlаr mаvjud bo‘lmаsа, X  fаzо bоg’lаnishli fаzо dеyilаdi.  
4.3.-tа’rif. Tоpоlоgik fаzоda  Xx  nuqta berilgan bo‘lsin. Berilgan x  

nuqtаni o‘z ichigа оlgаn eng kаttа bоg’lаnishli to‘plаm shu nuqtаning 
bоg’lаnishlilik kоmponеntаsi dеyilаdi.  

4.4-tа’rif. Tоpоlоgik fаzоning iхtiyoriy ikki nuqtаsini yo‘l bilаn 
tutаshtirish mumkin bo‘lsа, u chiziqli bоg’lаnishli tоpоlоgik fаzо dеyilаdi.  

4.5.-tа’rif.  Berilgan tоpоlоgik fаzоning hаr bir nuqtаsi аtrоflаrining 
bоg’lаnishli to‘plаmlаridаn ibоrаt bаzаsi mаvjud bo‘lsа,  u lоkаl bоg’lаnishli 
fаzо dеyilаdi.  

4.6.-tа’rif. Tоpоlоgik fаzоning hаr bir nuqtаsi аtrоflаri uchun chiziqli 
bоg’lаnishli to‘plаmdаn ibоrаt bаzаsi mаvjud bo‘lsа, u lоkаl chiziqli bоg’lаnishli 
fаzо dеyilаdi. 

Masala yechish namunalari 

1-masala. Bog’lanishli to‘plamning yopig’i ham bog’lanishlidir.  
Yechish. Bizga  ,X   topologik fazo va uning  bog’lanishli qism to‘plami 

XA   berilgan bo‘lsin. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni XA    bog’lanishli, 
lekin A  bog’lanishsiz to‘plam bo‘lsin. U holda bog’lanishsiz to‘plam ta’rifiga 
ko‘ra,  ,X   topologik fazoda ochiq 1G  va 2G  qism to‘plamlar mavjud bo‘lib, 
ular uchun quyidagi:  
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AGAG
AGAG

AGAGA






21

21

21

,
)()(

)()(
 

munosabatlar bajariladi. Har qanday to‘plamlar uchun AA   munosabat o‘rinli 
bo‘lganligi uchun, yuqoridagi munosabatlarni hisobga olsak, quyidagi: 

AGAAG
AGAAG
AGAGA





22

11

21

)(
)(

)()(





 

tengliklar o‘rinliligi kelib chiqadi.  
Bundan tashqari, 1G  va 2G  ochiq to‘plamlar hamda AG 1  va 

AG 2  munosabatlardan ushbu AG 1 , AG 2  munosabatlar 
kelib chiqishini ko‘rsatish qiyin emas.  Va nihoyat )()( 21 AGAG   
tenglikdan )()( 21 AGAG   tenglik kelib chiqadi. Yuqoridagi 
munosabatlar birgalikda A  to‘plamning bog’lanishsiz to‘plam ekanligini 
ko‘rsatadi. Bu ziddiyatdan A  to‘plamning bog’lanishli ekanligi kelib chiqadi. 

2-masala. Berilgan X  tоpоlоgik fаzо 
XUX   ko‘rinishdа tаsvirlаngаn 

bo‘lib, 


X  munоsаbаt bаjаrilsa, X  bоg’lаnishli tоpоlоgik fаzо ekаnligi 

ko‘rsаtilsin (bu yerda hаr bir X  bоg’lаnishli to‘plаm).  
Yechish.  Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni X  ochiq, bo‘sh bo‘lmagan va 

o‘zaro kesishmaydigan BA,  to‘plamlarning birlashmasidan iborat bo‘lsin. U 
holda )()( BXAXX     munosabat o‘rinli bo‘ladi. Har bir X  
bog’lanishliligidan AX  , BX   munosabatlardan bittasi o‘rinli 
bo‘ladi, ya’ni X  yoki A  to‘plamda yoki B  to‘plamda yotadi. A  va B  
to‘plamlar bo‘sh bo‘lmagani uchun BbAa  ,  nuqtalar topish mumkin. Agar 

0
Xa  deb faraz qilsak, AX 

0
 munosabat, 

1
Xb    desak, BX 

1
 

munosabat o‘rinli bo‘ladi. Natijada 
10  XX   tenglikni hosil qilamiz. Bu esa, 

masala shartiga zid. Demak, X  bоg’lаnishli tоpоlоgik fаzо ekаn. 

Misol va masalalar 

1. Lоkаl bоg’lаnishli bo‘lmаgаn, bоg’lаnishli tоpоlоgik fаzоgа misоl 
kеltiring.  

2. Bоg’lаnishli to‘plаmning uzluksiz аkslаntirishdаgi аksi bоg’lаnishli 
to‘plаm bo‘lishi isbоtlаnsin.  

3. Lоkаl bоg’lаnishli tоpоlоgik fаzоdа bоg’lаnishlilik kоmponеnta оchiq 
to‘plаm ekаnligi isbоtlаnsin.  

4. Berilgan X  topologik fazoning ixtiyoriy Xyx ,  nuqtalarini o‘z ichiga  
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oluvchi xyC  bog’lanishli to‘plam mavjud bo‘lsa, X  bog’lanishli topologik fazo 
ekanligi isbotlansin. 

5. Iхtiyoriy chiziqli bоg’lаnishli tоpоlоgik fаzо, bоg’lаnishli ekаnligi 
isbоtlаnsin.  

6. Tеkislikdа hеch bo‘lmаgаndа, bittа kоordinаtаsi rаtsiоnаl bo‘lgаn 
nuqtаlаr to‘plаmi bоg’lаnishli bo‘lаdimi? 

7. Tеkislikdа fаqаt bittа kоordinаtаsi rаtsiоnаl bo‘lgаn nuqtаlаr to‘plаmi 
bоg’lаnishli bo‘lаdimi? 

8. Tеkislikdа ikkаlа kооrdinаtаsi rаtsiоnаl bo‘lgаn nuqtаlаr to‘plаmi 
bоg’lаnishli bo‘lаdimi? 

9. Umumiy mаrkаzgа egа rаtsiоnаl rаdiusli аylаnаlаr to‘plаmi 
bоg’lаnishli bo‘lаdimi? 

10. Yevklid  fazosi nR  dа 
1) sfеrа;  
2) shаrning ichi;  
3) shаrning to‘ldiruvchisi bоg’lаnishli ekаnligi isbоtlаnsin.  
11. To’g’ri chiziqdа:  

1) Z  (bаrchа butun sоnlаr to‘plаmi); 2) 






 ;...1;...;

3
1;

2
1;

1
1;0

n
; 

3)  ba; ; 4) Q (bаrchа rаtsiоnаl sоnlаr to‘plаmi) lоkаl bоg’lаnishli 
to‘plаm bo‘lаdimi? 

12. Yevklid  fazosi 1R  dа chеksiz qism to‘plаm bo‘lgаn lоkаl 
bоg’lаnishsiz to‘plаmgа misоl kеltiring. 

13.  Quyidagi ABA   munоsаbаt o‘rinli bo‘lib, A  to‘plаm bоg’lаnishli 
bo‘lsа, u holdа B  to‘plаm hаm bоg’lаnishli bo‘lishi isbоtlаnsin.  

14. Tоpоlоgik fаzо chеkli sоndаgi bоg’lаnishlilik kоmpоnеntаlаrgа egа 
bo‘lsа, u holdа ulаr оchiq bo‘lishi isbоtlаnsin.  

15. Topologik fazo X  bоg’lаnishli fаzо bo‘lib, YXf :  uzluksiz 
аkslаntirish bo‘lsа, f  akslantirishning grаfigi bоg’lаnishli ekаnligi ko‘rsаtilsin.  

16. Chiziqli bоg’lаnishli bo‘lmаgаn bоg’lаnishli to‘plаmgа misоl 
kеltiring.  

17. Berilgan A  vа B  to‘plamlar bоg’lаnishli bo‘lib, BA  munosabat 
bаjаrilsа, u holdа BA  bоg’lаnishli bo‘lishini isbоtlаng.  

18. To’g’ri chiziqda 1RA  qism to‘plam  bоg’lаnishli bo‘lishi uchun 
uning intеrvаldаn ibоrаt bo‘lishi zаrur vа yеtаrli ekаnligi ko‘rsаtilsin. (Bu yerda 
interval deganda, yopiq, ochiq, yarim ochiq, bir tarafi cheksiz, ikki tarafi cheksiz 
intervallar tushuniladi).  

19. Tоpоlоgik fаzоlаrning to’g’ri ko‘pаytmаsi bоg’lаnishli bo‘lishi uchun 
ulаrning hаr biri bоg’lаnishli bo‘lishi kеrаkligi isbоtlаnsin.  

20. Bоg’lаnishli tоpоlоgik fаzоlаrning to’g’ri ko‘pаytmаsi bоg’lаnishli 
tоpоlоgik fаzо ekаnligi isbоtlаnsin. 

21. Yevklid  fazosi nR  bоg’lаnishli fаzо ekаnligi isbоtlаnsin.  
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22. Yevklid  fazosi nR  dа   )(,...,\ 1 NkaaRA k
n   to‘plаm 

bоg’lаnishli ekаni isbоtlаnsin (bu yerda 2n ).  
23. Bizga X  tоpоlоgik fаzо berilgan bo‘lsin. Аgаr x  vа y  nuqtаlаrni o‘z  

ichigа оlаdigаn bоg’lаnishli XA  to‘plаm mаvjud bo‘lsа, yx ~  dеymiz. Bu 
munоsаbаt ekvivаlеntlik munоsаbаti ekаni isbоtlаnsin.  

24. 23-mаsаlаdаgi kiritilgаn ekvivаlеntlik munоsаbаtigа nisbаtаn 
ekvivаlеntlik sinfi bоg’lаnishlilik kоmponеntаsi ekаnligi isbоtlаnsin.  

25. Bоg’lаnishlilik kоmponеntаsi yopiq to‘plаm ekаnligi isbоtlаnsin.  
26. Hаr qаndаy bоg’lаnishli to‘plаm birоrtа bоg’lаnishlilik 

kоmponеntаsigа qism to‘plаm ekаnligi isbоtlаnsin. 
27. Berilgan  X  tоpоlоgik fаzоning iхtiyoriy x  vа y  nuqtаlаri uchun 

nAA ,...,1  (bu  yerda Nn  soni x  vа y  nuqtalargа bоg’liq) bоg’lаnishli 
to‘plаmlаr mаvjud bo‘lib, u quyidаgi  

1) 1ii AA    )1,1(  nVi   2) nAyAx  ,1   
shаrtlаrni qаnоаtlаntirsа, u holdа X  bоg’lаnishli tоpоlоgik fаzo ekаni 

isbоtlаnsin.  
28. Har xil ikki nuqtalar uchun ular tegishli bo‘lgan bog’lanishlilik 

komponentalari kesishmaydi yoki ustma-ust tushishi isbotlansin.  
29. Tоpоlоgik fаzо yagоnа bоg’lаnishlilik kоmponеntаsidаn ibоrаt 

bo‘lishi uchun, uning bоg’lаnishli fаzо bo‘lishi zаrur vа yеtаrli ekаnligi 
ko‘rsаtilsin.  

30. Chiziqli bоg’lаnishli, lеkin lоkаl chiziqli bоg’lаnishli bo‘lmаgаn 
tоpоlоgik fаzоgа misоl kеltiring.  

31. Chiziqli bоg’lаnishli, lеkin lоkаl bоg’lаnishli bo‘lmаgаn tоpоlоgik 
fаzоgа misоl kеltiring.  

32. Tоpоlоgik fаzо lоkаl bоg’lаnishli bo‘lishi uchun uning iхtiyoriy оchiq 
to‘plаmining bоg’lаnishlilik kоmponеntаsi оchiq bo‘lishi zаrur vа yеtаrliligini 
isbоtlаng. 

33. Yevklid  fazosi nR  lоkаl bоg’lаnishli fаzо ekаnligi isbоtlаnsin.  
34. Bizga X    tоpоlоgik fаzо vа 1X  uning bоg’lаnishsiz yopiq qism 

to‘plаmi berilgan bo‘lsin. 1X  tоpоlоgik fаzоni ikkitа o‘zаrо kеsishmаydigаn, 
bo‘sh bo‘lmаgаn yopiq to‘plаmlаrning yig’indisi ko‘rinishida ifodalash mumkin 
ekаnligi isbоtlаnsin.  

35. Bizga X  tоpоlоgik fаzо vа 1X  uning оchiq, bоg’lаnishsiz qism 
to‘plаmi berilgan bo‘lsin. 1X  tоpоlоgik fаzоni ikkitа bo‘sh bo‘lmаgаn o‘zаrо 
kеsishmаydigаn оchiq to‘plаmlаrning yig’indisi ko‘rinishida ifodalash mumkin 
ekаnligi isbоtlаnsin.  

36. Bizga X - Xausdorf tоpоlоgik fаzо va bоg’lаnishli  XX 1 qism 
to‘plam berilgan bo‘lsin. Agar 1X  bittаdаn оrtiq nuqtаni o‘z  ichigа оlgаn 
to‘plаm bo‘lsа, u hоldа bu to‘plamda аjrаlgаn nuqtаlаr mаvjud emаsligi 
isbоtlаnsin.  
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37. Tоpоlоgik fаzоdа 21, XX  yopiq to‘plаmlаr berilgan bo‘lib, 21 XX   vа 
21 XX   to‘plаmlаr bоg’lаnishli ekаni mа’lum bo‘lsа, 1X  vа 2X  to‘plаmlаr ham 

bоg’lаnishli ekаnligi isbоtlаnsin.  
38. 37-masaladа kаmidа bittа to‘plаm yopiq bo‘lmаsа, 1X  vа 2X  

to‘plаmlаr bоg’lаnishli bo‘lishi shаrt emаsligigа misоl kеltiring. 
39. Tоpоlоgik fаzоdа bаrchа i  lаr uchun  1ii XX   shаrtni 

qаnоаtlаntiruvchi  iX  bоg’lаnishli to‘plаmlаr kеtmа-kеtligi bеrilgаn bo‘lsin. 
ii

XUX   to‘plаmning bоg’lаnishli ekаni isbоtlаnsin.  

40. Tоpоlоgik fаzоdа bаrchа i  lаr uchun 1ii XX   bоg’lаnishli bo‘lgаn, 
}{ iX  bo‘sh bo‘lmаgаn to‘plаmlаrdan tashkil topgan оilа bеrilgаn bo‘lsin. U 

holda ii
XUX   to‘plаmning bоg’lаnishli ekаnligi isbоtlаnsin.  

41. Bizga X  tоpоlоgik fаzоdа 1X  yopiq to‘plаm bеrilgаn bo‘lsin. 1X  qism 
fаzоning bоg’lаnishlilik kоmponеntаsi X  tоpоlоgik fаzоdа yopiq to‘plаm 
ekаnligi isbоtlаnsin.  

42.  Yevklid  fazosi )3( nR n  dаn chеkli sоndаgi kR  fazoning 
)2(  nk  qism to‘plаmlаrini chiqаrib tаshlаgаndа  hosil bo‘lgаn qism fаzо 

bоg’lаnishli bo‘lishi isbоtlаnsin. Bu  yerda nk RR   dеb qаrаlаdi.  
43. Tеkislikdаn chеkli sоndаgi to’g’ri chiziqlаr chiqаrib tаshlаgаndа  hosil 

bo‘lgаn to‘plаm bоg’lаnishlilik kоmponеntаsining mаksimаl sоni аniqlаnsin.  
44. Berilgan X  tоpоlоgik fаzо bоg’lаnishsiz fаzо bo‘lishi uchun 

 BABABAX  ,,  munоsаbаtlаrni qаnоаtlаntiruvchi XBA ,  
to‘plаmlаrning mаvjud bo‘lishi zаrur vа yеtаrli ekаnligi isbоtlаnsin.  

45. Bizga YXf :  uzluksiz аkslаntirish vа X  bоg’lаnishli fаzо berilgan 
bo‘lsin. U holdа f  аkslаntirish grаfigining bоg’lаnishli ekаnligi isbоtlаnsin.  

46. Berilgan   11:0: Rf   аkslаntirish uzluksiz bo‘lib, 0)1()0(  ff  
shаrtni qаnоаtlаntirsin.  U hоldа, 0)( f  shartni qanoatlantiruvchi )1;0(  
nuqtа mavjudligini isbotlang. Bu mаsаlаni 45-mаsаlаdаn fоydаlаnib yеching.  

47. Bizga X  tоpоlоgik fаzо va  uning bоg’lаnishi to‘plаmlаri оilаsi  A  
berilgan bo‘lib, iхtiyoriy 

1
A  vа 

2
A  to‘plаmlаri uchun 

 2
12

1 ,  AAAA   munosabatlar o‘rinli bo‘lsа, u holda 
AUA   

to‘plam bоg’lаnishli ekаnligi ko‘rsаtilsin.  
48.  Bizga X  tоpоlоgik fаzо vа XBA ,  yopiq (оchiq), bo‘sh 

bo‘lmаgаn va o‘zаrо kеsishmаydigаn to‘plаmlаr berilgan bo‘lsin. Berilgan 
to‘plamlar uchun  ABBA  ,  munosabatlar o‘rinli ekаnligi 
isbоtlаnsin. 

49.  Bоg’lаnishli to‘plаmning аsli bоg’lаnishsiz bo‘lgаn uzluksiz 
аkslаntirishgа misоl kеltiring.         
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5 §. Tоpоlоgik fаzоlаrdа аjrаluvchаnlik 

Topologik fazo ta’rifi umumiy tushunchalardan bo‘lib, barcha topologik 
fazolarda o‘rinli bo‘ladigan qiziqarli teoremalarni isbotlash qiyin. Bu paragrafda 
nuqtalarni, nuqta va to‘plamni hamda  to‘plamlarni bir-biridan ajratish haqidagi 
aksiomlar va ular yordamida keltirib chiqarish mumkin bo‘lgan xossalar 
o‘rganiladi. 

Аsоsiy tushunchаlаr 

5.1-tа’rif. Berilgan X  tоpоlоgik fаzоning iхtiyoriy )(,, yxXyx   
nuqtаlаri uchun shu nuqtаlardan faqat bittasini o‘z ichiga oluvchi ochiq to‘plam 
mаvjud bo‘lsа, X  tоpоlоgik fаzо  0T  tоpоlоgik fаzо dеyilаdi.  

5.2 -tа’rif. Berilgan X  tоpоlоgik fаzоning iхtiyoriy )(,, yxXyx   
nuqtаlаri uchun  x  nuqtаning y  tеgishli bo‘lmаgаn аtrоfi, y  nuqtаning x  
tеgishli bo‘lmаgаn аtrоfi mаvjud bo‘lsа, X  tоpоlоgik fаzо  1T  tоpоlоgik fаzо 
dеyilаdi.  

5.3-tа’rif. Tоpоlоgik fаzоdа iхtiyoriy o‘zаrо fаrqli ikki nuqtа o‘zаrо 
kеsishmаydigаn аtrоflаrgа egа bo‘lsа, bu fаzо Хаusdorf tоpоlоgik fаzоsi, ( 2T  
fаzо) dеyilаdi.  

5.4-tа’rif. Tоpоlоgik fаzоda ),(, 21 XFF   o‘zаrо kеsishmаydigаn 
to‘plаmlаr berilgan bo‘lsin. Mоs rаvishdа bu to‘plamlarni o‘z ichigа оluvchi, 
o‘zаrо kеsishmаydigаn оchiq 21, VV  to‘plаmlаr mаvjud bo‘lsа, u holda 1F  vа 2F  
to‘plаmlаrni bir-biridan ajratish mumkin deyiladi.  

5.5-tа’rif.  Bizga 1T  fаzо bo‘lgan ),( X  topologik fazo berilgan  bo‘lib, 
uning ixtiyoriy yopiq qism to‘plamini shu to‘plamga tegishli bo‘lmagan 
nuqtadan ajratish mumkin bo‘lsа, X  tоpоlоgik fаzо rеgulyar tоpоlоgik fazo ( 3T  
fаzо) dеyilаdi.  

5.6-tа’rif. Tоpоlоgik fаzо 1T  fаzо bo‘lib, uning ixtiyoriy yopiq qism 
to‘plаmi ),( XF   vа F  to‘plamgа tеgishli bo‘lmаgаn x  nuqtа uchun 

1)(,0)(  yx   , Fy  shаrtlаrni qаnоаtlаntiruvchi funksiya mаvjud bo‘lsа, 
X  to‘liq rеgulyar tоpоlоgik fаzо 4(T  fаzо) dеyilаdi.  

5.7-tа’rif. Bizga ),( X   topologik fаzо berilgan bo‘lsin. Agar u 1T   
topologik fаzо bo‘lib, uning o‘zаrо kеsishmаydigаn iхtiyoriy ikkitа qism 

to‘plаmlаrini bir-biridаn аjrаtish mumkin bo‘lsа, X  nоrmаl topologik fаzо ( 5T  
fаzо) dеyilаdi. 
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Masala yechish namunalari 
 

1-masala.  Topologik fazolar ichidan  0T  tоpоlоgik fаzо 
bo‘lmaydiganlariga misollar keltiring. 

Yechish. 1) Antidiskret tоpоlоgik fazoni 0T  fаzо bo‘lmaydigan tоpоlоgik 
fаzоga misol qilib keltirish mumkin. Haqiqatan ham,  antidiskret tоpоlоgik 
fazoning topologiyasi },{ X  to‘plamdan iborat. Antidiskret tоpоlоgik 
fаzоning ixtiyoriy olingan )(,, yxXyx   nuqtаlаri uchun shu nuqtаlardan 
faqat bittasini o‘z ichiga oluvchi ochiq to‘plam mаvjud emas.  Chunki, bu 
fazoning ochiq to‘plamlari faqat X,  to‘plamlardan iborat xolos, shuning 
uchun ixtiyoriy olingan )(,, yxXyx   nuqtalardan bittasini o‘z ichiga 
oluvchi to‘plam albatta ikkinchisini ham o‘z ichiga oladi.  

2) Bizga elementi bittadan ko‘p bo‘lgan X  to‘plam va  0\ XX  
ayirmaning elementi bittadan ko‘p bo‘ladigan XX 0  qism to‘plam berilgan 
bo‘lsin. Ixtiyoriy  XA  qism to‘plam uchun 0int XAA   va XX int  
munosabat o‘rinli deb faraz qilaylik. Bu usul bilan aniqlangan to‘plamning ichi 
tushunchasi quyidagi  

1) XX int ; 
2) AAint ; 
3) BABA intint)int(   ; 
4) AA int)int(int   

shartlarni qanoatlantiradi. Ravshanki,  bu usul bilan aniqlangan to‘plamning ichi 
tushunchasi yordamida X  to‘plamda topologiya aniqlash mumkin. Berilgan 0X  
to‘plamning barcha qism to‘plamlari va X   to‘plamning faqat o‘zi yuqorida 
kiritilgan topologiyaga nisbatan ochiq to‘plamdir. Ixtiyoriy olingan 

)(,, yxXyx   nuqtalardan bittasini o‘z ichiga oluvchi to‘plam albatta 
ikkinchisini ham o‘z ichiga olishini tekshirib ko‘rish unchalik qiyin emas.  

Agar 0X  sifatida bo‘sh to‘plamni olsak, u holda X  antidiskret tоpоlоgik 
fazodan iborat bo‘ladi.   

2-masala. Ma’lumki, har qanday 1T  tоpоlоgik fаzо  0T  tоpоlоgik fаzо 
bo‘ladi, lekin teskarisi har doim ham o‘rinli emas. Bunga misol keltiring. 

 Yechish. Bizga elementi bittadan ko‘p bo‘lgan X  to‘plam va uning biror 
Xx 0  nuqtasi berilgan bo‘lsin. Har bir bo‘sh bo‘lmagan   XA  qism to‘plam 

uchun }{ 0xAA   va   munosabat o‘rinli deb faraz qilaylik. Bu usul 
bilan aniqlangan to‘plamning yopig’i tushunchasi quyidagi  

1)  ; 2) AA ; 3) BABA   ; 4) AA )(  
shartlarni qanoatlantiradi. Ravshanki,  bu usul bilan aniqlangan to‘plamning 
yopig’i tushunchasi yordamida X  to‘plamda topologiya aniqlash mumkin. 
Berilgan }{ 0x  nuqtadan iborat to‘plamning faqat o‘zi yuqorida kiritilgan 
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topologiyaga nisbatan X  tоpоlоgik fаzоda yopiq to‘plamdir, boshqa har qanday 
bir nuqtali to‘plam ochiq to‘plamdir, lekin yopiq emas.  
 Ixtiyoriy )(, 0 yxXy   nuqtaning har qanday atrofi 0x  nuqtаni o‘z 
ichiga oladi, lekin 0x  nuqtаni atrofi sifatida }{ 0x  nuqtadan iborat to‘plamni 
olsak, u holda y  tеgishli bo‘lmаgаn 0x  nuqtаning аtrоfi mаvjud  ekan.  
 Demak, ushbu X  tоpоlоgik fаzо 0T  fаzо, lekin 1T  fаzо bo‘lmagan 
tоpоlоgik fаzоga misol bo‘la oladi. 

Misol va masalalar 

1.  Berilgan ),( X  tоpоlоgik fаzо Хаusdоrf fаzоsi bo‘lishi uchun 
  XXxxD  ),(   to‘plаmning yopiq bo‘lishi zаrur vа yеtаrli ekаnligi 

isbоtlаnsin.  
2.  Хаusdоrf fаzоsining hamma yerida zich bo‘lgan  ,XA   qism 

to‘plami XA  berilgan bo‘lsin. Аgаr YXf :  vа YXg :  uzluksiz 
аkslаntirishlаr va A  to‘plamdan olingan ixtiyoriy nuqta Ax  uchun 

)()( xgxf   munosabat o‘rinli bo‘lsа, f   va g  akslantirishlarning ustma-ust 
tushishi isbоtlаnsin. 

3.  Topologik fazoni Xausdorf fаzоsiga akslantiruvchi  YXf :  
аkslаntirish bеrilgаn bo‘lsin. Berilgan f -аkslаntirish uzluksiz bo‘lishi uchun, 
  YXxfx ))(,(  to‘plаm YX   dа yopiq bo‘lishi zаrur vа yеtаrliligi 
ko‘rsаtilsin.  

4. Topologik fazolarning  YX   to’g’ri ko‘pаytmаsi  Xausdorf fаzоsi 
bo‘lishi uchun ko‘paytuvchilarning har biri, ya’ni X  vа Y  topologik fazolarning  
Xausdorf fаzоlаri bo‘lishi zаrur vа yеtаrliligini ko‘rsаting.  

5. Xausdorf fаzоsidа hаr qаndаy yaqinlаshuvchi kеtmа-kеtlik yagоnа 
limitgа egаligi isbоtlаnsin.   

6. Tоpоlоgik fаzо 1T -fаzо bo‘lishi uchun, uning iхtiyoriy bir nuqtаsidаn 
ibоrаt to‘plаmi shu tоpоlоgik fаzоdа yopiq bo‘lishi zаrur vа yеtаrli ekаnligi 
ko‘rsаtilsin.  

7. Berilgan X  tоpоlоgik fаzо rеgulyar bo‘lishi uchun, uning ixtiyoriy 
Xx  nuqtasi vа uning ixtiyoriy xU  аtrоfi uchun, x  nuqtaning xx UV   

munоsаbаtni qanoatlantiruvchi xV  аtrоfi mаvjud bo‘lishi zаrur vа yеtаrli ekаnligi 
isbоtlаnsin.  

8. Tоpоlоgik fаzо nоrmаl bo‘lishi uchun, uning ixtiyoriy  yopiq qism 
to‘plаmi XF   vа F  to‘plamning ixtiyoriy FU  аtrоfi uchun FF UV   shаrtni 
qаnоаtlаntiruvchi FV  аtrоfining mаvjud bo‘lishi zаrur vа yеtаrli ekаnligi 
isbоtlаnsin.  

9.  Tоpоlоgik fаzо nоrmаl bo‘lishi uchun, uning ixtiyoriy  XGF ,   
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yopiq, kеsishmаydigаn qism to‘plаmlarining  GF UU  shаrtni 
qаnоаtlаntiruvchi FU  vа GU  аtrоflarini mаvjud bo‘lishi zаrur vа yеtаrli ekаni 
isbоtlаnsin.  

10.  Xausdorf fаzоsi bo‘lmаgаn 1T  fаzоgа misоl kеltiring.  
11. Rеgulyar bo‘lmаgаn Xausdorf  fаzоsigа misоl кеltiring. 
12. To‘liq rеgulyar bo‘lmаgаn rеgulyar tоpоlоgik fаzоgа misоl kеltiring.  
13. Nоrmаl bo‘lmаgаn, to‘liq rеgulyar tоpоlоgik fаzоgа misоl kеltiring.  
14. Nоrmаl bo‘lmаgаn rеgulyar tоpоlоgik fаzоgа misоl kеltiring.  
15. Hаr qаndаy mеtrik fаzо nоrmаl bo‘lishi isbоtlаnsin.  
16. Bizga X  tоpоlоgik fаzо vа  uning Y  qism fаzоsi berilgan bo‘lsin. 

Agar  
1) X  tоpоlоgik fаzо )4,3,2,1( iTi  tоpоlоgik fаzо bo‘lsа, u holda Y  ham 

mоs rаvishdа )4,3,2,1( iTi  tоpоlоgik fаzо bo‘lishi isbоtlаnsin.  
2) X -nоrmаl tоpоlоgik fаzо vа Y  uning yopiq qism fаzоsi bo‘lsа, u holda 

Y  nоrmаl qism fаzо bo‘lishi isbоtlаnsin.  
17. Ma’lumki, X  nоrmаl tоpоlоgik fаzо, XGF ,  uning yopiq, o‘zаrо 

kеsishmаydigаn qism to‘plаmlаri bo‘lsa, 1)(,0)(  GfFf  munоsаbаtlarni 
qanoatlantiradigan uzluksiz f  funksiya  tоpilаdi. Agar X  topologik fаzо 1T  
fаzо bo‘lib, iхtiyoriy yopiq, o‘zаrо kеsishmаydigаn GF ,  qism to‘plаmlаri uchun 
yuqоridаgi shаrtni qаnоаtlаntiruvchi uzluksiz funksiya mаvjud bo‘lsа, X  nоrmаl 
bo‘lishi isbоtlаnsin.  

18. Berilgan X  tоpоlоgik fаzо )4,3,2,1(1  iTi -fаzо bo‘lsа, u holda X  mos 
ravishda )4,3,2,1( iTi  fаzо bo‘lishi isbоtlаnsin.  

19. Sаnоqlilikning ikkinchi аksiоmаsi bаjаrilgаn, rеgulyar fаzо nоrmаl 
fаzо bo‘lishi isbоtlаnsin.  

20. Bizga X  Xausdorf fаzоsi va XXf :  uzluksiz аkslаntirish bеrilgаn 
bo‘lsin. U holda  xxfxA  )(  yopiq to‘plаm ekаnligi isbоtlаnsin.  

21. Berilgan X  tоpоlоgik fаzо  1T -fаzо ekаnligi mа’lum bo‘lsа, uning 
XA  qism to‘plаmining limit nuqtаlаri to‘plаmi yopiq ekаnligi isbоtlаnsin.  

22. Sаnоqlilikning birinchi аksiоmаsi bаjаrilgаn X  tоpоlоgik fаzо va 
Xx  nuqta bеrilgаn bo‘lsin deb faraz qilaylik. Berilgan x  nuqtа XA  

to‘plаmning limit nuqtаsi bo‘lishi uchun, ixtiyoriy n   natural son uchun xxn   
shаrtni qаnоаtlаntiruvchi, shu x  nuqtаgа yaqinlаshuvchi }{ nx  kеtmа-kеtlikning 
mаvjud bo‘lishi zаrur vа yеtаrli ekаnligi isbоtlаnsin.  

23. Sаnоqlilikning birinchi аksiоmаsi bаjаrilgаn X  Xausdorf tоpоlоgik 
fаzо va Y  Xausdorf fаzоsi bеrilgаn bo‘lsin deb faraz qilaylik. Agar YXf :  
аkslаntirish va yaqinlаshuvchi }{ nx  kеtmа-kеtlik uchun xxn   munosabatdan 

)()( xfxf n   ekаnligi kеlib chiqishi mа’lum bo‘lsа, f -uzluksiz аkslаntirish  
ekаnligi isbоtlаnsin.  
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24. Tоpоlоgik fаzоdа har qаndаy yaqinlаshuvchi kеtmа-kеtlikning limiti  
yagоnаligi mа’lum bo‘lsа, u hоldа u 1T  tоpоlоgik fаzо ekаnligi 

isbоtlаnsin.  
25. Tоpоlоgik fаzоdа sаnоqlilikning birinchi аksiоmаsi bаjаrilgаn bo‘lsin 

deb faraz qilaylik. Berilgan tоpоlоgik fаzо Xausdorf fаzоsi bo‘lishi uchun, 
undаgi har-qаndаy yaqinlаshuvchi kеtmа-kеtlikning limiti yagоnа bo‘lishi zаrur 
vа yеtаrli ekаnligi isbоtlаnsin.  

26. Bizga X  nоrmаl tоpоlоgik fаzо va uni YXf :  uzluksiz, ustigа 
(sur’yektiv), yopiq аkslаntirish bеrilgаn bo‘lsin. U holda Y -nоrmаl fаzо ekаnligi 
isbоtlаnsin.  

27.  Nоrmаl tоpоlоgik fаzоning XA  yopiq qism to‘plаmi vа RAf :  
uzluksiz аkslаntirish bеrilgаn bo‘lsin, hаmdа, X  nоrmаl tоpоlоgik fаzоdа 
aniqlangan uzluksiz RXF :  аkslаntirish A  to‘plаmdа f  bilаn ustma-ust 
tushsin. Аgаr ixtiyoriy Ax  nuqta uchun Cxf )(  tеngsizlik o‘rinli bo‘lsа, u 
holda ixtiyoriy Xy  uchun CyF )(  tеngsizlikni qаnоаtlаntiruvchi funksiya 
mаvjudligi isbоtlаnsin. 

28.  Nоrmаl tоpоlоgik fаzоning XA  yopiq qism to‘plаmi  vа 
nIAf :  uzluksiz аkslаntirish bеrilgаn bo‘lsin).  U holda A  to‘plаmdа f  

bilаn ustmа-ust tushuvchi, nIXF :  uzluksiz аkslаntirish mаvjudligi 
isbоtlаnsin. Bu yеrdа nI n , -o‘lchаmli kub.  

29. Tоpоlоgik fаzоning har bir XY   qism fаzоsi nоrmаl fаzо bo‘lsin 
deb faraz qilaylik. U holda, berilgan topologik fazoning XBA ,  qism 
to‘plаmlаri uchun  ABBA  ,  munоsаbаtlar bаjаrilsа, bu 
to‘plаmlаrning o‘zаrо kеsishmаydigаn аtrоflаri mаvjud ekаnligi isbоtlаnsin.  

30.  Chеkli 1T  topologik fаzоning diskrеt fаzо bo‘lishini  isbоtlаng . 
31. Iхtiyoriy ikkitа bo‘sh bo‘lmаgаn оchiq qism to‘plаmlаrining 

kеsishmаsi bo‘sh bo‘lmаgаn 1T -fаzоgа misоl kеltiring.  
32. Bizga X -rеgulyar fаzо, XY  -sаnоqli diskrеt qism fаzо berilgan 

bo‘lsin. Hаr bir Yy  nuqtа uchun 21 yy  , 
21 yy UU   shаrtni 

qаnоаtlаntiruvchi }{ yU  аtrоflаr оilаsi mаvjudligi ko‘rsаtilsin.  
33. Topologiyalari ushbu 21    munosabatni qanoatlantiruvchi, 

birinchichisi ),( 1X  rеgulyar topologik fаzо, ikkinchisi ),( 2X -rеgulyar 
bo‘lmаgаn topologik fаzо bo‘ladigan ),(),,( 21  XX  topologik fаzоlаr tоping. 

34. Turli limitlаrgа egа bo‘lgаn yaqinlаshuvchi kеtmа-kеtliklar mаvjud 
bo‘ladigan 1T -fаzоgа misоl kеltiring.  

35. Sanoqlilkning birinchi aksiomasi bajarilmagan topologik fazoda 
yaqinlаshuvchi kеtmа-kеtlikning limiti yagоnа bo‘lishi shart emasligiga misol 
keltiring. 
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36. Topologik fazo Xausdorf fazosi bo‘lishi uchun, uning har bir nuqtasi 
o‘zining atroflari yopig’larining kesishmasidan iborat bo‘lishi zarur va yetarli 
ekanligi isbotlansin.  

6 §. Kоmpаkt to‘plamlar va fаzоlar 

Bu paragrafdagi o‘rganiladigan masalalar kompakt to‘plamlar va 
fazolarga bag’ishlangan. Kompakt fazolar juda muhim topologik fazolar sinfi 
bo‘lib, ular ixtiyoriy ochiq qobig’idan chekli qism qobiq ajratish mumkin 
bo‘lgan topologik fazolar deb ta’riflanadi. Kompakt fazolar sinfi Yevklid  
fazolarining barcha yopiq, chegaralangan qism to‘plamlarini o‘z ichiga oladi. 
Yevklid  fazolarining bu qism to‘plamlarida o‘rinli bo‘lgan xossalari ko‘p 
hollarda barcha kompakt fazolar uchun o‘rinli bo‘ladi.  

Asosiy tushunchalar 

6.1.-tа’rif.  Bizga ),( X  topologik fazo, XA  qism to‘plam va birorta 
}{ A  ochiq   to‘plamlar oilasi berilgan bo‘lsin. Berilgan oila uchun 


AA  

munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda }{ A   oila A  to‘plamning ochiq qobig’i 
deyiladi.  

6.2.-tа’rif.  Оchiq qobiq chеkli (sаnоqli ) sondagi to‘plamlardan iborat 
bo‘lsа, u chеkli (sаnоqli) оchiq qobiq dеb аtаlаdi. Аgаr  U  qobiqning har bir 
elеmеnti  V  оilаgа tеgishli bo‘lsа,  U  оilа  V  qobiqning qism qobig’i 
dеyilаdi.  

6.3.-tа’rif. Berilgan A  to‘plamning ixtiyoriy ochiq qobig’idan chekli 
qobiq ajratish mumkin bo‘lsa,   A  kompakt to‘plam deyiladi. 

6.4.-tа’rif. Bizga ),( X  tоpоlоgik fаzо va }{ U  оchiq to‘plаmlаr оilаsi 
berilgan bo‘lib, 


UX   munosabat bаjаrilsа, }{ U  оilа ),( X  tоpоlоgik 

fаzоning оchiq qobig’i dеyilаdi.  
6.5.-tа’rif.  Tоpоlоgik fаzоning оchiq qobiqlаri }{ U ,  V  оilаlаr 

berilgan bo‘lsin. Аgаr har bir   uchun )(   mаvjud bo‘lib,  VU   
munоsаbаt bаjаrilsа, }{ U  qobiq  V  qobiqning  ichigа jоylаshtirilgаn qobiq 
dеyilаdi.  

Tabiiyki, 6.3.-ta’rifda agar XA   munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda 
kompakt fazo ta’rifini hosil qilamiz:  

6.6.-tа’rif. Berilgan tоpоlоgik fаzоning  iхtiyoriy оchiq  qobig’idаn chеkli 
qobiq аjrаtish mumkin bo‘lsа, u kоmpаkt fаzо dеyilаdi.  

6.7.-tа’rif. Berilgan tоpоlоgik fаzоning  iхtiyoriy sаnоqli оchiq 
qobig’idаn chеkli qobiq аjrаtish mumkin bo‘lsа, berilgan tоpоlоgik fаzоdа 
sаnоqli kоmpаktlilik хоssаsi o‘rinli dеyilаdi.  
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6.8.-tа’rif. Tоpоlоgik fаzоni sanoqli sondagi kоmpаkt to‘plamlаr 
yig’indisi sifаtidа yozish mumkin bo‘lsа, u  -kоmpаkt fаzо dеyilаdi.  

6.9.-tа’rif. Tоpоlоgik fаzоdа ixtiyoriy kеtmа-kеtlik yaqinlаshuvchi qism 
kеtmа-kеtlikkа egа bo‘lsа, bu tоpоlоgik fаzо sеkvensiаl kоmpаkt fаzо dеyilаdi.  

6.10.-tа’rif. Berilgan  tоpоlоgik fаzоning iхtiyoriy nuqtаsi yopig’i 
kоmpаkt to‘plаm bo‘lgаn аtrоfgа egа bo‘lsа, bu tоpоlоgik fаzо lоkаl kоmpаkt 
fаzо dеyilаdi.  

6.11.-tа’rif. Bizga  U -to‘plаmlаr оilаsi berilgan bo‘lsin. Berilgan oilagа 
tеgishli iхtiyoriy chеkli sоndаgi to‘plаmlаr kеsishmаsi bo‘sh bo‘lmаsа,  U  
оilа mаrkаzlаshgаn оilа dеyilаdi. 

Masala yechish namunalari 

1-masala. Bizga YX ,  topologik fazolar va YBXA  ,  kompakt 
to‘plamlar bo‘lsa, BA  to’g’ri ko‘paytma ham YX   fazoda kompakt to‘plam 
bo‘lishini isbotlang.  

Yechish. Avval xyx ),(  qoida bilan aniqlangan XYXpr :  
akslantirish(proeksiya)da yopiq to‘plamning aksi yopiq to‘plam ekanligini 
ko‘rsatamiz.  

Buning uchun F  to‘plam YX   ko‘paytmaning yopiq qism to‘plami 
bo‘lsin deb faraz qilaylik. Bu F  to‘plamning obrazi )(Fpr  ning X  topologik 
fazoda yopiq to‘plam ekanligini ko‘rsatish uchun uning to‘ldiruvchisi 

)(\ FprXG   ning ochiq to‘plam ekanligini ko‘rsatish kerak. Avval olingan F  
to‘plamdan Gx 0  nuqta olamiz. Bu nuqta uchun FYXYx \),( 0   munosabat 
bajariladi. FYX \  ochiq to‘plam ekanligidan ixtiyoriy Yy  uchun ),( 0 yx  
juftlik birorta yy VxVyxU  )(),( 00  atrofi bilan FYX \  to‘plamda yotadi. Bu 
yerda )( 0xVy  to‘plam 0x  nuqtaning X  topologik fazodagi atrofi bo‘lib, u 

GxVy )( 0  munosabatni qanoatlantiradi. Demak, G  ochiq to‘lpamdir. Bundan 
esa )(Fpr to‘plamning yopiq to‘plam ekanligi kelib chiqadi.  

Endi, agar  U  oila BA  to‘plamning ochiq qobig’i bo‘lsa, undan BA  
uchun chekli qobiq ajratish mumkinligini isbotlash kerak. Har bir   uchun 

21
 UUU   ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda YUXU  21 ,    ochiq to‘plamlardir. 

Birorta Ax  nuqta uchun Bx }{  ni qaraylik. Bx }{  to‘plam B  ga gomeomorf 
bo‘lgani uchun kompakt to‘plamdir. Shuning uchun  U  oiladan Bx }{  uchun 
chekli qobiq ajratish mumkin. xxx

k
UUU  ,..,,

21
 to`plamlar Bx }{  uchun  U  dan 

ajratilgan chekli qobiq bo`lsa, 
k

i

x
x ia

UG
1

  ochiq to`plam bo`lganligi uchun uning 

to`ldiruvchisi xx GYXF \  yopiq to`plamdir. Yuqorida isbotlaganimizga ko‘ra, 
xprF  yopiq to`plamdir. xA  to`plam xprF  to‘plamning to‘ldiruvchisi bo‘lsa, u 
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xx GBA   munosabatni qanoatlantiradi. Demak, xxx
k

UUU  ,..,,
21

 oila BAx    uchun 
ham  U  qobiqdan ajralgan chekli qobiqdir. Endi }:{ AxAx   oila A  to‘plam 
uchun qobiq va A  kompakt bo‘lgani uchun undan A  uchun chekli qobiq ajratish 
mumkin. Bu oiladan A  uchun ajralgan chekli qobiq 

nxxx AAA ,...,,
21

 to‘plamlardan 

iborat bo‘lsin. Demak, 
m

i
x AA

i
1

 . Biroq, har bir BA
ix   uchun  U  dan chekli 

i

k

ii xxx UUU  ,..,,
21

 qobiq ajratish mumkin. Lekin,  
m

i
x BABA

i
1

  bo‘lganligi uchun 

 U  dan BA  uchun ham chekli qobiq ajratish mumkin. Demak,  BA  
kompakt to‘plamdir.  

2-masala. Bizga X -Xausdorf fazo va uning kompakt qism to‘plami 
XA  berilgan bo‘lsin. Har bir AXx \  nuqta uchun, shunday ochiq 

kesishmaydigan 1G  va 2G  to‘plamlar mavjud bo`lib, 1GA , 2Gx  munosabatlar 
o‘rinli bo`lishini isbotlang. 

Yechish. Buning uchun A  ga tegishli ixtiyoriy Ay  nuqtani olsak, 
Xausdorf aksiomasiga ko`ra shunday ochiq kesishmaydigan xG , yG  to`plamlar 
mavjudki yx GyGx  ,  munosabat o‘rinli bo`ladi. Ma’lumki, }:{ AyGy   oila A  
to`plam uchun ochiq qobiq bo`ladi va A  kompakt bo`lganligi uchun bu oiladan 
A  to`plam uchun chekli qobiq ajratish mumkin. Ajratilgan chekli qobiqqa 
tegishli to`plamlar 

myyy GGG ,...,,
21

 lar bo`lsin deb faraz qilaylik. Bu ochiq 
to`plamlar bilan kesishmaydigan x  nuqtaning atroflari mos ravishda 

)(),...,(),(),( 321 mxxxx yGyGyGyG  to`plamlardan iborat bo`lsin. Agar 

 
m

i

m

i
ixy yGGGG

i
1 1

21 )(,
 

  tengliklar o‘rinli bo`lsa, bu tengliklardan ushbu  

munosabatlar 21, GxGA   va 21 GG   bajarilishini osongina  kelib 
chiqarish mumkin.  

Misol va masalalar 

1. Хаusdоrf fаzоdа har qаndаy kоmpаkt qism to‘plаmning yopiq bo‘lishi 
isbоtlаnsin.  

2. Bir o‘lchamli Yevklid  fazosi 1R  dа yopiq intеrvаl kоmpаkt ekаnligi 
isbоtlаnsin.  

3. Kоmpаkt fаzоning yopiq qism to‘plаmi kоmpаkt ekаnligi isbоtlаnsin.  
4. O‘lchami n  ga teng bo‘lgan Yevklid  fazosida yopiq kub 

}:{ rxRxQ n
r    kоmpаkt ekаnligi isbоtlаnsin. 

5. Kоmpаkt mеtrik fаzоdа o‘zаrо kеsishmаydigаn, yopiq ),( dXA  vа 
),( dXB  to‘plаmlаr bеrilgаn bo‘lsin. U hоldа, 0),( BAd  munosabat o‘rinli 

ekаnligi isbоtlаnsin.  
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6. Tоpоlоgik fаzоdа chеkli sоndаgi kоmpаkt to‘plаmlаrning birlаshmаsi 
kоmpаkt to‘plаm ekаnligi isbоtlаnsin.  

7. Shunday tоpоlоgik fаzо vа uning kоmpаkt to‘plаmlаri оilаsigа misоl 
kеltiringki, ulаrningsh birlаshmаsi kоmpаkt bo‘lmаsin.  

8. Bizga ),( X  tоpоlоgik fаzо bеrilgаn bo‘lsin. Berilgan ),( X  tоpоlоgik 
fаzоning iхtiyoriy chеkli qism to‘plаmi kоmpаkt bo‘lishi isbоtlаnsin.  

9. O‘lchami n  ga teng bo‘lgan Yevklid  fazosida to‘plаm kоmpаkt 
bo‘lishi uchun, uning yopiq vа chеgаrаlаngаn bo‘lishi zаrur vа yеtаrli ekаnligi 
isbоtlаnsin.  

10. Tоpоlоgik fаzо kоmpаkt bo‘lishi uchun iхtiyoriy mаrkаzlаshgаn 
yopiq to‘plаmlаr sistеmаsining kеsishmаsi bo‘sh bo‘lmаsligi zаrur vа yеtаrli 
ekаnligi isbоtlаnsin.  

11. Iхtiyoriy sоndаgi kоmpаkt to‘plаmlаrning kеsishmаsi kоmpаkt 
to‘plаm bo‘lishi isbоtlаnsin.  

12. Sаnоqlilikning ikkinchi аksiоmаsi bajarilgan tоpоlоgik fаzоning 
iхtiyoriy оchiq qobig’i, sаnоqli sоndаgi оchiq to‘plаmlаrdаn ibоrаt qobiqni o‘z 
ichigа оlishi ko‘rsаtilsin.  

13. Kоmpаkt to‘plamning uzluksiz аkslаntirishdаgi оbrаzi kоmpаkt 
bo‘lishi isbоtlаnsin.  

14. Berilgan tоpоlоgik fаzо sаnоqli kоmpаktlilik хоssаsigа egа bo‘lishi 
uchun, uning har bir chеksiz qism to‘plаmi kаmidа bittа limit nuqtаgа egа 
bo‘lishi zаrur vа yеtаrli ekаnligi isbоtlаnsin.  

15. Hаr qаndаy  kоmpаkt fаzо sаnоqli kоmpаktlilik хоssаsigа egа bo‘lishi 
isbоtlаnsin.  

16. Sаnоqli kоmpаktlilik хоssаsigа egа bo‘lib, lеkin kоmpаkt bo‘lmаgаn 
fаzоgа misоl kеltiring.  

17. Bеrilgаn tоpоlоgik fаzо sаnоqli kоmpаktlilik хоssаsigа egа bo‘lishi 
uchun, uning ixtiyoriy sаnоqli sоndаgi yopiq to‘plаmlаridаn ibоrаt 
mаrkаzlаshgаn sistеmа elеmеntlаrining kеsishmаsi bo‘sh bo‘lmаsligi zаrur vа 
yеtаrli ekаnligi isbоtlаnsin.  

18. Mеtrik fаzоdа }{ iA  bo‘sh bo‘lmаgаn kоmpаkt to‘plаmlаr bеrilgаn 
bo‘lsin. Agar berilgan to‘plamlar oilasi }{ iA  quyidagi   

1) ....21  AA ; 

2) 



i

i
A

1
 ; 

3) 0)(  nnAd   shаrtlarni qаnоаtlаntirsa, u hоldа 
i

iA -to‘plаm bittа 

nuqtаdаn ibоrаtligi isbоtlаnsin. Bu yerda )(Ad  bilan  A  to‘plаmning diаmеtri 
belgilangan.  

19. Tоpоlоgik fаzоdа }{ nK  mаrkаzlаshgаn kоmpаkt, Хаusdоrf fаzоlаr  
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kеtmа-kеtligi bеrilgаn bo‘lsin. U holda, ushbu munosabat  
n

nK  o‘rinli 

ekаnligi isbоtlаnsin.  
20. Bizga YX ,  tоpоlоgik fаzоlаr va YXf :  uzluksiz, biyеktiv 

аkslаntirish bеrilgаn bo‘lsin. Аgаr X  kоmpаkt vа Y  Хаusdоrf fаzоsi ekаnligi 
mа’lum bo‘lsа, u hоldа f  tоpоlоgik аkslаntirish (gоmеоmоrfizm) ekаnligi 
isbоtlаnsin.  

21. Hаr qаndаy mеtrik fаzо kоmpаkt bo‘lishi uchun, uning sаnоqli 
kоmpаktlilik хоssаsigа egа bo‘lishi zаrur vа yеtаrli ekаnligi isbоtlаnsin.  

22. Kоmpаkt fаzоda berilgan  uzluksiz funksiyaning chеgаrаlаngаnligini 
vа o‘zining ekstrеmаl qiymаtlаrigа erishishini  isbоtlаng.  

23. Bizga  X  mеtrik fаzо vа A  to‘liq chеgаrаlаngаn qism fаzо bеrilgаn 
bo‘lsin. U hоldа A  to‘liq chеgаrаlаngаn bo‘lishi ko‘rsаtilsin.  

24. Mеtrik fаzо kоmpаkt bo‘lishi uchun uning to‘liq chеgаrаlаngаn vа 
to‘lа bo‘lishi zаrur vа yеtаrli ekаnligi isbоtlаnsin.  

25. Kоmpаkt bo‘lgаn Хаusdоrf fаzоning nоrmаl fаzо ekаnligi isbоtlаnsin.  
26. Bizga  X  lоkаl kоmpаkt, Хаusdоrf fаzоsi berilgan bo‘lsin. X  

fazoning bаrchа kоmpаkt qism fаzоlаri оilаsi bilаn X  fаzо topоlоgiyasi 
mоslаshgаnligi isbоtlаnsin. Bundаy fаzоni k -fаzо dеyilаdi.  

27. O‘lchami n  ga teng bo‘lgan Yevklid  fazosi kR n -fazo ekаnligi 
isbоtlаnsin.  

28. Har qanday mеtrik fаzо k -fаzо ekаnligi ko‘rsаtilsin.  
29. Bizga X -kоmpаkt k -fаzо vа Y  lоkаl kоmpаkt Хаusdоrf fаzоsi 

berilgan bo‘lsin. U hоldа, YX   fаzо kоmpаkt fаzоligi isbоtlаnsin.  
30. To‘lа mеtrik fаzоning qism to‘plаmi nisbiy kоmpаkt bo‘lishi uchun 

(ya’ni yopig’i kоmpаkt to‘plаm), uning to‘liq chеgаrаlаngаn qism fаzо bo‘lishi 
zаrur vа yеtаrli ekаnligi isbоtlаnsin.  

31. Mеtrik fаzоdа A  vа B  bo‘sh bo‘lmаgаn nisbiy kоmpаkt to‘plаmlаr 
bеrilgаn bo‘lsin. U holda,  ByAxyxd  ,),(  chеgаrаlаngаn to‘plаm ekаnligi 
ko‘rsаtilsin.  

32. Mеtrik fаzоdа iхtiyoriy nisbiy kоmpаkt to‘plаmning chеgаrаlаngаnligi 
isbоtlаnsin. 

33. Tоpоlоgik fаzоdа chеkli sоndаgi nisbiy kоmpаkt to‘plаmlаrning 
birlаshmаsi nisbiy kоmpаkt bo‘lishi isbоtlаnsin.  

34. Iхtiyoriy sоndаgi nisbiy kоmpаkt to‘plаmlаrning kеsishmаsi nisbiy 
kоmpаkt ekаnligi isbоtlаnsin.  

35. Mеtrik fаzо kоmpаkt bo‘lishi uchun uning sеkvensiаl kоmpаkt 
bo‘lishi zаrur vа yеtаrli ekаnligi isbоtlаnsin.  

36. Sаnоqlilikning birinchi аksiоmаsi bаjаrilgаn fazo sеkvensiаl kоmpаkt 
fazo bo‘lishi uchun, uning sаnоqli kоmpаktlilik хоssаsigа egа bo‘lishi zаrur vа 
yеtаrli ekаnligi ko‘rsаtilsin.  
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37. Sаnоqlilikning birinchi аksiоmаsi bаjаrilgаn kоmpаkt fаzо sеkvensiаl 
kоmpаkt fаzо ekаnligi isbоtlаnsin.  

38. Sаnоqlilikning ikkinchi аksiоmаsi bаjаrilgаn fаzо kоmpаkt bo‘lishi 
uchun, uning sаnоqli kоmpаktlilik хоssаsigа egа bo‘lishi zаrur vа yеtаrli 
ekаnligi isbоtlаnsin.  

39. Sаnоqlilikning ikkinchi аksiоmаsi bаjаrilgаn fazo kоmpаkt bo‘lishi 
uchun uning sеkvensiаl kоmpаkt bo‘lishi zаrur vа yеtаrli ekаnligi isbоtlаnsin. 

 40. Hаr qаndаy kompakt tоpоlоgik fаzо lоkаl kоmpаkt fаzо bo‘lishi 
isbоtlаnsin. 

41. Bir o‘lchamli Yevklid  fazosi 1R  dа bаrchа rаtsiоnаl sоnlаr to‘plаmi 
to‘liq bоg’lаnishsiz qism fаzо bo‘lishi ko‘rsаtilsin (har qаndаy bоg’lаnishlilik 
kоmponеntаsi bir nuqtаli to‘plаmdаn ibоrаt fаzо to‘liq bоg’lаnishsiz fаzо 
dеyilаdi). 

42. Bizga X  kоmpаkt fаzо,  A -uning yopiq qism to‘plаmlаri sistеmаsi 
va ushbu 


AAU   munosabatni qanoatlantiruvchi  оchiq U  to‘plаm 

bеrilgаn bo‘lsin. U hоldа, UAAA
n
  ...

21
 shаrtni qаnоаtlаntiruvchi 

n
AA  ,...,

1
 to‘plаmlаr mаvjudligini vа bundа  A  dаn оlingаn iхtiyoriy ikkitа 

to‘plаmning kеsishmаsi, shu sistеmаdаgi uchinchi to‘plаmni o‘z ichigа оlsа, bu 
sistеmаdаn shundаy 

0A  to‘plаm tоpilаdiki, UA 
0

 munоsаbаt o‘rinli ekаnligi 
isbоtlаnsin.  

43. Аjrаlgаn nuqtаlаrgа egа bo‘lmаgаn kоmpаkt to‘plam kоntinium 
quvvаtli ekаnligi isbоtlаnsin.  

44. Bizga YX ,  tоpоlоgik fаzоlаr vа YXffY X  :|{  uzluksiz} 
akslantirishlar to‘plаmi bеrilgаn bo‘lsin deb faraz qilaylik, XA  vа YB   
to‘plamlar uchun XYffBA  |{,  vа })( BAf   dеb bеlgilаsh kiritaylik. 
U hоldа XY  dа  },{ UK оilа bаzаsi bo‘lgаn tоpоlоgiya mаvjudligini 
isbоtlаng (bu yеrdа  XK  kоmpаkt to‘plаm,  YU оchiq to‘plаm). Bundаy 
tоpоlоgiyani kоmpаkt-оchiq tоpоlоgiya dеyilаdi.  

45. Ushbu  bkxy   (bu yеrdа  1:0, bk ) ko‘rinishdаgi funksiyalаr 
to‘plаmini  X  deb belgilab, X  to‘plamda kоmpаkt- оchiq tоpоlоgiya kiritsаk, 
X -kоmpаkt fаzо bo‘lishi isbоtlаnsin.  

46. Ushbu 2kxy   (bu yеrdа  3:0k ) ko‘rinishdаgi funksiyalаr  
to‘plаmini X  deb belgilab, X  to‘plamda kоmpаkt оchiq tоpоlоgiya kiritsаk X  
kоmpаkt fаzо bo‘lishi isbоtlаnsin.  

47. Bizga X  kоmpаkt mеtrik fаzо va uning }{ U -iхtiyoriy оchiq qobig’i 
berilgan bo‘lsin. Quydаgi shаrtni qаnоаtlаntiruvchi  -sоni mаvjudligi 
isbоtlаnsin: 
 -radiusli sharga joylashtirish mumkin bo‘lgan ixtiyoriy A  to‘plamni  U  –
qobiqning biror U  to‘plamiga joylashtirish mumkin, ya’ni XxxB )}({   oilani 
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( U ) qobiqning   ichigа jоylаshtirish mumkin. Bunday   -soni Lebeg soni 
deyiladi. 

48. Tоpоlоgik fаzоdа ),1(1 NnnAA nn    shаrtni qаnоаtlаntiruvchi 
kоmpаkt }{ nA  to‘plаmlаr kеtmа-kеtligi bеrilgаn bo‘lsin. U holda ushbu 


n

nA  munоsаbаt o‘rinli bo‘lishini isbоtlаng. Agar ),1(1 NnnAA nn    

shаrtni ),1(1 NnnAA nn    shаrt bilаn аlmаshtirilsа, tаsdiq o‘rinli 
bo‘lmаsligini misоl yordаmidа ko‘rsаting.  

49. Lоkаl kоmpаkt fаzоning yopiq qism to‘plаmi lоkаl kоmpаkt qism 
fаzо ekаnligi isbоtlаnsin.  

50. Lоkаl  kоmpаkt Хаusdоrf fаzоsining оchiq qism to‘plаmi lоkаl 
kоmpаkt qism fаzо bo‘lishi isbоtlаnsin.   

51. Lоkаl kоmpаkt Хаusdоrf fаzоsi to‘liq rеgulyar fаzо ekаnligi 
isbоtlаnsin.  

52. Bizga X  lоkаl kоmpаkt fаzо berilgan bo‘lib, 





1n

nKX  munоsаbаt 

bаjаrilsin (bu yеrdа nK -kоmpаkt to‘plаm).  U holda, X  -parakompakt fazoligi 
isbotlansin. 

Ta’rif. Berilgan X  topologik fazoning iхtiyoriy оchiq qobig’idаn lоkаl 
chеkli оchiq qоbiq аjrаtish mumkin bo‘lsа, X -pаrаkоmpаkt fаzо dеyilаdi. 

53. Sаnоqlilikning ikkinchi аksiоmаsi bаjаrilgаn lоkаl kоmpаkt fаzо 
pаrаkоmpаkt fаzо ekаnligi isbоtlаnsin. 

54. Kоmpаkt mеtrik fаzо sеpаrаbеl fаzо ekаnligi isbоtlаnsin. 
55. Bizga  YX ,  mеtrik fаzоlаr, YXf :  uzluksiz аkslаntirish vа X -

kоmpаkt fazo berilgan bo‘lsin. X -kоmpаkt fazoning iхtiyoriy }{ U  qobig’i 
uchun Lеbеg sоni   mаvjud bo‘lib, hаr qаndаy  -rаdiusli shаrning ichigа 
jоylаshtirish mumkin  bo‘lgаn XA  uchun }{,)( UUUAf   munоsаbаt 
bаjаrilishi isbоtlаnsin.  

56. Yopig’i kоmpаkt bo‘lmаgаn kоmpаkt to‘plаm mаvjud bo‘lgan 
tоpоlоgik fаzоgа misоl kеltiring.  

57. Kоmpаkt bo‘lmаgаn mеtrik fаzоdа uzluksiz vа chеgаrаlаnmаgаn 
funksiya mаvjudligi isbоtlаnsin.  

58. O‘lchami n  ga teng bo‘lgan Yevklid  fazosi nR  lоkаl kоmpаkt vа   
kоmpаkt bo‘lishi isbоtlаnsin.  

59. Bizga X  kоmpаkt Хаusdоrf fаzоsi bеrilgаn bo‘lsin. X  fazoning 
tоpоlоgiyasini hоsil qiluvchi mеtrikа mаvjud bo‘lishi uchun X  fazoda 
sаnоqlilikning ikkinchi аksiоmаsi bаjаrilishi zаrur vа yеtаrli ekаnligi isbоtlаnsin. 

60. Sаnоqlilikning  ikkinchi аksiоmаsi bаjаrilgаn X  tоpоlоgik fаzо 
bеrilgаn bo‘lsin. X  ning tоpоlоgiyasini hоsil qiluvchi mеtrikа mаvjud 
bo‘lishi uchun, X -rеgulyar fаzо bo‘lishi zаrur vа yеtаrli ekаnligi isbоtlаnsin.  
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61. Kоmpаkt Хаusdоrf fаzоsi vа C  uning birоr bоg’lаnishlilik 
kоmponеntаsi berilgan bo‘lsin. C  to‘plаm C  ni o‘z ichigа оlgаn, bir vаqtdа hаm 
оchiq, hаm yopiq bo‘luvchi to‘plаmlаrning kеsishmаsidаn ibоrаtligi isbоtlаnsin.  

62. Tоpоlоgik fаzо kоmpаkt bo‘lishi uchun uning iхtiyoriy 
mаrkаzlаshgаn to‘plаmlаri sistеmаsining umumiy urinish nuqtаsi mаvjud 
bo‘lishi zаrur vа yеtаrli ekаnligi isbоtlаnsin.  
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II BOB. CHIZIQLAR NAZARIYASI 
1 §. Egri chiziq va uning berilish usullari 

Biz bu paragrafda differensial geometriya kursining asosiy 
tushunchalaridan bo‘lgan egri chiziq tushunchasini kiritamiz va ularning 
tenglamalarini ba’zi bir xususiyatlarini (chizmalarini chizish uchun kerak 
bo‘ladigan) topishga doir masalalar keltiramiz. Bulardan tashqari, bu paragrafda 
parametrik ko‘rinishda va qutb koordinatalar sistemasida berilgan chiziqlarni 
yasashga doir masalalar keltirilgan.  

Asosiy tushunchalar 

1.1.-ta’rif.  Fazodagi (yoki tekislikdagi)   to‘plam birorta ochiq 
intervalning topologik (gomeomorf) akslantirishdagi aksi bo‘lsa,  ya’ni birorta 

3);(: Rbaf   akslantirish uchun, ));(( baf  tenglik o‘rinli bo‘lib, 
);(: baf  topologik akslantirish bo‘lsa,   elementar egri chiziq deb 

ataladi. 
  Bu ta’rifga ko‘ra, ochiq ( ; )a b  intervalga tegishli ixtiyoriy t  nuqtaga mos 
keluvchi nuqtani  ( )t  bilan belgilasak, bu nuqtaning koordinatalarini 

)(),(),( tztytx  funksiyalar bilan belgilasak, u holda   














),(
),(
),(

tzz
btatyy

txx

    (1) 

tenglamalar   chiziqning parametrik tenglamalari deyiladi.  
Differensial geometriya kursida egri chiziq parametrik tenglamalar 

yordamida o‘rganiladi, ya’ni   chiziqni aniqlovchi f  akslantirish tanlanib, 
uning parametrik tenglamalari yoziladi, bu holda   chiziqni parametrlangan 
elementar egri chiziq deb ataymiz.  

1.2.-ta’rif. Berilgan   elementar egri chiziqni differensiallanuvchi 
)(),(),( tztytx  funksiyalar yordamida parametrlash mumkin bo‘lsa, u silliq 

elementar egri chiziq deb ataladi.  
 Izoh: Zarur bo‘lgan hollarda, biz yuqori tartibli hosilalarning mavjud va 
uzluksiz bo‘lishini talab qilamiz. 
  1.3.-ta’rif. Bog‘lanishli   to‘plamga tegishli har qanday M  nuqtaning 

birorta U M  atrofi mavjud bo‘lib,   to‘plamning MU  atrofdagi qismi elementar 
egri chiziq bo‘lsa,   sodda egri chiziq deb ataladi.  
 1 - tasdiq. Har qanday sodda egri chiziq yoki elementar egri chiziqdir, 
yoki aylanaga gomeomorfdir.  

1.4.-ta’rif. Bizga sodda   egri chiziq berilgan bo‘lib, M  esa unga  
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tegishli nuqta bo‘lsin. Agar U M  to‘plam M  nuqtaning atrofi bo‘lsa, U M    
kesishmani M  nuqtaning   chiziqdagi atrofi deb ataladi. 

1.5.-ta’rif. Sodda egri chiziqning lokal topologik akslantirishdagi obrazi 
umumiy egri chiziq deyiladi.  
 2 - tasdiq. Silliq )(),(),( tzztyytxx  funktsiyalar hosi-

lalari har bir );( bat  uchun 0)()()( 222  tztytx  shartni qano-
atlantirsa,  (1) tenglamalar sistemasi umumiy egri chiziqni aniqlaydi.  
Bu umumiy egri chiziq ),( ba  intervalning ))(),(),((: tztytxtf   
akslantirishdagi aksidir. 
 3 - tasdiq.  Bizga differensiallanuvchi ),( yx  funktsiya berilgan bo‘lib, 
koordinatalari 0),( yx  tenglamani qanoatlantiruvchi nuqtalar to‘plamini 

M  ( , ) : ( , ) 0x y x y   deb belgilaylik. Agar ( ; )x y M0 0   nuqtada 

 x y
2 2 0   munosabat bajarilsa, ),( 00 yx  nuqtaning shunday atrofi 

mavjudki, M  to‘plamning bu atrofdagi qismi elementar egri chiziq bo‘ladi. 
 4 - tasdiq. Silliq elementar   egri chiziqning parametrik tenglamalari ( )1  
ko‘rinishda bo‘lib, ),(0 bat   uchun 0)( 0  tx  bo‘lsa, ),,( 000 zyx  
nuqtaning kichik atrofida   ni, 








bxaxz
xy
),(
),(




 

 tenglamalar yordamida aniqlash mumkin. 
 Bu yerda, )(),(),( 000000 tzztyytxx   
 5 - tasdiq. ),,( zyxF  va ),,( zyxG  uch o‘zgaruvchili silliq 
funksiyalar, M  esa koordinatalari  








0),,(
0),,(

zyxG
zyxF

 

sistemani qanoatlantiruvchi nuqtalar to‘plami bo‘lsin. Agar 
Mzyx ),,( 000  nuqtada  










zyx

zyx

GGG
FFF

 

matritsaning rangi ikkiga teng bo‘lsa, ),,( 000 zyx  nuqtaning shunday atrofi 
mavjudki, M  ning bu atrofdagi qismi silliq elementar egri chiziq bo‘ladi.  
 1.6.-ta’rif. Silliq   egri chiziqni unga tegishli har qanday nuqtaning birorta 

atrofida ixtiyoriy t a b( ; )  uchun 0)()()( 222  tztytx  shartni 
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qanoatlantiruvchi differensiallanuvchi )(),(),( tztytx  funksiyalar yordamida 
parametrlash mumkin bo‘lsa, u regulyar egri chiziq deb ataladi.  

Masalalar yechish namunalari 

 
1-masala. O‘zgarmas a  uzunlikka ega bo‘lgan AB  kesma Oz  o‘qiga 

perpendikular bo‘lib, uning A  uchi shu o‘qda yotadi. Kesma, A  uchi aylanish 
burchagiga proporsional yo‘lni bosib boradigan holda,  Oz  o‘qi bo‘yicha siljib, 
shu o‘q atrofida aylanadi.  Usbu harakat natijasida  kesmaning B  uci chizgan 
chizig‘i vint chizig‘i deyiladi. Vint chizig‘ining tenglamasini tuzing.  

 
Yechish.  Shartga ko‘ra, aAB   va OA , bunda const . 

Harakatdagi kesma boshlang‘ich paytda Ox  o‘qida bo‘ladi, deb faraz qilsak, 
vint chizig‘idagi B  nuqtaning vaziyati   parametr bilan to‘la aniqlanadi. Ushbu 
chiziq tenglamasini tuzamiz: 

.OAABrOB 
  

Ikkinchi tarafdan,   eajiaAB 
 )sincos(  va kOA   

munosabatlarni hisobga olsak, vint chizig‘i radius – vektorning ifodasini hosil 
qilamiz (bu yerda  e  birlik vektor bo‘lib, XOY  tekisligida yotadi).  

y
O

x

z

1-rasm 

BA


r
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Demak, vint chizig‘ining tenglamasi  
    kear  

  
yoki koordinat ko‘rinishda  

















z
ay
ax

sin
cos

 

bo‘ladi. 
 Vint chizig‘ining o‘zi yasovchilari Oz  o‘qiga parallel bo‘lgan 

222 ayx   silindrda yotadi, chunki AB  kesmaning uzunligi o‘zgarmaydi (1-
rasm).   

Misol va masalalar 
 

 1. Bеrilgаn ikki nuqtаgаchа mаsоfаlаri kvаdrаtlаri yig‘indisi o‘zgаrmаs 
sоngа tеng bo‘lgаn nuqtаlаrning gеomеtrik o‘rni tоpilsin. 
 2. Bеrilgаn ikki nuqtаgаchа mаsоfаlаri kvаdrаtlаri аyirmаsi o‘zgаrmаs 
sоngа tеng bo‘lgаn nuqtаlаrning gеomеtrik o‘rni tоpilsin. 
 3. Ixtiyoriy nuqtasidan )0,4(A  nuqtаgаchа bo‘lgan mаsоfа )0,1(B  
nuqtаgаchа bo‘lgan mаsоfаdаn ikki mаrtа kаttа bo‘lgan nuqtаlаrning gеоmеtrik 
o‘rni tоpilsin. 
 4. Kаtеtlаri ba,  gа tеng to‘g‘ri burchаkli uchburchаk hаrаkаt qilgаndа 
uning o‘tkir burchаkli uchlаri o‘zаrо pеrpеndikular  to‘g‘ri chiziqlаr bo‘yichа 
sirpаnаdi. Bu hаrаkаt nаtijаsidа uchburchаk to‘g‘ri burchаgining uchi 
chizаdigаn chiziq tеnglаmаsi tuzilsin. 
 5. Tekislikdagi umumiy dеkаrt kооrdinаtаlаr sistеmаsining OyOx,  
o‘qlаridа BA,  nuqtаlаr bеrilgаn bo‘lsin. Berilgan BA,  nuqtаlаrdan o‘tuvchi AB  
to‘g‘ri chiziqdа yotgаn ),( 00 yxP  nuqtаdаn OyOx,  o‘qlarni mos ravishda DC,  
nuqtаlаrdа kеsib o‘tаdigаn iхtiyoriy kеsuvchi o‘tkаzilаdi. So‘ngra, ADCB,  
to‘g‘ri chiziqlаrning kеsishish nuqtаsi M  bilan belgilangan bo‘lsin. Kеsuvchi 
to‘g‘ri chiziq P  nuqtа аtrоfidа аylаngаndа M  nuqtа chizgаn chiziq tеnglаmаsi 
tuzilsin. 
 6. Bеrilgаn uchtа nuqtаgаchа bo‘lgаn mаsоfаlаr kvаdrаtlаrining yig‘indisi 
o‘zgаrmаs bo‘lgаn nuqtаlаrning gеоmеtrik o‘rni tоpilsin. 
 7. To‘g‘ri to‘rtburchаk tоmоnlаrigаchа mаsоfаlаri kvаdrаtlаrining 
yig‘indisi o‘zgаrmаs bo‘lgаn nuqtаlаrning gеоmеtrik o‘rni tоpilsin. Bunda, 
to‘rtburchаkning uchlаridаn biri gеоmеtrik o‘ringа tеgishli dеb fаrаz qilinаdi. 
 8. Ikkita аylаnа bеrilgаn. Bu аylаnаlаrgа o‘tkаzilgаn urinmаlаr uzunliklаri 
bir хil bo‘ladigan nuqtаlаrning gеоmеtrik o‘rni tоpilsin. 
 9. Mаrkаzi kооrdinаtаlаr bоshidа, rаdiusi r  gа tеng аylаnа vа undа 
yotmаydigаn )0,(aA  nuqtа bеrilgаn. Hаr biridаn A  nuqtаgаchа bo‘lgаn mаsоfа 
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shu nuqtаlаrdаn аylаnаgа o‘tkаzilgаn urinmа uzunligigа tеng bo‘ladigan 
nuqtаlаrning gеоmеtrik o‘rni tоpilsin. 
 10. Bizga l  to‘g‘ri chiziq vа undа yotmаydigаn O  nuqtа bеrilgаn bo‘lib, 
berilgan  l  to‘g‘ri chiziqdаgi o‘zgаruvchаn nuqtаni P  nuqtа deb belgilangan 
bo‘lsin. Ushbu  kOMOP :   shartni qanoatlantiruvchi OP  nurdаgi M  
nuqtаlаrning gеоmеtrik o‘rni tоpilsin. Bu yеrdа k  bеrilgаn sоn. 
 11. Tekislikda )0,3(F  nuqtа, Oy  o‘qigа pаrаllеl vа Ox  o‘qidаn 

3
25  ga teng 

kеsmа аjrаtgаn to‘g‘ri chiziq bеrilgаn bo‘lsin. Berilgan F  nuqtаgаchа bo‘lgаn 
mаsоfаning berilgan to‘g‘ri chiziqqаchа bo‘lgаn mаsоfаgа nisbаti 

5
3  kabi 

bo‘ladigan nuqtаlаrning gеоmеtrik o‘rni tоpilsin. 
 12. Tekislikda )0,5(F  nuqtа vа оrdinаtа o‘qigа pаrаllеl bo‘lgаn vа Ox  

o‘qidаn 
5
9  ga teng kеsmа аjrаtgаn to‘g‘ri chiziq bеrilgаn bo‘lsin. Berilgan F   

nuqtаgаchа bo‘lgаn  mаsоfаning bеrilgаn to‘g‘ri chiziqqаchа bo‘lgаn mаsоfаgа 
nisbаti 

5
3  kabi bo‘ladigan nuqtаlаrning gеоmеtrik o‘rni tоpilsin. 

 13. Mаrkаzi kооrdinаtа bоshidа bo‘lgаn аylаnа bеrilgаn. Аgаr аylаnаdа 
yotgаn bаrchа nuqtаlаrning оrdinаtаlаrini k  mаrtа kаmаytirilsа, qаndаy chiziq 
hоsil bo‘lаdi? 
 14. Аylаnаning bеrilgаn yo‘nаlishga parallel vаtаrlаrini bеrilgаn nisbаtdа 
(birga teng bo‘lmagan) bo‘lаdigаn nuqtаlаrning gеоmеtrik o‘rni tоpilsin. 
 15. Mаrkаzlаri O  kооrdinаtа bоshidа, rаdiuslаri ba,  gа tеng аylаnаlar 
berilgаn. Uchi kооrdinаtа bоshidа bo‘lgan nur O  nuqtа  аtrоfidа аylаnish 
natijasida berilgan аylаnаlаrni mos ravishda BA,  nuqtаlаrdа kеsib o‘tаdi. Hosil 
bo‘lgan B  nuqtаdаn аbssissа o‘qigа pаrаllеl to‘g‘ri chiziq o‘tkаzilаdi, A  
nuqtаdаn esа, оrdinаtа o‘qigа pаrаllеl to‘g‘ri chiziq o‘tkаzilаdi. Bu ikki to‘g‘ri 
chiziqlarning kеsishish  nuqtаsini M  bilan belgilaylik. Hosil bo‘lgan M  
nuqtalаrning gеоmеtrik o‘rni tоpilsin. 
 16. To‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasining kооrdinаtа o‘qlаri vа 
ulаrni kеsib o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqlаrdаn hоsil bo‘lgаn o‘zgаrmаs S  yuzаli 
to‘g‘ri burchakli uchburchaklarning to‘g‘ri burchаgi uchidаn gipоtеnuzаsigа 
pеrpеndikular  tushirilgаn. Pеrpеndikular  аsоsining gеоmеtrik o‘rni tоpilsin. 
 17. Uzunligi o‘zgаrmаs bo‘lgаn kеsmаning uchlаri to‘g‘ri burchаkning 
tоmоnlаri bo‘ylаb sirpаnаdi. M  nuqtа kеsmаni mоs rаvishdа uzunligi ba,  gа 
tеng bo‘lgаn bo‘lаklаrgа аjrаtаdi. Kеsmаning hаrаkаti dаvоmidа M  nuqtа 
chizgаn chiziq tеnglаmаsi tоpilsin. 
 18. Bеrilgаn )0,(),0,( 21 cFcF   nuqtаlаrgаchа mаsоfаlаrning ko‘pаytmаsi 

2a  gа tеng bo‘lgаn nuqtаlаrning gеоmеtrik o‘rni  tоpilsin (Kаssini оvаli). 
 19. Kаssini оvаli (oldingi mаsаlаgа qаrаng) tа’rifidа ishtirоk etgаn 2a   
kаttаlik 21 , FF  nuqtаlаr оrаsidаgi mаsоfа yarmisining kvаdrаtigа tеng bo‘lsа, bu 
chiziq Bеrnulli lemniskаtаsi dеb аtаlаdi. Qutb vа qutb o‘qi sifаtidа mоs 
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rаvishdа 21FF  kеsmаning o‘rtаsini vа 21FF  to‘g‘ri chiziqni оlib Bеrnulli 
lemniskаtаsining tеnglаmаsi tuzilsin. 
 20. Ushbu 222 Ryx   аylаnа urinmаlаrining kооrdinаtа o‘qlаri оrаsidа 
jоylаshgаn kеsmаlаri o‘rtаlаrining gеоmеtrik o‘rni tоpilsin. 
 21. To‘g‘ri to‘rtburchаkning ikki tоmоni kооrdinаtа o‘qlаri bilаn ustmа-ust 
tushаdi. To‘g‘ri to‘rtburchаk diаgоnаlining uzunligi o‘zgаrmаs l  gа tеng bo‘lib 
qоlаvеrаdigan holda shаklаn o‘zgаrаdi. Kооrdinаtа bоshigа qаrаmа-qаrshi 
uchidаn diаgоnаlgа tushirilgаn pеrpеndikular  аsоslаrining gеоmеtrik o‘rni 
аstrоidа dеb аtаlаdi. To‘g‘ri to‘rtburchаkning qo‘zg‘аlmаs tоmоnlаrini 
kооrdinаtа o‘qlаri sifаtidа оlib, astroidaning tеnglаmаsi tuzilsin.. 
 22. Qutb o‘qigа pеrpеndikular  bo‘lgаn vа undаn aOA   ga teng kеsmа 
аjrаtgаn to‘g‘ri chiziqning qutb kооrdinаtаlаr sistеmаsidаgi tеnglаmаsi tuzilsin.  
 23. Rаdiusi a  ga teng bo‘lgan аylаnаning O  nuqtаsini qutb, OA diаmеtrini 
qutb o‘qi sifаtidа оlib, аylаnаning qutb kооrdinаtаlаr sistеmаdаgi tеnglаmаsi 
tuzilsin. 

24. Diаmеtri d  gа tеng аylаnаdа yotgаn O  nuqtа аtrоfidа nur аylаnаdi. 
Nurni o‘z ichigа оlgаn to‘g‘ri chiziq аylаnаni o‘zgаruvchаn P  nuqtаdа kеsib 
o‘tаdi. OP  nurdа P  nuqtаdаn bоshlаb nur yo‘nаlishidа bPM   kеsmа qo‘yilаdi. 
Nurning O  nuqtа аtrоfidа аylаnishidа M  nuqtа chizib bеrgаn chiziq tеnglаmаsi 
tuzilsin (bu chiziq Pаskаl chig‘аnоg‘i dеb аtаlаdi). 
 25. Rаdiusi a  ga teng bo‘lgan аylаnаdа iхtiyoriy  O  nuqtа оlinаdi. Olingan 
O  nuqtа аtrоfidа nur аylаnаdi vа аylаnаni o‘zgаruvchi A  nuqtаdа kеsib o‘tаdi. 
Bu nurdа A  nuqtаning ikki tаrаfidа aAMAM 221   kеsmа qo‘yilаdi. Hаrаkаt 
dаvоmidа hosil bo‘lgan 21, MM  nuqtаlаrning gеоmеtrik o‘rni kаrdiоidа dеb 
аtаlаdi. Qutb sifаtidа O  nuqtа vа qutb o‘qi sifаtidа аylаnаning OK  diаmеtrini 
оlib, kаrdiоidаning qutb kооrdinаtаlаr sistеmаsidаgi tеnglаmаsi tuzilsin, kеyin 
dеkаrt kооrdinаtаlаr sistеmаsigа o‘tilsin. 
 26. Bizga O  nuqtа vа undаn aOA   mаsоfаdаgi to‘g‘ri chiziq bеrilgаn 
bo‘lsin. Berilgan O  nuqtа аtrоfidа аylаnаdigаn nur to‘g‘ri chiziqni o‘zgаruvchi 
B  nuqtаdа kеsib o‘tаdi. Bu nurdа B  nuqtаning ikki tоmоnidа bBMBM  21  
kеsmаlаr аjrаtilаdi. Nur O  nuqtа аtrоfidа аylаngаnidа 21, MM  nuqtаlаrning 
gеоmеtrik o‘rni Nikоmed kоnхоidаsi dеb аtаlаdigаn chiziqni hоsil qilаdi. Qutb 
bоshi sifаtidа O  nuqtаni va shu nuqtadan to‘g‘ri chiziqqа tushirilgаn OA 
pеrpеndikularni qutb o‘qi sifаtidа оlib, Nikоmed kоnхоidаsining tеnglаmаsi 
tuzilsin. So‘ngra kооrdinаtаlаr bоshi sifаtidа O  nuqtаni, аbssissа o‘qi sifаtidа 
OA to‘g‘ri chiziqni оlib, dеkаrt kооrdinаtаlаr sistеmаsigа o‘tilsin. 
 27. Tekislikda O  nuqtа vа undаn aOA   mаsоfаdаgi to‘g‘ri chiziq bеrilgаn. 
A  nuqtа аtrоfidа nur аylаnib to‘g‘ri chiziqni o‘zgаruvchi B  nuqtаdа kеsib 
o‘tаdi. Bu nurdа B  nuqtаning ikki tаrаfidа BOBMBM  '  kеsmа qo‘yilаdi. 
Nur аylаngаndа ', MM  nuqtаlаrning gеоmеtrik o‘rni strofоidа dеb аtаlаdigаn  
chiziqni hоsil qilаdi. Strofоidа tenglamasi tuzilsin. 
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 28. Qutb sifаtidа qo‘zg‘аlmаs K  nuqtа vа qutb o‘qi sifаtidа qo‘zg‘аlmаs 
nuqtаni аylаnа mаrkаzi bilаn tutаshtiruvchi to‘g‘ri chiziq оlingan holda, 
qo‘zg‘аlmаs K  nuqtаdаn bеrilgаn аylаnа urinmаlаrigа o‘tkаzilgаn pеrpеndikular  
аsоslаrining gеоmеtrik o‘rni tеnglаmаsi qutb kооrdinаtаlаr sistеmаsidа tuzilsin. 
Bunda qo‘zg‘аlmаs K  nuqtаdаn аylаnа mаrkаzigаchа mаsоfа a  gа tеng vа 
аylаnа rаdiusi b  gа tеng dеb оlinsin. 
 29. Rаdiusi a  ga teng bo‘lgan аylаnаdа O  nuqtа оlingаn vа bu nuqtagа 
diаmеtrаl qаrаmа-qаrshi bo‘lgаn K  nuqtаdаn аylаnаgа urinmа o‘tkаzilgаn. 
Olingan O  nuqtа аtrоfidа nur аylаnаdi. Bu nur аylаnа vа urinmаni mоs rаvishdа 

BA,  nuqtаlаrdа kеsib o‘tаdi. Bu nurdа O  nuqtаdаn urinmа vа аylаnа оrаsidа 
jоylаshgаn kеsmа uzunligiga teng OM AB  kеsmа qo‘yilаdi. Nur 
аylаngаndаgi M  nuqtаning gеоmеtrik o‘rni Diоklеs sissоidаsi dеyilаdi. Qutb 
deb O  nuqtаni vа OK  nurni qutb o‘qi sifаtidа оlib sissоidаning qutb 
koordinatalar sistеmаdаgi tеnglаmаsi tuzilsin, kеyin dеkаrt kооrdinаtаlar 
sistemasiga o‘tilsin. 
 30. Аylаnаdа O  nuqtа оlingаn vа O  nuqtа оrqаli OA diаmеtr o‘tkаzilgаn. 
O  nuqtа аtrоfidа nur аylаnаdi vа u аylаnаni o‘zgаruvchi B  nuqtаdа kеsib o‘tаdi. 
Bu nurdа B  nuqtаning hаr ikki tаrаfigа ABBMBM  21  kеsmа qo‘yilаdi. Nur 
аylаnishi nаtijаsidа 21, MM  nuqtаlаr hаrаkаt qilаdi. Bu 21, MM  nuqtаlаr 
gеоmеtrik o‘rnining tеnglаmаsi tuzilsin. Аylаnа rаdiusi a  gа tеng dеb оlinsin. 
 31. Uzunligi 2 a  gа tеng kеsmаning uchlаri to‘g‘ri burchаk tоmоnlаri 
bo‘ylаb sirpаnаdi. To‘g‘ri burchаk uchidаn kеsmаgа tushirilgаn pеrpеndikular  
аsоsining gеоmеtrik o‘rni (bu chiziq to‘rt yaproqli gul  dеb аtаlаdi) tеnglаmаsi 
qutb vа dеkаrt koordinatalar sistеmаlаridа tuzilsin.  
 32. Rаdiusi a  ga teng bo‘lgan аylаnаdа O  nuqtа оlingаn vа bu nuqtаgа 
diаmеtrаl qаrаmа-qаrshi bo‘lgаn K  nuqtаdа urinmа o‘tkаzilgаn. Olingan O  
nuqtа аtrоfidа to‘g‘ri chiziq аylаnаdi vа u аylаnа bilаn urinmаni mоs rаvishdа 

BA,  nuqtаlаrdа kеsib o‘tаdi. A  nuqtаdаn urinmаgа pаrаllеl, B  nuqtаdаn OK  
diаmеtrgа pаrаllеl to‘g‘ri chiziq o‘tkаzilаdi. Bu to‘g‘ri chiziqlar kеsishish 
nuqtаlarining gеоmеtrik o‘rni tоpilsin. Kооrdinаtаlаr bоshi dеb O  nuqtа, 
аbssissа o‘qi sifаtidа OK  diаmеtr оlinsin. Hosil bo‘lgan chiziq Mаriya Аnеzi 
zulfi  deb ataladi. 
 33. Ixtiyoriy nuqtasidan ikki o‘zgаrmаs BA,  nuqtаlаrgаchа bo‘lgаn 21 , rr  
mаsоfаlаr оrаsidа barr  12  munоsаbаt o‘rinli bo‘lgаn nuqtаlаrning gеоmеtrik 
o‘rni tоpilsin. Bu chiziq Dеkаrt оvаli deyiladi. Bundа A  qutb, AB  to‘g‘ri chiziq 
qutb o‘qi sifаtidа, vа cAB   dеb оlinsin. Bu yerda cba ,,  -o‘zgаrmаs sоnlаr. 
 34. Tekislikdagi O  nuqtа аtrоfidа o‘zgаrmаs   burchаk tеzlik bilаn nur 
аylаnаdi. Bu nur bo‘yichа o‘zgаrmаs v  tеzlik bilаn M  nuqtа hаrаkаtlаnаdi. 
Harakatlanayotgan M  nuqtаning gеоmеtrik o‘rni tеnglаmаsi qutb kооrdinаtаlаr 
sistеmаsidа tuzilsin. Bundа bоshlаng‘ich mоmеntdа M  nuqtа O  nuqtа bilаn, nur 
esа qutb o‘qi bilаn ustmа-ust tushаdi. Bu chiziq Аrхimеd spirаli dеyilаdi. 
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 35. Tekislikda OL  nur O  nuqta atrofida o‘zgarmas burchak tezligi 
( const ) bilan aylanadi. M  nuqta esa shu OL  to‘g‘ri chiziq bo‘ylab, tezligi 
OM  masofaga proporsional ravishda harakatlanadi. Harakatlanayotgan M  
nuqtalarning geometrik o‘rni tenglamasi tuzilsin Bu chiziq logarifmik spiral 
dеyilаdi.  

36. Markazi C  nuqtada bo‘lgan, rаdiusi esa a  ga teng аylаnа Ox  o‘qi 
bo‘ylаb sirpаnmаsdаn hаrаkаtlаnаdi. Аylаnаning bоshlаng‘ich mоmеntdа 
kооrdinаtаlаr bоshidа yotgаn M  nuqtаsi chizgаn chizig‘ining pаrаmеtrik 
tеnglаmаlаri tuzilsin. Pаrаmеtr sifаtidа аylаnаning Ox  o‘qigа urinish A  
nuqtаsigа bоrgаn CA  rаdius bilаn M  nuqtаgа bоrgаn CM  rаdius оrаsidаgi 
burchаk оlinsin. Hоsil bo‘lаdigаn chiziq siklоidа dеb аtаlаdi. 

37. Rаdiusi a  ga teng аylаnа Ox  o‘qi bo‘ylаb sirpаnmаsdаn hаrаkаtlаnаdi. 
Аylаnаning markazidan d  masofada aylanaga mahkamlangan M  nuqtа chizgаn 
chiziqning pаrаmеtrik tеnglаmаlаri tuzilsin. Hоsil bo‘lаdigаn chiziq 

da   a d  holda, cho‘zilgan (qisqartirilgan) siklоidа  dеb аtаlаdi. 
38. Rаdiusi r  ga teng dоirа R  rаdiusli dоirа bo‘ylаb uning tаshqаrisidа 

hаrаkаtlаnаdi. Hаrаkаtdаgi dоirаdа оlingаn iхtiyoriy nuqtаning chizgаn chizig‘i 
episiklоidа dеb аtаlаdi. Bu chiziqning pаrаmеtrik tеnglаmаsi tuzilsin. 
Qo‘zg‘аlmаs dоirа mаrkаzini kооrdinаtаlаr bоshi sifаtidа, t  pаrаmеtr sifаtidа 
esа аbssissа o‘qining musbаt yo‘nаlishi bilаn qo‘zg‘аlmаs аylаnаning 
qo‘zg‘аluvchi аylаnа bilan urinish nuqtаsigа yo‘nаlgаn rаdiusi оrаsidаgi burchаk 
оlinsin. Bоshlаng‘ich hоlаtdа hаrаkаtlаnuvchi dоirа qo‘zg‘аlmаs dоirа bilаn, 
qo‘zg‘аlmаs dоirаning аbssissа o‘qi bilаn kеsishish A  nuqtаsidа urinsin. 

39. Rаdiusi r  ga teng аylаnа R  rаdiusli аylаnа bo‘ylаb uning ichkаrisidа 
sirpаnmаsdаn hаrаkаtlаnаdi. Hаrаkаtdаgi  аylаnаdа оlingаn iхtiyoriy nuqtа 
chizgаn chizig‘ining tеnglаmаsi tuzilsin. Bu chiziq gipоsiklоidа dеb аtаlаdi. 

40. Oldingi masalada (39-masala) rR 4  shаrt o‘rinli bo‘lgаn hоldа, 
gipоsiklоidа аstrоidа  nоmli chiziqdаn ibоrаtligini ko‘rsаting.  

41. 39- masalada rR 2  shаrt o‘rinli bo‘lgаn hоldа gipоsiklоidа 
qo‘zg‘аlmаs аylаnаning diаmеtridаn ibоrаtligini ko‘rsаting. 

42. O‘zgаrmаs uzunlikdаgi kеsmаning bir uchi 222 ryx   аylаnа 
bo‘ylаb, ikkinchi uchi esа Ox  o‘qi bo‘ylаb sirpаnаdi. Kеsmаning ba,  
uzunlikdаgi bo‘lаklаrgа bo‘luvchi nuqtа chizgаn chiziq tеnglаmаsi tuzilsin. Bu 
chiziq Shаtunli mехаnizm dеb аtаlаdi. 
 43. Ushbu 222 ryx   аylаnа bo‘ylаb to‘g‘ri chiziq sirpаnаdi. To‘g‘ri 
chiziqning bоshlаng‘ich vаziyati rx   dаn ibоrаt. To‘g‘ri chiziqdаgi iхtiyoriy 
nuqtа trаyеktоriyasi tеnglаmаsi tuzilsin. Nuqtаning bоshlаng‘ich hоlаti sifаtidа 

)0,(r  nuqta оlinsin. Bu chiziq аylаnаning evоlvеntаsi dеyilаdi. 
 44. Bеrilgаn ikki аylаnаgа urinаdigаn аylаnаning mаrkаzlаri gеоmеtrik 
o‘rni tоpilsin. Quyidаgi hоllаr qаrаlsin: 
1) Bеrilgаn аylаnаlаrdаn biri ikkinchisining ichidа yotаdi; 
2) Bеrilgаn аylаnаlаrdаn biri ikkinchisining ichidа yotmаydi; 
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3) Bеrilgаn аylаnаlаrning biri to‘g‘ri chiziqdаn ibоrаt bo‘lib, ikkinchi аylаnа 
bilаn kеsishmаydi. 

45. Quyidagi nuqtalar ( 1; 1), (4;2), (1;2),M N P   ushbu 2,2 23  tyttx  
chiziqda yotishini tekshiring. Chiziqning koordinata o‘qlari bilan kesishish 
nuqtalari topilsin va oshkormas ko‘rinishdagi tenglamasi tuzilsin.  

46. Parametr sifatida a) koordinata boshi va aylana nuqtasidan o‘tuvchi 
to‘g‘ri chiziqning burchak koeffitsiyentini; b) Ox  o‘qi bilan aylana markazi va 
uning nuqtasidan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq orasidagi burchakni olib 0222  axyx  
aylananing parametrik tenglamasi tuzilsin.  
 
Quyidagi chiziqlarni yasang: 

47 .1,1 22  ttyttx  
48. .12,32 22  ttyttx  
49. .cos,sin 22 tbytax   

50. 
22 1

,
1 t

aty
t

ax





 . 

51. tttt yx   33,33 . 

52. .,
ta

ty
ta
tax







  

53. ).1(
2

,ln
t

taytax   

54. 22

2

1
2,

1
1

t
tRby

t
tRax







 . 

Quyida qutb koordinatalar bilan qanday chiziqlar berilganini toping.  
55. 4r . 
56. .cos2 ar   

57. .
cos

ar   

58. .
sin

br   

59. .
cos35

13


r  

60. .
cos53

16


r  

61. .
cos1
2


r  

62. .2cos 22 ar   
63. sinbr  .  
64. ).2(sec2 r  
65. ).2(cos 2 ecr   
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2 §. Vektor funksiyalar uchun differensial hisob 
 

Differensial geometriya va topologiya fanida vektor analizi muhim o‘rin 
tutadi. Shuning uchun bu paragrafda qisqacha vektor-funksiyalar xossalariga 
doir misol va masalalar keltiramiz. 

Asosiy tushunchalar 

Bizga biror G  to‘plam berilgan bo‘lsin. Agar G  to‘plamning har bir 
nuqtasiga aniq bitta vektor mos qo‘yilgan bo‘lsa, G  to‘plamda vektor-funksiya 
berilgan deyiladi. Bu moslikni )( prp   ko‘rinishda yozish mumkin.  

 2.1-ta’rif. Berilgan )( pr  vektor-funksiya va o‘zgarmas a  vektor uchun 

0pp   da   0 apr   munosabat bajarilsa, )( pr  vektor-funksiya 0pp   
da a  limitga ega deyiladi va apr

pp



)(lim

0

 ko‘rinishda yoziladi. Bu yerda 

),( aaa    bo‘lib, ),( aa   esa skalyar ko‘paytmadir. 
Tasdiq. Fazoda kiritilgan dekart koordinatalar sistemasida berilgan 

vektorlarning komponentalari )},(),(),({)( pzpypxpr   },,{ 321 aaaa   bo‘lsa, 
ushbu tenglik apr

pp



)(lim

0

 quyidagi uchta munosabatga ekvivalentdir: 

1)(lim
0

apx
pp




, 2)(lim
0

apy
pp




, 3)(lim
0

apz
pp




 

 Vektor funksiyalar uchun uzluksizlik va differensiallanuvchanlik 
tushunchalari skalyar funksiyalar uzluksizligi va differensiallanuvchiligi 
tushunchalari kabi kiritiladi. 
 2.2-ta’rif. Ushbu )()(lim 0

0

prpr
pp




  munosabat bajarilsa, )( pr  vektor-

funksiya 0p  nuqtada uzluksiz deyiladi. 
 Vektor- funksiya aniqlangan G  to‘plam sonlar o‘qining qism to‘plami 
bo‘lsa, )( pr  vektor-funksiya bir o‘zgaruvchili vektor-funksiya bo‘ladi. Agar 
p G0   nuqta uchun  

h
prhpr

h

)()(lim 00

0




           

 mavjud bo‘lsa, uni )( pr  bilan belgilaymiz va )( pr  vektor-funksiyaning 0p  
nuqtadagi hosilasi deb ataymiz.  
 Tekislikdagi biror soha vektor-funksiya aniqlangan G  to‘plam sifatida 
olingan bo‘lsa, u sohadagi nuqta uchun ),( vup   belgilash kiritamiz. Bu holda 

)( pr  va uning koordinata funksiyalari  ),(),,(),,( vuzvuyvux  ikki o‘zgaruvchili 
funksiyalar bo‘ladi. Yuqoridagi hosila tushunchasidan foydalanib, 

)},(),,(),,({),( vuzvuyvuxvur uuuu   va  
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)},(),,(),,({),( vuzvuyvuxvur vvvv 
  tengliklarni hosil qilamiz. 

 Bir o‘zgaruvchili )(tr  vektor-funksiya uchun integral tushunchasini 

kiritaylik. Agar )(tr  vektor-funksiya uchun differensiallanuvchi )(t  vektor-
funksiya mavjud bo‘lib, )()( ttr   tenglik bajarilsa, )(t  vektor-funksiya )(tr  
vektor-funksiyaning aniqmas integrali deyiladi va quyidagi  

 dttrt )()(    
ko‘rinishda yoziladi. 
 Endi nmarta differensiallanuvchi )(tr  vektor funksiya uchun Teylor 
qatorini keltiramiz. Buning uchun fazoda dekart koordinatalar sistemasini 
aniqlovchi ortonormal ,i


 ,j


 k


 bazisda  

ktzjtyitxtr
 )()()()(   

tenglikni yozib, x t y t z t( ), ( ), ( )  funksiyalar uchun Teylor qatorini yozamiz:  

),(
!!

)(...
!2

)()()()( 1
)(

2

tt
n
t

n
ttxttxttxtxttx

nn
n 







   

),(
!!

)(...
!2

)()()()( 2
)(

2

tt
n
t

n
ttyttyttytytty

nn
n 







   

),(
!!

)(...
!2

)()()()( 3
)(

2

tt
n
t

n
ttzttzttztzttz

nn
n 







   

Bu tengliklardan 

),(
!!

)(...
!2

)(")(')()( )(
2

tt
n
t

n
ttrttrttrtrttr

nn
n  


 

 qatorni hosil qilamiz. Bu yerda 
)},(),,(),,({),( 321 tttttttt  


 

 va  0),(lim
0




tt
t
  munosabatlar o‘rinli.  

 
Misol va masalalar yechish namunalari 

 
1-masala. Bizga tekislikdagi birorta G  sohada aniqlangan differensialla-

nuvchi  vur ,  vektor-funksiya berilgan bo‘lsin. Berilgan  vur ,  vektor-
funksiyaning uzunligi o‘zgarmas bo‘lishi uchun,    , , 0u vr r r r 

     tengliklarning 
bajarilishi zarur va yetarliligini isbotlang (2-rasm). 

Yechish. Zarurligi. Tasdiqni zarurligini isbotlash uchun ),(|| 2 rrr 
   

tenglikdan foydalanamiz. Berilgan vektor-funksiyaning uzunligi o‘zgarmas 
bo‘lsin deb faraz qilaylik, ya’ni  constvur |),(|    tenglik bajarilsin.  
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U holda   

),(2),(0 2

urrrr
du
dr

du
d 

  

),(2),(0 2

vrrrr
dv
dr

dv
d    

tengliklardan ushbu 0),(),(  vu rrrr 
 tengliklar kelib chiqadi.  

Yetarliligi. Endi ,urr 
  vrr 

  bo‘lsin deb faraz qilaylik. U holda  

0),(22
 urrr

du
d 

, 0),(22  vrrr
du
d 

 

tengliklardan ),( vur  funksiyaning o‘zgarmas ekanligi kelib chiqadi. Masala 
to‘liq yechildi.  

2-masala. Tekislikdagi birorta G  sohada aniqlangan differensiallanuvchi 
),( vur  vektor-funksiyaning ,ur


 vr  vektorlarning ikkalasiga ham kollinear 

bo‘lishi uning yo‘nalishi o‘zgarmas ekanligiga teng kuchli ekanligini ko‘rsating.  
  Yechish. Agar ),( vur  vektor-funksiyaning yo‘nalishi o‘zgarmas bo‘lsa, 
uni evuvur  ),(),(   ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerda ( , )u v  skalyar 
funksiya bo‘lib, e o‘zgarmas birlik vektordir. Bu ko‘rinishdan 

,),( evur uu

   evur vv
 ),(  tengliklarni hosil qilamiz.  

Demak, ),( vur  vektor ,ur


 vr


 vektorning ikkalasiga ham kollineardir.  

Endi ,),(),( urvuvur    ,),(),( vrvuvur    tengliklar o‘rinli deb faraz qilib, 

),(
),(),(

vur
vurvue 


  vektorning o‘zgarmas vektor ekanligini ko‘rsataylik. Buning 

2-rasm 

0x
r

ur

vr
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uchun ,0


e
du
d 

 


 0e
dv
d 

 tengliklarni isbotlaymiz. Bo‘linmaning hosilasi 

formulasidan ushbu tenglikka, 

0
),(

),(

3

2222

3

2

2



























r

rrrr

r

rrrrr

r

r
rrrrr

e
du
d uuuuuu

u
u 

, 

xuddi shunga o‘xshash  

03

2222 









r

rrrr
e

dv
d vvvv 

 

tenglikni olamiz. Bulardan esa oldingi masalaga asosan e  birlik vektorning 
o‘zgarmasligi kelib chiqadi. 

Demak, evurvur  ),(),(   bo‘lib, r  vektorning yo‘nalishi o‘zgarmasdir.  
3-masala.  Birorta G  sohada aniqlangan differensiallanuvchi ),( vur  

vektor-funksiyaning xususiy hosilalari ,ur


 vr


 vektorlar nol vektor bo‘lishi 
),( vur  vektor-funksiyaning o‘zgarmas vektor bo‘lishiga teng kuchli ekanligini 

ko‘rsataing.  
Yechish. Xususiy hosilalar uchun  

0


ur , 0


vr  
tengliklar o‘rinli bo‘lsa, ),( vur  vektor-funksiyaning koordinata funksiyalari 
uchun 

0,0
0,0
0,0





vu

vu

vu

zz
yy
xx

 

tengliklarni hosil qilamiz.  
Demak, ),(),,(),,( vuzvuyvux  funksiyalar o‘zgarmas funksiyalardir. 

Bundan esa 
   ),(),,(),,(, vuzvuyvuxvur 
  

vektorning o‘zgarmas ekanligi kelib chiqadi.  
Aksincha,  vur ,  vektor-funksiyaning o‘zgarmas vektor ekanligidan 

),(),,(),,( vuzvuyvux  funksiyalar o‘zgarmas bo‘lishi kelib chiqadi. Bundan esa  

0


ur , 0


vr  
 tengliklar hosil bo‘ladi. 
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Misol va masalalar 

Berilgan vektor funksiyalar uchun ),3,2,1()(lim
0




iaMr iiMM

  




)(lim
0

Mf
MM

 munosabatlar ma’lum bo‘lsa, quyidagilarni isbotlang:  

 1.  ;))()((lim 2121
0

aaMrMr
MM

 


 

 2.  ;))()((lim 11
0

aMrMf
MM

 


 

 3.   ;,))(),((lim 2121
0

aaMrMr
MM

 


 

 4.     ;,)(),(lim 2121
0

aaMrMr
MM

 


 

 5. ).,,())(),(),((lim 321321
0

aaaMrMrMr
MM

 


 

6. Vektor funksiyaning uzluksizligi uning komponentalarining 
uzluksizligiga teng kuchliligini isbotlang.  

7. Berilgan )(Mrr 
  vektor funksiyaning uzluksizligidan )(Mrr 

  
funksiyaning uzluksizligi kelib chiqadimi? Teskarisi o‘rinlimi? 
 
Ushbu )(Mri

  vektor funksiyalarning va )(Mf  funksiyaning 0M  nuqtada 
uzluksizligidan quyidagi:  

8.    MrMr 21
  ; 

9.     MrMr 21 ,  ; 
10.  MrMf 1)(  ; 
11.     MrMr 21 ,  ; 
12.       MrMrMr 321 ,,    funksiyalarning uzluksizligi kelib chiqadimi? 
13. Vektor funksiyaning silliqligi uning tashkil etuvchilarining 

silliqligiga teng kuchliligini isbotlang.  
14. Vektor funksiya uchun  )(),...,(),()( )()(

2
)(

1
)( txtxtxtr k

n
kkk   

munosabat o‘rinliligini isbotlang. 
 

Berilgan 3: RIri 
  vektor funksiya va 1C  sinfga tegishli RIf :  

funksiya uchun quyidagi munosabatlarni isbotlang: 
15.   ;2121

 rrrr   

16.   ;'rfrfrf    

17.   ;,,, 212121 




 





  rrrrrr   

18.   ;,,, 212121 



 



  rrrrrr   

19. ).,,(),,(),,(),,( 321321321321
 rrrrrrrrrrrr   
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Quyidagi bir o‘zgaruvchili vektor funksiyalarning hosilalarini toping: 
20. ;2r  
21. 2r  ; 
22.  rr   , ; 
23.  rrr   ,, ; 
24.   rrr   ,, ; 

25. 2r . 
26. Ellipsning ixtiyoriy M nuqtasiga o‘tkazilgan urinma shu nuqtadagi 

fokal radiuslar tashkil etgan burchak bissektrisasi bo‘lishini isbotlang. 
27. Berilgan 2( ) ( 8, 4 7, 5)r t t t t   

  vektor funksiya uchun  0tr   
chiziqli akslantirish 2 sonini (4,8,2) vektorga o‘tkazuvchi 0t  qiymat topilsin.  

28. Berilgan )(Mrr 
  vektor funksiyaning silliqligidan )(Mrr 

  
funksiyaning silliqligi kelib chiqadimi?  
 
Ixtiyoriy )(Mrr 

  vektor funksiya uchun quyidagi: 

29. 
 rr  ; 

30. rrrr     munosabatlar o‘rinlimi? 
31. Berilgan )(Mrr    vektor funksiyaning biror intervalda hosilasi 

nolga teng bo‘lishi uchun uning o‘zgarmas, ya’ni t ga bog‘liq bo‘lmasligi 
zarur va yetarli ekanini isbotlang.  

32. Biror intervalning barcha nuqtalarida )(tr   va )(tr   vektorlar o‘zaro 
ortogonal bo‘lishi uchun, consttr )(  bo‘lishi zarur va yetarli ekanini 
isbotlang. 

33. Ixtiyoriy 1C  sinfga tegishli ))(()( 0 trtrr  vektor funksiya 
o‘zgarmas yo‘nalishga ega bo‘lishi uchun, t ning o‘zgarish sohasida )(tr   va 

)(tr   vektorlar kollinear bo‘lishi zarur va yetarli ekanini isbotlang. 
34. Ixtiyoriy 2C  sinfga tegishli )(trr 

 vektor funksiyaning aniqlanish 
sohasiga tegishli barcha nuqtalarida  

  0 rrrrr  ,,0  
munosabat o‘rinli bo‘lsa, )(trr 

 vektor funksiya aniqlagan chiziq yassi 
ekanini isbotlang.  

35. Ixtiyoriy 2C  sinfga tegishli (a,b)  intervalda aniqlangan 
)(trr 

 vektor funksiya uchun r   va r   vektorlar noldan farqli va barcha 
),( bat  larda kollinear bo‘lsa, )(trr 

 vektor funksiya aniqlagan chiziq to‘gri 
chiziq kesmasi ekanini isbotlang. 

36. Ushbu 2
2

10 rtrtrr 
  vektor funksiya aniqlagan chiziq, agar 1r

  va 
2r
  vektorlar kollinear bo‘lmasa, parabola ekanligi isbotlansin. Bu yerda 0r , 
1r
 , 2r
  vektorlar o‘zgarmas va  Rt .  
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37. Ushbu ]2,0[,cossin 210  trtrtrr   vektor funksiya 
aniqlagan chiziq, agar 1r

  va 2r
  vektorlar kollinear bo‘lmasa, ellips ekanligi 

isbotlansin.  
38. Ushbu 210 rchtrshtrr    Rt  vektor funksiya aniqlagan chiziq, 

agar 
1

r  va 
2

r  vektorlar kollinear bo‘lmasa, giperbolaning qismi ekanligi 
isbotlansin. 

39. Moddiy nuqtaning markaziy kuch ta’siridagi harakati tekis ekanini 
isbotlang. 

40. Silliq parametrlangan )0,0,()( ttr 
  va )0,0,()( 2

1
ttr 

 vektor 
funksiyalarning aksi to‘gri chiziqdan iborat bo‘lsa ham ular ekvivalent 
emasligini isbotlang. 

41. Quyidagi yassi figuralar sodda egri chiziq ekanligini isbotlang va 
ularning birorta parametrlash usulini ko‘rsating: 1) to‘gri chiziq; 2) aylana, 3) 
ellips, 4) parabola 5) giperbolaning bitta shoxi. 
  
 Ushbu 0r , 1r

 , 2r
 , 3r

  vektorlar o‘zgarmas va 1r
 , 2r
 , 3r

  vektorlar kollinear 
emasligini bilgan holda, quiyidagi vektor-funksiyalarning aksini toping:  

42.  ;32
2

10 rvrururr    
43. ;sincos 3210 rvrururr    

44. ;)1()1( 3210 rvr
u

ur
u

urr    

45. .sincos 3
2

210 rurvurvurr    
46. Tekislik elementar sirt ekanligini isbotlang. 

 
Quyidagi figuralar 3R  da sirt bo‘lishini ko‘rsating va ularning 

parametrlash usulini yozing: 
47. Sfera; 
48. Ellipsoid; 
49. Elliptik parapoloid; 
50. Bir pallali giperboloid; 
51. Ikki pallali giperboloid; 
52. Elliptik silindr; 
53. Parabolik silindr; 
54. Giperbolik silindr; 
55. Uchga ega bo‘lmagan konus. 
56. Bizga  

kC  sinfga tegishli 2: RUf   funksiya berilgan bo‘lsin (bu 
yerda U  2R  dagi soha). U holda f  funksiyaning grafigi, ya’ni 

)},(,),(|),,{( 3 yxfzUyxRzyxS   to‘plam kC  sinfga tegishli 
elementar sirt ekanligini va )),(,,(),( vufvuvur 

  esa uning parametrlash 
usuli ekanligini isbotlang. 
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57. Ixtiyoriy S  sirt o‘zining ixtiyoriy nuqtasi atrofida biror 
funksiyaning grafigi bo‘lishini isbotlang. 

3 §. Egri chiziq urinmasi va normali 

Egri chiziq urinmasi tushunchasi maktab kursida kiritiladi. Birinchi 
kursda esa xususiy hollar, ikkinchi tartibli chiziqlar va sirtlarga o‘tkazilgan 
urinma  tushunchasi o‘rganiladi.  
 Differensial geometriya va topologiya fanida avval (chiziqlar 
nazariyasida) urinmaning umumiyroq, lekin  klassik ta’rifi orqali, xossalari 
o‘rganiladi. Sirtlar nazariyasida esa, urinma tushunchasi urinma vektor orqali 
aniqlanadi.  Keyinchalik bu tushuncha ko‘pxillikning urinma fazosini 
aniqlash uchun kerakli muhim tushuncha ekanligi amalda ko‘rsatiladi. 

Asosiy tushunchalar 

Bizga   elementar  egri chiziq va unda biror M  nuqta berilgan bo‘lsin. 
Berilgan chiziqning M  nuqtasida o‘tkazilgan urinmasi tushunchasini kiritamiz. 
Buning uchun M  nuqtadan l  to‘g‘ri chiziqni o‘tkazaylik, N  bilan M  ga yaqin 
bo‘lgan   chiziqning birorta nuqtasini belgilaylik. Egri chiziqdagi M  va N  
nuqtalar orasidagi masofani d  bilan, N  nuqtadan l  to‘g‘ri chiziqqacha bo‘lgan 
masofani h  bilan belgilaylik.  
 3.1-ta’rif. Berilgan   egri chiziqning N  nuqtasi M  nuqtasiga intilganda 
h
d

 ifoda nolga intilsa, l  to‘g‘ri chiziq,   egri chiziqning M  nuqtasida 

o‘tkazilgan urinmasi deyiladi (3-rasm). 
 Tasdiq. Regulyar egri chiziq har bir 
nuqtasida yagona urinmaga ega. Agar   egri 
chiziq )(trr 

  tenglama bilan berilgan bo‘lsa, 
M t( )0  nuqtadagi urinma )( 0tr   vektorga 

parallel bo‘ladi.  
 Yuqoridagi tasdiqdan foydalanib urinma 
ta’rifini quyidagicha ifodalash mumkin. 

3.2-ta’rif. Regulyar   egri chiziq )(trr 
  

tenglama bilan aniqlansa, M t( )0  nuqtadan 
o‘tuvchi va )( 0tr   vektorga parallel to‘g‘ri 
chiziq   ning M t( )0  nuqtasida o‘tkazilgan 
urinmasi deb ataladi. 

3.3-ta’rif. Egri chiziqning M  nuqtasidan 
o‘tuvchi va urinmaga perpendikular  ravishda 
o‘tadigan tekislik egri chiziqning M  nuqtasidagi 
normali deb ataladi. 

M

N

d

h

l

3-rasm 
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Izoh. Masala tekislikda qaralayotgan bo‘lsa egri chiziqning  normali 
to‘g‘ri chiziqdan iborat bo‘ladi. Regulyar   egri chiziq  trr 

  tenglama bilan 
aniqlansa, uning M t( )0  nuqtasida o‘tkazilgan urinma tenglamasi 

     ,00 trtrt     ( -parametr) 
normali tenglamasi  

      0),( 00  trtrt   
ko‘rinishda bo‘ladi. 

Regulyar egri chiziq parametrik tenglamalar yordamida, ya’ni,  

  













)(
),(
)(

tzz
btatyy

txx
 

sistema yordamida aniqlangan bo‘lsa, M t( )0  nuqtadan o‘tuvchi urinma 
tenglamasi 

)()()( 0
'

0

0
'

0

0
'

0

tz
zz

ty
yy

tx
xx 







 

normali tenglamasi esa 
0)()()()()()( 0

'
00

'
00

'
0  tzzztyyytxxx  

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda   )(),(, 000000 tzztyytxx  .  
Regulyar egri chiziq y y x z z x ( ), ( )  tenglamalar yordamida berilsa, 

uning urinma tenglamasi 

  
x x y y

y x
z z
z x







0 0

0

0

01 ' '( ) ( )
 ,  

normali tenglamasi esa 
0)()()()( 0

'
00

'
00  xzzzxyyyxx  

ko‘rinishda bo‘ladi. 
Agar fazodagi egri chiziq  

 
 







0,,
0,,

zyx
zyx




 

tenglamalar yordamida aniqlangan va 










zyx

zyx




 matritsaning rangi ikkiga 

teng bo‘lsa,  M x y z0 0 0, ,  nuqtadan o‘tuvchi urinma tenglamasi 

xx

yx

xz

xz

zy

zy

zzyyxx










000 





  , 

normali tenglamasi 
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0)()()( 000 
xx

yx

xz

xz

zy

zy zzyyxx









 

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda xususiy hosilalar  M x y z0 0 0, ,  nuqtada 
hisoblangan.  

Misol va masalalar yechish namunalari 

1-masala. Tekislikda 342  xxy  funksiyaning grafigidan iborat 
chiziq berilgan bo‘lsin. Chiziqning abssissasi 1x  ga teng bo‘lgan M  
nuqtadagi urinma va normali tenglamasini tuzing (4-rasm).  

Yechish. Avvalo M  nuqtaning ordinatasini topamiz: 
.03)1(4)1( 2

0 y  Endi chiziqning parametrik tenglamalarini 









ttty
tx

,342
 

 ko‘rinishda yozib, 1t   nuqtadagi hosilalarning qiymatlarini hisoblaymiz: 
    21',11'  yx . Natijada chiziqning urinmasi va normali tenglamalarini 

mos ravishda ushbu ko‘rinishda 

21
1 yx   va 12

1 yx 

  

yoza olamiz.  
Chiziq tenglamasi vektor ko‘rinishda 

 34; 2  tttr  
tenglama bilan berilgan bo‘lsa, urinma va 
normali tenglamalarni vektor  ko‘rinishda  
mos ravishda quyidagicha ifodalash mumkin:   

  }2;1{}0;1{ 
 , 

 }1;2{}0;1{ 
 .  

  2-masala. Parabola 1562  xxy  
funksiyaning grafigidan iborat bo‘lsa, uning 

qaysi nuqtalaridagi urinmalari  0182  yx  to‘g‘ri chiziqqa perpendikular  
bo‘ladi.  

Yechish. Parabolaning ),( 00 yxM  nuqtasida o‘tkazilgan urinma teng-

lamasi  ushbu 621 0
00



 x

yyxx  ko‘rinishda bo‘ladi. Bu tenglamadan  

0)3(2)3(2 0000  yxxyxx  tenglikni, to‘g‘ri chiziqlarning 
perpendikular  ekanligidan esa 0)1(2)3(21 0  x  shartni hosil qilamiz. 
Bundan 20 x  qiymatni topamiz. Endi izlanayotgan nuqtaning ordinatasini 

aniqlaymiz: 7152622
0 y . 

x3 1
O

y

4-rasm 

M



 66 

Demak, )7;2(  nuqtada o‘tkazilgan urinma 
berilgan to‘g‘ri chiziqqa perpendikular  bo‘lar 
ekan. Haqiqatan ham, bu nuqtada o‘tkazilgan 
urinma tenglamasi 0112  yx  ko‘rinishda 
bo‘lib, u  berilgan 0182  yx  to‘g‘ri chiziqqa 
perpendikular  bo‘ladi (5-rasm). 

3-masala. Chiziq 2,, tzeyex tt    
parametrik tenglamalarga ega bo‘lsa, 
parametrning 1t  qiymatiga mos keluvchi 
nuqtada o‘tkazilgan urinma va normal tekislik 

tenglamalarini tuzing. 
Yechish. Berilganlardan foydalanib, parametrning 1t  qiymatiga mos 

keluvchi chiziq nuqtasi va urinma vektorining koordinatalarini aniqlaymiz: 
eex  1

0 , eey 11
0   , 1z ; / 1 / 1 /

0 0 0
1, , 2.x e e y e z
e

        

Endi, berilgan chiziqning urinmasi va normali tenglamalarini mos ravishda 
quyidagicha yozamiz:  

2
1

4
1
4
1









 zy

e
ex ,  0)1(2)()( 11  zyexe ee . 

Misol va masalalar 

Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziqlarning ko‘rsatilgan 
nuqtalarda urinma va normallarini toping: 

1. 342  xxy , abssissasi -1, 0, 1 bo‘lgan CBA ,,  nuqtalarda; 
2. 2xy  , abssissasi 0, 1 bo‘lgan BA,  nuqtalarda; 

3. xy sin , abssissasi  ,
2

,0  bo‘lgan nuqtalarda; 

4. tgxy  , abssissasi 
4

,0   bo‘lgan nuqtalarda; 

5. 1,2 23  tyttx , )1( tA  nuqtada; 
6. taytax 33 sin,cos   ixtiyoriy nuqtasida; 
7. )cos1(),sin( tayttax   ixtiyoriy nuqtasida; 
8. taytax sin,cos   ixtiyoriy nuqtasida; 

9. 





 






 

t
tay

t
tax 1

2
,1

2
 ixtiyoriy nuqtasida; 

10. 0333  axyyx , 







2
3;

2
3 aaA  nuqtada; 

2

7

O

y

x

5-rasm 



 67 

11. 0)( 222  ayxyx , 







2
;

2
aaA  nuqtada; 

12. Cyxayx  )(2)( 222222 , ixtiyoriy nuqtasida; 

13. 1
2

2

2

2


b
y

a
x , ixtiyoriy nuqtasida; 

14. 1
2

2

2

2


b
y

a
x , ixtiyoriy nuqtasida; 

15. pxy 22  , ixtiyoriy nuqtasida; 
16. ar  , ixtiyoriy nuqtasida; 

17. cos2ar  , 
4


   bo‘lgan A nuqtada. 

18. Ushbu 2xy   parabolaga  qaysi nuqtada o‘kazilgan urinma Ox  
o‘qi bilan 450 li burchak tashkil etadi? 

19. Biror nuqtada 3xy   tenglama bilan berilgan chiziqqa o‘kazilgan 

urinma Ox  o‘qining musbat yo‘nalishi bilan 
4

3  li burchak tashkil etishi 

mumkinmi? 
20. Ixtiyoriy nuqtada 12 35  xxxy  tenglama bilan berilgan 

chiziqqa o‘kazilgan urinmaning Ox  o‘qining musbat yo‘nalishi bilan hosil 

qilgan burchagi 







2
,

4
 oraliqda bo‘lishini isbotlang. 

21. 2xy   parabolaning 54  xy  to‘g‘ri chiziqqa parallel bo‘lgan 
urinmasini toping. 

22. Ushbu 562  xxy  tenglama bilan berilgan parabolaga qaysi 
nuqtada o‘kazilgan urinma 082  yx  to‘g‘ri chiziqqa perpendikular  
bo‘ladi? 

23. Ushbu cbxxy  2  parabola abssissasi 2x  bo‘lgan nuqtada 
53  xy  to‘g‘ri chiziqqa urinishi ma’lum bo‘lsa, b va c o‘zgarmas sonlarni 

toping. 
24. Ushbu cbxaxy  2  parabola abssissasi 1x  bo‘lgan nuqtada 

14  xy  to‘g‘ri chiziqqa urinishi va )1;0(A  nuqtadan o‘tishi ma’lum bo‘lsa, 
cba ,,  o‘zgarmas sonlarni toping.   
25. Ushbu 13 23  xxy  tenglama bilan berilgan chiziqqa uning  
23xy   parabola bilan kesishish nuqtasida o‘tkazilgan urinma va normali 

tenglamalarini yozing.  

26. Ushbu 
21

1
x

y


  tenglama bilan berilgan chiziqqa uning 
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x
y




1
1  giperbola bilan kesishish nuqtasida o‘tkazilgan urinmasi 

tenglamasini yozing.   
27. Abssissalari teng (nolga teng emas) bo‘lgan qanday nuqtalarda 

32 , xyxy   chiziqlarga o‘tkazilgan urinmalar parallel bo‘ladi? 
28. Berilgan nxy   (n-musbat butun son) chiziqning faqat bitta 

normali koordinata boshidan o‘tishini ko‘rsating. 
29. Ushbu 1,1 32  tytx  tenglama bilan berilgan chiziqning 

032  yx  to‘g‘ri chiziqqa parallel bo‘lgan urinmasini toping.  
30. Ushbu 23 , tytx   tenglama bilan berilgan chiziqning )1,7( M  

nuqtadan o‘tadigan urinmalarini toping. 

31. Ushbu 





















a
xay

a
xatgy

a
xay ln,,sin  tenglamalar bilan 

berilgan chiziqlar Ox  o‘qini a  ga bog‘liq bo‘lmagan burchak ostida kesib 
o‘tishini isbotlang. 

32. Berilgan 3
2

3
2

3
2

ayx   astroidaning koordinata boshidan eng uzoq 
masofada joylashgan urinmalari tenglamalari tuzilsin.  

33. Berilgan 222 ayx   giperbola ixtiyoriy N  nuqtasida o‘tkazilgan 
normalining Ox  o‘qi bilan kesishgan nuqtasi K  ekanligi ma’lum bo‘lsa, 

ONKN   tenglikni isbotlang.  
34. Yassi chiziqning hamma normallari qo‘zg‘almas nuqtadan o‘tsa bu 

chiziqning aylana yoki uning qismi ekanligini isbotlang.  
35. Aylana evolventasi )cos(sin),sin(cos tttaytttax   (2-bob 1-

§ 43-masalaga qarang) ning hamma normallari koordinata boshidan bir xil 
uzoqlikda joylashganligini isbotlang.  
 Quyidagi chiziqlarning kesishish nuqtalarining koordinatalarini va 
orasidagi burchaklarini toping:   

36. ;4,4 22 yxxy   
37. ;96,9 2222  xyxyx  
38. ;4,72 222 xyxyx   
39. ;2,8 222 xyyx   
40. ;)2(,8 3222 xxyxyx   
41. .cos,sin xyxy   

Quyidagi chiziqlarning to‘g‘ri burchak ostida kesishishini isbotlang:  
42. ;, 22 xxyxxy   
43. ;2,2 2222 bbxyaaxy   
44. .,22 bxyayx   
45. Simmetriya o‘qlari umumiy bo‘lib, birining uchi ikkinchisining 

fokusida joylashgan parabolalar orasidagi burchak topilsin.  
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46. Ushbu )(rr   tenglama bilan berilgan chiziqqa o‘tkazilgan urinma 

va urinish nuqtasining radius vektori orasidagi burchak tangensi 





d
dr
rtg   

formula yordamida aniqlanishini isbotlang.  
47. Kardioidaning ixtiyoriy nuqtasida o‘tkazilgan urinma va urinish 

nuqtasining radius vektori orasidagi burchagi qutb burchagining yarmiga 
tengligini isbotlang.  

48. Ushbu )cos1(2  ay  kardioidaning qutbdan o‘tuvchi vatarlari 
uchlarida o‘tkazilgan urinmalari o‘zaro perpendikularligini isbotlang.  

49. Arximed spirali ar   ga o‘tkazilgan urinma va urinish nuqtasining 
radius vektori orasidagi burchagi   bo‘lganda 090  ga intilishini isbotlang.  

50. Logarifmik spiral 0,  acar   ning ixtiyoriy nuqtasida o‘tkazilgan 
urinma va urinish nuqtasining radius vektori orasidagi burchak    o‘zgarmas 
ekanligini isbotlang.    

51. Faqat aylanalar va logarifmik spirallar 50- masaladagi xossaga ega 
ekanligini isbotlang. 

52. Bernulli lekniskatasi cos2 22 ar   ning ixtiyoriy nuqtasida 
o‘tkazilgan urinma va urinish nuqtasining radius vektori orasidagi burchak 

2
2     ga teng ekanligini isbotlang. Bunda   urinish nuqtasining qutb 

burchagi. 
53. Qutb koordinatalar sistemasida ikkita )(rr   va )(

11
rr   chiziqlar 

berilgan. Agar 0''
11
 rrrr  shart o‘rinli bo‘lsa, berilgan chiziqlar to‘g‘ri burchak 

ostida kesishishini isbotlang.  
  
Quyidagi chiziqlar to‘g‘ri burchak ostida kesishishini isbotlang: 
54. ;,   beraer   
55. );cos1(),cos1(   arar  

56. .
2

cos,
2

sec 22  ecarar   

57. Berilgan )(xyy   chiziqning M  nuqtada o‘tkazilgan urinmasi Ox  
o‘qini T  nuqtada, normali esa N  nuqtada kesib o‘tishi hamda M  nuqtaning Ox  
o‘qidagi proyeksiyasi P  ekanligi ma’lum. U holda, quyidagi tengliklarni 
isbotlang:  

',
'

,'1,'1
'

22 yPN
y
yPTyyMNy

y
yMT  . Bu yerda MT  

urinmaning, MN  normalning, PT  urinma ostining va PN  normal ostining 
uzunliklari.      
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Quyidagi chiziqlarning urinmasi, normali, urinma osti, normal osti 
uzunliklari topilsin: 

58. tgxy  , abssissasi 
4
  bo‘lgan M  nuqtada; 

59.  xx eey 
2
1 , ixtiyoriy nuqtada. 

60. Normal ostisining uzunligi o‘zgarmas k  ga teng bo‘lgan chiziqlar 
topilsin.  

61. Urinma ostisining uzunligi o‘zgarmas k  ga teng bo‘lgan chiziqlar 
topilsin. 

62. Normalining uzunligi o‘zgarmas bo‘lgan yagona chiziq markazi Ox  
o‘qida yotgan aylana ekanligi isbotlansin.  

63. Urinmasining uzunligi o‘zgarmas a  ga teng bo‘lgan chiziqlar topilsin. 
64. Traktrisa va Ox  o‘qi bilan chegaralangan yuza chekliligini isbotlang. 

Quyidagi chiziqlarning koordinata boshidagi urinish tartibi aniqlansin:  
65. ;,sin tgxyxy   
66. ;,sin 3xyxxy   

67. .
6
1,sin 34 xxxyxy   

68. Quyidagi chiziqlarning )1;1(A  nuqtadagi urinish tartibi 
aniqlansin: 0106622  yxyx  va 02  yx . 

69. Berilgan 222  yx  aylana bilan )1;1(M  nuqta ikkinchi  tartibli 
urinishga ega baxxy  2  parabola aniqlansin. 

70. Koordinata boshida 2xy   parabola bilan ikkinchi  tartibli urinishga 
ega aylana tenglamasi tuzilsin. 

71. Berilgan xy ln  tenglama yordamida aniqlangan chiziq bilan )0;1(  
nuqtada eng yuqori tartibli urinishga ega bo‘lgan parabola tenglamasi tuzilsin. 

72. Uchi bilan xy cos1  tenglama yordamida aniqlangan chiziqqa 
)0;0(  nuqtada eng yuqori tartibli urinishga ega bo‘lgan giperbola tenglamasi 

tuzilsin. 
73. Berilgan )(xfy   tenglama yordamida aniqlangan chiziqqa 

))0(,0( fA  nuqtada n - tartibli urinishga ega bo‘lgan n

n
xaxaay ...

10
  chiziq 

topilsin.  
74. Uchlari )cos1(),sin( tRyttRx   sikloidaning uchi )2,( RRA    

bilan ustma-ust tushuvchi hamda u bilan eng yuqori tartibli urinishga ega 
bo‘lgan ellips, parabola, giperbola tenglamalari tuzilsin.  
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4 §. Asimptotalar. Maxsus nuqtalar. Chiziqlarni tekshirish va yasash. 
O‘rama 

 Differensial geometriyada  o‘rganiladigan chiziqlar ichida bir tomonlama 
yoki ikki tomonlama cheksizlikka  ketadigan chiziqlar tushunchasi kiritiladi. 
Bunday chiziqlarning cheksizlikka ketadigan shoxlari  biror to‘g‘ri chiziqqa 
yaqinlashishi mumkin. Yuqoridagi xossaga ega bo‘lgan chiziqlarni yasash 
uchun, ularga  shoxlari cheksizlikka intilganda yaqinlashadigan   to‘g‘ri 
chiziqlarni (asimptotalarni) bilish zarur bo‘ladi. Shuning uchun chiziq 
asimptotalarini o‘rganish muhim hisoblanadi. 
 O‘rama tushunchasi nafaqat differensial geometriyada, balki differensial 
tenglamalarda ham asosiy o‘rin egallaydi.  

Asosiy tushunchalar 

 Bizga biror   yopiq bo‘lmagan  egri chiziq o‘zining  biror parametrlash 
usuli )(),( tyytxx   )( bta   bilan  berilgan bo‘lsin.  
 4.1- ta’rif. Berilgan chiziqning parametri t  uchun ushbu at   yoki  

bt    munosabatlardan faqat bittasi o‘rinli ekanligidan  )()( 22 tytx   
munosabat kelib chiqsa, u holda berilgan chiziq bir tomonlama cheksizlikka 
intiladi deyiladi. Agar berilgan chiziqning parametri t  uchun ushbu at   ,  

bt    munosabatlar birdaniga o‘rinli bo‘lganda  )()( 22 tytx   munosabat 
bajarilsa, berilgan chiziq ikki tomonlama cheksizlikka intiladi deyiladi. 
 4.2- ta’rif. Berilgan   egri chiziq parametrining t  qiymatiga mos 
keluvchi )(tM  nuqtasidan biror l  to‘g‘ri chiziqqacha masofani )(td   kabi 
belgilaylik. Agar   egri chiziqning parametri t  uchun at   munosabatdan 
ushbu 0)( td  munosabat kelib chiqsa, u holda l  to‘g‘ri chiziq   egri 
chiziqning asimptotasi deyiladi. 
 1-Tasdiq.  Biror parametrlash usuli )(),( tyytxx   )( bta   bilan  
berilgan va at   da cheksizlikka intiluvchi    egri chiziq asimptotaga ega 
bo‘lishi uchun, parametr at   da 

1) ushbu munosabatlardan biri 1))()(( txty  , 1))()(( tytx  chekli limitga ega 
bo‘lishi, aniqlik uchun ktxty 1))()((  munosabat o‘rinli bo‘lishi: 

2) birinchi shart bajarilganda ushbu )()( tkxty   ifodaning biror limitga 
intilishi zarur va yetarli. Agar bu limitni l  deb belgilasak, u holda  0 lkxy  
tenglama asimptota tenglamasi bo‘ladi. 

Endi ordinata o‘qiga parallel asimptotani qidiramiz. Berilgan chiziqning 
Oy  o‘qiga   parallel asimptotasi mavjud deb faraz qilamiz. Chiziqning M  
nuqtasi cheksizlikka intilganda, )(ty  bo‘lib, )(tx  qandaydir bir o‘zgarmas 
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a  songa intiladi. Bu a  sonini atxtx
tt




)()(lim 0
0

 munosabatdan topamiz. U 

holda Oy  o‘qiga parallel asimptotaning tenglamasi 0 ax  ko‘rinishda 
bo‘ladi. 
 Xuddi shunga o‘xshash, chiziqning Ox  o‘qiga parallel asimptotasini hosil 
qilish uchun, chiziqning M  nuqtasi cheksizlikka intilganda, )(tx  bo‘lib, 

)(ty  qandaydir bir o‘zgarmas b  songa intiladi.  Bu b  sonini btyty
tt




)()(lim 0
0

 

munosabatdan topamiz. U holda izlangan asimptotaning tenglamasi 0 by  
bo‘ladi. 

2-Tasdiq.  Berilgan chiziq bir (ikki) tomonlama cheksizlikka intilganda 
uning urinmasining limiti mavjud bo‘lsa,  bu limit (limitlar)  chiziq asimptotasi 
(asimptotalari) deyiladi.  

Teskarisi har doim ham o‘rinli bo‘lavermaydi, ya’ni chiziq asimptotasi 

mavjud bo‘lib, u urinmaning limiti bo‘lmasligi mumkin. Masalan, x
xy

2cos  
funksiya grafigidan iborat chiziq x  da Ox  o‘qidan iborat asimptotaga ega, 

lekin bu chiziq urinmasining burchak koeffitsiyenti 2

2
2 cossin2

x
xxy   

esa  x  da hech qanday limitga intilmaydi. Chunki 02

2cos 
x

x  bo‘lsa-da, 
2sin x  ning limiti yo‘q, u x  da 1  va 1 sonlari orasida tebranib turadi.  

 Matematik analiz kursidan )(xfy   ko‘rinishidagi funksiya grafigini 
yasash usuli ma’lum. Endi biz 0);( yxF  ko‘rinishidagi tenglama bilan 
berilgan chiziqlarni yasash usulini keltiramiz. 
 Biror tenglama bilan berilgan chiziqni yasash uchun uning:  
 1) aniqlanish sohasini; 
 2) koordinata o‘qlari bilan kesishgan nuqtalarini; 
 3) koordinata o‘qlariga nisbatan simmetrikligini; 
 4) koordinata o‘qlariga parallel urinmalarini; 
 5) maxsus nuqtalarini; 
 6) egilish nuqtalarini; 
 7) qavariq va botiqligini; 
8)  asimptotalarini; 
9) mumkin bo‘lgan hollarda bir nechta yordamchi nuqtalarni topish kerak.  

4.3- ta’rif. Bizga bir (ikki) parametrli chiziqlar oilasi berilgan bo‘lsin, 
ya’ni chiziq tenglamasida bitta (ikkita)  parametr qatnashsin. Ba’zan bunday oila 
uchun o‘zining har bir nuqtasida oila chizig‘iga urinadigan va shu urinish 
nuqtalaridan tashkil topgan chiziq mavjud bo‘ladi. Bunday chiziq berilgan oila 
uchun o‘rama deyiladi. 
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Misol va masalalar yechish namunalari 
 

1-masala. Ushbu 
















1
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1
3

3
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y

x
 tenglamalar sistemasi bilan berilgan chiziq 

(Dekart yaprog‘i) ning asimptotalari topilsin. 
Yechish. Sistemaga tegishli tenglamalardan ko‘rinib turibdiki, 

parametrning  1t   qiymatida funksiyalar aniqlanmagan, ya’ni sistemadagi 
funksiyalarning maxrajlari nolga aylanadi, lekin suratlari chekli bo‘ladi. Shuning 
uchun funksiyalar parametrning bu qiymatida cheksizlikka intiladi.  Demak,   
parametrning qiymati 1  ga intilganda chiziq asimptotaga ega bo‘ladi.  

 
Endi 1t  uchun asimptotaning k  burchak koeffitsiyenti  va l  ozod hadini 
topamiz: 
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  Yuqorida topilganlarni e’tiborga olib, asimptota tenglamasi 0 ayx  
ko‘rinishda ekanligini aniqladik.  
 Berilgan chiziqning Oy  va Ox  o‘qlariga parallel asimptotalari yo‘qligi 
ravshan (6-rasm). 

6-rasm 
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2- masala. Ushbu 










1
2

2

t
ty

tx
 chiziqning asimptotalari topilsin. 

Yechish. Berilgan chiziqning tenglamasidan ko‘rinib turibdiki, 1t  
qiymatda 1x  va y  qiymatlarga ega bo‘lamiz. Demak, 01x  to‘g‘ri 
chiziq berilgan chiziqning Oy  o‘qiga parallel asimptotasidir. 
Bu chiziqning Ox  o‘qiga parallel asimptotasi mavjud emas. 

Endi, berilgan chiziqning koordinata o‘qlariga parallel bo‘lmagan 
asimptotasini topamiz. Parametrning t  qiymatiga x  va y  qiymatlar 
mos keladi. Demak, 0t  ekan. Asimptotaning burchak koeffitsiyentini 
topamiz: 

1limlim )1)(2()(
)( 2

0


 tt
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ttx
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    .3;3lim2lim)()(lim 1
23
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lttkxtyl t
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 Shunday qilib, izlangan asimptotaning tenglamasi 3 xy  yoki 
03  xy  tenglamadan iborat ekan. 

 3- masala. Ushbu 0324  yyxx  tenglama bilan berilgan chiziq 
yasalsin. 

Yechish.  Biror tenglama bilan berilgan chiziqni yasash uchun uning:  
 1) Tenglama aniqlanish sohasi Rx  dan iborat. 
 2) Koordinata o‘qlari bilan kesishgan nuqtalarini topamiz. Buning uchun 

0y  qiymatda 04 x , so‘ngra 0x  tenglikni hosil qilamiz. Endi 0x  desak 
0y  ekaniga ega bo‘lamiz. Demak, berilgan chiziqning  koordinata o‘qlari 

bilan koordinata boshida kesishadi.  
 3) Koordinata o‘qlariga nisbatan simmetrikligini tekshiramiz. Biz 

324),( yyxxyxF   tenglamadan ushbu 
),()()(),( 324324 yxFyyxxyyxxyxF   munosabatni hosil 

qilamiz. Bu esa berilgan chiziqning  Oy  o‘qiga nisbatan simmetrikligini 
bildiradi. Lekin ),()()(),( 324324 yxFyyxxyyxxyxF   bu 
munosabatdan berilgan chiziqning  Ox  o‘qiga nisbatan simmetrik emasligi kelib 
chiqadi. 
 4) Koordinata o‘qlariga parallel urinmalarini aniqlaymiz. Buning uchun 








0),(
0),('

yxF
yxFx  sistemani yechib, bunday nuqtalar sifatida  4

1
4
2

1 ;M  va  

 4
1

4
2

2 ;M  nuqtalarni hosil qilamiz.  
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Quyidagi sistemani 








0),(
0),('

yxF
yxFy  yechish bilan esa urinmalar Oy  o‘qiga parallel 

bo‘lgan 






9
2

9
32

3 ;M  va  




 9

2
9

32
4 ;M  nuqtalarga ega bo‘lamiz.  

 5) Endi berilgan chiziqning maxsus nuqtalarini qidiramiz. Maxsus 

nuqtalarni topish uchun 










0),(

0),(
'

'

yxF

yxF

x

y  sistemani yechamiz. Sistemaning 

yechimlari )0;0( , 






6
1

6
3 ;  va  





 6

1
6
3 ;  ekanligiga osongina ishonch hosil 

qilish mumkin.  Endi bu topilgan nuqtalarning berilgan chiziqda yotishini 
tekshiramiz. Topilgan nuqtalarning koordinatalarini 0),( yxF  tenglamaga 
qo‘yamiz. Natijada, faqat )0;0(  nuqta chiziqda yotishi kelib chiqadi. Shuning 
uchun, faqat  )0;0(   nuqta chiziqning maxsus nuqtasi bo‘ladi. Berilgan 
chiziqning maxsus nuqtasini tekshirish uchun funksiyaning yuqori tartibli 
hosilslarini hisoblaymiz: 
 0212 2''  yxFxx , 02''  xFxy , 06''  yFyy . 

 024'''  xFxxx , 2''' xxyF , 0''' xyyF , 6''' yyyF . 

 0''  yFF yx , 02 '2''''''  yFyFyFF yyyxyxx . (*) 

Maxsus nuqtada ushbu 0'''''''  yyyxyxx FFFF  munosabat o‘rinli 
bo‘lganidan oxirgi tenglama, ya’ni (*) tenglama ayniyatdir. Shu sababli (*) 
tenglamadan olingan hosila ham nolga teng bo‘ladi: 

.02

22233
'''''

''2''2'''''2'''''''''





yFyyFyF

yyFyFyFyFyFyFF

yyyxy

yyxyyyyxxxyyxxyxxx  

Bu tenglikka tegishli hosila qiymatlarini qo‘ygandan so‘ng 
0632 2  yy  yoki  03  yy  tenglikka ega bo‘lamiz. Natijada, 

1,1,0  yyy  munosabatlarni hosil qilamiz. Demak, maxsus nuqtadan   
chiziqning uchta shoxchasi o‘tadi. Ushbu 1,1,0  yyy  differensial 
tenglamalarni integrallab, maxsus nuqtadagi chiziq urinmalarining tenglamalari 

0y , xy  , xy     hosil bo‘ladi. 
6) Endi berilgan chiziqning egilish nuqtalarini topamiz. Buning uchun  
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ushbu 0

0

0);(
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'''''
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yxF

 tenglamalar sistemasini yechish kerak bo‘ladi. Bu 

sistemani: 
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yoki 
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yyyxyyxyxx
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ko‘rinishda yozib, sistema faqat 0,0  yx  yechimga egaligini ko‘ramiz. 

Ammo maxsus nuqtada 0)0;0()0;0( ''  yx FF  tenglik o‘rinli. Shuning uchun bu 
nuqta berilgan chiziqning egilish nuqtasi bo‘lmaydi.  
 Demak,  yasash kerak bo‘lgan chiziqning egilish nuqtasi mavjud emas. 
 7) Endi chiziqning botiqligini va qavariqligini tekshiramiz. Buning uchun 

0
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0);(
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'''''

'''''
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xxyxx
F

FF

FFF
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yxF

  sistemani yechamiz. So‘ngra topilgan tayanch 

nuqtalarni hisobga olib, to‘g‘ri chiziqni bir nechta intervallarga ajratamiz: 

 1) 




  9

32; ; 2) 




  0;9

32 ; 3) 






9
32;0 ; 4) 





 ;9

32  

  Har bir oraliqdan nuqta olib 0),( 324  yyxxyxF  tenglamaga 
qo‘yamiz va uning ordinatasini topamiz. Topilgan koordinatalarni  

3'

''

'''''

'''''

0

y

yx

yyyxy

xxyxx

F

FF

FFF

FFF

y       (**) 

determinantga qo‘yamiz.  

Masalan, 




  9

32;  oraliqdan 2x  qiymatni olsak, 2y   

qiymat hosil bo‘ladi. Bu qiymatlarni (**) ga qo‘yamiz, ya’ni 
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ekanligini hosil qilamiz. Demak, 




  9

32;  oraliqda chiziqning botiqligi 

pastga yo‘nalgan. Berilgan chiziq Oy  o‘qiga nisbatan simmetrikligidan  






 ;9

32  oraliqda ham chiziqning botiqligi pastga yo‘nalgan bo‘ladi. 

Endi, 




  0;9

32  oraliqdan 333,0x  qiymatni olsak, uchinchi darajali 

tenglamani yechib, y  uchun uchta haqiqiy qiymat kelib chiqadi. Bu qiymatlarni 
taxminan 93,11 y , 361,22 y , 438,03 y  larga teng deb oilsh mumkin. 
Natijada, chiziqning ushbu 5 ( 0,333;2,361),M   6 ( 0,333;0, 438),M   )93,1;333,0(7 M  
nuqtalarini hosil qilamiz. Topilgan qiymatlarni navbatma-navbat (**) ga 
qo‘yamiz va )361,2;333,0(5 M  nuqta uchun 0y  ekanligini hosil qilamiz.  

Demak, 




  0;9

32  oraliqda chiziqning )361,2;333,0(5 M  nuqtadan 

o‘tadigan shoxining botiqligi pastga yo‘nalgan bo‘ladi.  Keyingi topilgan nuqta 
)438,0;333,0(6 M  uchun 0y  ekanligini hosil qilamiz. Bundan esa, 






  0;9

32  oraliqda chiziqning )438,0;333,0(6 M  nuqtadan o‘tadigan 

shoxining botiqligi yuqoriga yo‘nalgan bo‘ladi.  Va nihoyat )93,1;333,0(7 M  
nuqta uchun 0y  ekanligini hosil qilamiz. Demak,  0;9

32  oraliqda 
chiziqning )93,1;333,0(7 M  nuqtadan o‘tadigan shoxining botiqligi pastga 
yo‘nalgan bo‘ladi. Berilgan chiziq Oy  o‘qiga nisbatan simmetrikligidan  








9
32;0  oraliqda ham xuddi shunga o‘xshash natijalarga kelamiz. Ya’ni,  








9
32;0  oraliqda chiziqning )361,2;333,0(8M  va )93,1;333,0(10M  nuqtalardan 

o‘tadigan shoxlarining botiqligi pastga yo‘nalgan, )438,0;333,0(9M  nuqtadan 
o‘tadigan shoxining botiqligi yuqoriga yo‘nalgan bo‘ladi.  

 
8)  Berilgan chiziqning asimptotalarini topaylik. Bu chiziqning koordinata 
o‘qlariga parallel asimptotalari yo‘qligini osongina isbotlash mumkin. Buning 
uchun x  va y  o‘zgaruvchilarni navbat bilan cheksizlikka intilgandagi vaziyatini 
tekshirishimiz kerak. Agar x  cheksizlikka intilsa, y  ham chesizlikka intiladi va 
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aksincha, ya’ni x  munosabatdan  y  munosabat va y  
munosabatdan x  munosabat  kelib chiqadi. Endi koordinata o‘qlariga 
parallel bo‘lmagan asimptotalarini izlaymiz. Buning uchun berilgan chiziq 
tenglamasining ifodasidagi y  o‘zgaruvchi o‘rniga bkxy   qo‘yib, 4x  
oldidagi koeffitsiyent k  ga bog‘liq emasligini, bu esa  berilgan chiziqning 
koordinata o‘qlariga parallel bo‘lmagan asimptotalari yo‘qligini bildiradi (7-
rasm).  

 
3-masala. Ushbu 22 )( CxCy   tenglama bilan berilgan chiziqlar 

oilasining o‘ramasi topilsin. 

Yechish. Ushbu masalani yechish uchun o‘rama mavjud va u 
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tenglamalar sistemasi bilan aniqlanadi deb faraz qilaylik. Berilgan chiziq 
tenglamasining o‘ng tomonidagi ifodani uning chap tomoniga o‘tkazib, 

0)( 22  CxCy tenglikni, o‘rama chiziqning har bir nuqtasidan o‘tgani 

uchun 0))(()());();(( 22  CCxCCyCCyCxF  ayniyatni hosil qilamiz. Bu 
ayniyatni C  bo‘yicha to‘liq differensiallaymiz: 

0









C
F

dC
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y
F

dC
dx

x
F  yoki 0'''''  CCyCx FyFxF  tengliklarga ega 

bo‘lamiz. 
O‘rama ta’rifiga ko‘ra, oila chizig‘i va o‘rama bir-biriga urinadi. 

Ravshanki, ularning umumiy nuqtalaridagi urinmalari ustma-ust tushadi. 
Shuning uchun 0''''  CyCx yFxF  tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bundan esa 0' CF  
shart kelib chiqadi. Demak, maxsus nuqtaga ega bo‘lmagan chiziqlar oilasining 
o‘ramasi ushbu  
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sistema orqali ifodalanadi.  
Berilgan chiziqlar oilasining o‘ramasini topish uchun   

 
  







02
022

CxCxC
CxCy  

 tenglamalar sistemasini yechish kerak ekan.  

 
Shunday qilib, parabolalar oilasining o‘ramasi 016,0 4  xyy  chiziqlardan 
iboratligini hosil qildik.  

4-masala. Ushbu 36)( 22  yCx  tenglama bilan berilgan aylanalar 
oilasining o‘ramasi topilsin.  

 
Yechish. Berilgan tenglamadan C  bo‘yicha hosila olib, hosil bo‘lgan 

tenglamani 36)( 22  yCx  tenglama bilan birgalikda yechib, 6y  
tenglikni olamiz. Demak, aylanalar oilasining diskriminant chizig‘i 6y  
to‘g‘ri chiziqlardan iborat ekan. Bu diskriminant chiziq berilgan aylanalar 
oilasining o‘ramasi bo‘ladi (8-rasm).  

5-masala. Ushbu 0)( 32  xCy  yarim kubik parabolalar oilasining 
o‘ramasi topilsin. 

Yechish. Bu oilaning o‘ramasini topish uchun ta’rifga ko‘ra berilgan oila 
tenglamasidan C  parametr bo‘yicha hosila olamiz va oila tenglamasi bilan 
birgalikda yechib 0x  to‘g‘ri chiziq tenglamasini hosil qilamiz. Bu chiziq 
berilgan oilaning o‘ramasini bermaydi. Chunki, 0x  to‘g‘ri chiziq oila maxsus 
nuqtalaridan tashkil topgan (9-rasm).  

6-masala. Ushbu 0)( 23  yCx  tenglama bilan berilgan parabolalar 
oilasining o‘ramasi topilsin. 
Yechish. Ravshanki, berilgan oilaning diskriminant chizig‘i 0y  to‘g‘ri chiziq 
bo‘ladi. Bu to‘g‘ri chiziq nuqtalari berilgan oilaning maxsus nuqtalaridan iborat 
bo‘lganligi uchun bu chiziq oilaning o‘ramasi bo‘lolmaydi (10-rasm).  

6y

6y

y

x
O

8-rasm 

y

xO

9-rasm 
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Misol va masalalar 

 
Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziqlarning asimptotalarini toping: 
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10. ;49 2222 yxyx   
11. ;)4( 422 xyx   
12. ;)( 22222 yyxxa   

13. ;
sin
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10-rasm 
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14. ;
cos
sin2 2


ar   

15. ;0333  axyyx  
16. ;03 223  xyy  
17. ;)()2( 22 axxyxa   
18.   .0222

21

2

2212

2

11

22  ayaxayaxyaxayxxy  
Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziqlarning maxsus nuqtalarini toping: 
19. ;232 xxy   
20. ;232 xxy   
21. ;432 xyx   
22.   ;9 422 xxy   
23. ;)3( 22  xxy  
24. ;2222 yxxy   
25. ;)2( 22  yyx  
26. ;54 452 yxy   
27.   ;02 222  ayxyx  
28.    ;022222  ylayyx  
29.   ;)(2 22 axxyxa   
30.   );(2 222222 yxayx   
31.   );(42 222222 yxaaxyx   
32. ;sin,cos 33 taytax   
33. ).cos1(),sin( tayttax   
 

Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziqlarning ko‘rsatilgan nuqtalarda 
urinmalari va normallari mavjudmi? Agar mavjud bo‘lsa ularning tenglamalarini 
yozing: 
34. 0,,1 542  tttytx  nuqtada; 

35. 0,1sin  x
x

xy  nuqtada; 

36. 0,
1

1 


 x
e

xy
x

 nuqtada; 

37. 1,
1 1

1 





x
e
xy

x

 nuqtada; 

38. )0,0(,2233 Oyxyx   nuqtada; 

39. )0,2(,01
2
1 2

2 Axxy 





   nuqtada. 

Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziqlarni tekshiring va yasang: 
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55. );1(3,4 22  ttytx  
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61. ;
1
)2(,

1
)2( 22
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ty
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62. ;
1
4,

1
4

4

2

4 t
ty

t
tx





  

63. ;
cos2

cos2,sin2
2

2

t
tytx


  

64. ;0123  yx  
65. ;0422  xyxy  
66. ;0)( 222  xyyxx  

67. ;
4
5222  xxxy  

68. ;444 ayx   
69. ;0464 22224  yxyxy  
70.   ;2222 xyx   
71.   ;1)(22  yxyx  
72. ;0)(  yxyxxy  
73. ;122  yyx  
74. ;02223  yxxyx  
75. ;2222 yxyx   
76. ;02 2244  yxyx  
77. ;02223  yxxyx  
78.    ;222222 yxayx   

79. ;)1
2

( 22 
xxy  

80.     ;043 2222  yxyxx  
81. ;2244 yxyx   
82. ;02223  yxxyx  
83. ;02244  yxyx  
84. ;)1( 22  xxy  
85. ;0244  xyyx  
86. ;422 xyx   
87. ;)2)(1( 22 xyxx   
88. ;2 232 xxxy   
89.   ;222 xyyx   
90. ;0233  xyx  
91. ;0)(27 23  yxx  
92. ;0223  ayxyx  
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93. ;044 2245  yyxxx  
94. ;0224  ayxyx  
95. ;044 2245  yyxxx  
96. ;0324  yyxx  
97. ;0918 22224  yyxyxx  
98. ;8 244 xyyx   
99. ;0246  yxx  
100. ;044  xyyx  
101.   ;27 22322 yxyx   

102. ;
2
tgr   

103. ;0,22  aar   
104. ;0,22  aar   
105. ;0,422  aar   

106. ;0,0,0,  


lalar   

107. ;0,
2

sin  aar   

108. .0,3sin  aar   
 
Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziqlar oilalarini tekshiring va yasang: 
109. ;222 CxyxC   
110. ;222 xyCyx   
111. .),),sin,cos constubconstvaushvyuchvx   
112. Ixtiyoriy   ayx , ,   byx ,  tenglamalar bilan berilgan chiziqlar 

oilalarining umumiy nuqtasida   0













yyxx
  tenglik o‘rinli bo‘lsa, bu 

oilalar o‘zaro ortogonal bo‘lishi ko‘rsatilsin.  
113. Quyidagi   ayx ,  tenglamalar bilan berilgan chiziqlar oilasiga ortogonal 
bo‘lgan chiziqlar oilasi  

y

dy

x

dx







 

 

tenglik bilan aniqlanishi ko‘rsatilsin.  
114. To‘g‘ri chiziqlar dastasiga ortogonal bo‘lgan chiziqlar oilasi topilsin. 
115. Ox  o‘qiga koordinata boshida urinuvchi aylanalar oilasiga ortogonal 
bo‘lgan chiziqlar oilasi topilsin. 
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116. Ushbu axy 22   parabolalar oilasiga ortogonal bo‘lgan chiziqlar oilasi 
topilsin. 
117. berilgan ikki nuqtadan o‘tuvchi aylanalar oilasiga ortogonal bo‘lgan 
chiziqlar oilasi topilsin. 
 
Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziqlar oilalarining o‘ramalari topilsin: 
118. ;)( 222 ayCx   
119. ;)()( 222 CCyCx   
120. ;0sincos  pCyCx  
121. ;)( 3Cxy   
122. ;0)( 32  Cxy  
123. ;0)( 23  Cxy  
124. ;0)(2)(3 22  CxCy  
125. ;02)1( 2  aCyxC  
126. .0)(2  aCyaxx  
127. Koordinata o‘qlari bilan o‘zgarmas S  yuzali uchburchak hosil qiluvchi 
to‘g‘ri chiziqlar o‘ramasi topilsin.  
128. Quyidagi 222 Ryx   aylana 0 CByAx  to‘g‘ri chiziqning o‘ramasi 
ekanligi ma’lum bo‘lsa, CBA ,,  sonlar qanday munosabatni qanoatlantiradi? 
129. Uchlari koordinata o‘qlarida bo‘lgan uzunligi o‘zgarmas a  ga teng 
kesmalarni o‘z ichiga oluvchi to‘g‘ri chiziqlarning o‘ramasi topilsin (bu yerda 
kesmalarning uchlari koordinata o‘qlari bo‘ylab sirpanadi).  
130. Markazlari R  radiusli aylanada joylashgan, radiusi r  ga teng bo‘lgan 
aylanalar oilasining o‘ramalari topilsin.  
131. Diametrlari berilgan parabolaning fokal radius-vektorlaridan iborat 
aylanalar oilasining o‘ramasi topilsin.  
131. Diametrlari pxy 22   parabolaning fokusidan o‘tuvchi vatarlaridan iborat 
aylanalar oilasining o‘ramasi topilsin. 

132. Berilgan 1
2

2

2

2


b
y

a
x  ellipsning biror simmetriya o‘qiga parallel vatarlarini 

diametr qilib aylanalar chizilgan. Har bir oilaning o‘ramasi topilsin.   

133. Berilgan 1
2

2

2

2


b
y

a
x  giperbolaning biror simmetriya o‘qiga parallel 

vatarlarini diametr qilib aylanalar chizilgan. Har bir oilaning o‘ramasi topilsin.   
134. Berilgan parabolaning o‘qiga perpendikular vatarlarini diametr qilib 
aylanalar chizilgan. Aylanalar oilasining o‘ramasi topilsin.  
135. Uchlari qxy 22   parabolani chizuvchi, parametri p  ga teng, o‘qi Ox  
o‘qiga parallel bo‘lgan parabolalar oilasining  o‘ramasi topilsin.  
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136. Parametrlari  ,  ushbu   0,   tenglamani qanoatlantiruvchi 
0),,,,( zyxF  chiziqlar oilasi o‘ramasining nuqtalari qanday shartlarni 

qanoatlantiradi? 

137. Quyidagi 1
22


q
y

p
x  tenglamani qanoatlantiruvchi chiziqlar oilasining 

o‘ramasi topilsin. Bu yerda 1 qp .  
138. Parametrlari  ,  ushbu constaa mmm  ,0  tenglamani 

qanoatlantiruvchi 01

yx  to‘g‘ri chiziqlar oilasining o‘ramasini toping. 

Quyidagi 2,1,2m  hollarni alohida qarang. 

5 §. Frene bazisi. Egri chiziqning tabiiy parametrizasiyasi 

Chiziqlar nazariyasini o‘rganishda urinma muhim rol o‘ynashi 
hammaga ma’lum. Urinmaga perpendikular  tekislikni normal tekislik deb 
ataganmiz. Bu paragrafda urinmaga perpendikular  ikki vektor binormal va 
bosh normal deb ataluvchi vektorlarning xossalari o‘rganiladi. 

Asosiy tushunchalar 

Bizga   egri chiziq va uning M  nuqtasidan o‘tuvchi birorta   tekislik 
berilgan bo‘lsin. Berilgan chiziqdagi M  nuqtaga yaqin N  nuqta olib, M  va 
N nuqtalar orasidagi masofani d  bilan, h  bilan esa N  nuqtadan   
tekislikkacha bo‘lgan masofani belgilaylik. 

 

MN d

h



l

11-rasm 





 87 

 5.1- ta’rif.  Berilgan    chiziqdagi N  nuqta M  nuqtaga yaqinlashganda 
h

d 2  nisbat nolga intilsa,   tekislik   chiziqning M  nuqtasidagi yopishma 

tekisligi deb ataladi (11-rasm).  
Tasdiq. Ikki marta differensiallanuvchi regulyar   egri chiziqning har bir 

nuqtasidan o‘tuvchi yopishma tekislik mavjud bo‘lib, urinma yopishma 
tekislikda yotadi. Agar egri chiziq  trr 

  tenglama yordamida aniqlangan 
bo‘lsa,  M t0  nuqtadan o‘tuvchi yopishma tekislik    00 , trtr    vektorlarga 
parallel bo‘ladi.  

Izoh. Yopishma tekislik  0tr   va  0tr   vektorlarga parallel bo‘lganligi 
uchun, agar bu vektorlar o‘zaro parallel bo‘lsa,  M t0  nuqtadan o‘tuvchi 
yopishma tekisliklar cheksiz ko‘p. Lekin  0tr  ,  0tr   vektorlar parallel 
bo‘lmasa,  M t0  nuqtadan o‘tuvchi yopishma tekislik yagonadir. 

Ushbu  trr 
  tenglama bilan berilgan   chiziqning  0tM  nuqtasida 

o‘kazilgan yopishma tekisligining vektor tenglamasi        0,, 000  trtrtrR 
 

ko‘rinishda bo‘ladi. Agar egri chiziq      tzztyytxx  ,,  parametrik 
tenglamalar yordamida berilsa, yopishma tekislik tenglamasi 

     
     

0

000

000

000






tztytx
tztytx
zZyYxX

 

ko‘rinishda bo‘ladi. 
 Egri chiziqning  M t0  nuqtasidan urinma to‘g‘ri chiziqqa perpendikular  
holda o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq normal deb ataladi. Normallar ichidan biz uchun 
muhimlari bosh normal va binormaldir. 

Yopishma tekislikda yotuvchi normal bosh normal deb ataladi, yopishma 
tekislikka perpendikular  normal esa binormal deb ataladi. 

Albatta, yopishma tekislik yagona bo‘lgan holdagina bu tushunchalar 
ishlatiladi. Endi bosh normal va binormal tenglamalarini yozaylik.    00 , trtr    
vektorlar yopishma tekislikka parallel bo‘lgani uchun vektor ko‘paytma 

    00 , trtr    binormal uchun yo‘naltiruvchi vektor bo‘ladi. Demak, binormal 
tenglamasi 

   
   

   
   

   
   00

00

0

00

00

0

00

00

0

tytx
tytx

zZ

txtz
txtz

yY

tzty
tzty

xX















 

ko‘rinishda bo‘ladi. 
 Bosh normal uchun esa        000 ,, trtrtr   vektor ko‘paytma  
yo‘naltiruvchi vektor bo‘ladi. Shuning uchun bosh normal tenglamasi, 
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   00

00
0

00

00
0

0

0

00
0

00

00
0

0

00

00
0

00

00
0

0

tzty
tzty

ty
txtz
txtz

tx

zZ
tytx
tytx

tx
tzty
tzty

tz

yY

txtz
txtz

tz
tytx
tytx

ty

xX






































 

ko‘rinishda bo‘ladi. 
 

  
Xuddi shularga o‘xshash, normal tekislik tenglamasi vektor ko‘rinishda 
0 0( ( ), ( )) 0,R r t r t 

    koordinata ko‘rinishidagi tenglamasi esa  
0)())(()())(()())(( 000000  tztzZtytyYtxtxX  bo‘ladi. 

 Urinma va binormaldan o‘tuvchi tekislik to‘g‘rilovchi tekislik deyiladi. 
Uning vektor ko‘rinishidagi tenglamasi  

        0,,),( 0000  trtrtrtrR 
  

koordinata ko‘rinishidagi tenglamasi esa  

0

)()(
)()(

)()(
)()(

)()(
)()(

)()()(
)()()(

00

00

00

00

00

00

000

000















tytx
tytx

txtz
txtz

tzty
tzty

tztytx
tzZtyYtxX

 bo‘ladi. 



12-rasm 

M




normal 
tekislik 

to’g’rilovchi 
tekislik 

yopishma 
tekislik 
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Urinma, bosh normal, binormal bo‘yicha yo‘nalgan birlik vektorlardan tashkil 
topgan uchlik Frene bazisi deyiladi (12-rasm). Ularni mos ravishda quyidagi 
formulalar bo‘yicha topiladi: 

r
r


 
  ,  

 
, ,

, ,

r r r

r r r
     

    


  

  


,  
 rr

rr



 


,
, . 

Berilgan chiziqning yoy uzunligi ushbu formula orqali topiladi: 

dttztytxdtrs
t

t

t

t
 

00

)()()( 222 . 

 
Masala yechish namunalari 

 

1-masala. Ushbu 












tz
ty
tx

sin
cos

 tenglama bilan berilgan vint chizig‘ining 

)0;0;1(0M  nuqtasida o‘tkazilgan: 
1) urinma; 
2) bosh normali; 
3) binormali; 
4) yopishma tekisligi; 
5) normal tekisligi; 
6) to‘g‘rilovchi tekisligi topilsin. 

Yechish. Bu masalani yechish uchun chiziqning berilgan )0;0;1(0M  

nuqtasisiga parametrning qanday qiymati mos kelishini, ya’ni 












0
0sin
1cos

tz
ty
tx

 

sistemaning yechimini topishimiz kerak. Ravshanki, 00 t  sistemaning 
yagona yechimi bo‘ladi. Demak,  parametrning 00 t  qiymatiga chiziqning 

)0;0;1(0M  nuqtasi mos kelar ekan. Endi talab qilinayotgan tenglamalarni 
tuzish uchun kerak bo‘ladigan kattaliklarni, hosilalarning parametrning 

00 t  qiymatiga mos  keluvchi qiymatlarini hisoblaymiz. Ravshanki, 

birinchi va ikkinchi tartibli hosilalar 












1
cos

sin

z
ty

tx
, 












0
sin
cos

z
ty
tx
 va ularning 

00 t  dagi qiymatlari mos ravishda 












1)0(
1)0(
0)0(

z
y
x

 , 












0
0)0(
1)0(

z
y
x

 qiymatlarga 

teng bo‘ladi. Yuqorida keltirilgan formulalardan foydalanib, unchalik qiyin 
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bo‘lmagan hisoblashlardan so‘ng, talab qilingan tenglamalarni tuzish 
mumkin. 

Demak, 1) urinma tenglamasi: 110
1 zyx  ; 

2) bosh normali tenglamasi: 0 zy ; 

3) binormali tenglamasi: 110
1


  zyx ; 

4) yopishma tekisligi tenglamasi: 0 zy  ; 
5) normal tekisligi tenglamasi: 0 zy ; 
6) to‘g‘rilovchi tekisligi tenglamasi: 1x . 

2-masala. Ushbu 223 2,3 axzyax   chiziqning ayay 9,
3

  tekisliklar 

orasidagi yoyi uzunligi topilsin. 
Yechish. Ravshanki, bu tekisliklar bilan berilgan chiziq bir martadan 

kesishadi. Birinchi 
3
ay   tekislik bilan kesishish nuqtasi )

2
,

3
,(1

aaaM , ikkinchi 

ay 3  tekislik bilan kesishish nuqtasi )
6

,9,3(1
aaaM . Endi chiziqning 

parametrik tenglamalarini  





















t
az

t
a

y

tx

2

3
1

2

3
2

 

  ko‘rinishda yozib, yoy uzunligini hisoblaymiz.  

.9
3

9
26

1
22

2
4

)2(
4

44
4

1

3 3 2
22

2
3

22

44

3

44

244
3

44

8844
3

4

4

4

4

aaaaadtt
at

dtadt
at

ta

dt
at
tadt

at
attadt

t
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a
ts

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a














 


 

3-masala. Radiusi R  ga teng bo‘lgan aylananing uzunligi topilsin. 
Yechish. Berilgan aylananing radiusi R  ga teng bo‘lganligi uchun, 

uning parametrik tenglamasini quyidagicha olish mumkin: 

20,
sin
cos









t
tRy
tRx

. Yoy uzunligini topish formulasidan  

  .2cossin

cossin)()(

2

0

2

0

2222

2

0

2222
2

0

22

RdtRdttRtR

dttRtRdttytxs
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Misol va masalalar 
 

Quyidagi chiziqlarning ko‘rsatilgan nuqtalardagi urinmalari 
tenglamalari tuzilsin: 
1. atztgtytx  ,,sec , 

4


t  nuqtada; 

2. 2,, tzeyex tt   , 1t  nuqtada; 
3. ttt ezteytex   ,sin,cos , 0t  nuqtada; 

4. 
2

sin4),cos1(),sin( taztayttax  , 
2


t  nuqtada. 

5. Quyidagi 323 3,3,3 ttztyttx   chiziqning qaysi nuqtalardagi urinmasi 
03  zyx  tekislikka parallel bo‘ladi? 

6. Berilgan tztytx 4,sin2,cos2   vint chizig‘ining 0t  nuqtadagi 
urinmasi va normal tekisligi tenglamasi tuzilsin.  
7. Berilgan 32 ,, tztytx   vint chizig‘ining 1t  nuqtadagi urinmasi va 
normal tekisligi tenglamalari tuzilsin.  
8. Ushbu tbeztaytax  ,sin,cos  chiziq urinmalarining XOY  tekisligi 
bilan kesishish nuqtalarining geometrik o‘rni topilsin.  
9. Berilgan ctzashtyachtx  ,,  chiziqning ixtiyoriy nuqtasidagi urinmasi 
va normal tekisligi tenglamalari tuzilsin. 

10. Ushbu  222 ,sin,cos
ttt

ezteytex   chiziq 222 zyx   konusda yotishi 
hamda uning yasovchilari bilan 045  burchak hosil qilishi isbotlansin.  
11. Ikki 0),,(,0),,(  zyxzyxF  sirtning kesishish chizig‘i sifatida berilgan 
chiziqning ixtiyoriy nuqtasidagi urinmasi va normal tekisligi tenglamalari 

tuzilsin (bunda 2







 zyx

zyx FFF
rang ).  

12. Viviani  2222 Rzyx  , 
4

2
22 RyRxx   chizig‘ining ixtiyoriy 

nuqtadagi nuqtadagi urinmasi va normal tekisligi tenglamasi tuzilsin.  
13. Ushbu bzyazx 2,2 22   chiziqning ixtiyoriy nuqtadagi urinmasi va 
normal tekisligi tenglamasi tuzilsin.  
14.  Quyidagi 1,1 222222  zyxzyx  sirtlarning kesishishidan hosil 
bo‘lgan chiziq ixtiyoriy nuqtasidagi urinmasi va normal tekisligi tenglamasi 
tuzilsin. 
15. Berilgan 122  yx , 122  yz , 1y  chiziqning ixtiyoriy nuqtadagi 
urinmasi va normal tekisligi tenglamasi tuzilsin.  
16. Parametrik ko‘rinishda berilgan ,cossin,sin 2 ttaytax   taz cos  
chiziqning ixtiyoriy nuqtadagi urinmasi va normal tekisligi tenglamasi 
tuzilsin.  
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17. Bizga  srr   tenglama bilan aniqlangan chiziq berilgan bo‘lib,  - uning 
 00 sM  nuqtasidan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq, hamda  sd  -  ssM 0  nuqtadan 

  to‘g‘ri chiziqqacha masofa bo‘lsin.   to‘g‘ri chiziq  srr   chiziqqa 

 00 sM  nuqtada urinma bo‘lishi uchun   0lim
0





 s
sd

s
 munosabat o‘rinli 

bo‘lishu zarur va yetarliligi isbotlansin.  
18. Ushbu  trr   tenglama bilan berilgan silliq chiziqning  00 tM  nuqtadagi 
yopishma tekisligi quyidagi shartlarning ixtiyoriysi bilan aniqlash 
mumkinligi isbotlansin: 
a) 0M  nuqtadan o‘tuvchi    00 , trtr   vektorlarga parallel tekislik; 
b)   berilgan chiziqning 0M  nuqtasidagi urinmasi orqali o‘tuvchi tekislik, 

 s   -chiziqning tabiiy parametrlash usuli bo‘lib, 0M -parametrning 0ss   
qiymatiga mos keluvchi nuqta.  sd  -  ssM 0  nuqtadan   tekislikkacha 
masofa.   tekislik berilgan chiziqning 0M  nuqtasidagi yopishma tekisligi 

bo‘lishi uchun   0lim 20





 s
sd

s
 munosabat o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli;  

c) chiziq bilan 0M  nuqtada kamida ikkinchi tartibli urinishga ega bo‘lgan 
tekislik. 
19. Regulyar chiziqning barcha yopishma tekisliklari bitta nuqtadan o‘tishi 
ma’lum bo‘lsa, uning biror tekislikda joylashishi isbotlansin. 
20. Ushbu 32 ,, tztytx   chiziqning )6,

3
1,2(0 M  nuqtadan o‘tuvchi 

yopishma tekisliklari topilsin.  
21. Ushbu 32 ,, tztytx   chiziqning ixtiyoriy M  nuqtasidan Oz  o‘qini 
kesib o‘tuvchi va 0z  tekislikka parallel to‘g‘ri chiziq uning M  nuqtasida 
o‘tkazilgan yopishma tekislikda yotishi isbotlansin.  
22. Berilgan teztbytax  ,sin,cos  chiziqning 0t  nuqtadagi yopishma 
tekisligi tenglamasi tuzilsin.  
23. Berilgan consttztytx   ,sin,sincos,coscos  chiziqning 
binormallarining musbat yo‘nalishlarida uzunligi birga teng kesmalar 
qo‘yilgan. Bu kesmalar uchlaridan hosil bo‘lgan chiziqning yopishma 
tekisligi tenglamasi tuzilsin.  
24. Ushbu 9222  zyx , 322  yx  chiziqning )2;1;2(M  nuqtadagi 
yopishma tekisligi tenglamasi tuzilsin. 
25.  Ushbu tzteytex tt 2,sin,cos   chiziq 022  zeyx  sirtda yotishi 
isbotlansin. Uning yopishma tekisligi sirtning urinma tekisligi bilan ustma-
ust tushishi ko‘rsatilsin.  
26. Ushbu teztytx  ,, 2  chiziqning 0t  nuqtadagi bosh normali va 
binormali tenglamalari tuzilsin.  
27. Ushbu 32 ,, tztytx   chiziqning 1t  nuqtadagi bosh normali va 
binormali tenglamalari tuzilsin.  



 93 

28. Ushbu 2,ln,2 tzty
t

x   chiziqning qaysi nuqtadagi binormali 

028  zyx  tekislikka parallel bo‘ladi? 
29. Vint chizig‘ining binormallarida uzunligi birga teng kesmalar qo‘yilgan. 
Bu kesmalar uchlaridan hosil bo‘lgan chiziqning vint chizig‘i ekanligi 
isbotlansin. 
30.  Ushbu ttezttyttx  ,cos,sin  chiziqning 0t  nuqtadagi urinmasi, 
bosh normali va binormali bo‘ylab yo‘nalgan birlik vektorlari topilsin.   
31.  Ushbu tztytx 2cos,sin,cos 33   chiziqning ixtiyoriy nuqtadagi 
urinmasi, bosh normali va binormali bo‘ylab yo‘nalgan birlik vektorlari 
topilsin.   
32. Ushbu 

2
cos4),cos1(),sin( taztayttax   chiziqning 0t  nuqtadagi 

urinmasi, bosh normali va binormali bo‘ylab yo‘nalgan birlik vektorlari 
topilsin.   
33. Ushbu 32 ,, tztytx   chiziqning 0t  nuqtadagi urinmasi, bosh 
normali va binormali bo‘ylab yo‘nalgan birlik vektorlari koordinata 
o‘qlarining birlik vektorlari bilan ustma-ust tushishi isbotlansin.  
34. Ushbu btztaytax  ,cos,sin  vint chizig‘ining urinmasi, normal 
tekisligi, binormali, yopishma tekisligi, bosh normali va to‘g‘rilovchi 
tekisligi tenglamalari tuzilsin.  
35. Ushbu btztaytax  ,cos,sin  vint chizig‘ining XOY  tekisligi  bilan 
kesishish nuqtasidan ixtiyoriy nuqtasigacha bo‘lgan yoyining uzunligi 
topilsin. 
36. Aylananing tabiiy parametrli tenglamasi tuzilsin. 
37. Zanjir chizig‘ining tabiiy parametrli tenglamasi tuzilsin. 
38. Vint chizig‘ining tabiiy parametrli tenglamasi tuzilsin.  
39. Ushbu 

2
cos4),cos1(),sin( taztayttax   chiziqning  a4,0,0  va 

 aa 4,0,2   nuqtalari orasidagi yoyi uzunligi topilsin. 
40. Berilgan tztytx 2cos,sin,cos 33   chiziqning uzunligi topilsin. 
41. Quyidagi atzashtyachtx  ,,  chiziq parametrining 0t  va 0tt    
qiymatlariga mos keluvchi nuqtalari orasidagi yoyi uzunligi topilsin. 
42. Chiziq yoyi uzunligi differensialining silindrik koordinatalardagi ifodasi 
topilsin. 
43. Chiziq yoyi uzunligi differensialining sferik koordinatalardagi ifodasi 
topilsin. 

6 §. Egri chiziq egriligi va buralishi. Frene formulalari 

Egri chiziq egriligi va buralishi differensial geometriyada 
o‘rganiladigan chiziqlarning muhim xususiyatlaridan hisoblanadi. Bu 
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xususiyatlarning mexanika va fizikadagi tadbiqlari ham mavjud. Bu 
tadbiqlarni xususan, Frene formulalarining ifodasida ham ko‘rish mumkin. 
 

Asosiy tushunchalar 
 

Bizga   egri chiziq va M  unga tegishli nuqta berilgan bo‘lsin. Berilgan 
egri chiziqda M  nuqtaga yaqin N  nuqta olib, bu nuqtalarda o‘tkazilgan 
urinmalar orasidagi burchakni   bilan, MN  yoy uzunligini s  bilan 
belgilaylik.  

6.1-ta’rif. Berilgan   chiziqdagi N  nuqta M  ga yaqinlashganda s
  

ifodaning limiti mavjud bo‘lsa, u   chiziqning M  nuqtadagi egriligi deb ataladi 

va sMN
k





 lim  kabi belgilanadi (13-rasm). 

 
Tasdiq. Ikki marta differensiallanuvchi regulyar egri chiziqning har bir 

nuqtasida sMN
k





 lim

  
egriligi 

 
mavjud. Agar   egri chiziq tabiiy parametr 

yordamida )(srr 
  tenglama bilan berilgan bo‘lsa, )( 0srk   tenglik o‘rinlidir. 

Bu yerda 0s  tabiiy parametrning   egri chiziqning M  nuqtasiga mos keluvchi 
qiymatidir.     

Ixtiyoriy parametrlash usuli bilan berilgan   egri chiziq uchun egrilikni 

hisoblash formulasi 
 

2
3

2

,

r

rr
k




 


 ko‘rinishda bo‘ladi. Agar egri chiziq 

M

N




|| s

13-rasm 
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)(
)(
)(

tzz
tyy
txx

 tenglama bilan berilgan bo‘lsa, uning egriligini topish formulasi 

quyidagicha   

  2
3222

222

zyx

yx
yx

xz
xz

zy
zy

k















 
ko‘rinishda bo‘ladi. Agar   egri chiziq )(xfy   funksiyaning grafigidan iborat 

bo‘lsa, uning egriligini ushbu 
  2

321 f

f
k






 
formula bilan  hisoblash mumkin. 

Bizga   egri chiziq va M  unga tegishli nuqta berilgan bo‘lsin. Berilgan 
egri chiziqda M  nuqtaga yaqin N  nuqta olib, bu nuqtalarda o‘tkazilgan 
yopishma tekisliklar orasidagi burchakni   bilan, MN  yoy uzunligini s  
bilan belgilaylik.  

6.2-ta’rif. Berilgan   chiziqdagi N  nuqta M  ga yaqinlashganda s
  

ifodaning limiti mavjud bo‘lsa, u   chiziqning M  nuqtadagi absolyut buralishi  

deb ataladi va sMN 



  lim  kabi belgilanadi. 

 
 

Tasdiq. Uch marta differensiallanuvchi regulyar   egri chiziqning M  

nuqtada egriligi noldan farqli bo‘lsa, sMN 



  lim  limit mavjud. Agar   egri 

chiziq tabiiy parametr yordamida )(srr 
  tenglama bilan berilgan bo‘lsa, uning 

absolyut buralishi, ushbu 2

),,(

r

rrr






 

formula bo‘yicha hisoblanadi. Buralish 

M

N

|| s

  s


 ss 


14-rasm 
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esa 2
),,(

k
rrr 

  formula bilan,  ixtiyoriy parametrlash usuli bilan berilgan   

egri chiziq uchun buralishini hisoblash formulasi 
 2,

),,(
rr

rrr



 


  ko‘rinishda 

bo‘ladi.
  

 

Agar egri chiziq 












)(
)(
)(

tzz
tyy
txx

 tenglama bilan berilgan bo‘lsa, uning 

buralishini topish formulasi quyidagicha   

222

yx
yx

xz
xz

zy
zy

zyx
zyx
zyx

















 

ko‘rinishda bo‘ladi.  
Tabiiy parametrlash usuli bilan )(srr 

  tenglama yordamida berilgan 
egri chiziq urinma, bosh normal, binormallari bo‘yicha yo‘nalgan birlik 
vektorlar va ularning hosila vektorlari orasidagi bog‘liqlikni ifodalaydigan Frene 
formulalari ushbu ko‘rinishda bo‘ladi:  
















.










k

k

  
 

15-rasm 
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Misol va masalalarning yechish namunalari 
 

1-masala. Ushbu 












btz
tay
tax

sin
cos

 tenglama bilan berilgan vint chizig‘ining 

)0;0;(0 aM  nuqtasidagi egriligi va buralishi hisoblansin. 
Yechish. Bu masalani yechish uchun chiziqning berilgan )0;0;(0 aM  

nuqtasiga parametrning qanday qiymati mos kelishini, ya’ni 












0
0sin
1cos

btz
tay
tax

 

sistemaning yechimini topishimiz kerak. Ravshanki, 00 t  sistemaning 
yagona yechimi bo‘ladi. Demak,  parametrning 00 t  qiymatiga chiziqning 

)0;0;(0 aM  nuqtasi mos kelar ekan. Endi, talab qilinayotgan tenglamalarni 
tuzish uchun kerak bo‘ladigan kattaliklarni, hosilalarning parametrning 

00 t  qiymatiga mos keluvchi qiymatlarini hisoblaymiz. Ravshanki, birinchi 

ikkinchi va uchinchi tartibli hosilalar 












bz
tay
tax

cos
sin

, 












0
sin
cos

z
tay
tax

, 














0
cos

sin

z
tay

tax
 va ularning 00 t  dagi qiymatlari mos ravishda 













bz
ay

x

)0(
)0(

0)0(
 , 













0
0)0(

)0(

z
y

ax
, 














0

0

z
ay

x
 qiymatlarga teng bo‘ladi. Yuqorida keltirilgan 

formulalardan foydalanib berilgan chiziqning )0;0;(0 aM  nuqtasidagi 
egriligi va buralishini hisoblaymiz:  

 
;

0

0
0

0
0

00
22322

42

)(

)(

2
3

222

222

ba
a

ba

aab

ba

a
a

a
bba

k
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.22222

2

422 )(

00
00

0

222 ba
b

baa
ba

aba

a
a

ba

yx
yx

xz
xz

zy
zy

zyx
zyx
zyx























  

Misol va masalalar 

Quyidagi tenglamalar bilan berilgan chiziqlarning ixtiyoriy nuqtasidagi 
egriliklari topilsin: 

1. xy sin ; 

2. 
a
xachy  ; 

3. pxy 22  ; 
4. 32 , tytx  ; 
5. taytax sin,cos  ; 
6. bshtyachtx  , ; 
7. )cos1(),sin( tayttax  ; 
8. ;sin,cos 33 taytax   
9. ;ar   
10. );cos1(  ar  
11. ;0,0),(  gradFyxF   

12. 12

2

2

2


b
y

a
x ; 

13. 12

2

2

2


b
y

a
x ; 

14.     .0,,  dyyxQdxyxP  
15. Berilgan  srr 

  chiziq uchun quyidagi munosabatlar o‘rinliligini 
isbotlang: 

 22242|| kkkr    , 0 rr  , 2krr   , kkrr   . 
Bu yerda k  egrilik,   buralish. 
16. Quyidagilarni isbotlang: 
a)  

 ;  

b) 












k5 ; 

c) 












k5 . 

17. Chiziqning to‘g‘ri chiziq yoki uning ochiq kesmasidan iborat  bo‘lishi 
uchun  
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chiziqning barcha nuqtalaridagi egriligi nolga teng bo‘lishi zarur va 
yetarliligi isbotlansin. 

18. Chiziqning yassi (biror tekislikda joylashgan) bo‘lishi uchun 
chiziqning barcha nuqtalaridagi buralishi nolga teng bo‘lishi zarur va yetarliligi 
isbotlansin. 

Quyidagi chiziqlarning egriligi va buralishlari barcha nuqtalarda teng 
ekanligi isbotlansin: 

19. atzashtyachtx  ,, ; 
20.  323 3,3,3 ttztyttx  . 
Quyidagi chiziqlarning egriligi va buralishlari topilsin: 
21. btztaytax  ,sin,cos ; 
22. atzashtyachtx  ,, ; 
23. tzeyex tt 2,,    
24. 2,ln,2 tztytx  ; 
25. tztytx 2cos,sin,cos 33  . 
26. a  va b  ning qanday qiymatlarida btzashtyachtx  ,,  chiziqning 

egriligi va buralishi barcha nuqtalarda teng bo‘ladi? 
27. Berilgan tztytx 2cos,sin,cos 33   chiziqning egriligi minimal 

qiymatni qabul qiladigan nuqtalarini toping. 
28. Ushbu 

2
cos4),cos1(),sin( taztayttax   chiziqning egrilik 

radiusi minimal qiymatni qabul qiladigan nuqtalarini toping. 
Quyidagi chiziqlarning yassi ekanligini ko‘rsating va ular joylashgan 

tekislik tenglamasini yozing: 
29. 

t
z

t
y

t
tx











1

1,
1

1,
1
1

2 ; 

30. 33
2

322
2

211
2

1 ,, ctbtazctbtayctbtax  ; 
31. Npnctbtazctbtayctbtax pnpnpn  ,,,, 333222111 . 
32. Ushbu )(,sin,cos tfztaytax   chiziq yassi bo‘ladigan )(tf  

funksiya topilsin. 
33. Ushbu bzyazx 2,2 22   chiziq ikkita kesishuvchi tekisliklarda yotishi 

isbotlansin va bu tekisliklarning tenglamalari tuzilsin.  
34. Umumlashgan vint chizig‘i deb urinmalari biror yo‘nalish bilan 

o‘zgarmas burchak hosil qiluvchi fazoviy chiziqqa aytiladi. Chiziq 
umumlashgan vint chizig‘i bo‘lishi uchun quyidagi shartlarning birortasi 
bajarilishi zarur va yetarliligi isbotlansin: 

a) bosh yo‘nalishlari biror yo‘nalishga perpendikular; 
b) binormallari biror yo‘nalish bilan o‘zgarmas burchak hosil qiladi; 
c) egriligining buralishiga nisbati o‘zgarmas.  
35. Chiziq umumlashgan vint chizig‘i bo‘lishi uchun 0)4(  rrr   

shartning bajarilishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin. 
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36. Ushbu zxyyx 92,32   chiziqning umumlashgan vint chizig‘i ekanligi 
ko‘rsatilsin.  

37. Ushbu 2,ln,2 tztytx   chiziqning yasovchilari )1,1,0(a  vektorga 
parallel bo‘lgan silindrik sirtda yotuvchi umumlashgan vint chizig‘i ekanligi 
ko‘rsatilsin. 

38. Ushbu 32 ,, ctzbtyatx   chiziqning umumlashgan vint chizig‘i 
bo‘lishi uchun qanday shart bajarilishi kerak? 

39. Barcha normal tekisliklari o‘zgarmas e  vektorga parallel bo‘lgan 
chiziqning yassi ekanligi isbotlansin.  

40. Barcha yopishma tekisliklari biror l  to‘g‘ri chiziqqa perpendikular 
bo‘lgan chiziqning yassi ekanligi isbotlansin. 

41. Har xil chiziqning binormallari umumiy bo‘ladigan nuqtalari orasida 
moslik o‘rnatish mumkin bo‘lsa, ularning yassi ekanligi isbotlansin. 

42. Har xil chiziqning urinmalari parallel bo‘ladigan nuqtalari orasida 
moslik o‘rnatish mumkin bo‘lsa, ularning egriligi va buralishining nisbati 
o‘zgarmas ekanligi isbotlansin. 
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III BOB. SIRTLAR NAZARIYASI  
 

Differensial geometriya fanida asosiy bo‘limlardan biri sirtlar nazariyasi 
hisoblanadi. Bu bobda sirt va uning berilish usullari, urinma tekislik, kvadratik 
formalar va ularning turli tadbiqlari o‘rganiladi. 

 
1 §. Sirt va uning berilish usullari  

 
Ushbu paragrafda sirtlarning berilish usullari aniqlanib, ularning ba’zi bir 

xossalariga ko‘ra, tenglamalarini tuzishga doir misol va masalalar keltirilgan.   
 

Asosiy tushunchalar 
 

Tekislikdagi ochiq doiraga gomeomorf to‘plamni elementar soha deb 
ataymiz. 

1.1-Ta’rif. Fazodagi F  to‘plam elementar sohaning topologik 
akslantirishdagi aksi bo‘lsa, uni elementar sirt deb ataymiz.  

Elementar sirt uchun cheksiz ko‘p parametrlash usullari mavjuddir. Birorta 
to‘plamning elementar sirt ekanligini ko‘rsatish uchun, uning birorta 
parametrlash usulini ko‘rsatish kerak. 

Agar F  sirt ),( Gf  parametrlash usuli bilan berilib, Gvu ),(  uchun ),( yxf  
nuqtaning koordinatalari );(),;(),;( vuzvuyvux  ko‘rinishda belgilasak, 













),(
),(
),(

vuzz
vuyy
vuxx

      (1) 

sistema F  sirtning parametrik tenglamalar sistemasi deyiladi. 
1.2-Ta’rif.  Fazodagi bog‘lanishli F  to‘plamga tegishli har bir nuqtaning 

birorta atrofida F  elementar sirtga aylansa, F  sodda sirt deyiladi.  
Agar biz  );();;();;(),( vuzvuyvuxvur 


 vektor funksiyani kiritsak, (1) 

tenglamalar sistemasini bitta   
),( vurr 

 ,  Gvu ),(   (2) 
vektor tenglama yordamida yoza olamiz. Bu tenglama F  sirtning vektor 
ko‘rinishdagi tenglamasi deyiladi. 

Bizga G R 3  ochiq to‘plam va G  da aniqlangan silliq F x y z( ; ; )  funksiya 
berilgan bo‘lsin. U holda  0);;(:);;(  zyxfGzyxF  to‘plam f  
funksiyaning sath to‘plami yoki sirti deyiladi. Agar 0gradf  bo‘lsa, F  sirt 
haqiqatdan ham, sodda sirt bo‘ladi.  

 1.3-Ta’rif.  Berilgan F  sirt uchun unga tegishli ixtiyoriy nuqta atrofida 
( , )f G  parametrlash usuli mavjud bo‘lib, bunda );(),;(),;( vuzvuyvux  
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funksiyalar uzluksiz xususiy hosilalarga ega va 








v

u

v

u

v

u
z
z

y
y

x
x

 matritsaning 

rangi ikkiga teng bo‘lsa, F  sirt regulyar sirt deyiladi, parametrlash usuli esa 
regulyar parametrlash deyiladi.  

Sirtning regulyarlik shartini 0, 



 

vu rr  ko‘rinishda ham yozishimiz 

mumkin.  
1-Tasdiq. Bizga G  sohada aniqlangan silliq x u v y u v z u v( ; ), ( ; ), ( ; )  funksiyalar 

berilgan bo‘lib, har bir nuqtada  2u u u

v v v

x y z
rang

x y z
 

 
 

 tenglik o‘rinli bo‘lsa,  













),(
),(
),(

vuzz
vuyy
vuxx

    ( , )u v G  

sistema regulyar sirtni aniqlaydi.  
2-Tasdiq. Regulyar F  sirt unga tegishli ),( 00 vup  nuqta atrofida,  













),(
),(
),(

vuzz
vuyy
vuxx

, ( , )u v G  

parametrik tenglamalar yordamida berilib, p  nuqtada 
x y
x y

u u

v v
 determinant 

noldan farqli bo‘lsa, shunday silliq f x y( , )  funksiya mavjudki, p  nuqtaning 
atrofida F  sirt z  f x y( , )  funksiyaning grafigidan iboratdir.  

Izoh. Biz regulyar sirtlarning parametrlash usulini tanlaganimizda har doim 
xu , xv ,  yu , yv , vu zz ,  hosilalar mavjud va uzluksiz bo‘lishini talab qilamiz.  

 
Misol va masalalar yechish namunalari 

 
1-masala. xOz  tekisligida Oz  o‘qini kesmaydigan  )(),( uzux    chiziq 

berilgan. Bu chiziqni Oz  o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma 
sirtning tenglamasi tuzilsin. 

Yechish. Umumiylikka ziyon yetkazmasdan, berilgan )(),( uzux    
chiziq uchun   0u  shart o‘rinli deb faraz qilamiz. Egri, chiziqli koordinatalar 
sifatida vXOP   burchakni va berilgan chiziqning u  parametrini olamiz (16-
rasm). Chiziq ustidagi har bir  uL  nuqta markazi Oz  o‘qida yotgan va radiusi 

 ux   ga teng bo‘lgan aylanani chizadi:  uOPMA  . 
Koordinat chiziqlari:  constu parallellar (aylanalar),  constv meridianlar 

bo‘ladi. Sirtning vektor tenglamasi:  
      ,sincos kujvuivur
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Koordinat ko‘rinishdagi tenglamalari esa:  
     .,sin,cos uzvuyvux    

 

 
Berilgan chiziq bilan aylanma sirtning uchinchi koordinatasi bir xildir, 

chunki chiziq Oz  o‘q atrofida aylanmoqda.  
2-masala. Oz  o‘qqa perpendikular AB  to‘g‘ri chiziqning shu o‘q atrofida 

aylanishidan va shuningdek, aylanish burchagiga proporsional tezlik bilan Oz  
bo‘ylab siljishidan hosil bo‘lgan sirt to‘g‘ri gelikoid  deyiladi. To‘g‘ri 
gelikoidning tenglamasini tuzing.  

Yechish. Koordinatalarni quyidagcha tanlaymiz (17-rasm):  
vXOPuMA  ,  

 Shartga ko‘ra avOA  , bunda consta  . Koordinata chiziqlari: 
constu  -vint chiziqlari,  constv yasovchilar (harakatlanuvchi to`g`ri 

chiziqlar)dan iborat bo‘ladi. 
1-masaladan foydalnib gelikoidning vektor tenglamasi  

,sincos kavjvuivur


  
parametrik tenglamalari esa   

avzvuyvux  ,sin,cos  
ko‘rinishda bo‘lishini hosil qilamiz. 

N 

v P 

M 

A 

O 

 u
 u

 
 uz
ux







r

y

x

z

 u

16-rasm 
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Misol va masalalar 

 
1. Ushbu uzux  ,sin  tenglama bilan aniqlangan  xOz  tekisligida Oz  

o‘qini kesmaydigan chiziq berilgan. Bu chiziqni Oz  o‘qi atrofida aylantirishdan 
hosil bo‘lgan aylanma sirtning tenglamasi tuzilsin. 

2. Quyidagi ubzyubax sin,0,cos  ( ab 0 ) chiziqning Oz  o‘qi 
atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma sirt (tor)ning tenglamasi tuzilsin. 

3. Quyidagi uzy
a
uachx  ,0,  chiziqning Oz  o‘qi atrofida aylantirishdan 

hosil bo‘lgan aylanma sirt (katenoid)ning tenglamasi tuzilsin. 
4. Traktrisani )cos

2
(ln,0,sin uutgazyuax   Oz  o‘qi atrofida 

aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma sirt (psevdosfera)ning tenglamasi tuzilsin. 

5. Koordinata o‘qlari sifatida z
b
y

a
x 22

2

2

2

  giperbolik paraboloidning to‘g‘ri 

chiziqli yasovchilarini olib, uning parametrik tenglamalari tuzilsin. Agar sirt 
tenglamasi pxyz   ko‘rinishda olinsa, bu tenglamalar qanday ko‘rinishni oladi? 

6. Yasovchilari Oz  o‘qiga parallel, yo‘naltiruvchisi 0),(),(  zuyufx   
chiziqdan iborat silindrik sirtning parametrik tenglamasi tuzilsin. 

7. Giperbolik va parabolik silindrlarning parametrik tenglamalari tuzilsin. 
8. Yasovchilari e  vektorga parallel, yo‘naltiruvchisi )(u


  chiziqdan 

iborat silindrik sirtning tenglamasi tuzilsin. 
9. Yasovchilari )3,2,1(a  vektorga parallel, yo‘naltiruvchisi 32 ,, uzuyux    

y

z

x

P 

M 

v

O 

r

A 
u

17-rasm 



 105 

chiziqdan iborat silindrik sirtning parametrik tenglamasi tuzilsin. 
10. Yasovchilari )2,3,1( a  vektorga parallel, yo‘naltiruvchisi 

0,sin,cos  zuyux  chiziqdan iborat silindrik sirtning oshkormas tenglamasi 
tuzilsin. 

11. Yo‘naltiruvchisi ),,( nmla  vektorga parallel silindrik sirtning 
0),(  mznylznxf  ko‘rinishda bo‘lishi isbotlansin. 

12. Yasovchilari ),,( nmla  vektorga parallel, yo‘naltiruvchisi  ayyx  22 , 
0z  chiziqdan iborat silindrik sirtning tenglamasi tuzilsin.  

13. Quyidagi vuzvuyvux 2,12,13 22   sirtning  
a) silindrik sirt ekanligi isbotlansin;  
b) biror yo‘naltiruvchi chizig‘ining tenglamasini yozing; 
c) )3,2(  vuM  nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqli yasovchisini toping.  
14. Uchi ),,( cbaM  nuqtada bo‘lgan va yo‘naltiruvchisi 

)(),(),( uzuyufx    chiziqdan iborat konusning parametrik va oshkormas 
ko‘rinishdagi tenglamalari tuzilsin. 

15. Ushbu ),,( cbaM  nuqtadan o‘tib, 0,22  zxy  parabolani kesuvchi 
to‘g‘ri chiziqlardan hosil bo‘lgan konusning tenglamasi tuzilsin.  

16. Uchi )0,0,1(M  nuqtada bo‘lgan konus xzy 42 22   paraboloidga tashqi 
chizilganligi ma’lum. Konusning tenglamasi tuzilsin. 

17. Quyidagi )2,4,1(),3,2,4( BA  nuqtalarning uvzvuyvux  ,,  sirtga 
tegishliligi tekshirilsin.  

18. Quyidagi auzvuyvux  ,cos,sin  tenglama bilan qanday 
sirt beriladi? 

19. Quyidagi uzzvubyyvuaxx sin,sincos,coscos 000   
parametrik tenglamalar bilan berilgan sirtning oshkormas tenglamasi tuzilsin.  

20. Quyidagi 
222222

1,,
vu

z
vu

vy
vu

ux








  va 

2,sin,cos uzvuyvux   tenglamalar bitta sirtni aniqlashi isbotlansin.  
 
Tekislikdagi quyidagi koordinata chiziqlarining ko‘rinishlari aniqlansin: 
21. 0,,  zvyux ; 
22. 0,sin,cos  zvuyvux ; 
23. 0,sin,cos  zushvyuchvx . 
24. Bir pallali giperboloidning parametrik tenglamalarini 

vu
uvz

vu
vuby

vu
uvax













1,,1  ko‘rinishda yozish mumkinligi isbotlansin. 

Keltirilgan parametrlash usulidagi sirtning koordinat chiziqlarini aniqlang. 
25. Aylanma silindrning koordinat chiziqlari  
a) vint chiziqlari va aylanalardan;  
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b) vint chiziqlari va to‘g‘ri chiziqli yasovchilardan;  
c) ikkita vint chiziqlar oilasidan  

iborat bo‘ladigan parametrik tenglamalari tuzilsin.  
26. Berilgan )(u


  chiziqning urinmalaridan hosil bo‘lgan shaklning 

parametrik tenglamalari tuzilsin. Bu yerda u  tabiiy parametr. 
27. Berilgan )(u


  chiziqning bosh normallaridan hosil bo‘lgan 

shaklning parametrik tenglamalari tuzilsin. Bu yerda u  tabiiy parametr. 
28. Berilgan )(u


  chiziqning binormallaridan hosil bo‘lgan shaklning 

parametrik tenglamalari tuzilsin. Bu yerda u  tabiiy parametr. 
29. Vint chizig‘ining buzuayuax  ,sin,cos  urinmalaridan hosil bo‘lgan 

shaklning parametrik tenglamalari tuzilsin. 
30. Vint chizig‘ining buzuayuax  ,sin,cos  bosh normallaridan hosil 

bo‘lgan shaklning parametrik tenglamalari tuzilsin. 
31. Vint chizig‘ining buzuayuax  ,sin,cos  binormallaridan hosil 

bo‘lgan shaklning parametrik tenglamalari tuzilsin. 
  

2 §. Sirtning urinma tekiksligi va normali. Sirtlar oilasi. O‘rama 
 

Ushbu paragrafda sirt turli tenglamalar yordamida berilgan holda uning 
urinma tekisligi va normalining tenglamalarini tuzishga doir misol va masalalar 
keltiriladi. Bundan tashqari, sirtlar oilasining oramasiga doir misollar ham o‘rin 
olgan.  

Asosiy tushunchalar 
 
2.1-ta’rif. Berilgan Ф  sirtning );( 00 vup  nuqtasidan o‘tuvchi va ),;( 00 vuru


 

);( 00 vurv


 vektorlarga parallel tekislik p  nuqtadagi urinma tekislik deb 
ataladi.  

Urinma tekislik ta’rifida sirtning parametrlanish usuliga bog‘liq ur


 va vr


 
vektorlar qatnashishiga qaramasdan, urinma tekislik tushunchasi sirtning 
parametrlash usuliga bog‘liq emasligini  quyidagi tasdiq ko‘rsatadi: 

 Tasdiq. Bizga sirtning );( 00 vup  nuqtasidan o‘tuvchi   tekislik berilgan 
bo‘lib, q - sirtning p  ga yaqin nuqtalaridan biri, d  - p  va q  nuqtalar orasidagi 
masofa, h - q  nuqtadan   tekislikgacha bo‘lgan masofa bo‘lsin. U holda   
tekislik p  nuqtadagi urinma tekislik bo‘lishi uchun,  

0lim 
 d

h
pq

    (  ) 

tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir (18-rasm).  
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2.2-ta’rif. Berilgan Ф  sirtning );( 00 vup  nuqtasidan o‘tuvchi va urinma 
tekislikka perpendikular  to‘g‘ri chiziq  sirtning p  nuqtadagi normali deb 
ataladi.  

 
Regulyar F  sirt  vurr ,

  tenglama bilan aniqlansa, uning );( 00 vuM  
nuqtasida o‘tkazilgan urinma tekisligi tenglamasi 

     0 0 0 0 0 0( , , , , , ) 0,u vR r u v r u v r u v 
   

  
normali tenglamasi  

      000000 ,,,; vurvurvurR vu


 ( -parametr) 
ko‘rinishda bo‘ladi. 

Regulyar sirt parametrik tenglamalar yordamida, ya’ni,  

  
x x u v
y y u v
z z u v













( , )
( , )
( , )

 , ( , )u v G  

sistema yordamida aniqlangan bo‘lsa, );( 00 vuM  nuqtasida  o‘tkazilgan 
urinma tekisligi tenglamasi 

0
);();();(
);();();(

);();();(

000000

000000

000000




vuzvuyvux
vuzvuyvux

vuzZvuyYvuxX

vvv

uuu , 

normali tenglamasi esa  

);();(
);();(

);(

);();(
);();(

);(

);();(
);();(

);(

0000

0000
00

0000

0000
00

0000

0000
00

vuyvux
vuyvux

vuzZ

vuxvuz
vuxvuz

vuyY

vuzvuy
vuzvuy

vuxX

vv

uu

vv

uu

vv

uu

   

18-rasm 

h

d
q

p
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ko‘rinishda bo‘ladi.  
Regulyar sirt 0),,( zyxf  tenglama yordamida aniqlangan bo‘lsa, 

);;( 000 zyxM  nuqtasida  o‘tkazilgan urinma tekisligi tenglamasi  
      0),,(),,(),,( 000000000000  zyxfzZzyxfyYzyxfxX zyx , 

normali tenglamasi esa  

);;();;();;( 000
0

000
0

000
0

zyxf
zZ

zyxf
yY

zyxf
xX

zyx

   

ko‘rinishda bo‘ladi.  
2.3- ta’rif. Bizga bir (ikki) parametrli sirtlar oilasi berilgan bo‘lsin, ya’ni 

sirt tenglamasida bitta (ikkita)  parametr qatnashsin. Ba’zan bunday oila uchun 
o‘zining har bir nuqtasida oila sirtiga urinadigan va shu urinish nuqtalaridan 
tashkil topgan sirt mavjud bo‘ladi. Bunday sirt berilgan oila uchun o‘rama 
deyiladi. 

Bir parametrli 0),,,( CzyxF  sirtlar oilasining 












)(
)(
)(

Czz
Cyy
Cxx

 o‘ramasi 

mavjud bo‘lsin deb faraz qilamiz. U holda 












)(
)(
)(

Czz
Cyy
Cxx

 funksiyalar ushbu 











0),,,(

0),,,(
' CzyxF

CzyxF

C
 tenglamalar sistemasini qanoatlantirishi kerak. Bu sirt 

diskriminant sirti deyiladi. 

Ikki parametrli 0),,,,( 21 CCzyxF  sirtlar oilasining 












),(
),(
),(

21

21

21

CCzz
CCyy
CCxx

 

o‘ramasi mavjud bo‘lsa, u holda 












),(
),(
),(

21

21

21

CCzz
CCyy
CCxx

 funksiyalar ushbu 















0),,,,(

0),,,,(
0),,,,(

21
'

21
'

21

2

1

CCzyxF

CCzyxF
CCzyxF

C

C  tenglamalar sistemasini qanoatlantirishi kerak.  

Demak, sirtlar oilasining o‘ramasini  diskriminant sirti orasidan topiladi. 
Xuddi chiziqlardagi kabi o‘rama aniqlanadi. 
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Misol va masalalarni yechish namunalari 

1-masala. Ushbu 12 222  zyx  sirtning 02  zyx  tekislikka parallel 
urinma tekisligining tenglamasini aniqlang. Topilgan urinma tekislikning urinish 
nuqtasidagi sirtning normali tenglamasi tuzilsin. 

Yechish. Ma’lumki,   0,, zyxF  tenglama bilan berilgan sirtning  000 ,, zyx  
nuqtadagi urinma tekisligi tenglamasi 

      0),,(),,(),,( 000000000000  zyxFzzzyxFyyzyxFxx zyx  
formula yordamida topiladi. Demak, berilgan sirtning  000 ,, zyx  nuqtasidagi 
urinma tekisligi       02 000000  zzzyyyxxx  ko‘rinishda bo‘ladi. Masala 

shartiga ko‘ra, 
21

2
1

000 zyx



  munosabatni hosil qilamiz. Urinish nuqtasi sirtga 

tegishli bo‘lganligi uchun, 12 2
0

2
0

2
0  zyx  tenglikka egamiz. Bulardan 

  









11
22,

22
1,

11
2,, 000 zyx  nuqtani topamiz. Urinma tekisliklar 

tenglamalari esa 0
2

112  zyx  ko‘rinishda bo‘ladi. Endi, normal 

tenglamasini tuzamiz:  

),,(),,(),,( 000

0

000

0

000

0

zyxF
zz

zyxF
yy

zyxF
xx

zyx







  

formuladan foydalanib, 









11
22,

22
1,

11
2   nuqtadagi normali tenglamalari 

2
11
22

1
22
1

1
11
2







 zyx 
 ekanini hosil qilamiz. 

2-masala. Markazlari  s


  chiziqda yotgan va radiuslari o`zgarmas 
bo`lgan sferalar oilasining o`ramasini toping (19-rasm). 

 
Yechish. Ma’lumki, sferaning vektor tenglamasi  

    constaasr  022  

 t  

19-rasm 
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bo‘ladi. Bu tenglamani s  parametr bo‘yicha differensiallab xarakteristika va 
qaytish qirrasi mos ravishda  

      0,022    srasr   (*) 
      01,0,22    krrar (**) 

bo‘lishini topamiz.  (*) tenglikdan ko‘rinadiki, oila xarakteristikalari: 
sferalarning  s


  chiziq normal tekisliklar bilan kesishish chiziqlaridan 

iboratdir. Shunday qilib, o‘rama sirt aylanalardan tuzilgan. (**) dagi uchinchi 
tekislik  s


  ning bosh normaliga perpendikular bo‘lib,  s

  nuqtadan k  
masofada turadi va (**) dagi ikkinchi tekislik bilan  s


  ning egrilik o‘qi 

(binormalga parallel bo‘lib, yopishma aylana markazidan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq) 
bo‘ylab kesishadi. Oilaning qaytish qirrasi esa  s


 ning egrilik o‘qlari bilan 

sferalarning kesishish nuqtalaridan tuzilgan va  s


  ga “parallel” bo‘lgan 
ikkita chiziqdan iboratdir. Qaytish qirrasining tenglamasini (**) tenglikdan 
foydalanib topamiz:  




2
2 1

k
a

k
r  . 

  
Misol va masalalar 

 
1. Berilgan sirtning M  nuqtasidan shu sirtda yotuvchi biror to‘g‘ri chiziq 

o‘tsa, bu to‘g‘ri chiziq sirtning M  nuqtasidagi urinma tekisligida yotishi 
isbotlansin. 

 2. Ushbu uzvuyvux  ,sin,cos  sirtda )
2

,1( 
 vuM  nuqta 

berilgan,  

a) 
2

,1 
 vu  chiziqlarga M  nuqtada o‘tkazilgan urinma to‘g‘ri chiziq va 

normal tekislik tenglamalari yozilsin; 

b) 
2

,1 
 vu  chiziqlar orasidagi burchak topilsin; 

c) vu sin  chiziqqa M  nuqtada o‘tkazilgan urinma to‘g‘ri chiziq 1u  
chiziqqa shu nuqtada o‘tkazilgan urinma bilan ustma-ust tushishi isbotlansin.  

 3. Vint chizig‘ining buzuayuax  ,sin,cos  urinmalaridan hosil 
bo‘lgan sirtning ixtiyoriy nuqtasida o‘tkazilgan normali Oz  o‘qi bilan o‘zgarmas 
burchak tashkil etishi isbotlansin. 

 4. Ushbu 2222 ,,2 vuzvuyvux   sirtga )7,5,3(M  nuqtada 
o‘tkazilgan urinma tekislik tenglamasi tuzilsin. 

 5. Ushbu uvzvuyvux  ,,  sirtga )1,2(  vuM  nuqtada o‘tkazilgan 
urinma tekislik va normal to‘g‘ri chiziq tenglamalari tuzilsin. 
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 6. Ushbu vuuzuvuyux 232 3,2,   sirtga )4,3,1(M  nuqtada 
o‘tkazilgan urinma tekislik va normal to‘g‘ri chiziq tenglamalari tuzilsin. 

7.  Berilgan )
2

,1( 
 vuM  nuqtada uzvuyvux  ,sin,cos  sirtga 

o‘tkazilgan  urinma tekislik, normal to‘g‘ri chiziq va 2u  chiziqqa o‘tkazilgan  
urinma tenglamalari tuzilsin.  

 
 Quyidagi sirtlarga ko‘rsatilgan nuqtalarda urinma tekislik va normal 

to‘g‘ri chiziq tenglamalari   tuzilsin:  
8. 33 yxz    9;2;1M nuqtada; 
9. 169222  zyx ,  12;4;3M  nuqtada; 
10. 432 222  zyx ,  1;1;3 M  nuqtada; 

11.  0002

2

2

2

2

2

;;,1 zyxM
c
z

b
y

a
x

  nuqtada; 

12. avzvuyvux  ,sin,cos , ixtiyoriy nuqtada. 
 
Quyidagi sirtlarga ko‘rsatilgan nuqtalarda urinma tekislik tenglamalari   

tuzilsin: 

13. )cos
2

(ln,sinsin,cossin uutgazvuayvuax   ixtiyoriy nuqtada; 

14. (7 5cos )cos , (7 5cos )sin , 5sin ,x u v y u v z u    
3cos ,
5

u 
4cos ,
5

v   

0 ,
2

u v    
 

 munosabatlar o‘rinli bo‘ladigan ),( vuM  nuqtada.  

15. Ushbu 1xyz  sirtning 0 zyx  tekislikka parallel  urinma tekislik 
tenglamasi tuzilsin. 

16.  Ushbu 3axyz   sirtning urinma tekisliklari koordinata  tekisliklari bilan 
o‘zgarmas hajmli tetraedr hosil qilishi isbotlansin. 

17. Konusning ixtiyoriy  nuqtasida o‘tkazilgan  urinma tekislik uning 
uchidan o‘tishi isbotlansin. 

18. Ushbu 33 yxz   sirtga )0;;(  M  nuqtasida o‘tkazilgan  urinma 
tekisliklar dasta hosil qilishi isbotlansin. 

19. Quyidagi ubzvubayvubax sin,sin)cos(,cos)cos(   torning 
normali  0 DCzByAx  tekislikka perpendikular bo‘ladigan nuqtalarini 
toping. 

20. Quyidagi 0 nnnn dzyx  sirtning ),,( cbaM  nuqtasida o‘tkazilgan 
urinma tekislik koordinata o‘qlarini mos ravishda  CBA ,,  nuqtalarda kesishi 

ma’lum ( dcba ,,,  musbat sonlar). U holda 1
||||||


OC
c

OB
b

OA
a  tenglikni 

isbotlang. 
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21. Quyidagi   0,  bzyazxf  sirtning ixtiyoriy nuqtasida o‘tkazilgan 
urinma tekisligi berilgan biror yo‘nalishga parallel bo‘lishi isbotlansin. 

22.  Berilgan 







x
yxz   sirtning urinma tekisliklari koordinata boshidan 

o‘tishi isbotlansin.  
23. Quyidagi   ayxxytgz  22,  sirtlarning kesishish nuqtalarida 

ortogonalligi isbotlansin. 
 
Quyidagi  sirtlar oilalarining juft-jufti bilan ortogonalligi isbotlansin 

(  ,, oilalarning parametrlari):  
24. xezyzyzyx   2222 ,,4 ; 
25. zzyxyzyxzyx   222222222 ,, ;  
26.  222222222 ,, yxzyxzyxzxy   . 
27. Ushbu auvfzvuyvux  )(,sin,cos  sirt ustidagi cv   

chiziqning ixtiyoriy nuqtasidan o‘tkazilgan urinma tekislik biror to‘g‘ri 
chiziqdan o‘tishi isbotlansin. 

28.  Sirtning barcha normallari berilgan biror nuqtadan o‘tsa, bu sirt sfera 
yoki sfera ustidagi soha ekanligi isbotlansin.  

29. Aylanma sirtning normali meridianning bosh normali bilan ustma-ust 
tushishi va aylanish o‘qini kesib o‘tishi isbotlansin. 

30. Barcha normallari bitta to‘g‘ri chiziqni kesuvchi sirt aylanma sirt 
ekanligi isbotlansin. 

31. Quyidagi 1,  yxzxyz  chiziq xyz   sirt bilan  (0, 1,0)M   nuqtada 
ikkinchi tartibli urinishga ega ekanligi isbotlansin. 

32. Quyidagi 233 ,2, tzttytx    chiziq  zyxyx  22  sirt bilan 
(0,0,0)M  nuqtada urinish tartibi aniqlansin. 

33. Ikkinchi tartibli sirt bilan kamida ikkinchi tartibli urinishga ega bo‘lgan 
to‘g‘ri chiziq sirtda yotishi isbotlansin. 

34. O‘zining har bir nuqtasida yopishma tekisligi bilan kamida uchinchi 
tartibli urinishga ega bo‘lgan  chiziq yassi ekanligi isbotlansin. 

 
Quyidagi sirtlar oilalarining o‘ramasi topilsin: 
35. 1)( 222  Czyx ; 
36. 022  CzyCx ; 
37.      0,)( 2222  CCCzCyCx ; 
38. Diskriminant sirti  chiziqdan iborat bo‘ladigan sirtlar oilasiga misol 

keltiring.  
39. Diskriminant sirti  nuqtadan iborat bo‘ladigan sirtlar oilasiga misol 

keltiring. 
40. Quyidagi   1222  zyCx  sferalar oilasining o‘ramasi va  
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xarakteristik chizig‘i topilsin. Hosil bo‘lgan o‘ramaning qaytish qirrasi 
mavjudmi? 

41.  Quyidagi 0,12

2

2

2

 z
b
y

a
x  ellipslarning simmetriya o‘qlaridan biriga 

parallel vatarlarini diametr qilib sferalar yasalgan. Bu oilaning o‘ramasi topilsin. 

42.  Quyidagi 0,12

2

2

2

 z
b
y

a
x  giperbolalarning simmetriya o‘qlaridan 

biriga parallel vatarlarini diametr qilib sferalar yasalgan. Bu oilaning o‘ramasi 
topilsin. 

43. Quyidagi  bzyx  cossin  (bu yerda  ,constb  parametr)   
tekisliklar oilasining qaytish qirrasi topilsin. 

44. O‘ramasi )0(,2222  zzayx  konusdan iborat bo‘ladigan sferalar 
oilasi topilsin. 

45. Markazlari 0,222  zbyx    aylanada joylashgan a radiusli sferalar 
oilasining o‘ramasi, xarakteristik chizig‘i va qaytish qirrasi topilsin.  

46. Ushbu  
           00 2222222222  zyRzRyCxRzRyCx  

sirtlar oilasining o‘ramasi, xarakteristik chizig‘i va qaytish qirrasi topilsin.  
 47. Fazoviy chiziq yopishma tekisliklari oilasining o‘ramasi va 

xarakteristik chiziqlari topilsin. Bu oilaning qaytish qirrasi mavjudmi? 
 48. Fazoviy chiziq normal tekisliklari oilasining o‘ramasi, xarakteristik 

chiziqlari va qaytish qirrasi topilsin.  
49. Fazoviy chiziq to‘g‘rilovchi tekisliklari oilasining o‘ramasi, 

xarakteristik chiziqlari va qaytish qirrasi topilsin. 
50. Markazlari 0z  tekislikda yotgan, o‘zgarmas a  radiusli sferalar 

oilasining o‘ramasi topilsin. 
51. Berilgan sirtning barcha urinma tekisliklari unga chiziqlar bo‘yicha 

urinsa, bu chiziqlar to‘g‘ri chiziq yoki uning qismi ekanligi isbotlansin. 
52. Berilgan n  ta nuqtagacha masofalar yig‘indisi o‘zgarmas bo‘lgan 

tekisliklar oilasining o‘ramasi topilsin. 
53. Koordinata tekisliklari bilan kesishib, hajmlari teng tetraedrlarni 

ajratgan tekisliklar oilasining o‘ramasini toping.  
54. Markazlari xOy  tekislikda yotgan o‘zgarmas radiusli sferalar o‘ramasini 

toping.  
55. Yarim o‘qlarining yig‘indisi o‘zgarmas bo‘lgan ellipsoidlar oilasining 

o‘ramasi topilsin. 
56. Markazlari usbu   kbttear


  vint chiziqda yotgan o‘zgarmas radiusli 

sferalarning o‘ramasi va qaytish qirrasini toping.  
57. Diametrlari 0,0222  zxyx  aylananing koordinatalar boshidan 

o‘tuvchi vatarlardan iborat sferalar oilasining o‘ramasi va qaytish qirrasi 
topilsin.  

58. Quyidagi 0sincos   azyx  (bunda  oila parametri), 
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 tekisliklar oilasining o‘ramasi va qaytish qirrasi topilsin.  
59. Ushbu    0  crkbea   tekisliklar oilasining qaytish qirrasi 

topilsin.  
60. Quyidagi  
 a) ;sinsincos azyx   (  parametr); 
 b) ;02222  azayxa ( a parametr)  

tekisliklar oilasining o‘ramasi topilsin. 
61. Yasovchilarining ortogonal trayektoriyasi ushbu 

0,sin,cos  zbyax   ellipsdan iborat bo‘lgan yoyiluvchi sirtning tenglamasi 
topilsin. 

 
3 §. Birinchi kvadratik forma 

 
 Differensial geometriyaning sirtlarni egish natijasida saqlanib qoladigan 

xossalarni o‘rganadigan bo‘limi ichki geometriya deb ataladi. Ichki 
geometriyaga sirtning birinchi kvadratik formasi, sirt ustidagi chiziq yoyi 
uzunligi, sirt ustidagi chiziqlar orasidagi burchak, sirt ustidagi sohaning yuzasi 
kabi ko‘pgina sirtning xarakteristikalari kiradi.  

 
Asosiy tushunchalar 

 
 1.1-Ta’rif. Ushbu 222 2 GdvFdudvEduds   ifoda ),( vurr 

  
tenglama bilan berilgan sirtning birinchi kvadratik formasi 

2222
uuuu zyxrE 

 , ( , ) ,u v u v u v u vF r r x x y y z z   
  2222

vvvv zyxrG 
  

birinchi kvadratik formaning koeffitsiyentlari deyiladi. 

 
Bizga Ф  sirtning ),( Gf  parametrlash usuli  

),( vurr 
  

 1tP

20-rasm   

 2tQ
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tenglama yordamida berilib, sirtda u u t ( ),  ( )v v t  tenglamalar bilan   
chiziq berilgan bo‘lsin. Berilgan   chiziqning, parametrlarning t1  va t2  (t1  t2 )  
qiymatlariga mos keluvchi nuqtalari orasidagi (20-rasm)  yoyi uzunligi  

dtvGvuFuEl
t

t

t
t  

2

1

2

1

22 2)(  

formula bilan hisoblanadi. 

 
Berilgan Ф  sirtda )(t


  va )(11 s


  tenglamalar bilan regulyar 

chiziqlar berilgan bo‘lsin. Agar bu chiziqlar kesishsa (ya’ni )()( 010 st 


  

tenglikni qanoatlantiruvchi  parametrlarning qiymatlari t0 , s0  mavjud bo‘lsa), 

0'( ),t  1 0( )s   vektorlar orasidagi burchakni shu nuqtadagi egri chiziqlar 
orasidagi burchak deb ataymiz. Bu burchakning qiymatini   deb belgilasak, sirt 
ustida )(t


  va )(11 s


  tenglamalar bilan berilgan chiziqlar orasidagi 

burchak (21-rasm) ushbu  
 

2
010101

2
01

2
000

2
0

010010010010

))(()()(2))(())(()()(2))((
)()())()()()(()()(cos

svGsvsuFsuEtvGtvtuFtuE
svtvGsutvsvtuFsutuE




  

formula yordamida hisoblanadi. 
Bizga Ф  sirtning ),( Gf  parametrlash usuli  

),( vurr 
  

tenglama yordamida berilib, GD   yopiq sohaning Ф  sirtdagi aksi D  ham  



21-rasm   

 s11   
 t  
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yopiq bo‘lsin. U holda, D  sohaning yuzasi dudvFEG
D



 2  formula 

bilan topiladi.  
  

Misol va masalalar yechish namunalari 
 
1 – masala. Ushbu konik vzubvyuavx  ,sin,cos  sirtning birnchi 

kvadratik formasini toping. 
Yechish. Xususiy hosilalarni hisoblaymiz: 

1;sin;cos
;0;cos;sin




vuv

uu

zubyuax
zubvyuavx

 

Birinchi kvadratik forma koeffisientlarini topamiz: 

.1sincos
;cossincossin

;cossin

2222

22

222222







ubuaG
uuvbuuvaF

uvbuvaE
 

Demak, konik sirtning birinchi kvadratik formasi 
 uuaduuvbuvads cossin(2)cossin( 222222222

222222 )1sincos(cossin dvubuauuvb   ko‘rinishda bo‘lar ekan.  
2 – masala. uzuvuyvvux  ,coscossin,sincoscos  sirt ustida 

01cos2  vu  chiziq yotadi. Bu chiziqning )
2

,1(),0,3( 10

MM  nuqtalari 

orasidagi yoyi uzunligini aniqlang. 
Yechish. Chiziqning tenglamasini parametrik ko‘rinishga keltiramiz. 

Buning uchun v  ni t  deb belgilasak tu cos21  bo‘ladi. Chiziq parametrik 
tenglamalari .,cos21 tvtu   Endi FE,  va G  koeffisiyentlarini aniqlaymiz: 

,0
,sinsin

sincos
,1

,sincoscos
,coscossin









v

v

v

u

u

u

z
vuy
vux

z
uvuy

uvux

 

.sin;sin;cos2 22 vGvFvE   

dt
du  va 

dt
dv  hosilalarni egri chiziq tenglamasidan foydalanib topishimiz lozim va 

topilgan 1;sin2 
dt
dvt

dt
du  qiymatlarni yoy uzunligi formasiga qo‘yamiz: 
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.1sin1)sin2(sin2)sin2)(cos2(
2

1

222 dtvtvtts    

Nuqta chiziq bo‘ylab harakatlanganda, ya’ni t parametr o‘zgarganda, u  va 
v  shu bilan birga GFE ,,  lar ham o‘zgaradi. Shuning uchun GFE ,,  
qiymatlarida  u  va v  o‘rniga t  ning chiziq tenglamasidan aniqlangan 
qiymatlarini qo‘yamiz. Chiziqning tenglamalaridan 1t  va 2t  qiymatlarini 
topamiz: 

)0,3(0M  nuqtaga mos keluvchi parametrning qiymatini tvt  ,cos213  

tenglamalardan   topiladi: 01 t  va )
2

,1(1

M  nuqtada tvt  ,cos211  

tenglamalardan 
22


t  topiladi. Demak, 

)5ln53(
2
1)]cos45

cos2ln(
2
5cos45

2
cos2[

2
1sincos45

cossin4sin5sinsin4sin4)cos2(

2
0

2

22
2

0

2

2

0

222
2

0

2222

















tt

ttttdtt

dttttdttttts

 

ya’ni ).5ln53(
2
1

s  

3 – masala. Ushbu uvzvuyvu  ,,  sirt ustida tvtu
2
1,   va 

1
2
1,  tvtu  chiziqlar orasidagi burchakni toping. 

Yechish. Berilgan chiziqlarning kesishish nuqtalarini topamiz. 
Chiziqlarning berilgan tenglamalaridan t ni yo‘qotish bilan hosil qilingan 

,02  vu  022  vu  sistemani yechib, )
2
1,1(0 M  - kesishish nuqtasini 

topamiz. Bu yerda 0t  ning qiymati 1 ga teng. GFE ,,  koeffitsiyentlarni 

chiziqlarning kesishgan nuqtasi )
2
1,1(0 M  uchun hisoblaymiz: 

,
,1
,1

vz
y
x

u

u

u





                         ,
,1

1

uz
y
x

v

v

v
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.3,2
2
1,11

4
9,2

2

2







GuG

FuvF

EvE

 

Birinchi chiziqning tenglamasidan .
2
1,1 

dt
dv

dt
du  Ikkinchi chiziq 

tenglamasidan 
2
1,1 

dt
v

dt
u  . Topilgan qiymatlarni chiziqlar orasidagi 

burchaklarni hisoblash formulasiga qo‘yib, 
35
3cos   ni hosil qilamiz. 

 
Masala va misollar 

 
Quyidagi aylanma sirtlarning birinchi kvadratik formasi topilsin: 
1. )(,sin)(,cos)( ugzvufyvufx   aylanish o‘qi Oz  bo‘lgan aylanma 

sirt; 
2. uRzvuRyvuRx sin,sincos,coscos   - sfera; 
3. uczvubyvuax sin,sincos,coscos   - aylanma ellipsoid; 
4. cshuzvbchuyvachux  ,sin,cos  - bir pallali aylanma giperboloid; 
5. cchuzvbshuyvashux  ,sin,cos  - ikki pallali aylanma giperboloid. 
6. 2,sin,cos uzvuyvux   - aylanma paraboloid; 
7. uzvRyvRx  ,sin,cos  - aylanma silindr; 
8. )0(,sin,cos  ukuzvuyvux  - uchga ega bo‘lmagan aylanma 

konus; 
9. ubzvubayvubax sin,sin)cos(,cos)cos(   - tor.  ab 0 ; 

10. uzv
a
uachyv

a
uachx  ,sin,cos  - katenoid; 

11. )
2

)(cos
2

(ln,sinsin,cossin 
 uuutgazvuayvuax  - psevdosfera. 

12. Ushbu avzvuyvax  ,sin,cos  to‘g‘ri gelikoidning birinchi 
kvadratik formasini toping. 

13. Umumiy korinishda berilgan avufzvuyvux  )(,sin,cos  
gelikoidning birinchi kvadratik formasini toping. 

14. Ushbu  ( )r r u
   (u  – tabiy paramert) chiziq a) urinmalar; b) bosh 

normallari; c) binormallarning qismidan tashkil topgan S  sirtning birinchi 
kvadratik formasini toping. 

15. Ushbu ),( yxzz   sirtning birinchi kvadratik formasini toping. 
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16. Quyidagi ifodalarning qaysilari biror sirt uchun birinchi kvadratik 
forma bo‘la olmaydi? 

a) ;4 222 dvdudvduds   
b) 222 44 dvdudvduds   
c) ;64 222 dvdudvduds   
d) ;24 222 dvdudvduds   
17. Aylanma sirtda sirtning birinchi kvadratik formasi 222 )( dvuGduds   

ko‘rinishga keltirish mumkin bo‘ladigan qilib egri chiziqli koordinatalarni 
tanlash mumkinligini isbotlang. 

18. Sfera, katenoid, tor va psevdosferaning birinchi kvadratik formasini 
222 )( dvuGduds    ko‘rinishga keltiring. 

19. Sirt ustida berilgan koordinata chiziqlari bir oilasining ikkinchi 
koordinata chiziqlari oilasi yordamida ajratgan yoy uzunliklari teng bo‘lsa, bu 
oilalar tashkil etgan to‘r Chebishev to‘ri deyiladi. Sirt ustidagi koordinat 
chiziqlari Chebishev to‘rini hosil qilishi uchun 0,0  uv GE  shartning 
bajarilishi zarur va yetarliligi isbotlansin 

20. Sirtning birinchi kvadratik formasi ))(,( 222 dvduvuAds   ko‘rinishda 
bo‘ladigan egri chiziqli koordinatalar sistemasi izotermik deyiladi. 
Psevdosferada izotermik koordinatalar sistemasini toping. 

21. Giperbolik paraboloid to‘g‘ri chiziqli yasovchilarning kesishish 
burchagi topilsin. 

22. Ushbu )(
2

22 yxaz   va axyz   paraboloidlarning xOy  tekislikdagi 

bitta sohaga proyeksiyalanuvchi sohalarining yuzaklari tengligini isbotlang. 
23. Aylanma sirt meridianlarini o‘zgarmas   burchak ostida kesuvchi 

chiziqlar (loksodromlar) tenglamalarini toping. 
24. Sfera loksodromlarining tenglamalari tuzilsin. 
25. Sirt ustida chiziqlar oilasi 0 BdvAdu  differensial tenglama bilan 

berilgan. Bu oilaga ortogonal trayektoriyalarning tenglamasi 
0)()(  dvAGBFduAFBE  differensial tenglama yordamida topilishi 

isbotlansin. 
26. Konus to‘g‘ri chiziqli yasovchilarining ortogonal trayektoriyalarini 

toping. 
27. Berilgan S  sirt biror chiziq urinmalarining qismidan tashkil topgan sirt 

bo‘lsa, bu sirt to‘g‘ri chiziqli yasovchilarining ortogonal trayektoriyalarini 
toping. 

28. Oldingi masaladagi S  sirtning to‘g‘ri chiziqli yasovchilarini o‘zgarmas 
  burchak ostida kesuvchi chiziqlarning differensial tenglamalarini toping. 

29. Sirt ustidagi constvu ),(  chiziqlar oilasining ortogonal 
trayektoriyalarining differensial tenglamalarini toping. 

30. Berilgan uRzvuRyvuRx sin,sincos,coscos   sferadagi  
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constvu   chiziqlar oilasi ortogonal trayektoriyalarining  tenglamalarini 
toping. 

31. Ushbu vuzvuyvux  ,sin,cos  gelikoiddagi uCeu   chiziqlar 
oilasining ortogonal trayektoriyalari topilsin. 

32. Konus uzvuyvux  ,sin,cos  tenglamalar bilan berilgan. Berilgan  
konus ustidagi constuv   ,2  chiziqlar oilasining ortogonal 
trayektoriyalari topilsin. 

33. Koordinat chiziqlari sifatida constv   chiziqlar va ularning ortogonal  
trayektoriyalarini olib, vuzvuyvux  ,sin,cos  gelikoid tenglamasini 
tuzing. 

34. Ushbu 0),(),(),( 22  dvvuRdudvvuQduvuP  differensial tenglama 
yordamida aniqlangan ikkala oilalarning o‘zaro ortogonal  bo‘lish shartlarini 
keltirib chiqaring. 

35. Ushbu 0)( 2222  dvaudu  differensial tenglama 
avzvuyvux  ,sin,cos  to‘g‘ri gelikoid ustida ortogonal to‘rni aniqlashini 

isbotlang. 
36. Berilgan axyz   sirt to‘g‘ri chiziqli yasovchilarining ortogonal  

trayektoriyalari topilsin. 
37. O‘zining har bir nuqtasida koordinat chiziqlari orasidagi burchakni teng 

ikkiga bo‘luvchi chiziqlar ushbu 0 dvGduE  differensial tenglamalar 
bilan aniqlanishini isbotlang. 

38. Ushbu avzvuyvux  ,sin,cos  to‘g‘ri gelikoidda koordinat 
chiziqlari orasidagi burchakni teng ikkiga bo‘luvchi chiziqlarni toping. 

39. Berilgan uRzvuRyvuRx sin,sincos,coscos   sferaning 
parallellari va meridianlari orasidagi burchakni teng ikkiga bo‘luvchi 
chiziqlarning tenglamasini toping. 

40. Har bir nuqtada, berilgan axyz   sirt to‘g‘ri chiziqli yasovchilari 
orasidagi burchakni teng ikkiga bo‘luvchi chiziqlarning tenglamasini toping.  

41. Ushbu )0|||(|,, 2222  vuuvzvuyvux sirt berilgan. 
a) Berilgan sirtning birinchi kvadratik formasini toping; 
b) auvvu  ,1,2  chiziqlar uchun yoy uzunligining differensialini 

toping; 
c) auv   chiziqlarning 1,2  uu   nuqtalari orasidagi yoy uzunligi 

topilsin. 
42. Ushbu avzvuyvux  ,sin,cos  to‘g‘ri gelikoid ustidagi 

0,0  vuvu  chiziqlar orasidagi burchakni toping. 
43. Birinchi kvadratik formasi 22222 )( dvaududs   ko‘rinishida bo‘lgan 

sirt ustidagi 1,
2

2

 vavu  uchburchakning ichki burchaklari va perimetri  
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topilsin. 
44. Birinchi kvadratik formasi 2222 udvshduds   ko‘rinishda bo‘lgan 

sirtdagi vu   chiziqning ),(),,( 222111 vuMvuM  nuqtalari orasidagi yoyi 
uzunligini toping.  

45. Birinchi kvadratik formasi 222 dvduds   ko‘rinishda bo‘lgan sirtda 
ustidagi uvuv 2,2   chiziqlar orasidagi burchakni toping. 

46. Ushbu 2,sin,cos uzvuyvux   sirtda berilgan uvuv  3,1  
chiziqlar orasidagi burchakni toping. 

47. Ushbu avzvuyvux  ,sin,cos  to‘g‘ri gelikoid ustidagi 
Cauuv  )ln( 22  chiziqlarning ),(),,( 222111 vuMvuM  nuqtalar orasidagi 

yoy uzunligini toping. 

48. Ushbu )cos
2

(ln,sinsin,cossin uutgazvuayvuax   

psevdosfera ustidagi Cutgav 
2

ln  chiziqlarning ),(),,( 222111 vuMvuM  

nuqtalari orasidagi yoyi uzunligini toping. 
49. Sfera ustida tomonlari sferaning katta aylanalari yoylaridan iborat 

to‘g‘ri burchakli uchburchak berilgan.U holda 
a) uchburchakning yuzasi topilsin;  
b) uchburchakning tomonlari orasidagi munosabat topilsin. 
50. Ushbu avzvuyvux  ,sin,cos  to‘g‘ri gelikoid ustidagi 

1,1,,0  vvauu  chiziqlar bilan chegaralangan to‘rtburchak yuzasi 
topilsin. 

51. Ushbu uzvbyvax  ,sin,cos  silindri sirtning 
a) birinchi kvadratik formasi; 
b) 02,0  vuvu  chiziqlar orasidagi burchak; 
c) vu   chiziqlar ),(),,( 222111 vuMvuM  nuqtalar orasidagi yoyi uzunligi; 
d) 2,0  vvu  chiziqlar bilan chegaralangan uchburchakning yuzasi 

topilsin. 
52. Birinchi kvadratik formasi 22222 )( dvaududs   ko‘rinishda bo‘lgan 

sirtdagi 1,  vavu  chiziqlar   bilan chagaralangan uchburchakning yuzasi 
topilsin. 

53. Viviani chizig‘i bilan chegaralangan qavariq sferik soha yuzasi topilsin. 
54. Umumiy uchga ega ikkita katta yarim aylanalardan tashkil topgan shakl 

sferik ikkiburchak  deyiladi. Uchidagi burchagi 0   bo‘gan sferik ikkibutchak 
yuzasi topilsin. 

55. Ixtiyoriy silindrik sirtni tekislikka yotqizish mumkin ekanligini 
isbotlang. 

56. Ixtiyoriy konussimon sirtni tekislikka yotqizish mumkin ekanligini 
isbotlang. 
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57. Ixtiyoriy tekislikka yotqizish mumkin bo‘lgan sirt biror chiziq 
urinmalarining qismidan iborat ekanligini isbotlang. 

58. To‘g‘ri gelikoidni katenoidga yotqizish mumkin ekanligini isbotlang. 
59. Birinchi kvadratik formasi )))(()(( 222 dvduugufds  korinishga 

keltirish mumkin bo‘lgan sirtlat Luivill sirti deyiladi. Aylanma sirtga yotqizish 
mumkin bo‘lgan sirt Luivill sirti bo‘lishini isbotlang.  

60. Ixtiyoriy aylanma sirtni tekislikka lokal konform akslantirish 
mumkinligini isbotlang. 

61. Bir sirtni ikkinchi sirtga akslantirishda mos sohalarning yuzalari teng 
bo‘lsa, bu akslantirish ekvireal deyiladi. Bir sirtni ikkinchi sirtga akslantirish 
konform va ekvireal bo‘lsa, u holda bu akslantirish izometriya ekanligini 
isbotlang. 

 
4 §. Sirtlarning sferik tasviri. Ikkinchi kvadratik forma 

 
Sirtlarning sferik tasviri yoki sferik akslantirish tushunchasi yordamida ham 

berilgan sirtning Gauss egriligini topish mumkin.  
Differensial geometriyada sirt nuqtalarining urinma tekislikdan 

chetlanishini aniqlashda yoki sirt nuqtalarini klassifikatsiyalashda  sirtning 
ikkinchi kvadratik formasidan foydalaniladi. Bu paragrafda sirtlarning sferik 
tasvirini, ikkinchi kvadratik formasini, to‘la va o‘rta egriligini topishga doir 
misol va masalalar keltirilgan. 

 
Asosiy tushunchalar 

 
Bizga Ф  sirt va uning ),( Gf  parametrlash usuli ),( vurr 

  tenglama 
yordamida berilgan bo‘lsin. 

4.1-Ta’rif. Ushbu 222 2 NdvMdudvLduds   ifoda ),( vurr 
  tenglama 

bilan berilgan sirtning ikkinchi kvadratik formasi, 

222
),(,),(,),(

FEG

zyx
zyx
zyx

uv
FEG

zyx
zyx
zyx

uv
FEG

zyx
zyx
zyx

uv
vvv

uuu

vvvvvv

vvv

uuu

uvuvuv

vvv

uuu

uuuuuu
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ikkinchi kvadratik formaning koeffitsiyentlari deyiladi (22-rasm).  

Berilgan Ф  sirtning birinchi va ikkinchi kvadratik formalari 
koeffisiyentlaridan tuzilgan  

A
E p F p
F p G p

B
L p M p
M p N p








 









( ) ( )
( ) ( )

,
( ) ( )
( ) ( )  

màtritsàlàrni kiritàmiz. Ma’lumki, 0det A  bo‘lganligi uchun teskari 1A  
matritsa mavjud. BA 1  matrisa uchun quyidàgi tasdiq o‘rinlidir.  
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1-Tasdiq. BA 1  màtritsàning õîs sonlàri hàqiqiy bo‘lib, ulàr hàr õil 
bo‘lgàndà ulàrgà mîs kåluvchi õîs våktîrlàr o‘zàrî pårpåndikulardir.  

 
4.2-Ta’rif. Yuqoridagi matrisaning õîs sînlàrini 21,  deb, õîs våktîrlàrini 

21,ee   kabi belgilangan bo‘lsa, 21    munosabat bajarilganda 
e1  và 

e2  
våktîrlàr àniqlîvchi to‘g‘ri chiziqlàr p  nuqtàdàgi bîsh yo‘nàlishlàr dåb àtàlàdi. 

4.3-Ta’rif. Ushbu II a a
I a a

( , )
( , )

 
   munosabat bilan aniqlangan sîn Ф  sirtning p  

nuqtàdàgi a  yo‘nàlish bo‘yichà nîrmàl egriligi dåyilàdi va )(akn
  bilan 

belgilanadi. 
 2-Tasdiq. BA 1  màtritsàning õîs e1  và e2  våktîrlàr yo‘nàlishlàri bo‘yichà 

nîrmàl egriliklàr mîs ràvishdà shu màtritsàning õîs sînlàrigà tång bo‘làdi. Bîsh 
yo‘nàlishlàrgà mîs kåluvchi nîrmàl egriliklàr bîsh egriliklàr dåb àtàlàdi. 

4.4-Ta’rif. Regulyar Ф  sirtning p  nuqtàsidàgi bîsh egriliklàr k k1 2,  bo‘lsà, 

H k k


1 2

2
 và K k k 1 2  ifîdàlàr mîs ràvishdà Ф  sirtning p  nuqtàdàgi o‘rtà 

và to‘liq (yoki Gàuss) egriliklàri dåb àtàlàdi. Bîsh egriliklàr det| |B A  0  
tånglàmàning åchimi ekànligini hisîbgà îlsàk 

K LN M
EG F





2

2
 và 2

2
2
1

FEG
GLFMENH




  

fîrmulàlàrni hîsil qilàmiz. Birinchi kvàdràtik fîrmà musbàt àniqlàngàni uchun 
Gàuss egriligining ishîràsi LN M 2  fîdàning ishîràsigà bîg‘liqdir. Àgàr 0p  
nuqtàdà K>0 bo‘lsà, uni elliptik nuqtà, 0K  bo‘lsà, gipårbîlik nuqtà, àgàr 

0K  bo‘lsà, p  ni pàràbîlik nuqtà dåb àtàymiz. 

n

h

Q
MP

'M



22-rasm 
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3-Tasdiq. Iõtiyoriy a T Фp  urinmà våktîr uchun  

k a k kn ( ) cos sin  1
2

2
2   

tånglik o‘rinlidir. Bu årdà k k1 2, -bîsh egriliklàr bo‘lib, àniqlik uchun k k1 2  dåb 
hisîblàymiz. 

Rågulyar Ф  sirtning p  nuqtàsini fiksirlàb, iõtiyoriy urinmà a  våktîr 
bo‘yichà k an ( )  nîrmàl egrilikni hisîblàb, urinmà tåkislikdà a  yo‘nàlish 

bo‘yichà bîshi p  nuqtàdà jîylàshgàn uzunligi 1
| |k

gà tång bo‘lgàn kåsmà îlib, 

bu kåsmàlàr uchlàrining gåîmåtrik o‘rnini D’yupån indikàtritsàsi dåb àtàymiz 
(23-rasm). Ta’rifdan foydalanib, D’yupån indikàtritsàsi uchun ushbu   

| ( , ) ( , ) ( , ) |L u v x M u v xy N u v y0 0
2

0 0 0 0
22 1    

tånglàmàni hîsil qilish mumkin. Dåmàk, D’yupån indikàtritsàsi ikkinchi tàrtibli 
chiziqdir. Shuning uchun, àgàr 

à) LN M 2 0  bo‘lsà, D’yupån indikàtritsàsi ellips; 
b) LN M 2 0  bo‘lsà D’yupån indikàtritsàsi ikkita qo‘shma gipårbîlà;  
c) LN M 2 0  bo‘lsà D’yupån indikàtritsàsi 2 tà pàràllål to‘g‘ri chiziqdan 

iborat bo‘làdi. 
Misol va masalalar yechish namunalari 

 
1 – masala. Torning sferik tasvirini toping. 
Yechish. Buning uchun torning parametrik tenglamasini olamiz: 

P

23-rasm   
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ubz
bavuvubay

vubax

sin
.0,20,20,sin)cos(

cos)cos(
  

So‘ngra uning birlik normal vektorini topamiz: 
 .sinsincoscoscos kujvuivun

   
Normal vektorning boshini koordinatalar boshiga keltirib uning uchlari 

chizgan chiziqni aniqlaymiz. Paramertlarning o‘zgarishini hisobga olsak, torning 
sferik tasviri ikki marta qoplaydi. Torning eng yuqori va eng quyi parallellari 
mos ravishda sferaning shimoliy va janubiy qutblariga o‘tadi. 

  2 – masala. Ushbu ),( yxfz   tenglama bilan berilgan sirtning ikkinchi 
kvadratik formasi aynan nolga teng bo‘lishi uchun bu sirt tekislik yoki uning 
qismidan iborat bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang. 

Yechish. Zaruriyligi. Masalaning shartiga ko‘ra, 













0

0
0

xy

yy

xx

z

z
z

  sistemaning 

yechimi tekislikni ifodalashini ko‘rsatishimiz kerak. Bu sistemadagi birinchi 
tenglamani integrallab, )( yazx   funksiyani hosil qilamiz. Topilgan 
funksiyadan y  bo‘yicha hosila olib nolga tenglaymiz. Natijada, 0)(  yzxy   
va consty )(  munosabatlarni olamiz. Endi  cbayazx  )(  deb 
belgilash kiritib, oxirgi tenglikni integrallaymiz. Hosil bo‘lgan  )( ycxz   
ifodadan ikki marta hosila olib, nolga tenglash natijasida  )(y  funksiya chiziqli 
ekanligi kelib chiqadi. Nihoyat edycxz   ko‘rinishdagi tekislik 
tenglamasiga kelamiz.  

Yetarliligi. Bizda cbyaxz   tenglama bilan tekislik berilgan bo‘lsin. 
Bunda ikkinchi kvadratik formaning  

222222 1
,

1
,

1 yx

yy

yx

xy

yx

xx

zz

z
N

zz

z
M

zz

zL








  koeffisientlarini 

hisoblab, ularning aynan nolga tengligini hosil qilamiz. Tasdiq isbotlandi. 
 

Masala va misollar 
 
Quyidagi sirtlarning sferik tasvirini toping: 
1. Sfeta. 
2. Ellipsoid. 
3. Elliptik paraboloid. 
4. Bir pallali aylanma giperboloid. 
5. Ikki pallali aylanma giperboloid. 
6. Elliptik silindr. 
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7. Parabolik silindr. 
8. Giperbolik silindr. 
9. Aylanma silindr. 
10. Katenoid. 
11. Psevdosfera. 
12. Tor. 
13. 3xy   silindr. 
14. To‘g‘ri gelikoid. 
15. Fazoviy )(trr    chiziq urinmalarining qismlaridan iborat sirtning 

sferik tasvirini toping. 
 
  Quyidagi aylanma sirtlarning ikkinchi kvadratik formasini toping: 
16. )(,sin)(,cos)( ugzvufyvufx    aylanish o‘qi Oz  bo‘lgan 

aylanma sirt. 
17. uRzvuRyvuRx sin,sincos,coscos   - sfera. 
18. uczvuayvuax sin,sincos,coscos   - aylanma ellipsoid. 
19. cshuzvachuyvachux  ,sin,cos  - bir pallali aylanma giperboloid. 
20. cchuzvashuyvashux  ,sin,cos  - ikki pallali aylanma 

giperboloid. 
21. 2,sin,cos uzvuyvux   - aylanma paraboloid. 
22. uzvRyvRx  ,sin,cos  - aylanma silindr. 
23. )0(,sin,cos  ukuzvuyvux  - uchga ega bo‘lmagan aylanma 

konus. 
24. ubzvubayvubax sin,sin)cos(,cos)cos(   - tor  ab 0 . 

25. vzvuachyvuachx  ,,sin
2

,cos
2

 - katenoid. 

26. )
2

(),cos
2

(ln,sinsin,cossin 
 uuutgazvuayvuax  - 

psevdosfera. 
27. Ushbu avzvuyvx  ,sin,cos  - to‘g‘ri gelikoidning ikkinchi 

kvadratik formasini toping. 
28. Tekislikning ikkinchi kvadratik formasi egri chiziqli koordinatalarni 

tanlashga bog‘liq bo‘lmagan holda aynan nolga teng ekanligini isbotlang. 
29. Ushbu ),( yxfz   ko‘rinishda berilgan sirtning ikkinchi kvadratik 

formasi aynan nolga teng bo‘lsa, berilgan sirt tekislik yoki uning qismi 
ekanligini isbotlang. 

30. Katenoid tenglamasini quyidagi  
)ln(,sin,cos 222222 auuazvauyvaux   ko‘rinishda 

berish mumkinligini ko‘rsating. Yuqoridagi parametrlash usulida katenoidning 
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ikkinchi kvadratik formasini hisoblang va koordinat chiziqlarining normal 
egriliklarini toping. 

31. Biror fazoviy chiziqqa o‘tkazilgan urinmalarning qismlaridan iborat S   
sirt berilgan. Bu sirtning bosh egriliklarini toping. 

32. Ushbu 012

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x  ikki pallali giperboloidning uchlaridagi 

bosh egriliklarini hisoblang. 
33. Uchbu avzvuyvux  ,sin,cos  to‘g‘ri gelikoid bosh yo‘nalishi va 

bosh egriligi topilsin. 
34. To‘g‘ri gelikoid bosh yo‘nalishlari uning yasovchilari va vint chizig‘i 

orasidagi burchakni  teng ikkiga bo‘lishini isbotlang. 
35. Ushbu xyz   sirtning  1;1;1M  nuqtasidagi bosh egriliklarini hisoblang. 

36. Ushbu z
q
y

p
x 2

22

  sirtning  0;0;0M  nuqtasidagi bosh egriliklarini 

hisoblang. 
37. Ushbu uzvuyvux  ,sin,cos  sirtning ixtiyoriy nuqtasida bosh 

normal kesimlarning bittasi to‘g‘ri chiziq ekanligini isbotlang. 

38. Berilgan 
2

2xy   sirtning 

a) ixtiyoriy nuqtadagi; 
b) berilgan sirt va kz   tekisliklar bilan kesishishidan hosil bo‘lgan chiziq 

nuqtalaridagi, shu chiziqqa o‘tkazilgan urinma yo‘nalishida; 

c)  4;2;2M  nuqtadagi   ,
2

2
2

xzxy    chiziqqa o‘tkazilgan urinma 

yo‘nalishidan normal kesiming egriligini toping. 
39. Ushbu uvzvuyvux  ,, 2222  sirtda )1;1(  vuP  nuqta 

berilgan. 
a) Berilgan sirtning P nuqtadagi bosh egriliklarini toping; 
b) Ko‘rsatilgan nuqtada bosh normal kesimga o‘kazilgan 21 , PTTP  

urinmalarning tenglamarini toping; 
c) 2uv   chiziqqa o‘tkazilgan urinmadan o‘tuvchi P nuqtadagi normal 

kesim egriligini hisoblang. 

40. Bizga 22

2
92 yxz   sirt berilgan bo‘lsin. 

a) Sirtning koordinata boshidagi Dyupen indikatrisasi tenglamasini tuzing; 
b) Koordinata boshidagi urinmasi Ox  o‘qi bilan 045  li burchak tashkil 

etuvchi normal kesimining egrilik radiusini toping. 

41. Sirtning M  nuqtasidagi urinma tekisligida bir – biri bilan 
n
  ga teng  
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burchak tashkil etuvchi n ta to‘g‘ri chiziq o‘tkazilgan. Agar 
1

1
r

 berilgan to‘g‘ri  

chiziqlarga urinuvchi chiziqlarning normal egriliklari bo‘lsa, 

H
rrrn n

 )1...11(1

21

 munosabat o‘rinli ekanligini isbotlang. 

42. Aylanma ellipsoidning uchidagi M  nuqtasida mumkin bo‘lgan 
chiziqlar o‘tkazilgan. Bu chiziqlarning M  nuqtasidagi egrilik markazlaridan 
iborat shaklni toping. 

43. Yoyiluvchan sirt barcha nuqtalaridagi to‘la egriligi nolga tengligi bilan 
xarakterlanishini isbotlang. 

44. Ikkinchi kvadratik formasi to‘la kvadratdan iborat sirtlarni toping. 
45. Aylanma sirtlarning bosh egrilik radiuslaridan biri normalning sirt va 

aylanish o‘qi orasidagi kesmasiga tengligini isbotlang. 
46. 3 bob 3 § dagi 1 – 11 masalalarda berilgan sirtlarning to‘la egriliklarini 

bosh egriliklar ko‘paytmasi sifatida (kvadratik formalarini hisoblamasdan) 
toping. 

47. Parabolani direktrisa atrofida aylanishdan hosil bo‘lgan sirtda 
21 2 RR   munosabat o‘rinli ekanligi isbotlansin. Bu yerda 21 , RR  - bosh egrilik 

radiuslari. 
48. Sirt to‘la egriligining izotermik koordinatalardagi ifodasini toping. 
50. Birinchi kvadratik formasi  

2222 dveduds u  
ko‘rinishda bo‘lgan sirtning to‘la egriligi toping. 

51. Ushbu z
q
y

p
x 2

22

  paraboloidning to‘la egriligini toping. 

52. Birinchi kvadratik formasi 222 cos2 dvdudvduds    ko‘rinishda 

bo‘lgan sirtning to‘la egriligi 



sin

2
uvK 

  formula yordamida hisoblanishini 

isbotlang. 
53. Ushbu 0),,( zyxF  tenglama bilan berilgan sirtning to‘la egriligini 

hisoblang. 

54. Birinchi kvadratik formasi 2222

22
2

)( cvu
dvduds



  ko‘rinishida bo‘lgan 

sirtning to‘la egrilikgi o‘zgarmas ekanligi isbotlansin. 
55. Fazoviy chiziqqa o‘tkazilgan bosh normallar(binormallar)ning 

qismlaridan iborat sirtning to‘la egriligini toping. 
56. Ushbu  avzvuyvux ,sin,cos  to‘g‘ri gelikoidning to‘la va 

egriliklarini toping. Qaysi chiziqlarda to‘la egrilik o‘zgarmas bo‘ladi?  
57. Ushbu ),( yxfz   sirtning to‘la va o‘rta egriliklarini toping.  
58. Ushbu 22),( yxfz    aylanma sirtning to‘la va o‘rta  
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egriliklarini toping. 
59. Radiusi a  teng aylanma silindrning o‘rta egriligini toping. 
60. Egriligi nolga teng bo‘lmagan L  chiziqni l  o‘q atrofida aylantirishdan 

hosil bo‘lgan S  sirt berilgan. Agar L  chiziq l  o‘qqa nisbatan botiq bo‘lsa, u 
holda S  sirt elliptik nuqtalardan; agar L  chiziq l  o‘qqa nisbatan qavaraq bo‘lsa, 
u holda S   sirt giperbolik nuqtalardan tashkil topganligini isbotlang. 

61. Torning elliptik, giperbilik va parabolik nuqtalarini toping.  
 
Quyidagi chiziqlarni berilgan o‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan 

sirtlarning elliptik, giperbolik, parabolik va yassilanish nuqtalarini aniqlang 
(agar ular mavjud bo‘lsa): 

62. )(,sin kxxy   sinusoida, Ox  o‘qi atrofida; 
63. )(,sin kxxy   sinusoida, Oy  o‘qi atrofida; 
64.  1,ln  xxy  chiziq, Ox  o‘qi atrifida; 
65. xy ln  chiziq, Oy  o‘qi atrofida; 

66. 









A
Bxxxy ,0,1  giperbolaning bitta shoxchasi, 0 ByAx  

to‘g‘ri chiziq atrofida. 
Quyidagi ikkinchi tartibli sirtlarning elliptik, giperbolik, parabolik va 

yassilanish nuqtalarini aniqlang (agar ular mavjud bo‘lsa): 
67. Ellipsoid. 
68. Bir pallali aylanma giperboloid. 
69. Ikki pallali aylanma giperboloid. 
70. Elliptik paraboloid. 
71. Giperbolod paraboloid.  
72. Elliptik silindr. 
73. Paraboloid silindr. 
74. Giperbolik silindr. 
75. Uchga ega bo‘lmagan konus. 
76. Ushbu 22 yxz   aylanma sirtining elliptik, giperbolik, parabolik va 

yassilanish nuqtalarini(agar ular mavjud bo‘lsa) aniqlang. 
77. Ushbu 3zyx   sirtining barcha nuqtalari parabolik ekanligi 

isbotlang.  
78. To‘la egrilik nolga teng bo‘lmagan dumaloqlanish niqtalaridan iborat 

yagona bog‘lanishli sirt sfera yoki uning qismi ekanligini isbotlang. 
79. Sirtidagi nuqta dumaloqlanish nuqtasi bo‘lishi uchun shu nuqtada 

G
N

F
M

E
L

   shartning bajarilishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang. 

80. Aylanalar sirt dumaloqlanish nuqtasining geometrik yasash usulini 
ko‘rsating. 

81. )(,sin kxxy   sinusoidani Ox o‘qi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan  
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sirtning dumaloqlanish nuqtalarini aniqlang. 
 
Quyidagi sirtlarning dumaloqlanish nuqtalarini toping: 
82. Aylanma ellipsoid. 
83. Aylanma paraboloid.  
84. Elliptik paraboloid. 
85. Uch o‘qli ellipsoid. 
86. Ikki pallali giperboloid. 

87. Ushbu uvzvuyvux  ,
2

,
2

22
 sirtning dumaloqlanish nuqtalari 

vu  , 01 vu  chiziqlarda yotishini isbotlang. 
88. Dumaloqlanish nuqtasi KH 2  tenglik bilan ifodalanishini isbotlang. 
89. Yagona yassilanish nuqtasiga ega sirtga misol keltiring. 
90. Yassilanish nuqtalari chiziqni tashkil etuvchi sirtga misol keltiring.  
91. Barcha nuqtalari yassilanish nuqtalaridan iborat sirt tekislik yoki 

tekislikning qismi ekanligi isbotlansin. 
 

5 §. Qo‘shma to‘r va asimtotik chiziqlar. Egrilik chiziqlari. Geodezik 
chiziqlar 

 
 Sirtlar nazariyasida qo‘shma yo‘nalishlar va asimptotik yo‘nalishlar 
muhim tushunchalar hisoblanadi. Sirtlardagi geodezik chiziqlar xossalariga 
ko‘ra tekislikdagi to‘g‘ri chiziqlarga yaqin turadi. 
 

Asosiy tushunchalar 
 

 5.1-ta’rif. Sirt ustida chiziqlarning ikkita oilasi berilib, sirtning har bir 
nuqtasidan bu oilalarga tegishli bittadan chiziq o‘tsa, bu ikki oila sirt ustida to‘r 
tashkil qiladi deyiladi. 
 5.2-ta’rif. Sirtning berilgan nuqtasida unga urinuvchi ikki to‘g‘ri chiziq, 
shu nuqtadagi egrilik indikatrisasiga nisbatan qo‘shma bo‘lsa, bu chiziqlarning 
yo‘nalishlari qo‘shma deyiladi.  
 5.3-ta’rif. Sirt ustidagi chiziqlarning ikkita oilasiga tegishli chiziqlarning 
kesishgan nuqtalaridagi urinmalarning yo‘nalishlari o‘zaro qo‘shma bo‘lsa, bu 
ikki oila qo‘shma to‘rni tashkil qiladi deyiladi. 
 5.4-ta’rif. Har bir nuqtasidagi urinmasi sirtning shu nuqtadagi asimptotik 
yo‘nalishi bo‘yicha yo‘nalgan chiziq sirtning asimptotik chizig‘i deyiladi. 

Bizga Ф  sirtning ),( Gf  parametrlash usuli  
),( vurr 

  
tenglama yordamida, bu sirtning urinma tekisligida ikkita  dvdu;  va  vu  ;  
yo‘nalishlar berilgan bo‘lsin. Berilgan yo‘nalishlar uchun ushbu  

0)(  vNdvudvvduMuLdu   munosabat o‘rinli bo‘lsa,  ular qo‘shma 
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yo‘nalishlar bo‘ladi. Asimptotik yo‘nalish o‘z –o‘ziga qo‘shma bo‘lgani uchun u 
ushbu 022  NdvdvMdudvLdu  tenglama bilan aniqlanadi. 
 5.5-ta’rif. Sirt ustidagi chiziqning har bir nuqtasidagi urinmasi sirtning 
shu nuqtadagi bosh yo‘nalishlaridan biri bilan ustma-ust tushsa, bunday chiziq 
sirtning egrilik chizig‘i deyiladi. 

Bizga regulyar Ф  sirt va unda yotuvchi ikki marta differensiallanuvchi 
parametrlangan   egri chiziq )(t


  tenglama bilan berilgan bo‘lsin.  

5.6-ta’rif. Berilgan   chiziq parametri t  ning har bir qiymatida  )(t 
  

vektor sirtning  t  (bu yerda  t  radius vektori )(t
  bo‘lgan nuqta) 

nuqtasidagi urinma tekislikka perpendikular  bo‘lsa, bunday chiziq geodezik 
chiziq deyiladi. 
 

Masala va misollar yechish namunalari 

 1-masala. Ushbu 












uvz
vuy
vux

 sirt ustidagi constvu   chiziqlar oilasiga 

qo‘shma bo‘lgan oila topilsin. 
Yechish.  Ma’lumki, biror F  sirt urinma tekisligida berilgan );( 21 aa  

yo‘nalishga qo‘shma yo‘nalishni );( 21 bb  deb olsak, ular uchun quyidagi 
munosabat o‘rinli: 0)(2 22122111  bNababaMbLa . 

Berilgan chiziqlar oilasi urinmasining yo‘nalishi  1;1  ekanidan,   hamda 
F  sirtning ikkinchi kvadratik formasi koeffitsiyentlari 

22 224

2,0
vu

MNL


  ga tengligidan, qo‘shma yo‘nalishning 

differensial tenglamasi 0 dvdu  ekani kelib chiqadi.  
Demak, constvu   chiziqlar oilasi biz izlagan oila ekan.  

 
Masala va misollar 

 
1. Sirt ustida constvconstu  ,  koordinata chiziqlari bilan qo‘shma to‘r 

hosil qiluvchi chiziqlar oilasining differensial tenglamasi tuzilsin. 
2. Sirt ustida       0,,, 22  dvvuRdudvvuQduvuP  differensial 

tenglama bilan berilgan chiziqlar oilalarining qo‘sma to‘r hosil qilish shartini 
toping.   

3. Ushbu avzvuyvux  ,sin,cos  gelikoid ustidagi 
02222  dvuduv  chiziqlar qo‘shma to‘r hosil qilishini isbotlang. 

4. Sirtdagi ushbu   Cvu ,  chiziqlar bilan qo‘shma to‘r hosil qiluvchi 
chiziqlar oilasining differensial tenglamasi tuzilsin. 

5. Ko‘chirish )()( 21 vrurr   sirtining  koordinat chiziqlari qo‘sma to‘r  
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hosil qilishini isbotlang. 

6. Ushbu z
b
y

a
x 2

22
  elliptik paraboloidni Cyx   tekisliklar bilan 

kesish natijasida hosil bo‘lgan chiziqlar oilasi bilan qo‘shma to‘r hosil qiluvchi 
chiziqlar oilasini toping (bu yerda C  ixtiyoriy o‘zgarmas son). 

7. Ushbu 1xyz  sirtning  1,1,1M  nuqtasida  1,2,1 a  yo‘nalishga 
qo‘shma bo‘lgan yo‘nalish toping. 

8. Sirtdagi bir parametrli chiziqlar oilasi     0,,  dvvuBduvuA  differensial 
tenglama bilan berilgan. Bu chiziqlar oilasi bilan qo‘shma to‘r hosil qiluvchi 
chiziqlar oilasi uchun differensial tenglama tuzing. 

9. Yoyiluvchi sirtdai to‘g‘ri chiziqli yasovchilar ixtiyoriy bir parametrli 
chiziqlar oilasiga qo‘shma ekanligi isbotlansin. 

10. Ushbu uvzvuyvux  ,sin,cos  gelikoid ustidagi Cvu   
chiziqlar oilasiga qo‘shma bo‘lgan chiziqlar oilasi topilsin. 

11. Sirtdagi chiziq asimptotik bo‘lishi uchun quyidagi:  
a) chiziqning har bir nuqtasidagi urinma asimptotik yo‘nalishga ega; 
b) chiziqning har bir nuqtasida normal egriligi nolga teng;  
c) chiziqning egriligi noldan farqli nuqtalaridagi yopishma tekisligi 

sirtning urinma tekisligi bilan ustma-ust tushishi shartlarning biri bajarilishi 
zarur va yetarli ekanligini isbotlang. 

12. Sirtdagi koordinata chiziqlari asimptotik bo‘lishi uchun ushbu 
0 LN  shartning bajarilishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang. 

 13. Psevdosferaning asimptotik chiziqlarini toping va ularning Chebishev 
to‘ri hosil qilishini isbotlang. 
 14. Bizga   sirtda l -asimptotik chiziq berilgan.    sirtning l  chiziq 
bo‘ylab o‘kazilgan bir parametrli urinma tekisliklarining xarakteristikasi l  
chiziqning urinmalari bilan ustma-ust tushishi isbotlansin. 
 15. Aylanma sirt asimptotik chiziqlari uchun differensial tenglama tuzing. 
 16. Katenoidning uzvchuyvchux  ,sin,cos  asimptotik 
chiziqlarini toping.  
 17. Torning asimptotik chiziqlarini toping. 
 18. To‘g‘ri gelikoidning asimptotik chiziqlarini toping. 
 19. Bir pallali giperboloidning asimptotik chiziqlarini toping.  
 20. Sirt to‘g‘ri chiziqning Oz  o‘qini va 32 ,, uzuyux   chiziqni 
kesib, xOy  tekislikka parallel holda harakatlanishi natijasida hosil qilingan. 
Hosil bo‘lgan sirtning asimptotik chiziqlarini toping.  
 21. Ushbu tz

t
y

t
x 





 ,

1
2,

1
2  chiziq 22

11
yx

z   sirtning asimptotik 

chizig‘i ekanligini ko‘rsating. 
 22. Sirt fazoviy chiziqning bosh normallaridan tuzilgan. Berilgan fazoviy 
chiziq hosil bo‘lgan sirtning asimptotik chizig‘i ekanligini ko‘rsating. 
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 23. O‘rta egriligi aynan nolga teng bo‘lgan sirt minimal sirt deyiladi. 
Minimal sirtda asimptotik chiziqlar hosil qilgan to‘r ortogonal ekanligini 
isbotlang. 
 24. Berilgan sirtning biror nuqtasida o‘rta egriligi nolga teng bo‘lsa, bu 
nuqtada asimptotik chiziqlar o‘zaro perpendikular bo‘lishini isbotlang. 
 25. Tekislikdagi ixtiyoriy chiziq asimptotik ekanligini va aksincha, agar 
sirtdagi ixtiyoriy chiziq asimptotik bo‘lsa, bu sirt tekislik yoki uning qismi 
ekanligini isbotlang.   
 26. Berilgan sirtga parallel bo‘lgan sirtda, berilgan sirtdagi asimptotik 
chiziqlarga mos chiziqlar asimptotik bo‘lishi uchun berilgan sirt yoyiluvchi 
bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin. 
 27. Sirtdagi l  chiziq va uning sferik aksi 'l  mos nuqtalarda perpendikular 
urinmalarga ega bo‘lishi uchun l  chiziqning asimptotik bo‘lishi zarur va yetarli 
ekanligini isbotlang. 

28. Sirtdagi chiziq egrilik chizig‘i bo‘lishi uchun quyidagi  
a) chiziqning har bir nuqtasidagi urinmasi sirtning bosh yo‘nalishi bilan 

ustma-ust tushishi; 
b) chiziqning har bir nuqtadasi normal egriligi bosh egriliklardan biriga 

teng bo‘lishi;  
c) sirtning berilgan chiziq nuqtalaridagi normallari  yoyiluvchi sirt hosil 

qilishi shartlarning biri bajarilishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang. 
 Quyidagi sirtlarning egrilik chiziqlari topilsin: 

29. Ixtiyoriy silindrik sirt. 
30. Ixtiyoriy konik sirt. 
31. Ixtiyoriy aylanma sirt. 

 32. Ushbu vzvuyvux  ,, 2222  sirt. 
 33. Ixtiyoriy yoyiluvchi sirt. 
 34. To‘g‘ri gelikoid. 

35. Elliptik paraboloid. 
36. Tekislik va sferada ixtiyoriy chiziq egrilik chizig‘i ekanligini 

isbotlang. 
37. Sirtning koordinata chiziqlari egrilik chiziqlari bo‘lishi uchun 

0 MF  shartning bajarilishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin. 
38. Ushbu  222323 3,33,33 vuzvvuvyuvuux   sirtning 

koordinata chiziqlari egrilik chiziqlari ekanligini isbotlang. 
39. To‘g‘ri chiziqli yasovchilari perpendikular bo‘lmagan to‘g‘ri chiziqli 

sirtda egrilik chiziqlari mavjud emasligini isbotlang. 
40. Sirtning egrilik chizig‘i nuqtalarida o‘tkazilgan normallari oilasining 

o‘ramasini toping.  
41. Sirtdagi giperbolik nuqtalardan tashkil topgan sohada egrilik chizig‘i 

asimtotik chiziqlar orasidagi burchakni teng ikkiga bo‘lishini isbotlang. 
42. Berilgan S  sirtga parallel 'S  sirtdagi S  sirtning egrilik chiziqlariga  
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mos chiziqlar yana egrilik chiziqlari bo‘lishini isbotlang.  
43. Qanday shartlarda berilgan sirtdagi ortogonal to‘rga, unga parallel 

sirtdagi ortogonal to‘r mos keladi?  
44. Qanday shartda ellipsoid aylanma kesimlari oilasi, uning egrilik 

chiziqlari sistemasini tashkil qiladi? 
45. Ixtiyoriy sirtda bu sirtning egrilik chiziqlari bilan ustma-ust tushuvchi 

yagona qo‘shma ortogonal to‘r mavjudligini isbotlang.  
46. Berilgan sirtni uning egrilik chizig‘i bo‘yicha kesuvchi sirt uchun bu 

chiziq egrilik chizig‘i bo‘lishi uchun sirtlar o‘zgarmas burchak ostida kesishishi 
zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.  

47. Sirtdagi yassi egrilik chizig‘ining sferik aksi aylana bo‘lishini 
isbotlang. 

48. Sirtdagi l  chiziq va uning sferik aksi 'l  mos nuqtalarda perpendikular 
urinmalarga ega bo‘lishi uchun l  chiziqning egrilik chizig‘i bo‘lishi zarur va 
yetarli ekanligini isbotlang. 

49. Sirtdagi geodezik chiziq quyidagi xossalar bilan to‘la ifodalanishini 
isbotlang:  

a) chiziqning egriligi noldan farqli har bir nuqtasidagi sirtning normali 
chiziqning bosh normali bo‘ladi; 

b) chiziqning egriligi noldan farqli har bir nuqtasidagi sirtning normali 
chiziqning yopishma tekisligida yotadi; 

c) chiziqning har bir nuqtasidagi geodezik egriligi nolga teng; 
d) chiziqning har bir nuqtasidagi egriligi normal egriligining absolut 

qiymatiga teng. 
e) chiziqning egriligi noldan farqli har bir nuqtasidagi to‘grilovchi 

tekisligi sirtning urinma tekisligi bilan ustma-ust tushadi. 
50. Sirtdagi har qanday to‘g‘ri chiziq geodezik chiziq ekanligini isbotlang. 
51. Ikkita sirt l  chiziq bo‘ylab kesishadi. Agar l  chiziq birinchi sirtda 

geodezik bo‘lsa, u ikkinchi sirtda ham geodezik bo‘lishini isbotlang. 
52. Ushbu  vurr ,  sirtning geodezik chiziqlari   0,, 2 rdrdN 

 (bu 
yerda N


sirtning  normal vektori) differensial tenglama bilan ifodalanishini 

isbotlang.  
53. Tekislikning geodezik chiziqlari faqat va faqat to‘g‘ri chiziqlar 

ekanligini isbotlang. 
54. Silindrik sirtda geodezik chiziqlar faqat va faqat to‘g‘ri chiziqli 

yasovchilari va umumlashgan vint chiziqlari ekanligini isbotlang. 
55. Aylanma sirtdagi meridianlar geodezik chiziq bo‘lishini isbotlang. 
56. Aylanma sirtning paralleli geodezik chiziq bo‘lishi uchun meridian 

nuqtalarida o‘tkazilgan urinmalar aylanish o‘qiga parallel bo‘lishi zarur va 
yetarli ekanligini isbotlang.  

57. Sferadagi geodezik chiziqlarni toping. 
58. Geodezik chiziqlar asimptotik bo‘lishi uchun uning to‘g‘ri chiziq 

bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.  
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59. Geodezik chiziqlar egrilik chizig‘i bo‘lishi uchun uning yassi  bo‘lishi 
zarur va yetarli ekanligini isbotlang. 

60. Yoyiluvchi sirtdagi geodezik chiziqlar to‘g‘rilovchi tekisliklarining 
o‘ramasi berilgan sirtning o‘zi ekanligini isbotlang. 

61. Yoyiluvchi sirtdagi geodezik chiziqlarning Darbu vektori shu 
nuqtadagi to‘g‘ri chiziqli yasovchilari bo‘ylab yo‘nalganligini isbotlang. 

62. Fazoviy chiziq to‘g‘rilovchi tekisliklari o‘ramasidan iborat sirtning 
geodezik chizig‘i berilgan fazoviy chiziq ekanligi isbotlansin.  

63. Sirtdagi chiziqlarning geodezik egriligi  rrmkg
 ,,  

formula bilan hisoblanishini isbotlang (bu yerda m sirtning birlik normal 
vektori). 

64. Sirtdagi chiziqning geodezik egriligi chiziqning shu nuqtada sirtga 
o‘tkazilgan urinma tekislikka proyeksiyasining egriligiga tengligini isbotlang. 

Quyidagi chiziqlarning geodezik egriligini toping: 
65. Radiusi R  ga teng sferada yotuvchi r  radiusli aylana. 
66. Ushbu  avzvuyvux  ,sin,cos  gelikoid ustidagi constu   vint 

chizig‘i. 
67.  Ushbu   vfzvuyvux  ,sin,cos  sirtdagi constu   va 

constv   chiziqlar. 
68. Asimptotik chiziqning geodezik egriligi uning egriligiga teng 

ekanligini isbotlang.  
69. Sirtdagi chiziqlarning geodezik buralishi  mmrg

 ,,  
formula bilan hisoblanishini isbotlang (bu yerda m sirtning birlik normal 
vektori). 

70. Sirtdagi chiziq egrilik chizig‘i bo‘lishi uchun har bir nuqtada uning 
geodezik buralishi nolga teng bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang. 

71. Asimptotik chiziqning geodezik buralishi uning buralishiga teng 
ekanligini isbotlang. 

Quyidagi sirtlarning geodezik chiziqlarini toping:  
72. To‘g‘ri gelikoid; 
73. Psevdosfera. 

 
6 §. Skalyar va vektor maydonlar 

 
Matematika, fizika va boshqa amaliy fanlarda uchraydigan kattaliklar ikki 

xil bo‘ladi. Ba’zi kattaliklar ma’lum o‘lchov birligida olingan son qiymati bilan 
o‘lchanadi. Masalan, vaqt, harorat, kesmaning uzunligi, yuza, hajm, massa kabi 
kattaliklar. Bunday kattaliklar skalyar kattaliklar deyiladi. Son qiymati va 
fazodagi yo‘nalishi bilan ifodalanadigan fizik kattaliklar vektor kattaliklar 
deyiladi. Masalan, kuch, tezlik, tezlanish va boshqa shunga o‘xshash kattaliklar. 
Bu paragrafda skalyar va vektor maydonlarga doir misol va masalalar keltiriladi.  
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Asosiy tushunchalar 

 6.1-ta’rif. Skalyar maydon ushbu ko‘rinishdagi      ruzyxuPuu 
 ,,  

skalyar funksiya yordamida aniqlanadi, bu yerda  zyxP ,,  - fazodagi nuqta, 
kzjyixr


  vektor esa, bu nuqtaning radius – vektori. 

6.2-ta’rif. Ushbu     constCRzyxCzyxuLC  ,,,:,, 3  to‘plam 
skalyar maydonning sath sirti deyiladi.  

6.3-ta’rif. Skalyar maydonni aniqlovchi    zyxuru ,,
  funksiya 

differensiallanuvchi bo‘lsa, ushbu kz
ujy

uix
uugradu









  vektor 

maydon berilgan skalyar maydonning  gradiyenti deyiladi.  
Ko‘rinib turibdiki,    zyxuru ,,

  skalyar maydon gradiyenti Cu   
skalyar maydon sath sirtining normali bo‘yicha yo‘nalgan bo‘ladi.  

Vektor maydon ushbu        kzyxajzyxaizyxaraPaa zyx

 ,,,,,,)(   
vektor – funksiya bilan aniqlanadi. 

  6.4-ta’rif. Ushbu skalyar z
a

y
a

x
a zyxadiv











  funksiyaga berilgan 

       kzyxajzyxaizyxaraPaa zyx
 ,,,,,,)(   vektor maydonning 

divergensiyasi deb aytiladi.  

 6.5-ta’rif. Ushbu kjiarot y
a

x
a

x
a

z
a

z
a

y
a xyzxyz








 





 






 

















   

vektor maydon berilgan        kzyxajzyxaizyxaraPaa zyx

 ,,,,,,)(   vektor 
maydonning rotatsiyasi deyiladi.  

Berilgan    zyxuru ,,
  skalyar maydonning berilgan  zyx aaal ,,   

yo‘nalish bo‘yicha hosilasi ushbu  coscoscos z
u

y
u

x
u

l
u











   formula 

yordamida hisoblanadi (bu yerda 

222,cos,cos,cos zayaxaa
a
za

a
ya

a
xa

 
  ).  

 
Misol va masalalar yechish namunalari 

 

1-masala. Ushbu 2

2

2

2

b
y

a
xu   maydonning xOy  tekisligida sath 

chiziqlarini toping.  
Yechish.   Sath sirtining ta’rifiga ko‘ra, 

 






  constCRyxC

b
y

a
xLC ,,: 2

2

2

2

2

 to‘plam berilgan maydonning sath  
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chiziqlarini ifodalaydi. Ravshanki, agar 0C  bo‘lsa, haqiqiy tekislikda CL  
to‘plam bo‘sh to‘plamdan, 0C  bo‘lgan holda,  0;0O  nuqtadan,  0C   
bo‘lgan holda esa, markazi koordinata boshida bo‘lgan simmetriya o‘qlari 
koordinata o‘qlaridan iborat ellipslar oilasidan tashkil topadi (24-rasm).  

 

 
 

O y

x

1L

CL

0L

25-rasm 

z

24-rasm 

x

y

O
0L

1L

CL



 138 

2-masala. Ushbu 2

2

2

2

b
y

a
xu   maydonning sath sirtlarini toping. 

Yechish.  Berilgan maydonning sath sirtlari 

 






  constCRzyxC

b
y

a
xLC ,,,: 3

2

2

2

2

 to‘plamdan iborat. Agar 0C  

bo‘lsa, CL  to‘plam Oz  o‘qi bo‘yicha keshishuvchi ikkita 0
b
y

a
x  va 

0
b
y

a
x  tekisliklardan, aks holda simmetriya tekisliklari xOz  va yOz  

koordinata tekisliklaridan, asimptotik tekisliklari 0
b
y

a
x  va 0

b
y

a
x  

tekisliklardan iborat o‘zaro qo‘shma giperbolik silindrlar oilasidan tashkil topadi 
(25-rasm). 

 
Misol va masalalar 

 
Quyidagi maydonlarning sath chiziqlarini toping (faqat xOy  tekisligida 

qarang): 
1.  22 yxu  . 
2. 22 yxu  . 

3. 2x
yu  . 

4. 22

2
yx

xu


 . 

5. 2

12
x

yxu 
 . 

Quyidagi skalyar maydonlarning sath sirtlarini toping: 
6. zyxu  . 
7. 222 zyxu  . 
8. 222 zyxu  . 
9.    222222 88  zyxzyxu . 
10. Ushbu 12 222  xyyxxu  skalyar maydonning  2,1M  nuqtadagi, 

 4;3l


 vektor yo‘nalishidagi hosilasini toping. 
11. Ushbu xyzzxyu  32   skalyar maydonning  2,1,1M  nuqtadagi, 

koordinata o‘qlari bilan mos ravishda 000 60,45,60    burchaklar tashkil 
etuvchi yo‘nalish bo‘yicha hosilasini toping. 

Quyidagi skalyar maydonlarning statsionar nuqtalarini toping: 
12. xyyxu 333  .  
13. xyzxyzyu 22 22  .  
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Quyidagi skalyar maydonlarning gradiyentini toping: 
14.  a) xyyzxzzyxu  222 32 ; b) 222 zyxu  ; c) 

222
1

zyx
u


 . 

15. axyzzyxu 3333  . 
16. zyxxyzeu  . 

17. 
xzyzxy

xyzzyxarctgu




1

. 

18. Ushbu xyyxu 333   skalyar maydonning  1;2M  nuqtadagi 
gradiyentini toping. 

19. Ushbu 222 zyxu   skalyar maydonning  1;2;2 M  nuqtadagi 
gradiyentining kattaligi va yo‘nalishini toping. 

20. Ushbu zyxxyzyxu 62332 222   skalyar maydonning 
   0,0,0,1,0,2 OA  nuqtadagi gradiyentining kattaligi va yo‘nalishini toping. Qaysi 

nuqtada gradiyent nolga teng? 
Quyidagi berilgan maydonlarning ko‘rsatilgan nuqtalardagi gradiyentlari 

orasidagi burchakni toping: 

21. 
x
yu ln , 








4
1,

2
1A ,  1,1B . 

22. 222 zyx
xu


 ,  2,2,1A ,  0,1,3B .  

23. Ushbu 
yx

xvzyxu


 arcsin,222  skalyar maydonlarning  7,1,1M  

nuqtadagi gradiyentlari orasidagi burchakni toping. 
24. Ushbu 222 575 xyzzxyyzxu   skalyar maydonning kjia

 848   
vektor yo‘nalishidagi  1,1,1M  nuqtadagi o‘sish yoki kamayishini  aniqlang. 
Berilgan maydon tezligining o‘zgarish tezligini toping. 

25. Ushbu 





 

x
yu 1ln  funksiya gradiyenti ji




16
25  ga teng bo‘ladigan 

nuqta topilsin.  

26. Ushbu 2

2

2

2

2

2

c
z

b
y

a
xu   skalyar maydonning  zyxM ,,  nuqtadagi shu 

nuqta radius vektori yo‘nalishidagi hosilasini toping. Bu hosila gradiyent 
uzunligiga teng bo‘ladigan nuqtani aniqlang. 

27. Ushbu  zyxuu ,,  skalyar maydonning  zyxvv ,,  maydon gradiyenti 
yo‘nalishidagi hosilasini toping. Qanday holda u nolga teng bo‘ladi? 

Quyidagi formulalarning to‘griligini isbotlang: 
28. constccgrad 

 ,0 . 
29.   vgradugradvugrad  . 
30.   vgraduugradvuvgrad  . 
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31.   ugradccugrad  , constc  . 

32. 2v
vgraduugradv

v
ugrad 







 . 

33.     ugradufufgrad  . 
34. ugradunugrad nn 1  
Quyidagi rr 

  ga bog‘liq skalyar maydonlarning gradiyentini toping:  
35. rgrad  . 
36.  rfgrad  . 
37. nrgrad n ,  natural son.  

38. 







r
grad 

1 . 

39. rgrad ln . 
40.   constcrcgrad 

 , . 

41.  
  constba

rb
ragrad 

 



,, . 

42.   constcrcgrad 
 ,2 . 

Quyidagi formulalarning to‘griligini isbotlang: 
43.   wgrad

w
fvgrad

v
fugrad

u
fwvufgrad












,, . 

44.   nn rnrr 
 . 

45.   vrv 
 . 

46. Ushbu  wvuf ..  uchta egri chiziqli ortogonal koordinatalarga bog‘liq 
skalyar maydon gradiyentini hisoblash formulasini toping. 

47. Skalyar maydon gradiyentini hisoblash formulasining silindrik 
koordinatalardagi ifodasini toping. 

48. Skalyar maydon gradiyentini hisoblash formulasining silindrik 
koordinatalardagi ifodasini toping. 

Quyidagi skalyar maydonlarning gradiyentini silindrik koordinatalarda 
hisoblang:  

49. rzu  . 
50. zru  . 
51. rzu  sin . 
52. 2cos rzu   . 
53. 22sin rzu   . 
54. Skalyar maydon gradiyentini hisoblash formulasining sferik 

koordinatalardagi ifodasini toping. 
Quyidagi skalyar maydonlarning gradiyentini sferik koordinatalarda 

hisoblang:  
55. u . 
56. u . 
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57. u . 
58.   sinu . 
59.   cosu . 
Quyidagi vektor maydonlarning integral chiziqlarini toping: 
60. constcjcxicya  ,

 . 
61. kzjyixa

 2 . 
62. kzjyixa

 222  . 
63. jxiya

  . 
64. kzjyixa

  . 
Quyidagi vektor maydonlarning divergensiyasini toping 
65.    kzxjzyxixyzr

 2232  . 
66.      kxzxyjxzyxiyzzyxr

 332456 23322  . 
Quyidagi formulalarning to‘griligini isbotlang: 
67. constcdivc  ,0 . 
68.   bdivadivbadiv

  . 
69.   constcadivcacdiv  , . 
70.   ugradaadivuaudiv   . 
71.   constcugradccudiv  , . 
Quyidagi vektor maydonlarning divergensiyasini toping: 
72. rdiv  . 
73.   rrfdiv  . 

74. 







|| r

rdiv


. 

75.  rrdiv n  . 
76.   rgradfdiv . 
77.  ugraddiv . 
78.  ugradudiv . 
79.  vgradudiv . 
Quyidagi vektor maydonlarning divergensiyasini toping, bu yerda 

1, cc  o‘zgarmas vektorlar: 
80.  rcdiv , . 
81.  crdiv  ,2 . 
82.   crfdiv  , . 
83.  crdiv   . 
84.  ccrdiv 

1, . 
85.  rcrdiv , . 
86.   eerediv  ,, -o‘zgarmas birlik vektor. 
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87.   erediv   . 

88. r
xyz

zyxdiv   

Quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi  rf  funksiyani toping: 
89.    0rgradfdiv . 

90.    







r
rdivrgradfdivr


2 . 

91. adiv   ning silindrik koordinatalardagi ifodasini toping. 
92. adiv   ning sferik koordinatalardagi ifodasini toping. 

Quyidagi vektor maydonlarning rotatsiyasini toping: 
93. kyxjxzizya

 222   
94.    kzxjzyxixyza

 2232   
Quyidagi formulalarning to‘griligini isbotlang: 

95.   brotarotbarot
  . 

96.   augradarotuaurot   . 
97.   brotaarotbbarot

   
Quyidagi vektor maydonlarning rotatsiyasini toping, bu yerda 1, cc  o‘zgarmas 
vektorlar: 

98. crot  .     
99. rrot  .   
100.  crrot   .  
101.   rcrrot , .  
102.   ccrrot 

1, . 
103.   1ccrrot   .  
104.   rrfrot  .  
105.   crfrot  . 

Quyidagi formulalarning to‘griligini isbotlang: 
106.   0


ugradrot . 

107.   0arotdiv  . 
108.   uugraddiv  .  
109. kajaiaaaadivgradarotrot zyx

  , . 
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JAVOBLAR VA KO‘RSATMALAR 
I BOB  

1 § 
1. a) Berilgan  dX ,  fazo metrik fazo bo‘lgani uchun ixtiyoriy Xzyx ,,  

nuqtalar uchun uchburchak tengsizligi o‘rinli:      yzdyxdzxd ,,,  , bu 
yerdan 
           ,,,,,,,, zxdzydyxdzydzxdyxd  ),(),(),( yxdyzdzxd   

tengsizliklar kelib chiqadi.  
b) Ixtiyoriy Zz  nuqta uchun ),(),( zxdZxd   tengsizlik o‘rinli. 

Uchburchak tengsizligidan foydalanib,      zydyxdzxd ,,,  , Zz  ni hosil 
qilamiz. Zz  nuqtaning ixtiyoriyligidan ),(inf),(),( zydyxdzxd

Zz
  

tengsizlik kelib chiqadi. Bundan esa 
ZzZydyxdzxdZxd  ),,(),(),(),( .  

c) c) tengsizlikni isbotlash uchun Z  deb faraz qilamiz. Har bir Za  
nuqta uchun ushbu 

),(),(),(),( aydyxdaxdZxd   
tengsizlik o‘rinli. Bundan esa olingan Za  nuqtaning ixtiyoriyligidan  

),(),(),( ZydyxdZxd     
tengsizlik kelib chiqadi. Natijada, 

),(),(),( yxdZydZxd   
tengsizlikka ega bo‘lamiz. Endi  x  nuqtani  o‘rniga y  nuqtani olib ushbu  

),(),(),( yxdZxdZyd   
tengsizlikka ega bo‘lamiz. Oxirgi ikki tengsizliklardan quyidagi 

),(),(),( yxdyZdZxd   
munosabat kelib chiqadi. Bu yerda, ),(),,(, dXZdXyx  . 

2. 1)- 2) shartlar d funksiya aniqlanishiga ko‘ra bajariladi. 3) 
     yzdzxdyxd ,,,   ni isbotlaymiz. Faraz qilaylik yx  , u holda 
  1, yxd . Agar zx   bo‘lsa,     1,,0,  zydzxd  tenglik o‘rinli bo‘ladi. 

yz   bo‘lganda ham xuddi shunga o‘xshash tekshiriladi. zyx   bo‘lganda, 
tenglik bajariladi. Qolgan hollarda esa tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak,  dX ,  
metrik fazo ekan.  

3.  1) va 2) shartlar bajarilishi ravshan.  3)      zydyxdzxd ,,, 111    
ekanini isbotlaymiz. Buning uchun birdan kichik kasrning surati va maxrajiga 
bir xil nomanfiy sonni qo‘shish natijasida kasrning qiymati kichraymasligidan 
foydalanamiz, ya'ni 

.
),(1

),(
),(1

),(
),(),(1

),(),(
),(),(),(),(1

),(),(),(),(
),(1

),(

zyd
zyd

yxd
yxd

zydyxd
zydyxd

zxdzydyxdzxd
zxdzydyxdzxd

yxd
yxd
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Demak,      zydyxdzxd ,,, 111   tengsizlik o‘rinli. Endi 
}1),,(min{),(2 yxdyxd   metrika ekanligini ko‘rsataylik. Buning uchun 3) 

shartni tekshirish bilan chegaralanamiz. Uchburchak tengsizligini isbotlash 
uchun X  to‘plamdan ixtiyoriy uchta  yx,  va  z  nuqta olamiz. So‘ngra 

),(2 yxda  , ),(2 zydb   va ),(2 zxdc   kabi belgilashlar kiritamiz. Ushbu 
sonlarni ba  1;1;2  va ba   har biri 1 yoki c  sonidan katta yoki teng. Bundan 
esa  

},1min{};1;1;2min{ cbaba   
munosabat kelib chiqadi. Bu munosabatdan esa quyidagi  

 };1;1;2min{},1min{},1min{),(),( 22 bababazydyxd
),(},1min{ 2 zxdc   

tengsizlikni hosil qilamiz. Bu esa uchburchak tengsizligining isbotini beradi.  
Masalaning ikkinchi qismini isbotlash uchun ),( 1dX  metrik fazodagi ochiq 
to‘plamning ),( 2dX  metrik fazoda ham ochiq to‘plam bo‘lishini ko‘rsatish 
hamda  ),( 1dX  metrik fazodagi fundamental ketma-ketlikning ),( 2dX  da ham 
fundamental ketma-ketlik bo‘lishini ko‘rsatish kerak.  

4. 1) va 2) shartlar bajarilishini osongina ko‘rsatish mumkin. 3) shartni 
bajarilishini isbotlash uchun quyidagi baba

 ),(  skalyar ko‘paytmaning 
xossasidan foydalanamiz.  Ushbu  





n

i
ii

n

i
ii

n

i
ii xzzyxy

1

2

1

2

1

2 )()()(  

tengsizlikni isbotlashimiz kerak. Buning uchun quyidagicha  
iiiiii byzazx  ,  iiii bayx   belgilashlar kiritamiz. U holda, 

yuqoridagi tengsizlik quyidagi tengsizlikka keltiriladi: 

 


n

i
i

n

i
ii aba

1

2

1

2)( 


n

i
ib

1

2  skalyar ko‘paytmaning ( ba
, ) ba

   

xossasidan    ( ba
, )2 22 ba

   tengsizlik, bundan esa    
 






 

n

i

n

i
i

n

i
ii i

baba
1 1

22
2

1
  





n

i
i

n

i
i

n

i
ii baba

1

2

1

2

1  tengsizliklarga ega bo‘lamiz. Natijada, 

2

1

2

1

2

1

2

1

2

`1

2

1 1

2

1

2

11

22

2

2)(







 





 



 

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i

n

i
i

n

i
i

n

i
ii

n

i
iii

babba

abbaaba

),(),(),()(
1

2

1

2
2

1
yzdzxdyxdbaba

n

i
i

n

i
i

n

i
ii  



  

5. 3) shartni, ya’ni      yzdzxdyxd ,,, 222   tengsizlikni tekshiramiz.  
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Ravshanki,  biror Ni 0  nomer uchun    
00,12 max, iiiini

xyxyyxd 


 tenglik  

o‘rinli bo‘ladi. Bundan esa   
   

00,12 max, iiiini
xyxyyxd 

  00000000 iiiiiiii xzzyxzzy    

ni ,1
max


  ii zy
ni ,1

max


 ii xz      yzdzxd ,, 22   

munasabat kelib chiqadi.  
Demak, uchburchak tengsizligi      yzdzxdyxd ,,, 222  o‘rinli ekan. 
6. 3). zyzxyx   tengsizlikdan  

 yx zyzxzyzx  2  
hosil qilamiz, natijada,  

 zyzxyx  ),(),(),( yzdzxdyxd   
tengsizlik kelib chiqadi.  

7.     2
1

1

2
1 , 





  



n

i
ii yxyxd ,    ii yxyxd  max,2  metrikalar Rn da bir 

xil topologiya aniqlashini ko‘rsatishimiz kerak. Buning uchun (Rn,d1) dan 
olingan ochiq to‘plamni (Rn,d2) da ham ochiq ekanligi ko‘rsatamiz va aksincha  
(Rn,d2)  dan olingan ochiq to‘plamni (Rn,d1)  da ham ochiq ekanligi ko‘rsatamiz. 
Bizga (Rn,d1)  da ochiq bo‘lgan A  to‘plam berilgan bo‘lsin. Ochiq to‘plamning 
ta’rifiga ko‘ra   uning ixtiyoriy Ax  nuqtasi ichki nuqta bo‘ladi. Demak, 
shunday 0r   son mavjud bo‘lib, AxBr )(   munosabat o‘rinli bo‘ladi, ya’ni  

    2
1

1

2
1 , 





  



n

i
ii yxyxd <r 

 tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.  Bu sharning ichiga  d2  metrikada radiusi 
n
r  ga teng 

)(~ xB
n
r  shar joylashtiramiz. Ravshanki,  bu shar  A  to‘plamning ichida 

joylashgan bo‘ladi.   Demak, (Rn,d1) dan olingan ochiq A  to‘plam (Rn,d2) da 
ham ochiq ekan.  

Masalaning ikkinchi qismini isbotlash uchun  (Rn,d2)  dan olingan ochiq 
to‘plamni  (Rn,d1)  da ham ochiq ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. Bizga (Rn,d2)  
da ochiq bo‘lgan A  to‘plam berilgan bo‘lsin. Ochiq to‘plamning ta’rifiga ko‘ra   
uning ixtiyoriy Ax  nuqtasi ichki nuqta bo‘ladi. Demak, shunday 0r   son 
mavjud bo‘lib, AxBr )(~   munosabat o‘rinli bo‘ladi, ya’ni 
    ryxyxd ii  max,2  tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.  Bu sharning ichiga  d1  

metrikada radiusi r  ga teng )(xB r  shar chizamiz. Ravshanki,  bu shar  A  
to‘plamning ichida joylashgan bo‘ladi.   Demak, (Rn,d2) dan olingan ochiq A  
to‘plam (Rn,d1) da ham ochiq ekan.  
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 Bu bilan Rn da d1 va d2 metrikalar bir xil topologiya tashkil qilishi 
isbotlandi.  

8. Masalaning birinchi qismini yechish uchun ( 1R ,d1) dan olingan ochiq 
to‘plamni ( 1R ,d2) da ham ochiq ekanligi ko‘rsatamiz va aksincha  ( 1R , d2)  dan 
olingan ochiq to‘plamni ( 1R ,d1) da ham ochiq ekanligi ko‘rsatamiz. Bizga 
( 1R ,d1)  da ochiq bo‘lgan A  to‘plam berilgan bo‘lsin. Ochiq to‘plamning 
ta’rifiga ko‘ra   uning ixtiyoriy Ax  nuqtasi ichki nuqta bo‘ladi. Demak, 
shunday 0r   son mavjud bo‘lib, Arxrx  );(   munosabat o‘rinli bo‘ladi, 
ya’ni  

  rxyyxd ,1  
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.  Bu sharning ichiga  d2  metrikada radiusi 

 ),(),,(min 221 xrxdxrxdr   ga teng )(~
1

xBr  shar chizamiz. Ravshanki,  bu 
shar  A  to‘plamning ichida joylashgan bo‘ladi.   Demak, ( 1R ,d1) dan olingan 
ochiq A  to‘plam ( 1R ,d2) da ham ochiq ekan.  

Endi  ( 1R ,d2)  dan olingan ochiq to‘plamni  ( 1R ,d1)  da ham ochiq 
ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. Bizga ( 1R ,d2)  da ochiq bo‘lgan A  to‘plam 
berilgan bo‘lsin. Ochiq to‘plamning ta’rifiga ko‘ra, uning ixtiyoriy Ax  nuqtasi 
ichki nuqta bo‘ladi. Demak, shunday 0r   son mavjud bo‘lib, AxBr )(~   
munosabat o‘rinli bo‘ladi, ya’ni   

  rarctgxarctgyyxd ,2  
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.  Bu sharning ichiga  d1  metrikada radiusi 
 ),(),,(min 111 xrxdxrxdr   ga teng )(

1
xBr  shar chizamiz. Ravshanki,  bu 

shar  A  to‘plamning ichida joylashgan bo‘ladi.   Demak, ( 1R ,d2) dan olingan 
ochiq A  to‘plam ( 1R ,d1) da ham ochiq ekan. Bu bilan 1R  da d1 va d2 metrikalar 
bir xil topologiya tashkil qilishi isbotlandi.  

Endi, Koshi ketma-ketligining turlicha ekanligini ko‘rsatamiz. 1d  metrika 
yordamida cheksiz katta ketma-ketlik olamiz: nXXX ,...,, 21 . 

nnNnM o  ,,0 0  lar uchun  Mxxd n ),( 01 , lekin ikkinchi tomondan 

0  olganimizda ham nnNn o  ,)(0   uchun 
)

2
,(2 nxd  shuning 

uchun 1d  metrika bo‘yicha uzoqlashuvchi bo‘lgan ketma-ketlik 2d  metrika 
bo‘yicha yaqinlashadi.  

9. 5-masaladan foydalaning.  
10. 3) )()()()()()( tgththtftgtf   tengsizlik va aniq 

integralning xossasidan   

 
1

0

1

0

1

0

)()()()()()( tgthdtthtfdttgtf ,  

    ),(,, 444 ghdhfdgfd   
kelib chiqadi.   
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11. nf  funksiya tuzamiz 






















)1
2
1,

2
1(,1

2

)
2
1,1

2
1(,1

2

),1
2
1()1

2
1,(,0

n
xagarnnx

n
xagarnnx

nn
xagar

f n



(26-

rasm). 
 0)( xg  deb olamiz. 

  
1

0

1

0

1

0
4 )()()()(),( dttfdttfdttgtfgfd nnnn {bu integral 

uchburchakning yuzasiga teng}
n
1

 ; 

0),(lim;1
2

;1;2
4 


 gfd

n
hACSh

n
AC n . Ikkinchi tomondan 

    1,lim,1)()(max, 3]1,0[3 


gfdxgxfgfd nnnxn  bunday uzluksiz funksiya 

mavjud emas, ya’ni f  limit funksiya 
2
1  nuqtada uzilishga ega. Demak, nf  

ketma-ketlik 4d  metrikada limitga ega,  3d  metrikada esa limitga ega emas.  

12. Zaruriyligi: faraz qilaylik, Y yopiq to‘plam. Yopiq to‘plamning ta’rifiga 
ko‘ra  )\( YXxYY   YxXx ,    0,  aYxd . Markazi x 

O 

B(1/2,1) 

C 

1/2+1/n 1/2 -1/n  1/2 -1/2  x 

y 

A 

26-rasm 
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nuqtada bo‘lgan radiusi 
2
a  ga teng ochiq shar    YXxBa \

2

  x ni o‘z ichiga 

olgan atrof  bo‘ladi. x nuqta ixtiyoriy bo‘lgani uchun  YX \  to‘plamning ochiq 
to‘plam ekanligi kelib chiqadi.  

Yetarliligi:  YX \  ochiq bo‘lsin. )\( YXx  olamiz.  YX \    ochiq 
bo‘lgani uchun shunday Br(x) ochiq shar mavjudki, 

  0),(,)\(  YxdYxXxYXxBr  ekanligi kelib chiqadi. Demak, Y 
ning birorta ham urinish nuqtasi (X\Y) ga tegishli emas. Bundan Y ning barcha 
urinish nuqtalari o‘ziga tegishli ekanligi kelib chiqadi. Demak, YYY   
yopiq to‘plam.  

13.  nxxxM ,...,, 21 , M X . Har qanday metrik fazoda nuqta yopiq 

to‘plamdir. XMx
n

i
i 




1
.  Chekli sondagi yopiq to‘plamlarning birlashmasi 

yopiq to‘plam ekanligidan M ning yopiq ekanligi kelib chiqadi.  
14. Ochiq sharning ochiqligini isbotlaymiz. Ixtiyor  0xBx r  nuqta olib, 

uning ichki nuqta ekanligini ko‘rsatamiz.  

 
Haqiqatan,    0)},(,,min{ 00  xxdrxxdrx  son uchun )()( 0xBxB rrx

  
bo‘ladi (27-rasm), ya’ni )(xBy

xr
  nuqta uchun 

ryxdrxxdrxxdrxxdyxdxxdyxd x  ),(,),(),(),(),(),(),( 000000

 demak, )()( 0xBxB rrx
 . Bundan )( 0xBr  ning ochiq to‘plamligi kelib chiqadi.  

27-rasm 

0x

x

r

xr
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Yopiq sharning yopiq to‘plam ekanligini isbotlash uchun  0
*\ xBX r  

to‘plamning (to‘ldiruvchisining) ochiq to‘plam ekanligini isbotlash kerak. 
Sferani esa   BBXXS *\\  ko‘rinishda ifodalash kifoya. 

15.  dX ,  diskret metrik fazo bo‘lsin, ya’ni v  








yxagar
yxagar

yxd
,1
,0

, . 

Markazi 0x  nuqtada bo‘lgan ochiq shar    1),(| 001  yxdyxB  olaylik. 
Ravshanki,    001 xxB  ,   001 )( xxB  . Bu fazodagi markazi 0x  nuqtada 
radiusi 1 ga teng yopiq shar  1),(|)( 00

*
1  yxdyxB  butun fazo X  bilan 

ustma-ust tushadi.  Demak, )()( 0
*

101
xBxB  .  

16. a) nXXX ,..,, 21  ochiq to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Faraz qilaylik, 

ularning kesishmasi 



n

i
iX

1
 bo‘sh bo‘lmasin, u holda kesishmaga tegishli 

ixtiyoriy x olamiz. Bu element har bir Xi ga tegishli bo‘ladi. Har bir Xi ochiq 
bo‘lgani uchun )(),...,(),(

21
xBxBxB

nrrr  sharlar mavjud bo‘lib, )(xB
ir iX  u 

holda ini
rr

,1
min


  olamiz, u holda 
n

i
ir XxB

i
1

),(


 . x nuqtaning ixtiyoriyligidan 

kesishmaning ochiq to‘plamligi kelib chiqadi. 

 b)  ,..,..,, 21 nXXX  ochiq to‘plamlar berilgan bo‘lsin, u holda MX
i

i 





1

 M 

ning ochiqligini ko‘rsataylik. Mx  olamiz. Shunday n0 mavjudki, 
0nXx  va  

0nX  ochiq bo‘lganligi uchun shunday r>0 mavjudki, Br(x) MxBX rn  )(
0

. 
x nuqtaning ixtiyoriyligidan M ning ochiqligi kelib chiqadi. 

17. Zarurligi: faraz qilaylik, A yopiq to‘plam.








M

)(* xBA r  . 

Bo‘sh to‘plam yopiq to‘plam. M )(* xBA r ,  A va Br
*(x) yopiq to‘plamlar 

bo‘lgani uchun kesishma yopiq to‘plam.  
Yetarliligi: faraz qilaylik x  nuqta  A to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin, u 

holda  Br
*(x)  A  va  yopiq.  Bu nuqtaning A  to‘plamga tegishliligini 

isbotlaymiz. Ixtiyoriy 0  uchun  AxxB )\)((  .  U holda x  nuqta  
Br

*(x) A  to‘plamning ham limit nuqtasi bo‘ladi.  Br
*(x) A  to‘plamning  yopiq 

ekanligidan u o‘zining barcha limit nuqtalarini o‘z ichiga oladi. Xususan x  
nuqta ham Br

*(x) A  to‘plamga tegishli bo‘ladi.  Biz A  to‘plamning barcha 
limit nuqtalari o‘ziga tegishli ekanligini ko‘rsatdik. Bundan A to‘plamning 
yopiqligi kelib chiqadi.  
 18.  )int( BAx   u holda shunday )(xBr  topiladiki, BAxBr )(  bundan 

BxBvaAxB rr  )(,)(  munosabatlar kelib chiqadi. Natijada, 
BABABAxBxAx intint)int(intintint,int   . Ikkinchi 
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tomondan BxAxBAx int,intintint   .  Ichki nuqtaning ta’rifidan 
shunday 21 , rr  sonlari topiladiki     BxBAxB rr 

21
, . },min{ 21 rrr  deb olsak, 

BAxBr )(  kelib chiqadi )int(intint BABA    munosabatga ega bo‘lamiz. 
Yuqoridagilardan BABA intint)int(    munosabatni hosil qilamiz. 
 19.  dX ,  metrik fazoda nx  yaqinlashuvchi ketma-ketlik berilgan bo‘lsin, 
u holda ixtiyoriy 0  soni uchun Nn )(0   topiladiki, barcha n>n0 sonlar uchun 

2
),(,

2
),( 

 xxdxxd mn , m>n. Uchburchak tengsizligidan 

 ),(),(),( mnmn xxdxxdxxd  munosabatni hosil qilamiz. Bundan esa 
),( mn xxd  hamda  nx  fundamental ketma-ketlik ekanligi kelib chiqadi.   

         20. Zaruriyligi. Y  to‘plam yopiq bo‘lib,  ny  shu to‘plamdagi 
yaqinlashuvchi ketma-ketlik bo‘lsin. Uning limitini Y ga tegishli ekanligini 
ko‘rsatamiz. Limitning ta’rifiga ko‘ra, 0  son uchun shunday n0( ) N  
topiladiki,  n>n0 lar uchun .),( yyd n  Endi ketma-ketlik tuzilishiga ko‘ra, 

YyNn n  ,  bundan d(yn,Y)  0, d(y,Y)d(y,yn)  d(yn,Y)  munosabatlarni 
hisobga olib, d(y,Y)

n
lim (d(y,yn) d(yn,Y)) 0 tenglikni hosil qilamiz. Y yopiq 

bolganligi uchun YY   ekanligi kelib chiqadi. Buhdan esa Y  ning barcha urinish 
nuqtalar to‘plami o‘ziga tegishli bo‘ladi, ya’ni d(y,Y)  0 dan Yy  kelib 
chiqadi.  

 
Yetarliligi. Y dagi nuqtalardan iborat ixtiyoriy yaqinlashuvchi ketma- 

ketlikning limiti Y ga tegishli bo‘lsin, u holda limit nuqta urinish nuqta bo‘ladi. 

x 

y 

z 
)(7 xB )(3 yB

28-rasm 



 151 

Y ning barcha urinish nuqtalaridan iborat to‘plam uning yopilmasi bo‘ladi. 
Demak, YY  , Y- yopiq. 

21. A  to‘plamning yopiqligini isbotlash uchun AX \  to‘plamning ochiq 
ekanligini ko‘rsatamiz, AXx \  nuqta qaraylik. Demak, Ax  shuning uchun 
x  ning shunday )(xU  atrofi topiladiki, bu atrofda A  ga tegishli nuqtalar yo‘q, 

AxU )( . Shuning uchun  AXxUx \)(  , ya’ni x  nuqta AX \  
to‘plamning ichki nuqtasidir. Demak, AX \  to‘plam ochiq, bundan A  
to‘plamning yopiqligi kelib chiqadi. 

23. Masala shartiga ko‘ra )()( 37 yBxB  o‘rinli (28-rasm). Endi, 
)()( 73 xByB   ekanini isbotlaymiz. 

.733),(),(),(),(3  yxdzydzxdyBz  Bundan )(7 xBz  ekani kelib 
chiqadi. Demak, )()( 73 xByB  . 

24.  yxxx nn  , , u holda uchburchak tengsizligiga ko‘ra, 
0 ),(),(),( yxdxxdyxd nn   ammo bu tengsizlikning o‘ng tomoni n    da 0 

ga intiladi. Demak, yxyxd  0),( . 25. 1) R . 2) R . 3) ]1,1[ . 4) 





2
,

2
 . 5) 

],0[  . 6) 1S . 7) ),0[  . 8) ),0[  . 9) R . 10) ),0[  . 11) ),1[  .  
12) ]}1,1[|),0{(  yyAA  (29-rasm).  
26. Ma’lumki, 1R  da yopiq shar yopiq kesmadan iborat bo‘ladi. Bizga 

...],[...],[],[ 2211  nn bababa  yopiq kesmalar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin, 
bunda  nab nn ,0 . Endi ,...,...,, 21 naaa  va ,...,...,, 21 nbbb  sonli ketma-ketlik 
qaraymiz. 121 ...... baaa n  , 121 ...... abbb n   munosabatlardan, 
matematik analilizdagi teoremaga ko‘ra, }{ na  va }{ nb  ketma-ketliklar 
yaqinlashuvchi va }{ na  ketma-ketlikning ixtiyoriy hadi }{ nb  ketma-ketlikning 
ixtiyoriy hadidan oshmaydi. Faraz qilaylik, 0}{ aan   va 0}{ bbn   bo‘lsin. Agar 

00 ba   bo‘lsa,    }{, 0
1

xba
i

ii 



 , aks holda    00

1
,, baba

i
ii 




 . 

27. Zarurligi. 1R  da 1RA   ochiq to‘plam olaylik. Ax  nuqta ichki 
ekanligidan shunday 0  son topiladiki, Axx  ),(   munosabat bajariladi. 

xU  deb x  ni o‘z ichiga olgan eng katta ochiq intervalni belgilaylik. Ravshanki, 
yx   nuqtalarni o‘z ichiga olgan eng katta ochiq intervallar kesishmaydi yoki 

ustma-ust tushadi. Endi A  to‘plamdagi ratsional koordinatali nuqtalar uchun eng 
katta ochiq internallarni qaraymiz. Bu intervallar ko‘pi bilan sanoqli sonda 
bo‘ladi. Isbotlanganiga ko‘ra bu intervallar ichida kesishadiganlari yo‘q, aks 
holda ular ustma-ust tushar edi. Demak, A-sanoqli sondagi o‘zaro 
kesishmaydigan ochiq intervallar birlashmasidan iborat.  

Yetarliligi:  sanoqli sondagi ochiq to‘plamlarning birlashmasi ochiq 
ekanligidan kelib chiqadi.  
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28. 1) }0|),{( 22  yxyx ; 2) 2R .  29.  dX ,  metrik fazodan markazi x0 

 
nuqtada radiusi Nn

n
,1   bo‘lgan ochiq sharlar ketma- ketligini olaylik.  

 













1
00101 )(,)(

i nn

xxBxB  - 

nuqta yopiq to‘plam. 
30. (X,d) metrik fazoda markazi x0 nuqtada radiusi n (nN) ga teng 

 )( 0
* xBn  yopiq sharlar sistemesini olaylik. Ravshanki, XxB

i
n 






1
0

* )(  ochiq. 

 31. },...,,{ 21 naaaA   ixtiyoriy chekli to‘plam bo‘lsin. ),( dA  metrik fazoni 
qaraylik, Aaa ji  ,  )( ji   nuqtalar uchun )}({min0,0),( jijiji aadraad


  deb 

olsak, }{)( iir aaB   bo‘ladi. Ixtiyoriy AB   to‘plam 
k

i
iaB

1

}{


  ko‘rinishda 

bo‘ladi yoki 
k

i
ir aBB

1

)(


 , demak, ixtiyoriy B  to‘plam chekli sondagi ochiq 

to‘plamlarning birlashmasidan iborat. Bundan B  to‘plamning ochiq, ikkinchi 
tomondan, nuqta yopiq to‘plam ekanligidan, B  to‘plamning yopiq ekanligi kelib 
chiqadi. Bu esa, A  to‘plamda d  metrika bilan aniqlangan topologiya diskret 
metrika yordamida aniqlangan topologiya bilan bir xilligini ko‘rsatadi. 
 32. ),( dX  diskret metrik fazo bo‘lsin. )(dr  deb diskret metrika bilan 
aniqlangan topologiyani belgilaymiz. Ixtiyoriy XA  to‘plam olaylik. Diskret 
fazoda ixtiyoriy to‘plam ochiq bo‘ladi, demak, )(drA . Endi AX \  to‘plamni 

29-rasm 
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qaraylik.   XAX \  ekanligidan AX \  to‘plam ochiq. Bundan A  to‘plamning 
yopiqligi kelib chiqadi.  

33. Aylanani uzunliklari 
k

r2  ga teng k  ta yoylarga ajratib, aylanadagi har 

qanday 1k  ta nuqtalardan hech bo‘lmaganda bitta yoyda bittadan ortiq nuqta 
joylashishidan (Dirixlening qutilar prinsipi), hamda  n  burchakni 2  bilan 
ratsional bog‘liq emasligidan foydalaning. 

34. Avvalo ikkita chegaralangan to‘plamning birlashmasi 
chegaralanganligini isbotlaymiz. 1A  va 2A  to‘plamlar mos ravishda  11

xBr   va 
 22
xBr  sharlarning ichida joylashgan bo‘lsin. ),( 2121 xxdrrr   deb olsak, 

)( 111 xBAA r  munosabat o‘rinli bo‘ladi. Haqiqatan,  22
xBz r  nuqta olamiz.  

rxxdrxxdxzdxzd  ),(),(),(),( 1221221 . 
Demak, )()( 122

xBxB rr  . )()( 111
xBxB rr   munosabatning o‘rinliligi 

ravshan. Bundan  )( 111 xBAA r ekani kelib chiqadi.  
 Umumiy holda  

ji
ji

i
i xxdrr

,
),( deb olish yetarli.  

 Chegaralangan to‘plam sifatida )(xBn  sharlar olinsa, XxB
n

n 





1

)(  

munosabat o‘rinli bo‘ladi. X esa chegaralanmagan. 

 35. 34-masaladan foydalaning.  36. ( ), 1dQ  dan 






  n

n
)11(  fundamental 

ketma-ketlik olamiz. Ravshanki,  Qe
n

n

n



)11(lim . Bundan ratsional sonlar 

to‘plamida yaqinlashuvchi bo‘lmagan fundamental ketma-ketlik mavjudligi 
kelib chiqadi. Demak,  1, dQ  to‘la bo‘lmagan metrik fazo ekan. 37.    ),( 31:0 dC  
fazoda  nx - fundamental ketma-ketlik bo‘lsin, ya’ni 0),(3 mn xxd , 0, mn . 

 1:0C  fazodagi yaqinlashish, funksiyalarning tekis yaqinlashishiga ekvivalent 
bo`ladi.  
 Har bir berilgan  1;0t  nuqtada ushbu   txn  sonli ketma-ketlik Koshi 
shartini qanoatlantirgani uchun bu ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo`ladi. Uning 
limitini 0x )(t  deb belgilaymiz.   txn  ketma-ketlik x 0  t  funksiyaga tekis 
yaqinlashuvchi bo`lgani uchun x 0  t  funksiya uzluksiz bo`ladi. Natijada, 
d 3  0, xxn 0 ga intiladi, x 0  t  ]1;0[C . Demak,   31;0 , dC  fazo to`la metrik fazodir.

 38. Zarurligi. ),( dX  metrik fazo to‘la bo‘lib, unda ichma-ich joylashgan radiusi 
0 ga intiluvchi )...(),( 21 21

xBxB rr  yopiq sharlar ketma-ketligining kesishmasi bo‘sh 
bo‘lsin deb faraz qilaylik. Sharlarning markazlaridan tuzilgan }{ nx  ketma-ketlik 
fundamental bo‘ladi, chunki nnmn rmnrxxd ),(),(   esa n  da 0 ga intiladi. 
Fazo to‘la bo‘lgani uchun }{ nx  ketma-ketlik biror 0x  nuqtaga intiladi. }{ nx  
ketma-ketlikning har bir hadi mos sharlarning markazlari bo‘lgani uchun 0x  
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nuqta barcha sharlarga tegishli. Demak, bu sharlarning kesishmasi bo‘sh emas. 
Bu ziddiyat masalaning zaruriylik shartini isbotlaydi. 
 Yetarliligi. Bizga }{ nx  fundamental ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. 

Shunday 1n  topiladiki, barcha 1nn   lar uchun 
2
1),(

1
nn xxd  bo‘ladi. 

1nx  nuqtani 

markaz qilib radiusi birga teng yopiq shar olib uni 1B  deb belgilaymiz. So‘ngra 

shunday 2n  )( 12 nn   topiladiki, barcha 2nn   lar uchun 22
1),(

2
nn xxd  bo‘ladi. 

2nx  

nuqtani markaz qilib radiusi 
2
1  ga teng yopiq shar olib uni 2B  deb belgilaymiz 

va h.k. bu jarayonni davom ettirib, ichma-ich joylashgan  { kB } yopiq sharlar 

ketma-ketligini hosil qildik.  kB  sharning radiusi 12
1
k  ga teng. Teorema shartiga 

ko‘ra bu yopiq sharlar ketma-ketligining  umumiy nuqtasi mavjud. Bu nuqtani x  
bilan belgilaymiz. Ravshanki, hosil qilingan }{

knx  qismiy ketma-ketlikning limiti 
x  bo‘ladi. Agar fundamental ketma-ketlik qismiy ketma-ketligining limiti x  
bo‘lsa, bu ketma-ketlikning o‘zi ham x  ga intiladi. Shunday qilib xxnn




lim . 

Demak,  ),( dX  metrik fazo to‘la ekanligi isbotlandi. 

39. 














yxagar

yxagar
yxyxdNX

,0

,11),(, .  

),( dX  metrik fazoda )(* nB
nr

 (bunda 
n

rn 2
11 ) yopiq sharlarni  

}...1,...,3,2,1{\)(},...,2,1{\)3(},1{\)2(,)1( ****

321
 nXnBXBXBXB

nrrrr  
qarasak, haqiqatan ham,  

...)(....)3()2()1( ****

321
 nBBBB

nrrrr  
munosabat o‘rinli  va ularning kesishmasi bo‘sh bo‘ladi.  

 
2 § 

 
1. }.,{ baX   }}{},{,,{}},{,,{}},{,,{},,{ 4321 abXbXaXX    
2. Top’lamlar birlashmasi va kesishmasining xossalaridan foydalaning.  
3. 2) )( BAx   nuqta olamiz. Chegaraviy nuqtaning ta’rifiga ko‘ra, 

xU  atrof uchun 
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Bx
BXU

BU

Ax
AXU

AU

BXAXU
BUAU

BAXU
BAU

x

x

x

x

x

xx

x

x

































)\(
)2

,
)\(

)1

)\()\(
)()(

\
)(












   

BABA  )(  o‘rinli emas. Masalan: 
  }3,2,1,0{},3,0{),3;0(),3;1(),2;0(,  BABABABARX  . 

Ikkala holda ham BAx  kelib chiqadi. Demak, BABA  )( . 

4) Ax   ta’rifga ko‘ra 










)\( AXU
AU

x

x


  shu masalaning 1) qismidan 

foydalanamiz:  
Ax

AXAXU
AU

AAXU
AAU

x

x

x

x 















)\()\())(\( 



 . 

AA   munosabat bajarilmasligiga misol: 
}2,1,0{},2;0{],2;0[),2;1()1;0(,  AAAARX  . 

6) )(int Ax   nuqta olamiz. Quyidagi munosabat o‘rinli: 

Ax
AXU

AU
AXU

AU

x

x

x

x 















)\())(int\(
)(int





 . Bundan 

AA  )(int . AA  )(int  o‘rinli emasligiga misol: 
    }1,0{int},2,1,0{,2)1;0(,  AAARX   

8) Ma'lumki, BA   munosabat ABBA  ,  munosabatlarga teng 
kuchlidir. Demak, AAA  int  va AAA  int  munosabatlarni isbotlashimiz 
kerak. 
 Agar Ax  bo‘lsa, x  ning ixtiyoriy atrofida A  to‘plamga tegishli nuqtalar 
mavjud. Agar x  ning ixtiyoriy atrofida AX \  ga tegishli nuqtalar ham bo‘lsa, 
unda Ax  . Lekin x  ning birorta U  atrofida AX \  ga tegishli nuqtalar bo‘lmasa, 
unda AUx   va demak Ax int .  Bundan  AAA  int  ekanligi kelib chiqadi. 
Endi AAx  int  bo‘lsin. Demak, Ax int  yoki Ax   munosabat bajariladi. 
Ikkala holda ham x  ning ixtiyoriy atrofida A  to‘plamga tegishli nuqtalar mavjud 
va demak Ax . Bundan AAA  int  ni hosil qilamiz. 

4. A  to‘plamning x  urinish nuqtasi uchun 0),( Axd  va 
AxBr )(  0r  munosabatlarning ekvivalent ekanligini isbotlash kerak. 

5. Har doim AA  bo‘lganligi uchun AA   munosabatni isbotlash 
yetarli.  Buning uchun A to‘plamga tegishli ixtiyoriy x  nuqtani olaylik. Agar 

AXx \  bo‘lsa, AX \  ochiq to‘plam ekanligi va x  nuqta urinish nuqtasi 
ekanligidan   AAX \  munosabat kelib chiqadi. Bu qarama-qarshilik Ax  
ekanligini ko‘rsatadi. 

6. A  ning  yopiq to‘plam ekanligini isbotlash uchun AX \  to‘plamning  
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ochiq to‘plam ekanligini isbotlaymiz. Buning uchun AX \  to‘plamga tegishli 
ixtiyoriy x  nuqtani qaraylik. x  nuqta A  to‘plamga tegishli emas va shuning 
uchun uning shunday U  atrofi mavjudki, bu atorofda A to‘plamga tegishli 
nuqtalar yo‘q, ya’ni AU  . Shuning uchun AXUx \ , ya’ni x  nuqta AX \  
to‘plamning ichki nuqtasidir. Demak, AX \  ochiq to‘plam.  

7. BAx   nuqta olamiz. Ta’rifga ko‘ra   )()( 1
1

1

1
AfXAf

X


   ikkala 

holda ham BAx  . Demak,  BABA   . BAx   bo‘lsin unda Ax  yoki 
Bx  bo‘ladi. Ax  o‘rinli bo‘lsa   BAxBAUAU xx   . Bx  

bo‘lgan holda ham xuddi shunday ko‘rsatiladi. Shunday qilib, BABA    
o‘rinli. 

8. 6-masaladan bevosita kelib chiqadi. 
9. 1) X  bo‘lganligi va YYX   bo‘lganligi uchun Y Y . 

2)   bo‘lganligi va  Y  bo‘lganligi uchun  Y . 
3) YHH 21,  bo‘lsa, YGG 21,  to‘plamlar mavjud bo‘lib, 

  YGGYGYGYHH  212121 )()(  . 
4) Y   oilaga tegishli }{ H  to‘plamlar oilasi berilgan bo‘lsa,    ga 
tegishli }{ G  to‘plamlar mavjud bo‘lib, 

YGYGYH 








    )()(  bo‘ladi. 

10. Bizga Xx   va uning U  atrofi berilgan bo‘lsin. 1Y  to‘plam X  ning 
hamma yerida  zich ekanligidan 1YU  , ya’ni 1YUy   nuqta mavjudligi 
kelib chiqadi. 1YU   ochiq ekanidan hamda 2Y  to‘plam X  ning hamma yerida  
zichligidan 21 YYU  , ya’ni YU   munosabatni hosil qilamiz. Bu esa 

21 YYY   to‘plam X  ning hamma yerida zich ekanligini bildiradi.  
11. a) ]1,0[X ,  AXA \:{ chekli yoki }A . Bu topologik fazoda 

sanoqlilikning birinchi aksiomasi bajarilmaydi. 
 b) ]1,0[X  to‘plamni diskret topologiya bilan olsak sanoqlilikning 

ikkinchi aksiomasi o‘rinli emas. 
 14.  Sanoqlilikning ikkinchi aksiomasi o‘rinli bo‘lganli uchun X 

topologik fazoda sanoqli baza mavjud. X  topologik fazoda ixtiyoriy x  nuqta 
olamiz va bu bazaning x  nuqtani o‘z ichiga olgan to‘plamlarini qaraymiz. Bu 
to‘plamlar sanoqlidan ko‘p bo‘lmaydi. Ular x  nuqta bazasinig topologiyasini 
hosil qiladi.  

16. }{   va }{   oilalar berilgan bo‘lsin. Bu oilalarning kesishmasini }{   
deb belgilaylik. }{   topologiya ekanligini ko‘rsatamiz. 1)  ; 2) X   
bajarilishi ravshan. 3)  11 , AA  to‘plamlarning kesishmasi ham   oilaga 
tegishli chunki 11 AA  , 11 AA  ; 4)    A   bo‘lsin. 





    AA ,  

lardan 


  A   kelib chiqadi. 
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17.  1)  AXx \  nuqta olaylik. Ta’rifga ko‘ra )\( AXU x  . Bundan 
Ax int  ekanligi kelib chiqadi. Agar Ax int  bo‘lsa,  shunday xV  atrof 

topiladiki, AVx   bajariladi. Natijada   AXVx \  tenglik kelib chiqadi. Bu 
esa x  nuqtaning olinishiga zid. x  nuqtaning ixtiyoriyligidan  AXAX int\\   
munosabatni hosil qilamiz. Endi  AXx int\ . Bundan Ax int , ya’ni x  
nuqtaning A  da to‘liq joylashadigan atrofi mavjud emas. Demak, 

)\( AXU x   munosabat o‘rinli. x  nuqtaning ixtiyoriyligidan   AXAX \int\   
kelib chiqadi. 

18. 1) BABA    munоsаbаt bаjаrilmаsligigа misоl: 
 BABARX ),2;1(),1;0(, , }.1{BA   

2) BABA \\   munоsаbаt bаjаrilmаsligigа misоl: 
).1;0[\],1;0[\),2;1(),1;0(,  BABABARX  

21. Teskarisini faraz qilaylik. A to‘plamni o‘z ichia olgan eng kichik 
yopiq to‘plam AB   bo‘lsin deb faraz qilaylik, ya’ni AB  . B  yopiqligidan 

BBA   munosabat o‘rinli. Bundan esa BBA   ekani kelib chiqadi. Bu 
ziddiyat farazning noto‘griligini, tasdiqning to‘g‘riligini isbotlaydi. 

22. Teskarisini faraz qilamiz A to‘plamning ochiq qism to‘plamlari ichida 
Aint  ni o‘z ichiga oluvchi ochiq B  to‘plam mavjud bo‘lsin. ABA int  B ga 

tegishli, lekin Aint  ga tegishli bo‘lmagan x  nuqta mavjud bo‘lsin deb faraz 
qilaylik. U holda shunday xU  atrof mavjudki, BABU x (  to‘plamning 
ochiqligidan). Demak,  x  nuqta A to‘plamning ichki nuqtasi, ya’ni Ax int . Bu 
esa ziddiyat. 

23. Bu masala matematik analiz kursidagi har qanday uzluksiz funksiyani 
ratsional koeffisientli ko‘phad bilan approksimatsiya qilish mumkin degan 
teoremadan kelib chiqadi. 
 24. Zaruriyligi. X  topologik fazoning Y  qism fazosi diskret bo‘lsin deb 
faraz qilaylik. Yy  dan Yy   ekani kelib chiqadi. Y  qism fazo ekanligidan 

U  topiladiki, }{yYU    munosabat o‘rinli bo‘ladi. Bundan }{y  ajralgan 
nuqta ekanligi kelib chiqadi. y  ning ixtiyoriyligidan Y  qism fazoning barcha 
nuqtalari ajralgan ekanligini hosil qilamiz.  
 Yetarliligi.  Y  qism fazoning barcha nuqtalari ajralgan bo‘lsin. Ta’rifga 
ko‘ra U  mavjudki, }{yYU  , bundan keltirilgan topologiya ta’rifiga ko‘ra 
y  nuqta Y  da ochiqligi kelib chiqadi. Demak, Y  diskret fazo ekan.  

25. Faraz qilaylik }{ nU   X  topologik fazoning sanoqli bazasi bo‘lsin. Har 
bir bazaning elementidan bittadan na  nuqta olamiz. }{ naA   sanoqli to‘plam X  
ning hamma yerida zich. Demak, X topologik fazo separabel.  

26. Zaruriyligi 25-masaladan kelib chiqadi. 
Yetarliligi. ),( dX  metrik fazo separabel bo‘lsin. Bundagi hamma 

yerdazich to‘plamni }{ naA   deb belgilaylik. )}({ 1 n
m

aB   ochiq sharlar sistemasi 
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X  metrik fazoning bazasi bo‘ladi. Bunda n  va m  bog‘liqsiz holda barcha 
natural sonlarni qabul qiladi. Demak, ),( dX  da sanoqlilikning ikkinchi 
aksiomasi bajarilar ekan. 

27. }{ U  X  topologik fazoning qoplamasi va }{ nUB   uning sanoqli 
bazasi bo‘lsin. }{ nU  to‘plamlar ichidan }{ U  to‘plamlarda yotadiganlarini ajratib 
olamiz. Agar biror 

0nU  bir nechta }{ U  larda yotsa ular ichidan ixtiyoriy bittasini 
tanlab olamiz va )(

k
U  deb belgilaymiz. }{ nU  sanoqli bo‘lgani uchun ajratib 

olgan }{
knU  to‘plamlar ham sanoqlidan ko‘p emas. Endi }{

knU  to‘plamlar X  ni 
qoplashini ko‘rsatamiz. Buning uchun Xx  nuqta olamiz. U holda Ux   
shartni qanoatlantiruvchi U  topish mumkin. }{ nUB   baza bo‘lganligi uchun 
shunday nU  topish mumkinki,  UUx n   munosabat bajariladi. x  nuqtaning 
ixtiyoriyligidan, hamda    

kk nn UUUU  ,  munosabatlardan )(
k

U  X  ning 
qoplashi kelib chiqadi.    

28.  BAx  

















Bx
Ax

Bx
AAx int,   








BU
AUuchunU

x

xx


  

BAxBAU x   . Demak, A  uchun BABA    munosabat 
o‘rinli ekan. A  ochiq bo‘lmaganda bu munosabat o‘rinli bo‘lmasligi mumkin. 
Haqiqatan, 1RX  , )2,1(],1,0[  BA deb faraz qilsak, }1{BA , BA . 

29. AAA int\  munosabatdan foydalanib isbotlash mumkin.  
30. Zarurligi. A -ochiq deb faraz qilsak, AA int munosabat o‘rinli 

bo‘ladi. 3- masalaning 8) qismiga ko‘ra  AAA \  kelib chiqadi.  
Yetarliligi. AAA \  o‘rinli bo‘lsin. 3- masala 8) qismiga ko‘ra 

AAA int\  bu ikkala munosabatlarni solishtirib AA int  munosabatni hosil 
qilamiz. Demak, A – ochiq to‘plam. 

31. 30- masalaga qarang. 
32. ),( dX  metrik fazo separabel bo‘lishi uchun unda sanoqli baza mavjud 

bo‘lishi zarur va yetarliligidan foydalaning. 
33. Keltirilgan topologiya xossasidan foydalaning. 
 

3 § 
 
1. Funksiya uzluksizligining ta’rifiga ko‘ra 0  olinganda ham shunday 
  0   son topilsaki, ),( 0xxd  tengsizlikni qanoatlantiruvchi Xx  lar 

uchun  )()( 0xfxf  munosabat o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatishimiz kerak.  
  ),(),(),()()( 000 xxdAxdAxdxfxf . Demak,    deb olsak, 

 )()( 0xfxf  munosabat o‘rinli bo‘lar ekan. 
 2. Zarurligi. f  uzluksiz akslantirish, YG   ochiq to‘plam bo‘lsin. )(1 Gf   
ochiq ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. Agar )(1 Gfx  bo‘lsa, Gxf )(  bo‘ladi. 
f  akslantirish uzluksiz bo‘lganligi uchun x  ning shunday U  atrofi mavjudki 
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)(1 GfU   bo‘ladi. Bundan esa Ux )(1 Gf   kelib chiqadi. Demak,  )(1 Gf   
ochiq to‘plamdir.  
 Yetarliligi.  Endi ixtiyoriy YG   ochiq to‘plam uchun )(1 Gf   ochiq 
to‘plam, Xx  bo‘lsin. )(xfy   nuqtaning ixtiyoriy atrofi V  ni qarasak, u ochiq 
bo‘lgani uchun )(1 VfU   ochiq to‘plam bo‘ladi. Undan tashqari,  Vfx 1  va 

 VfU 1 . Demak, f  akslantirish x  nuqtada uzluksizdir. Bu yerda x  ixtiyoriy 
nuqta bo‘lgani uchun  f  akslantirish uzluksiz bo‘ladi. 

3. )(\)\( 11 UfXUXf    formuladan va 2-masaladan foydalaning. 
4. 2-masaladan bevosita foydalanib isbotlanadi. 
5. Teskarisini faraz qilish yo‘li bilan, ya’ni YXf :  uzluksiz, biyеktiv 

аkslаntirish bеrilgаn bo‘lib X  dа аjrаlgаn nuqtа mаvjud bo‘lmasin,  Y  dа 
аjrаlgаn nuqtа mаvjud deb oling va 2- masaladan foydalaning.  

6. Uzluksiz    1;01;0: f  аkslаntirish birorta ham qo‘zg‘аlmаs nuqtаga 
ega emas deb faraz qilaylik. Yordamchi xxfxF  )()(  funksiya kiritamiz. 
Farazga ko‘ra uzluksiz )(xF  funksiya uchun 0)1(,0)0(  FF  munosabatlar 
o‘rinli. Bundan ]1;0[0 x  mavjudki, 0)( 0 xF . U holda 00)( xxf   qo‘zg‘almas 
nuqta mavjudligi kelib chiqadi. Bu esa farazga zid.  

7. )2;0(}2sin,{sin)(  ttttf  (30-rasm). 

 
10. Y  topologik fazoning bazasi }{ Y  bo‘lsin. Shartga ko‘ra  XYf  )(1   

ochiq. Ixtiyoriy YU   to‘plam olamiz. Ma’lumki, 
YUU   o‘rinli. U  

30-rasm 



 160 

to‘plamning proobrazini ko‘raylik: 
XUYfUYUfUf   )()()( 111  ochiq. 

Demak, f  akslantirish uzluksiz.   
11. ),( yxd  akslantirishning XX  fazoda uzluksiz ekаnligi isbоtlash 

uchun, 0  son olganimizda ham, shunday 0  son topilishi kerakki, 
  ),(,),( 00 yydxxd  munosabat o‘rinli bo‘ladigan barcha 

XXyyxx ),(),,( 00  nuqtalar uchun  ),(),( 00 yxdyxd  o‘rinli ekanini 

ko‘rsatish zarur. Haqiqatan, agar 
2
   deb olsak, quyidagilar o‘rinli: 

.2),(),(

),(),(),(),(),(),(),(),(

000

0000000

 



yxdyxd

yxdyxdyxdyxdyxdyxdyxdyxd
 

17. Zaruriyligi. Bizga YXf :  uzluksiz akslantirish berilgan bo‘lsin. 

1X
f  uzluksiz akslantirish ekanligini ko‘rsatamiz. Ma’lumki, 

1X
f  

akslantirishning proobrazi (asli)   )()( 1
1

1

1
AfXAf

X


   formula yordamida 
topiladi. Shuning uchun A  yopiq to‘plam bo‘lsa, )(1 Af   va )(1

1 AfX   
to‘plamlar ham yopiq bo‘ladi. Xuddi shunga o‘xshash 

2X
f  akslantirishning ham 

uzluksizligi ko‘rsatiladi.  
Yetarlilgi.  Endi 

1X
f , 

2X
f  akslantirishlar uzluksiz bo‘lsin deb faraz qilib, 

YXf :  akslantirishning uzluksizligini ko‘rsatamiz. YAA   munosabat 
o‘rinli bo‘lsin. U holda  

)()()()(
))(())(()()()()(

11

2
1

1
1

21
111

21
AfAf

XAfXAfXXAfXAfAf

XX











tengliklar bajariladi. )()( 1

1
Af

X
  1X  da yopiqligi hamda 11 XX   munosabatdan 

)()( 1

1
Af

X
  ning X  da yopiqligi kelib chiqadi. Xuddi shunga o‘xshash )()( 1

2
Af

X
  

ning X  da yopiqligini isbotlash mumkin. Natijada, )(1 Af   X  da yopiqligini 
hosil qildik.  

 23. [c,d] ning [a,b] ga gomeomorfligi isbotlaymiz. ],[],[: badcf   

akslantirish quramiz.  Bu akslantirish acx
cd
abxf 




 )()()(  chiziqli akslantirish 

orqali ifodalanadi. Chiziqli funksiya uzluksiz va monoton. Bundan 1f  

mavjudligi kelib chiqadi. cax
ab
cdxf 




 )()(1  funksiya ham chiziqli, shuning 

uchun uzluksiz. Demak, f -gomeomorfizm. 
28. 4- masaladan foydalaning. 29. mn RRf :  akslantirish uzluksiz 

bo‘lishi uchun uning har bir komponentasi uzlusiz bo‘lishidan foydalaniladi. 35. 
2n  hol. Quyidagicha 22: RDf   akslantirish quramiz: 
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2222
,),(

yxR
y

yxR
xyxf . f  akslantirishning gomeomorfizm 

ekanligini tekshiraylik. Bu akslantirishning uzluksizligi  

2222
),(,),(

yxR
yyxv

yxR
xyxu





  funksiyalarning uzluksizligidan 

kelib chiqadi. Endi unga teskari akslantirish mavjud va uzluksizligini 
ko‘rsataymiz. Teskari 22: DRf   akslantirishni  
















2222

1

1
,

1
),(

yx
Ry

yx
Rxyxf  

formula bilan aniqlaymiz. Bu akslantirishning 

2222 1
),(,

1
),(

yx
Ryyx

yx
Rxyx





 

 
uzluksizligi funksiyalarning 

uzluksizligidan kelib chiqadi. Endi ),(1 yxf   akslantirishning haqiqatan ham f  
ga teskari ekanligini ko‘rsataylik. Buning uchun ),()),(),,(( yxyxyxf   
tenglikni isbotlaymiz:   

),(

1

1,

1

1

),(),(
),(,

),(),(
),()),(),,((

22

22

22

22

22

22

2222

yx

yx
yxRR

yx
Ry

yx
yxRR

yx
Rx

yxyxR
yx

yxyxR
yxyxyxf
























































Demak, f  akslantirish gomeomorfizmdir. 
Umumiy hol. nR  da koordinata boshini nD  sharning markaziga joylashtirib, 

dekart koordinatalar sistemasini kiritamiz. So‘ngra nn RDf :  akslantirishni 












xR
x

xR
x

xR
xxxxf n

n ,...,,),...,( 21
21  formula bilan aniqlaymiz (bu yerda 

222
1 ...|| nn xxxx  , R -sharning radiusi). Teskari akslantirish 












x
Rx

x
Rx

x
Rxxxxf n

n 1
,...,

1
,

1
),...,( 21

21
1  formula yordamida aniqlanadi. Ikkala 

1, ff  akslantirishlar uzluksiz bo‘lgani uchun f  gomeomorfizmdir. 

54. 1) 0)( xf ; 2)  













1,1

1;0,0
0,

)(
xagarx
xagar
xagarx

xf ;  
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3)  













1,1

1;1,0
1,1

)(
xagarx
xagar
xagarx

xf ; 4) 








0,0
0,

)(
xagar
xagarx

xf  

4 § 
 

1. Tekislikdagi ushbu 

   ]1,0[|),0(]1,0[|)0,(],1,0[|),1( 






  yyxxNnyy

n
A   

to‘plamda keltirilgan topologiya kiritsak, lоkаl bоg‘lаnishli bo‘lmаgаn, 
bоg‘lаnishli tоpоlоgik fаzоgа misоl bo‘ladi.  

2. Bizga YX ,  topologik fazolar YXf :  uzluksiz akslantirish, XA   
bog‘lanishli to‘plam berilgan bo‘lib, )(Af  bog‘lanishsiz to‘plam bo‘lsin deb 
faraz qilaylik. U holda, bo‘sh bo‘lmagan ochiq 1G  va 2G  to‘plamlar mavjud 
bo‘lib,  ))(())((),)(())(()( 2121 GAfGAfGAfGAfAf   va 

 21 )(,)( GAfGAf   munosabatlar bajariladi. f  akslantirish uzluksiz 
bo‘lganligi uchun )( 1

1
1 GfA   va )( 2

1
2 GfA   to‘plamlar X  ning ochiq qism 

to‘plamlari bo‘ladi.  21 )(,)( GAfGAf   munosabatlardan AA 1  va 
AA 2  kelib chiqadi. Bundan tashqari, )()( 21 AAAAA   munosabat ham 

o‘rinlidir. Demak, A -bog‘lanishsiz. Bu ziddiyatdan )(Af  ning bog‘lanishliligi 
kelib chiqadi. 

4. Teskarisini faraz qilaylik, X  topologik fazo, o‘zaro kesishmaydigan 
ochiq  va bo‘sh bo‘lmagan BA,  to‘plamlar birlashmasidan iborat bo‘lsin, ya’ni 

 BABAX  , . U holda BbAa  ,  nuqtalar mavjud bo‘ladi. Ikkinchi 
tomondan    BCACC ababab  . Bundan    bACa ab ,  BCab  . Demak, 
 ACab   va  BCab    to‘plamlar bo‘sh emas,  o‘zaro kesishmaydi va abC  da 
ochiq. Bu ziddiyatdan X ning bog‘lanishli topologik fazo ekanligi kelib chiqadi.  

5. ])1;0([f  2-masalaga ko‘ra bog‘lanishli bo‘lib, yx,  nuqtalarni o‘z ichiga  
oladi. 4-masalaga ko‘ra  X  bog‘lanishli topologik fazodir. 

6.  Bog‘lanishli bo‘ladi. 
7.  Bog‘lanishli emas, chunki xy   to‘g‘ri chiziq tekislikni ikkiga 

ajratadi, lekin faqat bitta koordinatasi ratsional nuqtalar to‘plamining birorta 
ham elementi bu to‘g‘ri chiziqqa tegishli emas. 

8.  Bog‘lanishli emas, chunki 222  yx  aylana tekislikni ikkiga 
ajratadi, lekin ikkala  koordinatasi ratsional nuqtalar to‘plamining birorta ham 
elementi bu aylanaga tergishli emas. 

9. Bog‘lanishli emas, chunki 222  yx  aylana tekislikni ikkiga 
ajratadi, umumiy mаrkаzgа egа rаtsiоnаl rаdiusli аylаnаlаr to‘plаmi yuqorida 
ajratilgan ikkala to‘plamda ham joylashadi. 

11. To‘g‘ri chiziqdа  
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 1) Z  (bаrchа butun sоnlаr to‘plаmi) lоkаl bоg‘lаnishli to‘plаm. 
Haqiqatan ham, Z  da ixtiyoriy nuqta ochiq to‘plam, chunki bu to‘plamning 
barcha nuqtalari o‘zining etarlicha kichik radiusli atrofidan iborat bo‘ladi. 

 2) 






 ;...1;...;

3
1;

2
1;

1
1;0

n
X  lоkаl bоg‘lаnishli to‘plаm emas, chunki bu 

to‘plamda 0  ning yetarlicha kichik ),(   atrofini qarasak, 00  n  
mavjudki 0nn  lar uchun barcha ),( nx  munosabat bajariladi. Endi 
shunday  1  irratsional son topiladiki bu ),( 11   atrof uchun 

 











knnn
XX 1,...,

1
1,1),(),( 11    munosabat o‘rinli bo‘ladi. 

 3)  ba;  lоkаl bоg‘lаnishli to‘plаm. 
4) Q (bаrchа rаtsiоnаl sоnlаr to‘plаmi) lоkаl bоg‘lаnishli to‘plаm emas. 

Haqiqatan ham, Qq  nuqta olaylik, bu nuqtaning ixtiyoriy  
   qqQU q ,  atrofini       qqQU q ,,   ko‘rinishda 

yozish mumkin (bu erda  -irratsional son). 
  16.  X  topologik fazo sifatida )1sin(

x
y   funksiya grafigi va 

}11,0:),{(  yxyx  to‘plamning birlashmasini olish mumkin.  
19. Teskarisini faraz qilish usuli, ya’ni topologik fazolarning biri 1X  

bog‘lanishsiz bo‘lib, ularning to‘g‘ri ko‘paytmasi nXXX  ...21  bog‘lanishli 
bo‘lsin deb faraz qilaylik. U holda 1X  o‘zaro kesishmaydigan ochiq  va bo‘sh 
bo‘lmagan BA,  to‘plamlar birlashmasidan iborat bo‘ladi, ya’ni 

 BABAX  ,1 . Yuqoridagi munosabatdan  
   nn XXBAXXX ...... 221     nn XXBXXA  ...... 22   

Demak, nXXX  ...21   fazo o‘zaro kesishmaydigan ochiq  va bo‘sh bo‘lmagan 
nXXA  ...2  va nXXB  ...2  to‘plamlarning birlashmasi ko‘rinishida yozildi. 

Bu esa ziddiyat.  
 23. X  tоpоlоgik fаzо bo‘lsin. Аgаr x  vа y  nuqtаlаrni o‘z  ichigа оlаdigаn 
bоg‘lаnishli XA  to‘plаm mаvjud bo‘lsа, yx ~  dеymiz. Bu munоsаbаt 
ekvivаlеntlik munоsаbаti ekаni isbоtlаnsin.  

Ravshanki, masalada kiritiligan munosabatga ko‘ra xx ~ . Agar yx ~  
bo‘lsa, x  vа y  nuqtаlаrni o‘z  ichigа оlаdigаn bоg‘lаnishli A  to‘plam mavjud 
bo‘ladi. Shu to‘plamning o‘zi y  va x  ni o‘z ichiga oluvchi bog‘lanishli to‘plam 
bo‘lib xizmat qiladi. Demak, yx ~  dan xy ~  kelib chiqadi. Endi yx ~ , zy ~  
deb faraz qilaylik, u holda x  va y  nuqtаlаrni o‘z  ichigа оlаdigаn bоg‘lаnishli A  
to‘plam, y  va z  nuqtаlаrni o‘z  ichigа оlаdigаn bоg‘lаnishli B  to‘plamlar 
mavjud. BA  ekanligidan BA  bog‘lanishli bo‘ladi. Bu to‘plam x  va z  
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nuqtаlаrni o‘z  ichigа оlаdigаn bоg‘lаnishli to‘plamdir. Demak, yx ~ , zy ~  
munosabatlardan zx ~  kelib chiqdi. 

24. Umumiy nuqtaga ega bo‘lgan bog‘lanishli to‘plamlarning birlashmasi 
bog‘lanishli ekanligidan foydalaning. 

25. H  to‘plam x  nuqta tegishli bo‘lga bog‘lanishlilik komponentasi 
bo‘lsin. Ma’lumki, H  bog‘lanishli to‘plamdir. Bog‘lanishlilik komponentasi 
ta’rifiga ko‘ra Hx  dan HH   kelib chiqadi. Demak, H  yopiq to‘plam. 

26. Biror A bog‘lanishli to‘plam olaylik. Agar Aa  bo‘lsa, A 
bog‘lanishli ekanligidan hamda  bog‘lanishlilik komponentasining ta’rifidan 

aHA  kelib chiqadi.  
28. Xyx ,  va yx   bo‘lsa, ular tegishli bo‘lgan bog‘lanishlilik 

komponentalari xH  va yH  bilan belgilaylik. Agar yx HH   bo‘lsa, 

yx HHH   to‘plam bog‘lanishli bo‘ladi va bog‘lanishlilik komponentasining 
ta’rifiga ko‘ra yx HHH   tenglik kelib chiqadi. 

5 § 
5. }{ nx  - yaqinlashuvchi ketma-ketlik va xxn lim  bo‘lsin. Agar yxn   

va xy   bo‘lsa, 1U  va 2U  bilan mos ravishda x  va y  nuqtalarning o‘zaro  
kesishmaydigan atrofini belgilaymiz. }{ nx  ketma-ketlik x  va y nuqtalarga 
yaqinlashganligi uchun shunday 21, NN sonlar mavjudki, 1Nn   da 21, NnUxn   
da 2Uxn  bo‘ladi. Bundan },max{ 21 NNn   bo‘lsa, 21 UUxn   munosabatni 
olamiz. Demak,  21 UU  . Bu ziddiyatdan yx   bo‘lishi kelib chiqadi.  

10. X ,-cheksiz to‘plam,   AXXA \:{ chekli yoki }A . 
Ma’lumki,  ,X - 1T  fazo bo‘ladi. Haqiqatan, x  va y  nuqtalarning atroflari 
sifatida }{\ yXU x   va }{\ xXU y   to‘plamlarni olsak, x  ning xU  atrofi y  
nuqtani, y  ning yU  atrofi esa x  nuqtani o‘z ichiga olmaydi. Endi ixtiyoriy 

yx   nuqtalarning mos ravishda xU  va yU  atroflarini qaraymiz. yx UU   
ekanligini ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz qilaylik, xU , yU  bo‘lib, 

yx UU   munosabat o‘rinli bo‘lsin. xU , yU  bo‘lgani uchun xUX \  
va yUX \  chekli to‘plamlar ekani kelib chiqadi. Ravshanki, 
   xx UXUX \\   chekli to‘plamdir.      yxxx UUXUXUX  \\\   
munosabatdan  yx UUX \  to‘plamning chekliligi kelib chiqadi. Bu esa 

yx UU   farazga zid.  
6 § 

 
1. }{ U - oila ],[ ba  segmenning ochiq qobig‘ bo‘lsin. Agar ],[ bax  va 

],[ xa  segment uchun chekli qobiq mavjud bo‘lsa, bunday x  nuqtalar to‘plamini 
A  bilan belgilaymiz. Ravshanki, A  bo‘sh emas,  chunki Aa . Bundan tashqari, 
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birorta 0  uchun 
0

Ua  bo‘lsa, a  nuqta o‘zining birorta  atrofi bilan 
0

U  da 
yotadi. Shuning uchun A  to‘plamga a   nuqtadan boshqa nuqtalar ham tegishli. 
Demak, agar }:sup{ Axxc   bo‘lsa,  ac  ekanligi ravshan. }:sup{ Axxc   
bo‘lganligi uchun ],[ ca  segment uchun chekli qobiq mavjud. Agar ],[ ca  
segmentning chekli qobig‘iga c  tegishli bo‘lgan 

1
U to‘plamni qo‘shsak, ],[ ca  

uchun chekli qobiq paydo bo‘ladi. Demak, Ac . Endi bc    ekanligini 
isbotlaylik. Agar bc   bo‘lsa,   ni shunday kichik qilib olamizki, 

1
];[  Ucc  bajarilsin. Shunda ],[ ca  segmentning chekli qobig‘i  ],[ ca  

uchun ham chekli qobiq bo‘ladi. Bu esa c  ning aniqlanishiga ziddir. Demak, 
bc  .  

2. Zarurligi. Metrik fazoda to‘plam birorta shar ichida yotsa, u 
chegaralangan to‘plam deyiladi. A  kompakt to‘plam bo‘lsa, nR  ning xausdorf 
fazo ekanligidan A  ning yopiq to‘lam ekanligi kelib chiqadi. Endi A  ning 
chegaralanganligini ko‘rsatamiz.  Buning uchun birorta Ax  nuqtani olib, 
markazi shu nuqtada bo‘lgan )}({ xBn  sharlar oilasini qaraymiz, bu yerda 

,...3,2,1n  . Bu sharlar oilasi A  uchun ochiq qobiq bo‘ladi va A  kompakt 
to‘plam bo‘lganligi uchun bu oiladan chekli qobiq ajratish mumkin. Agar chekli 
qobiq )(),...,(),( 000 21

xBxBxB
knnn  sharlardan iborat bo‘lsa, N  bilan }{max

1 iki
n


 ni 

belgilaymiz. Bu yerda )(xBn  markazi x  nuqtada bo‘lgan radiusi n  ga teng ochiq 
shar. Bu holda )(xBA N  ekanligidan A  ning chegaralanganligi kelib chiqadi.  
 Yetarliligi. 1-masalaga ko‘ra ],[ rr  segment kompakt. Yopiq kub 

}||{ rxRxQ n
r   ni n  ta ],[ rr  segmentning to‘g‘ri ko‘paytmasi sifatida 

yozamiz. Ikkita kompakt to‘plamning to‘g‘ri ko‘paytmasi yana kompakt to‘plam 
ekanligidan rQ  kub ham kompakt. A  to‘plam chegaralangan bo‘lganligi uchun 
uni o‘z ichiga oluvchi rQ  kub mavjud. A  yopiq bo‘lganligi uchun uning 
to‘ldiruvchisi ARn \  ochiq to‘plam. Endi }{ U  oila A  to‘plamning ochiq qobig‘i 
bo‘lsa,  }{ U  AR n \  oila rQ  ning ochiq qobig‘i bo‘ladi. rQ  kompakt 
bo‘lganligi uchun bu oiladan chekli qobiq ajratish mumkin. Hosil bo‘lgan 
qobiqdan ARn \  to‘plamni chiqarib A  to‘plam uchun }{ U  oiladan ajratilgan 
chekli qobiq hosil qilamiz. Demak, A  to‘plam yopiq.  

3.  A  to‘plam X  kompakt fazoning yopiq qism to‘plami va }{ A  oila  A  
to‘plam uchun ochiq qobiq bo‘lsin. A  yopiq to‘plam bo‘lganligi uchun AX \  
ochiq to‘plam va }\{}{ AXA   oila X  uchun qobiq bo‘ladi. X  kompakt fazo 
bo‘lganligi uchun }\{}{ AXA   oiladan X  uchun chekli qobiq ajratish mumkin. 
Ajratilgan chekli qobiqqa tegishli qism to‘plamlar kFFF ,...,, 21  bo‘lsin. Agar k

iF 1}{  
oilada AX \  to‘plam bo‘lmasa, }{ iF  oila }{ A  dan ajratilgan A  ning chekli 
qobig‘i bo‘ladi. Agar }{ iF  oilada AX \  bo‘lsa, unda bu oiladan AX \  ni chiqarib, 
A  uchun chekli qobiq hosil qilamiz. Demak, A  kompakt to‘plamdir. 

6. Buni isbotlash uchun ikkita kompakt to‘plamning birlashmasi  
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kompaktligini ko‘rsatish yetarli. Bizga A  va B  kompakt to‘plamlar berilgan 
bo‘lsin. }{ AU  va }{ BU  oilalar mos ravishda A  va B  to‘plamlarning ochiq 
qobiqlari bo‘lsa, }{}{ BA UU   birlashmadan iborat }{ BAU   oilani qaraymiz. A  va 
B  kompakt to‘plamlar bo‘lganligi uchun }{ AU  va }{ BU  oilalardan chekli ochiq 
qism qobiqlar ajratish mumkin. Ularning birlashmasi BA  uchun }{ BAU   oila 
dan ajratilgan chekli ochiq qism qobiq bo‘ladi. Demak, BA  kompakt to‘plam.  

7. nRX  , kompakt to‘plamlar sifatida  )( 0
* xBn  yopiq sharlar sistemasini 

olamiz. Ularning birlashmasi XxB
n

n 





1
0

* )(  bo‘lib, nR  kompakt emas. 

9.  A ning yopiq ekanligini ko`rsatish uchun AX \  ning ochiq ekanligini 
ko`rsatamiz. Agar AXx \  bo`lsa, X - Xausdorf  fazo va A  kompaktligidan 
shunday ochiq G to`plam mavjudki, AXGx \  munosabat bajariladi. Demak, 
x  nuqta AX \  uchun ichki nuqta va x ning ixtiyoriy ekanligidan AX \  ning ochiq 
to`plam ekanligi kelib chiqadi. 

10. Zarurligi. Teskarisini faraz qilaylik. X  kompakt fazo bo‘lib, ixtiyoriy 
X  dagi markazlashgan yopiq to‘plamlar sistemasining kesishmasi  F  
bo‘lsin. U holda  FXG \    ochiq to‘plamlar bo‘ladi.  Markazlashgan 

sistemasining ta’rifidan 



n

i
iF

1

 munosabat, bundan esa hech qanday ii FXG \  

chekli sondagi ochiq to‘plamlar sistemasi X  ni qoplamasligi kelib chiqadi. Bu 
esa kompaktlikka zid. Demak,   F .    

Yetarliligi.  X  dagi ixtiyoriy markazlashgan yopiq to‘plamlar 
sistemasining kesishmasi bo‘sh emas hamda }{ G  X  ning ochiq qobig‘i bo‘lsin 
deb faraz qilaylik. U holda }{ G  ning qobiq ekanligidan  GXF \  yopiq 
to‘plamlar sistemasi }{ F  ning kesishmasi  F  ekanligi kelib chiqadi. 
Bundan }{ F  markazlashgan yopiq to‘plamlar sistemasi emasligi hosil bo‘ladi, 
ya’ni }{ F  sistemadan shunday cheklita kesishmasi bo‘sh bo‘lgan iF  to‘plamlar 

topish mumkin. 



n

i
iF

1

 ekanligidan ii FXG \  X  ning qobig‘i bo‘ladi.  

22. Ma’lumki, kompakt fazoning uzluksiz akslantirishdagi aksi(obrazi) 
kompaktdir. 1R  Xausdorf fazosi bo‘lganligi uchun )(Xf  yopiq bo‘ladi. Agar 

)(Xf  chegaralanmagan bo‘lganda ),( nnU n   intervallar sistemasi )(Xf  ni 
qoplar edi. Undan esa chekli qism qobiq ajratish mumkin emas. Demak, )(Xf  
chegaralangan. )}((sup xfa

Xx
  deb belgilaylik. U holda, X da shunday Xxn   

ketma-ketlik mavjudki, axf nn



)(lim . )(Xf  yopiqligidan )(Xfa  kelib 

chiqadi, ya’ni )( 0xfa  , Xx 0 . Xuddi shunga o‘xshash, )}((inf xfb
Xx

  ham f  
funksiyaning qaysidir qiymati ekanligi ko‘rsatiladi.  
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II BOB  
1 § 

 
1. Aylana. 2. To‘g‘ri  chiziq.  3. 422  yx  aylana.  4. Berilgan ikki 

to‘g‘ri chiziqning kesishish nuqtasidan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqlar kesmalari.  5. 
000  yxxy .  6. Markazi berilgan uchta nuqtada joylashgan teng massalar 

markazidan iborat aylana.  7. To‘g‘ri to‘rtburchakka tashqi chizilgan aylana.  8. 
Agar aylanalar kesishmasa, ularning markazlaridan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqqa 
perpendikular bo‘lgan to‘g‘ri chiziq. Agar aylanalar kesishsa, izlangan 
geometrik o‘rin ularning kesishsish nuqtalaridan o‘tgan to‘g‘ri chiziqning 
aylanalar ichida yotmaydigan bo‘lagi, aylanalar uringan holda esa izlangan 
geometrik o‘rin bu aylanalarga o‘tkazilgan umumiy urinmadan iborat (urinish 

nuqtasidan tashqari).  9. To‘g‘ri chiziq. 10. Aylana.  11. 1
1625

22


yx  (ellips).  

12. 1
169

22


yx  (giperbola). 13. 12

2

2

2













k
r
y

r
x  (ellips).14. 

1

1
1 2

2

2

2














r

y
r
x




(ellips).  

 
31-rasm    32-rasm 

15. Ox  o‘qidan OA  radiusgacha bo‘lgan burchakni   deb va yx,  deb izlangan geometrik 
o‘ringa tegishli bo‘lgan ixtiyoriy nuqtani koordinatalarini belgilasak, geometrik o‘rinning 

parametrik tenglamalari cosax  , sinbx  , yoki 12

2

2

2


b
y

a
x  bo‘ladi (ellips, 31-

rasm).16.    Sxyyx 2222   (Bernulli lemniskatasi, 32-rasm). 17. Ellips. 



 168 

18. Bu chiziqning tenglamasini chiqarish uchun 1F   va 2F  nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri 
chiziqni Ox  o‘qi deb qabul qilamiz. So‘ngra 21FF  kesmaning o‘rtasidan shu 21FF  kesmaga 
perpendikular qilib Oy  o‘qini o‘tkazamiz. Geometrik o‘rinning ixtiyoriy  yxM ,  nuqtasini 

olamiz. O‘zgarmas sonni 2b  bilan beigilasak, shartga ko‘ra 2
21 bMFMF   bo‘ladi. 

Ravshanki, 1F   va 2F  nuqtalar orasidagi masofa c2  ga teng (33-rasm).  

       22
2

22
1 0,0  ycxMFycxMF  

bo‘lganligi uchun, ovalning tenglamasi  
        22222 00 bycxycx   

shaklda bo‘ladi. Kvadratga ko‘tarib, soddalashtirgandan so‘ng, ovalning 
tenglamasi quyidagi ko‘rinishga keladi:     44222222 2 cbyxcyx   

x 

y 

M 

F1 F2 O 

33-rasm 

36-rasm  

x 

y 

F1 F2 O 

35-rasm 

x 

y 

F1 F2 O 

34-rasm 
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Xususiy hollar: 1) bc   holga 34–rasm, 2) bc   holga 35–rasm mos keladi, 3) 
bc   bo‘lganda oval Bernulli lemniskatasi deyiladi (36–rasm). Uning 

tenglamasi:     02 222222  yxcyx 19. 2cos2 22 ar   (36-rasm). 20. 

  22222 4 yxyxR  .  21. 3
2

3
2

3
2

ayx   (37-rasm).22. 
cos

ar  . 23. cos2ar  .  24. 

O  nuqtаni qutb dеb, OA  diаmеtrni qutb o‘qi dеb оlib, M  nuqtаning 
kооrdinаtаlаrini  ,  dеylik.   dеb OA qutb o‘qidаn аylаnа bоrgаn nurgаchа 
bo‘lgаn qutb burchаgi оlinаdi. M  nuqtаgа mоs kеlgаn P  nuqtаning 
umumlаshgаn qutb kооrdinаtаlаrini ),(   dеb оlаmiz. PM ,  nuqtаlаrning qutb 
burchаgi bir хil bo‘lаdi. U hоldа  cos' a  vа istаlgаn   uchun 

ba   cos  bo‘lаdi. Bu esа izlаngаn chiziqning qutb sistеmаsidаgi 
tеnglаmаsidir.  

Bu yеrdа 3 hоl yuz bеrishi mumkin: ababab  )3)2)1  
Birinchi vа ikkinchi hоldа chiziq qutb оrqаli o‘tаdi, chunki 0  dаn  

1cos 
a
b

a
b

a
b . 

Uchinchi hоldа chiziq qutbdаn o‘tmаydi, chunki 0  tеnglik hеch 
qаndаy   uchun o‘rinli emаs (chunki ab  ). Pаskаl chig‘аnоg‘ining dеkаrt 
sistеmаsidаgi tеnglаmasini tоpаmiz. Dеkаrt kооrdinаtаlаr sistеmаsining bоshi 
dеb O  nuqtаni, аbssissа o‘qi dеb OA qutb o‘qini, аbssissа o‘qining musbаt 
yo‘nаlishi qutb o‘qining yo‘nаlishi bilаn bir хil bo‘lsin. Pаskаl chig‘аnоg‘ining 
tеnglаmаsini hоsil qilingаn  

ba  cos   (1) 
ko‘rinishdа оlsak, chiziqdаgi qutbdаn fаrqli hаmmа nuqtаlаr uchun 

 22 yx  ,   
22

cos
yx

xx





  

37-rasm 
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(1) tеnglаmа bax



  ko‘rinishni qаbul qilаdi. Chiziqdаgi qutbdаn bоshqа 

bаrchа nuqtаlаrning kооrdinаtаlari bu tеnglаmаni qаnоаtlаntirаdi (аgаr qutb 
chiziqqа tеgishli bo‘lsа). 

Охirgi tеnglаmаni ikkаlа tоmоnini   gа ko‘pаytirsаk,  bax2  hоsil 
qilаmiz. Bu tеnglаmаni chiziqdа yotuvchi bаrchа nuqtаlаrning kооrdinаtаlari 
qаnоаtlаntirаdi (kооrdinаtаlаr bоshi chiziqqа tеgishli bo‘lmаsа hаm). Охirgi 
tеnglаmаni quyidаgichа yozib оlish mumkin:  

 baxyx 22    yoki    baxyx 22 .   (2) 
(2) tеnglikning ikkаlа tоmоnini kvаdrаtgа ko‘tarsаk:  

)()( 222222 yxbaxyx  .  (3) 
Endi dеkаrt sistеmаsidа (3) tеnglаmа qаysi chiziqni ifоdаlаsа, qutb 

sistеmаsidа yozilgаn (1) tеnglаmа hаm shu chiziqni ifоdаlаshini ko‘rsаtаmiz. 
Hаqiqаtаn hаm, M  nuqtаning qutb kооrdinаtаlаri (1) tеnglаmаni 

qаnоаtlаntirsа, shu nuqtаning dеkаrt kооrdinаtаlаri (3) tеnglаmаni 
qаnоаtlаntirаdi. 

Аksinchа, kооrdinаtаlаr bоshi bilаn ustmа-ust tushmаgаn ),( yxM  nuqtа 
(3) tеnglаmа bilаn ifоdаlаngаn chiziqdа yotsа, u (1) tеnglаmа bilаn ifоdаlаngаn 
chiziqdа hаm yotаdi. Hаqiqаtаn hаm, ),( yxM  nuqtа (3) tеnglаmаni 
qаnоаtlаntirgаn chiziqdа yotsа, uning kооrdinаtаlаri (3) tеnglаmаni 
qаnоаtlаntirаdi. Bu yerdаn 22222 )(  baxyx  kelib chiqadi. Bundаn esа 

baxyx  22  yoki    ba  cos2  аmmо M  nuqtа kооrdinаtаlаr 
bоshi bilаn ustmа-ust tushmаgаni sаbаbli, 0  va   ga bo‘lish natijasida  

ba   cos   hosil qilamiz.  
 Аgаr ba   cos  bo‘lsа, M  nuqtа (1) chiziqdа yotаdi, аgаr 

ba   cos  bo‘lsа ba  )cos(  . Bu hоldа qutb kооrdinаtаlаri 
),cos(  ba   bo‘lgаn nuqtа kооrdinаtаlаri ),)cos((   ba  bo‘lgаn 

nuqtа bilаn ustmа-ust tushаdi. Shundаy qilib, Pаskаl chig‘аnоg‘ining dеkаrt 
kооrdinаtаlаridаgi tеnglаmаsi quyidаgi ko‘rinishdа bo‘lаdi: 

)()( 222222 yxbaxyx   
      

25. )(4)2(),1(cos2 222222 yxaaxyxar    (38-rasm). 

26. bar 
cos

 yoki     022222  xbaxyx  (39- rasm).   

 27. M  va 'M  nuqtalardan Ox  o‘qiga perpendikular tushiramiz (40- rasm). 
OEM '  va MOF  – o‘xshash uchburchaklar. Shuning uchun: 

OF
FM

EM
FO

'  

bo‘ladi. M nuqtaning koordinatalari x  va y  bo‘lsin. 'BMBM   bo‘lganligi 

uchun XOFEO   bo‘ladi.  



 171 

  

Shu sababli, oldingi tenglikdan ,
' x

y
EM

x
  bundan esa 

y
xEM

2

'   kelib chiqadi. 

Ikkinchi tomondan, AEM '  va MAF  uchburchaklar o‘xshash bo‘lgani uchun 

MF
FM

AF
AE '

  yoki 
y
y
x

xa
xa

2



  bo‘ladi. Soddalashtirishdan so‘ng strafoidaning 

                   
40 – rasm                                                       41 – rasm 

tenglamasi quyidagi shaklga keladi: .22

xa
xaxy




  28. .cos bar    29. 




cos
sin2 2ar   yoki 

xa
xy



2

2
2  (41 - rasm). 30. Ikkita aylana 

        aayaxaayax 2;2 2222  . 31. 2sinar   yoki 
  222222 4 yxayx   (42 - rasm).32.  atgyax 2,cos2 2   bu yerda   - qutb  

39-rasm  38-rasm  

A E F 

M' 

M 

x 

y 

O 

B 
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burchagi yoki 22

3

4
8

ay
ax


  (43 – rasm).  

33.     0cos21 2222  bccabrar  .  34. 

vr    

36. OACM  siniq chiziqni ko‘raylik (44 - rasm).  
Bu siniq chiziqni Ox  o‘qiga proyeksiyalaymiz: 

CMprACprOAprOACMprOMpr OxOxOxOxOx   

atAMOAOAprACprxOMpr OxOxOx 


,0,   
(chunki aylana sirpanmasdan harakatlanyapti). 
CM  dan CA  gacha bo‘lgan burchak t  bo‘lgani uchu, Ox  dan CM  gacha 

bo‘lgan burchak )(
2

t   ga teng; u holda  .sin)
2
3cos( tataCMprOx    

Shunday qilib,  ttax sin  hosil bo‘ladi. Xuddi shuningdek, OACM  siniq 
chiziqni Oy o‘qiga proyeksiyalasak:  

CMprACprOAprOACMprOMpr OyOyOyOyOy  . 

 
 

42 – rasm                                               43 – rasm 

x 

A 

B 

O K 

y 
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Bundan 0,,  OApraACpryOMpr OyOyOy . Ox  dan CM  gacha burchak 

t
2
3  gat eng bo‘lgani uchun, Oy  dan CM  gacha burchak tt  

22
3   ga 

teng. 
Demak,   tataCMprOy coscos   . Shunday qilib:  tay cos1  
Demak, sikloidaning parametrik tenglamalari quyidagicha: 
   tayttax cos1,sin  . Bu yerda, t  parametr barcha haqiqiy qiymatlarni 

qabul qiladi. 

38.   t
r

rRrtrRx 
 coscos ,   t

r
rRrtrRy 

 sinsin  (episiklioda, 45 

-rasm).  39. t
r

rRrtrRyt
r

rRrtrRx 



 sinsin)(,coscos)(  (giposikloida, 

 
45 – rasm                                     46 – rasm 

46 – rasm). 42. .)2()1(4 22222
2

2
22 y

b
baxar

b
yxa 

  

43. )cos(sin),sin(cos   ryrx  (aylana evolventasi, 47 - rasm). 
44. 1) ellips;  2) giperbola; 3) parabola. 

x 

t 

D A 

M C 
Q 

O 

44-rasm 
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47 – rasm  

45. N  va M  nuqtalar chiziqda yotadi, P  esa yotmaydi. Berilgan chiziq Ox  
o‘qini  0;0O  nuqtada Oy  o‘qini  0;0O  va  2;0 A  nuqtalarda kesib o‘tadi. 

Oshkormas tenglamasi: 02 223  xyx . 46. a) ;
1

2,
1

2
22 k

aky
k
ax





   b) 

.sin,cos  ayaax   47. Parabola. 48. 02  yx  to‘g‘ri chiziqning 2x  

qismi. 49. 1
b
y

a
x  to‘g‘ri chiziqning koordinata o‘qlari orasidagi qismi. 50. 

Yarim aylana. 51. Giperbolaning o‘ng shoxi. 52. 012  yx  to‘g‘ri chiziq. 

53. 
a
xachy   zanjir chizig‘i. 54.     222 Rbyax   aylana. 55. Ryx  22  

aylana. 56.   222 ayax    aylana. 57. ax   to‘g‘ri chiziq. 58. by   to‘g‘ri 

chiziq. 59. 1
1625

22


yx  ellips. 60. 1

169

22


yx  gepirbola. 61. 442  xy  parabola. 

62. 222 ayx   giperbola. 63. 022  bxyx  aylana. 64. 442  xy  parabola. 
65. 442  xy  parabola. 

2 § 
 
7. Ha. Teskarisiga o‘rinli emas. Haqiqatan ham, quyidagi 



 175 

 








































0,0,,,

0,0,,,

,

2222

2222

yxagar
yx

y
yx

x

yxagar
yx

y
yx

x

yxr   

vektor – funksiyasining moduli ),( yxr  uzluksiz, ya’ni 1),( yxr , bo‘lsa ham, 

vektor – funksiyaning o‘zi Oy yarim o‘qida uzilishga ega. 
20. ),(2

'
rr . 21. 2 ).'','( rr  22. [ ''','' rr ].  23. ),'','(

)4(
rrr .  

24. ].],'','[[]'''],''',''[[ )4(rrrrrr   25. 
2

)',(

r

rr  27. 1. 28. Yo‘q. agar 0tt   da 

  00 tr  bo‘lsa,  0' tr r ’(t0) mavjud bo‘lmaydi.  
29. Yo‘q. Haqiqatdan ham, quyidagi r (t)   (cost,sint) vektor- funksiya uchun 
munosabat o‘rinli emas. 30. Ha.  42. Parabolik silindr.  
43. Elliptik silindr. 44. Geperbolik silindr. 45. Elliptik paraboloid.  
47. .sin,sincos,coscos uRzvuRyvuRx   
48. .sin,sincos,coscos uczvubyvuax    
49. .sin,sin,cos uczvupyvupx   
50. .,sin,cos cshvzvbchuyvachux   
51. .,sin,cos cchvzvbshuyvashux    
52. .,sin,cos uzvbyvax   53. .,, 2 vzuyux    
54. .,, vzbshuyachux    55. .,sin,cos cuzvbuyvaux    

 
3 § 

 
1. A nuqtadagi urinma 022  yx , normal 012  yx . B nuqtadagi urinma 

034  yx , normal 0124  yx . C nuqtadagi urinma  026  yx , 
normal 0496  yx . 
2. A nuqtadagi urinma 0y , normal 0x . B nuqtadagi urinma 023  yx , 
normal 043  yx . 
3. A nuqtadagi urinma xy  , normal xy  . B nuqtadagi urinma 1y , normal 

.
2


x  C nuqtadagi urinma ,0 yx  normal .0 yx   

4. A nuqtadagi urinma xy  , normal xy  . B nuqtadagi irinma 

0
2

12 
yx , normal 0

4
22 

yx . 

5. Urinma 042  yx , normal 032  yx . 
6. Urinma 02sincos2sin2  tatytx  normal .02cossincos  tatytx  



 176 

7. ,,)12( Zkkt    bo‘lgan nuqtalarda urinma ay 2  normal 

,)12( akx   qolgan barcha nuqtalarda urinma 0)
2

2(
2

 tttgatytgx  

normal 0
22


ttgatytxtg . Urinma ),cos(sin),sin(cos ttbyttax    

normal .sin)(,cos)( tbaxtbax    10. Urinma 03  ayx , normal 
xy  . 11. Urinma 024  ayx , normal .0342  ayx 13. Urinma 

,12
0

2
0 

b
yy

a
xx  normal .0

)()( 2
0

2
0 





y

byy
x

axx  15. Urinma ),( 00 xxpyy   

normal .0)()( 00  yypxxy 16. Urinma  x cossin  -
0)sin(cos 2   ay , normal  y)sin(cos   + 

 .0)cos(sin   ax  17. Urinma 0 ay , normal 0 ax .18. 

).
4
1,

2
1(A  19. Yo‘q. 21. .44  xy  22. ).3,2( A  23. .1,1  cb   

27. ).
27
8,

3
2(),

9
4,

3
2( 21 MM  29. .

27
492,32  xyxy  30. .

3
)7(1 


xy  

36. .
4
3,

2
),4,4(),0,0( 2121 arctgMM    37. .

4
),3,0(),3,0( 2121

 MM  

38. .
2

),2,1(),2,1( 2121

 MM   

41. .,22),
2
3)1(,

4
( ZkarctgkM k

k
k    

48. AMM 21  uchburchakdan 
2

,
2

,
2 122111

 


 AMM   (48 – 

rasm ). 

 
        48 – rasm                           49 – rasm 

T P N x 

M 

y 
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57.   00 xxyyy   urinma tenglamasida Txxy  ,0  deb 
y
yxxT 

  

tenglamani hosil qilamiz. Bundan, 'y
yPT   ga ega bo‘lamiz. Qolgan 

formulalarni ham xuddi shunga o‘xshash keltirib chiqaramiz (49–rasm). 

58. 
2
5

MT ,  
2
1

PT ,  5MN ,  2PN . 

 

59. 
2
2

,,, 2 xsh
PNxchMNcthxPTchxcthxMT  . 60. ckxy  22 , c 

– const; 61. k
x

cey


2 , c – const.  62.  ttayctttga ,sin,)cos
2

(ln
 

koordinatalar o‘qining musbat yo‘nalishi bilan urinma tashkil etgan burchak. Bu 
– traktrisa deb ataluvchi kongruyent chiziqlar oilasi(50 – rasm).  

63. 
2

2aS  . 65. Ikkinchi tartibli urinishga ega. 66. Birinchi tartibli urinishga 

ega. 67. Uchinchi tartibli urinishga ega. 68. Uchinchi tartibli urinishga ega. 69. 
332  xxy . 70. 022  yyx .  71.   01914202 2  yxyx . 

Uchinchi tartibli urinishga ega. 73.Agar   0xxf  nuqtada n –tartibgacha 
hosilaga ega bo‘lsa, masala yechimga ega  

 

        
!

0...
!2

000
2

n
xfxfxffy

n
n , aks holda masala yechimga ega 

emas. 74. 1) 1
9

)(
12

)(
2

2

2 





R
Ry

R
Rx  , beshinchi tartibli urinishga ega.  2) 

1
9

)5(
12

)(
2

2

2

2








R
Ry

R
Rx  , beshinchi tartibli urinishga ega.   

P T O 

M 

A 

t 
x 

y 

50-rasm 
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3) ),2(8)( 2 RyRRx   uchinchi tartibli urinishga ega. 
 

4 § 
 

1. 0,3  yx . 2. 0,4  yx . 3. 0y . 4. 0,4  xxy . 5. 

2,2  xxy . 6. 0x . 7. 
4
1

4
1,4,3  xyyx . 8. 

2
12,

2
1

 xyy . 

9. 0342,
2
1

 yxx . 19.  0;0O –o‘z – o‘zini kesish nuqtasi. 20.  0;0O – 

o‘z – o‘zini kesish nuqtasi. 21.  0;0O – ajralgan no‘qta. 22.  0;0O – ajralgan 
no‘qta. 24.  0;0O – aralgan no‘qta. 26.  0;0O – o‘z – o‘zini kesish nuqtasi. 27. 
 0;0O – birinchi tur qaytish nuqtasi. 28.  0;0O . 29.  0,aA  - o‘z – o‘zini kesish 

nuqtasi. Urinma xy  . 30.  0;0O – birinchi tur qaytish nuqtasi.  

 
31.  0,0A – birinchi tur qaytish nuqtasi. Urinma 0y . 35 – 37. Mavjud emas. 
(51–53–rasmlar).  
40. Funksiya 1x  nuqtadan boshqa barcha x  larda aniqlangan. Maxsus 
nuqtalari yo‘q. Koordinata boshida Ox  o‘qiga urinadi. Chiziq Oy  o‘qiga 
simmetrik bo‘lib, 1,1  yx  asimptotalarga ega. 41. Funksiya 3x  

nuqtadan boshqa barcha x  larda aniqlangan.    
2
93,

2
93 minmax  yyyy . 

Koordinata boshi egilish nuqtasi bo‘lib, shu nuqtada chiziq Ox  o‘qiga urinadi, 

y 

51-rasm 

x 
O 

1

2


2



1



x
xy 1sin
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asimptotalari esa 3,  xxy .   42. Funksiya 1x  nuqtadan boshqa barcha 
x  larda aniqlangan. Koordinata boshi egilish nuqtasi bo‘lib, shu nuqtada va 







 

8
33;3M  nuqtada chiziq Ox  o‘qiga urinadi, asimptotalari esa 

022,01  yxx . 
 
 

 
43. Funksiya 2x  nuqtadan boshqa barcha x  larda aniqlangan. Koordinata 
boshi egilish nuqtasi bo‘lib, shu nuqtada Ox  o‘qiga urinadi va 0,2  yx  

asimptotalarga ega. 44. Aniqlanish sohasi – ]5;0( ; 







33 4
5,

4
5M  – egilish nuqtasi 

bo‘lib, shu nuqtada Ox  o‘qi bilan 1350 li burchak hosil qiluvchi urinmaga ega. 

0x  asimptota. 45. Funksiya 0x  da aniqlangan.  
e

eyy 1
min  ; 









3

3

2
3,
e

eM  – egilish nuqtasi. 0,0  yx  asiptotalarga ega. 46. Funksiya 

barcha x larda aniqlangan va musbat.   10max  yy , 







e
M 1;

2
1

1 , 









e
M 1;

2
1

2  – egilish nuqtalari, 0y  asimptota.  47. Funksiya 0x  nuqtadan 

boshqa barcha x  larda aniqlangan. 





 2

1,
2
1

e
M  – egilish nuqtasi, asimptotalari 

esa 1,0  yx . 48. Chiziq xy   to‘g‘ri chiziqqa nisbatan simmetrik bo‘lib, 
0 axy  asimptotaga ega. Koordinata boshida o‘z – o‘zini kesadi va 

0,0  xy  urinmalanga ega.  49. Chiziq yopiq bo‘lib, maxsus nuqtalarga ega 

emas. Koordinata o‘qlari bilan kesishish nuqtalari:  0;0O , 





 0;

2
1

1M , 

 212 tM ,  2;13 M  nuqtalarda Ox  o‘qiga parallel urinmalarga ega. 

A(1;0
) 

B(1;1
) 

C(0;1/2) 

O 

y 

x 

53-rasm 

x O 

y 

52-rasm 
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    tMtO 4,0  nuqtalarda urinmalar Oy  o‘qiga parallel. Bu chiziq 
ellipsligini uning tenglamasini oshkormas ko‘rinishda yozish bilan isbotlash 
mumkin.  50. Chiziq Ox  o‘qiga nisbatan simmetrik bo‘lib, tekislikning, 10  x  
munosabatni qanoatlantiruvchi qismida joylashgan. 1x  asimptota,  0;0O  – 
birinchi tur qaytish nuqtasi. 51. Chiziq Ox  o‘qiga nisbatan simmetrik bo‘lib, 
tekislining, 10  x  munasabatni qanoatlantiruvchi qismida joylashgan. 1x  

asimptota. Koordinata o‘qlarni  0;0O ,  





 0;

2
1

4M  nuqtalarda kesadi. Maxsus 

nuqtalarga ega emas. Koordinata boshida Oy o‘qiga parallel urinmaga ega. 52. 
 0;0O  nuqtadagi urinma Oy  o‘qi bilam ustma – ust tushadi. 







 








3
11;1,

3
11;1 21 MM   nuqtalarda Ox  o‘qiga parallel urinmalarga ega. 

 0;33M M nuqtadan chiziq ikki marta o‘tadi. Asimptotasi yo‘q.  53. 

Asimptotalari 
2
1

x 1,
4
1

2
1,  xyxy . Chiziq koordinata o‘qlarini faqat 

koordinata boshida kesib o‘tadi. Koordinata boshi chiziqning birinchi tur qaytish 
nuqtasi bo‘ladi.      3,3,0;0 21  tMtMO  nuqtalardagi urinmalalar Ox  
o‘qiga parallel,  23 tM  nuqtadagi urinma esa Oy  o‘qiga parallel. 54. Chiziq 

Ox  o‘qiga nisbatan simmetrik. Asimptotalari )
2
1(,1  xyx . Birinchi 

asimptota chiziqni kesmaydi, ikkinchi va uchinchi asimptotalar esa mos ravishda 







 

2
1

1 tM  va  





 

2
1

2 tM  nuqtalarda kesib o‘tadi. Koordinata boshi 

chiziqning birinchi tur qaytish nuqtasi bo‘ladi. Chiziqning 
   3,3 43  tMtM  nuqtalardagi urinmalari Ox  o‘qiga parallel. 55. Chiziq 

Ox  o‘qiga nisbatan simmetrik. Maxsus nuqtalari va asimptotalari yo‘q. 







 3

3
4;

3
4

1M  va 





  3

3
4;

3
4

2M  nuqtalar egilish nuqtalari bo‘ladi. Chiziq 

koordinata boshida Oy  o‘qiga urinadi. 56. Asimptotalari yo‘q. Koordinata boshi 
chiziqning ikkinchi tur qaytish nuqtasi bo‘lib, bu nuqtadagi urinmasi 0x dan 
iborat. Chiziq Ox  o‘qini   0;0O  va  0;11M  nuqtalarda kesib o‘tadi. 

)8,0( 3
2 tM - egilish nuqtasi, uning  3

3 4,0tM  nuqtadagi urinmasi Ox  
o‘qiga parallel bo‘ladi. 57. 1y - asimptota;  0;0O  – egilish nuqtasi bo‘lib, bu 

nuqtadagi urinma Ox  o‘qi bilan ustma – ust tushadi. 





 

4
5tM  nuqtadagi 

urinma Oy  o‘qiga parallel bo‘ladi. 58. Asimptotalari 02,0  yxx . 
 0;0O  – egilish nuqtasi bo‘lib bu nuqtadagi urinma 0 yx  dan iborat. 59. 

Koordinata boshi chiziqning ikkinchi tur qaytish nuqtasi. Koordinata o‘qlari 
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bilan  0;0O ,  0;1M  nuqtalarda kesishadi. 60. Chiziq xy   to‘g‘ri hiziqqa 
nisbatan simmetrik. Asimptotasi 01 yx . Koordinata boshi chiziqning 
birinchi tur qaytish nuqtasi bo‘lib, bu nuqtadagi urinma Ox  o‘qidan iborat 
bo‘ladi. Bundan tashqati, t  da chiziq koordinata boshiga Oy  o‘qiga urinib 
yaqinlashadi. 61. Asimptotalari 06,092,092  yxxx .  4;41 M  
birinchi tur qaytish nuqtasi bo‘lib, bu nuqtadagi urinmasi 0 yx  to‘g‘ri 

chiziqdan iborat. Chiziq Ox  o‘qiga 





 0;

3
16

2M , Oy  o‘qiga 





 

3
16;03M  nuqtada 

urinadi. 62. Chiziq Oy  o‘qiga nisbatan simmetrik. Asimptotalari 1 xy . 
 0;0O  – uch karrali maxsus nuqta bo‘lib, bu nuqtada chiziq 0,0  yx  

urinmalarga ega.  32;2724
2,1 M – egilish nuqtalari. 63. Chiziq Oy  o‘qiga 

nisbatan simmetrik.  0;22,1 M  birinchi tur qaytish nuqtalari bo‘lib, bu 

nuqtalardagi urinmalar 02  yx  dan iborat. 







3
2;03M ,   2;04M  

nuqtalarda Oy  o‘qiga parallel urinmalarga ega. 







3
2;5

5
2

6,5M –egilish 

nuqtalari. 64. Chiziq Ox  o‘qiga nisbatan simmetrik. Maxsus nuqtalari va 
asimptotalari yo‘q. Chiziq Ox  o‘qini  0;11 M , Oy  o‘qini  1;03,2 M  
nuqtalarda kesadi. Chiziqning  1;03,2 M  nuqtalardagi urinmalari Ox  o‘qiga, 

 0;11 M  nuqtadagi urinmasi esa Oy  o‘qiga parallel.  1;03,2 M  nuqtaga egilish 
nuqtasidir. 65. Chiziq Ox  o‘qiga nisbatan simmetrik. Asimptotalari 

2,1  yx . Chiziq Oy  o‘qiga koordinata boshida urinadi. Tekislikning 
10  x  munosabatni qanoatlantiruvchi qismida chiziqning nuqtalari mavjud 

emas.  66. Chiziq Ox  o‘qiga nisbatan simmetrik. Asimptota 1x , vertikal 
urinma 0x , chiziq tekislikning  10  x 0  munosabatni qanoatlantiruvchi 
qismida joylashgan.  67. Chiziq Ox  o‘qiga nisbatan simmetrik. Asimptota 

0x .  





 0;

2
5

1M , 





 0;

2
1

2M  nuqtalardagi chiziqning Oy  o‘qiga parallel. Ikkita 

egilish nuqtasi mavjud. 68. Chiziq markazi koordinata boshida, tomonlari 
koordinata o‘qlariga parallel va a2  ga teng kvadtar ichida to‘la joylashadi. 
Chiziq koordinata o‘qlari va ularning bissektrisalariga nisbatan simmetrik. 69. 
Chiziq parabolaga o‘xshaydi. Asimptotalari xy 2 . 62 x  da,  0;0O – 
ajralgan nuqtadan tashqari, berilgan tenglamani qanoqatlantiruvchi nuqtalar 
mavjud emas. 70. Asimptotalari xy  .  0;0O  va  0;23

1M  nuqtalardagi 
urinmalar Oy  o‘qiga parallel. Ikkita egilish nuqtasi mavjud. 71. Asimptotalari 

xy  . 







331 32
3;

32
1M , 






 

332 32
1;

32
3M  nuqtalardagi urinmalar koordinata 
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o‘qlariga parallel. 72. Asimptotalari xyx  ,0 ;  0;0O  nuqta egilish nuqtasi 
bo‘lib, bu nuqtadagi urinma xy  .   )12(2,1 M ,   )12(4,3 M ; 

1  nuqtalarda Ox o‘qiga parallel urinmalarga ega. 73. 
Asimptotalari 0,0  yx .  1;0M  nuqtadagi urinmasi Ox  o‘qiga parallel. 74. 

1x  to‘g‘ri chiziq va  0;0O  ajralgan nuqta. 75. Asimptotalari 1x , 1y ; 
 0;0O  – ajralgan nuqta. 76. Asimptotalari xy  .  0;0O – ajralgan nuqta. 

Chiziq Oy  o‘qini  2;02,1 M  nuqtada kesib o‘tadi. 2,1M  nuqtalardagi urinmalar 
Ox  o‘qiga parallel. 77. Chiziq Ox  o‘qiga nisbatan simmetrik. Asimptotalari 

 1;1,1,1  xyxxyxy  asimptotalar chiziqni M1(-1,0)  nuqtada 
kesadi.  0;0O  – ajralgan nuqta. 1M  nuqtada Oy  o‘qiga, parallel urinmaga ega. 

Abssissasi 
2

51
x  bo‘gan 32 ,MM   nuqtalarda esa Ox  o‘qiga parallel 

urinmalarga ega.  78. Asimptotalari 0
2

,0
2


axyaxy . Koordinata 

boshi ajralgan nuqta.  aM ;02,1  nuqtalarda Ox  o‘qiga,  0;4,3 aM   nuqtada esa 
Oy  o‘qiga parallel urinmalarga ega. 79. Chizig Ox o‘qiga nisbatan simmetrik. 

 0;20M  ajralgan nuqta.  2,22,1 M  nuqtadagi urinmalar Ox  o‘qiga nisbatan 
simmetrk. Ikkita egilish nuqtasi bor  0;4,3 aM  ; Asimptotasi 0x . 80. 

Asimptotalari 08333,043  yxx .  0;0O  – ajralgan nuqta. Chiziq Ox  
o‘qini  0;4M  nuqtada kesib o‘tadi. Bu nuqtadagi urinma 4x .  81. Chiziq 
marakazi koordinata boshida, tomonlari koordinata o‘qlariga parallel va uzunligi 

82  ga teng kvadrat ichida to‘la joylashadi. Chiziq koordinata o‘qlari va 
ularning bissektrisalariga nisbatan simmetrik. Koordinata boshi ajralgan nuqta. 

 1,02,1 M , 








 
 2

82;
2

1
63M  nuqtalarda Ox  o‘qiga parallel urinmalarga 

ega.  0;18,7 M , 












 2

1;
2

82
129M  nuqtalarda Oy  o‘qiga parallel 

urinmalarga ega. 82. Chiziq Ox  o‘qiga nisbatan simmetrik va to‘liqligicha 
tekislikning 11  x  munosabatni qanoatlantiruvchi qismida joylashgan. 
Asimptota 1x . Koordinata boshi 1k  burchak koeffitsiyentli urinmalarning 
kesishish nuqtasi. Urinma  Oy  o‘qiga  0;11 M  nuqtada parallel. Urinmalar Ox  

o‘qiga 2,1M  nuqtalarda, absissasi esa 
2

15 
x  nuqtalarda parallel. 83. 

Chiziq Koordinata o‘qlariga nisbatan simmetrik. Koordinata o‘qlari bilan 
kesishish nuqtalari –,  1;02,1 M . Urinmalar Ox  o‘qiga 2,1M  nuqtada va Oy  
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o‘qiga 












 2

2,
2

12
63M  nuqtalarda parallel, O(0,0) nuqta xy   nuqtalar 

bilan kesishish nuqtasi. 84. Chiziq Ox  o‘qiga nisbatan simmetrik;  0;1M –
 1 xy  urinma bilan kesishish nuqtasi. Asimptotasi 0x .  85. Chiziq 

koordinata o‘qlari burchaklarning bisssektrissalariga nisbatan simmetrik. 
 0;0O – 0,0  yx  urinmalarga nisbatan simmetrik. Koordinata o‘qlari bilan 

boshqa kesishuvchi nuqtalari yo‘q. Urinmalar Ox  o‘qiga 









8 8

1 16
27;

16
3M , 









 88

2 16
27;

16
3M   nuqtalarda va Oy  o‘qiga 








88

3 16
3;

16
27M , 









 88

4 16
3;

16
27M  nuqtalarda parallel. Asimptotalarga ega emas.  86. Chiziq 

koordinata o‘qlariga nisbatan simmetrik va 
2
1,1  yx  to‘g‘ri chiziqlar 

bilan chegaralangan to‘g‘ri to‘rtburchak ichida joylashgan;  0;0O  nuqta xy   

urinma bilan kesishish nuqtasi. Urinmalar Ox  o‘qiga  







 2

1;
2
2

63M  nuqtada 

va Oy  o‘qiga  0;12,1 M  nuqtalarda parallel. 87. Chiziq Ox  o‘qiga nisbatan 
simmetrik. Asimptotalar 1y , 1x , 2x ;  0;0O –o‘z – o‘zini nuqta 
kesishuvchi nuqta bo‘lib, bu nuqtadagi urinmalar  xy 2  to‘g‘ri chiziqlardan 

iborat. 88. 





 

33
2;

3
1

3,2M   nuqtalardagi urinmalar Ox  o‘qiga parallel.  0;11M –

o‘z – o‘zini kesishuvchi nuqta bo‘lib, bu nuqtadagi urinmalar )1(  xy  to‘g‘ri 
chiziqlardan iborat.  0;0O  nuqtadagi urinma Oy  o‘qiga parallel. 89. Chiziq 
koordinata o‘qlarining bissektrisalariga nisbatan simmetrik.  0;0O  – o‘z – 
o‘zini nuqta kesishuvchi nuqta bo‘lib, bu nuqtadagi urinmalar 0,0  yx  
to‘g‘ri chiziqlardan iborat.  44

2,1 27;3 M  nuqtalardagi urinmalar Ox  o‘qiga, 
 44

4,3 3;27 M  nuqtalardagi urinmalar Oy o‘qiga parallel. Bu yerda 14  . 

90. Chiziq 
3
1

 xy  asimptota bilan 







9
2;

9
1

1M  nuqtada kesishadi  0;0O  – 

nuqta birinchi tur qaytish nuqtasi bo‘lib, bu nuqtadagi urinma 0x .  0;12M   

nuqtadagi urinma Oy  o‘qiga, 







3
4;

3
2 3

4,3M  nuqtalardagi urinma Ox  o‘qiga 

parallel. 91. Asimptotalari yo‘q.  0;0O – birinchi tur qaytish nuqtasi bo‘lib, bu 
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nuqtadagi urinma xy  .  Chiziq Ox  o‘qini  0;271M  nuqtada kesib o‘tadi. 
 4;122M  nuqtadagi urinma Ox  o‘qiga parallel. 92. Chiziq Ox  o‘qiga nisbatan 

simmetrik.  0;0O  -  birinchi tur qaytish nuqtasi bo‘lib, bu nuqtadagi urinma 

0y . Asimptotalar ax  ,  
2
ayx  . Tekislikning ax 0  munosabatni 

qanoatlantiruvchi sohasida chiziq tenglamasini qanoatlantiruvchi nuqtalar 
mavud emas. 93.  0;0O – nuqta ikkinchi tur qaytish nuqtasi bo‘lib, bu nuqtadagi 

urinma 0y . 
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2M  nuqtadagi 

urinma Ox  o‘qiga parallel.  0;13M  nuqtada chiziq Ox  o‘qini kesib o‘tadi. 94. 
Chiziq Oy  o‘qiga nisbatan simmetrik.  0;0O  – chiziqning uchta yoyi o‘tuvchi 
maxsus nuqta. Bu nuqtadagi urinmalar 0y , 0 yx . Egilish nuqtalari va 

asimptotalari yo‘q. 
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4,3M  nuqtalardagi urinmalar 

koordinata o‘qlariga parallel. 97. Chiziq Oy  o‘qiga nisbatan simmetrik.  0;0O  
– nuqta ikkinchi tur qaytish nuqtasi bo‘lib, bu nuqtadagi urinma .0y  

   8;26,12;62,1  MM  nuqtalardagi urinmalar koordinata o‘qlariga parallel. 
Ikkita egilish nuqtasi mavjud. 98. Chiziq Ox  o‘qiga nisbatan simmetrik.  0;0O  
– chiziqning uch karra maxsus nuqtasi. Bu nuqtadagi urinmalar 0,0  xy . 

 126;122 M  nuqtalardagi urinmalar Ox  o‘qiga,  4;44,3 M  nuqtalardagi 
urinmalar Oy  o‘qiga parallel. 99. Chiziq koordinata o‘qlariga nisbatan 
simmetrik.  0;0O  – nuqta o‘z – o‘zini kesish nuqtasi bo‘lib, bu nuqtadagi 
urinma 0y . Chiziq Ox  o‘qini  0;12,1 M  nuqtalarda kesadi va bu 

nuqtalardagi urinmalar Oy  o‘qiga parallel. )
9

32,
3
6(63 M  nuqtalardagi 

urinmalar Ox  o‘qiga parallel.  100. Asimptotlari xy  ;  0;0O  – nuqta o‘z – 
o‘zini kesish nuqtasi bo‘lib, bu nuqtadagi urinmalar 0,0  xy . Beshta egilish 
nuqtasi mavjud. 101. Chiziq markazi koordinata boshida, tomonlari koordinata 
o‘qlariga parallel va 4 ga teng kvadrat ichida to‘la joylashadi. Chiziq koordinata 
o‘qlari va ularning bissektrisalariga nisbatan simmetrik.  0;0O  – chiziqning 
to‘rt karra maxsus nuqtasi. Bu nuqtadagi urinmalar 0,0  xy .  2;241 M  
nuqtadagi urinma Ox  o‘qiga,  2;285 M  nuqtalardagi urinma Oy  o‘qiga 
parallel. 104. Agar ,r  - umumlashgan qutb koordinatalari bo‘lsa (ya’ni r  har 
qandayishorali qiymatni qabul qilsa), u holda 22 ar   tenglama qutbga 
simmetrik ikkita egri chiziqni aniqlaydi. Har bir egri chiziq qutbga cheksiz 
tarzda, qutb o‘qiga esa asimptotik tarzda yaqinlashadi. 105. Qutb birinchi tur 
qaytish nuqtasi bo‘lib, qutb o‘qi esa bu nuqtada urinma bo‘ladi. 107. Egri chiziq 
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dekart koordinatalar sistemasi o‘qlariga nisbatan simmetrik, Ox  o‘qini qutb o‘qi 
bilan ustma –ust tushadi. Chiziq Ox  o‘qini  0;2,1 aM  ,  0;0O  nuqtalarda kesib 
utadi, O  nuqta chiziq o‘z – o‘ziga va 0y  to‘g‘ri chiziqqa urinadi. Chiziq 
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y  to‘g‘ri chiziqlardan 

iborat. Oilaga Ox  o‘qi ham tegishli. 110. 0C  bo‘lgan holda 02,0  yxx  
to‘g‘ri chiziqlar. 0C   bo‘lgan holda asimptotalari 02,0  yxx  to‘g‘ri 
chiziqlarga parallel bo‘lgan o‘xshash giperbolalar. Giperbolalarning  CCO ;*  
markazlari yx   to‘g‘ri chiziqni to‘ldiradi. Giperbolalarning bitta shoxi 
koordinata boshida Ox   o‘qiga urinadi. 111. a) umumiy fokusga ega ellipslar 
oilasi; b) umumiy fokusga ega giperbolalar oilasi; 115.   222 CyCx  . 116. 

Cyx 
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2 . 117. Kesishuvchi aylanalar oilasi. Bu oila markazlaridan iborat 

chiziq umumiy vatar bo‘ylab yo‘nalgan. Koordinata boshini umumiy vatar 
o‘rtasiga joylashtirib,  Ox  o‘qini shu vatar bo‘ylab yo‘naltirilsa, 
  2222 aCyCx   tenglama hosil bo‘lgan oilani ifodalaydi. 118. ay  . 

119. 0,0  xy . 120. 222 pyx  . 124. Diskriminant yx   va 0
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to‘g‘ri chiziqlarga bo‘linadi. Birinchi chiziqning maxsus nuqtalaridan iborat, 
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yoki parametrik ko‘rinishdagi tenglamasi: .2,3sin,cos vzvuyvux   
12. ( lznx  )2 )()( 2 mznyanmzny  . 13. Masalan:b) 

;2,1,1 22 vzuyvx   c) .
1
4

2
12

3
16








 zyx  

14. ])([],)([],)([ cuvczbuvbyaufvax    yoki 

.0),( 






cz
by

cz
axF 15. ).)((2)( 2 cxazczpcybz   16. .2)1( 222 zyx   

17. A tegishli, B tegishli emas. 18. Elliptik silindr. 19. Ellipsoid: 

.1
)()()(

2

2
0

2

2
0

2

2
0 








c

zz
b

yy
a

xx  20. Aylanma paraboloid: .22 yxz   

21 Ikkita parallel to‘g‘ri chiziqlar oilasi. 22. Koordinata boshidan chiquvchi 
nurlar va markazi koordinata boshida bo‘lgan konsentrik aylanar oilasi. 24. 
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  35. Aylanma silindr: .122  yx  

36. Giperbolik silindr: .1 yzxy  37. Uchga ega bo‘lmagan konus: 
.0222222  yzxyxzzyx  38. Masalan: .0,)( 222  CCyCx   

39. Masalan: .0,)( 2222  CCzyCx  40. O‘ramasi silindr ;122  yz  
xarakterisalari ;122  yz  0Cx  aylanalardan iborat, qaytish qirrasi 
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qaytish qirrasi ikkita );0;0( 22 ba   nuqtalarga, ba   bo‘lganda (0;0;0) 
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ifodalaydi. Qaytish qirrasi mavjud emas. 

47. Diskriminant 
    
    







0
0

snsrR
ssrR 

 tenglamalar sistemasi bilan beriladi. 

Xarakteristikalar esa berilgan chiziqqa o‘tkazilgan urinmalardir. Qaytish qirrasi 
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  vint chiziqlari ustmida to‘la egrilik o‘zgarmas. 
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 59. .
2
1 aH   62. Sirtning hamma 

nuqtalari elliptik. 64. 0,1  zyx   maxsus nuqtalari bo‘lib, sirtni ikkita 
qismga ajratadi: 1x  da sirt nuqtalari elliptik, 1x  da esa giperbolik. 65. 
Sirtning hamma nuqtalri giperbolik. 66. Agar 0AB  bo‘lsa, sirt nuqtalari 
qiperbolik; 0AB  bo‘lsa, barcha turdagi nuqtalar mavjud. 67. Elliptik. 68. 
Giperbolik. 69. Elliptik. 70. Elliptik. 71. Giperbolik. 72 – 75. Parabolik. 76. 
Agar 0ff  bo‘lsa, sirt nuqtalari elliptik; 0ff  bo‘lsa giperbolik, 0ff  
bo‘lsa, parabolik. 81. Faqat sinusoidaning uchlari chizuvchi parallel. 82. Ikkita 
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nuqta: ellipsoidning aylanish o‘qlari bilan kesish nuqtalari 83. Paraboloidning 
uchlari. 
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  89. Masalan, 

ushbu 4xy   chiziqni Oy  o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan sirt. 90. 
Masalan, ushbu 4xy   silindrda Oz  o‘qining barcha nuqtalari yassilanish 
nuqtalaridan iborat bo‘ladi. 
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  7. ).1,0,1( b  

8. .0)()(  dvNAMBduMALB  10. .Carctguv   15. Agar aylanma sirtni 
tenglamasini )(,sin)(,cos)( uzvufxvufx   ko‘rinishda olsak, u 
holda .0)( 2'2''''''  dvfduff   16. .constvu   18. To‘g‘ri chiziqli 
yasovchilari va ularning ortogonal trayektoriyalari, ya’ni, vint chizig‘i. 19. 
To‘g‘ri chiziqli yasovchilari. 29. To‘g‘ri chiziqli yasovchilari va ularning 
ortogonal trayektoriyalari. 30. To‘g‘ri chiziqli yasovchilari va markazi konik 
sirtning uchida joylashgan ixtiyoriy radiusli sfera bilan konik sirtning kesishish 
chizig‘i. 31. Parallel va meridianlar. 32. Koordinata chziqlari.  33. To‘g‘ri 
chiziqli yasovchilari va ularning ortogonal trayektoriyalari. 34. Agar gelikoid 
tenglamasini avzvuyvux  ,sin,cos  ko‘rinishda olsak, egrilik 
chiziqlarining tenglamasi   02222  dudvua  ko‘rinishda bo‘ladi. Bundan 

  cauuv  22ln  tenglikni hosil qilamiz.  35. Elliptik paraboloidning 

tekisliklar bilan kesimlari hamda 
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bosh egriligi. 44. Faqat aylanma ellipsoid uchun mumkin. 57. Sferaning katta 

aylanalari. 65. 
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72. Gelikoid tenglamasini avzvuyvux  ,sin,cos  ko‘rinishda olamiz. 
constv   gelikoidning to‘g‘ri chiziqli yasovchilari geodezik chiziqlari bo‘ladi. 

0dv  bo‘lgan holda geodezik chiziq 02 2
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tenglikni hosil qialmiz. 73. Psevdosferaning birinchi kvadratik formasini 
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  ko‘rinishda olamiz. U holda geodezik chiziqlarning differensial 

tenglamasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:  
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Bu sistemani chiziqlar qanoatlantirishi ma’lum.  

Agar constx   bo‘lsa, bu sistemani 011 2
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ydx
dy

ydx
yd  tenglama 

bilan almashtirish mumkin. Natijada, hosil bo‘lgan tenglamaning umumiy 
yechimi   2

1
22

2 CyCx   topiladi.  
 

6 § 
 

1. Cyx  22 - konsentrik aylanalar va  0;0O  nuqta. 2.  Cyx  22 -
parabolalar va ularning asimptotalari. 3. 2Cxy   - parabolalar va 0y  to‘g‘ri 
chiziq. 4.   xCyx 222   aylanalar va to‘g‘ri chiziq.  6. Czyx   parallel 
tekisliklar. 7. 2222 Czyx   - konsentrik sferalar. 8. 2222 Czyx  - bir 
pallali va ikki pallali giperboloidlar va ularning umumiy asimptotik konusi.  
10. 1. 11. 5. 12.    1;1,0;0 . 13.  1;2;7N .  
14.      kyxzjxzyizyxa
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  222 333 .  
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